
CHUYÊN ĐỀ I HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC

NHẤT BA ẨN VÀ ỨNG DỤNG
 Ở lớp dưới, chúng ta đã được học cách giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. Trong chuyên đề này, chúng
ta sẽ tìm hiểu về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn và cách giải hệ phương trình này bằng phương pháp
Gauss. Chúng ta cũng sẽ học cách vận dụng hệ phương trình bậc nhất ba ẩn để giải quyết một số vấn đề
trong thực tiễn cuộc sống.

Sau chuyên đề này, bạn có thể:

- Nhận biết được hệ phương trình bậc nhất ba ẩn, nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn.
- Giải được hệ phương trình bậc nhất ba ẩn bằng phương pháp Gauss.
- Tìm được nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn bằng máy tính cầm tay.
- Vận dụng hệ phương trình bậc nhất ba ẩn để giải quyết một số vấn đề trong khoa học và trong 

thực tiễn cuộc sống.

                        Bài 1. Hệ phương trình bậc nhất ba ẩn

Từ khóa: Hệ phương trình bậc nhất ba ẩn; Nghiệm; Phương pháp Gauss
Chúng ta đã biết cách mô tả mối liên hệ giữa hai ẩn số  phải thoả mãn đồng thời hai điều kiện

 và  bằng cách sử dụng hệ phương trình bậc
nhất hai ẩn:

Trong bài học này, ta sẽ học cách giải quyết tình huống cần mô tả mối liên hệ giữa ba ẩn số 
phải thoả mãn đồng thời ba điều kiện:

;  và .
1. Định nghĩa hệ phương trình bậc nhất ba ẩn

HĐ1: Ba lớp  gồm 128 học sinh cùng tham gia lao động trồng cây. Mỗi học sinh

lớp  trồng được 3 cây bạch đàn và 4 cây bàng. Mỗi học sinh lớp  trồng được 2 cây bạch

đàn và 5 cây bàng. Mỗi học sinh lớp  trồng được 6 cây bạch đàn. Cả 3 lớp trồng được 476 cây

bạch đàn và 375 cây bàng. Gọi  lần lượt là số học sinh của các lớp .
a) Lập các hệ thức thể hiện mối liên hệ giữa  và .

b) Trong bảng dữ liệu sau, chọn các số liệu phù hợp với số học sinh của mỗi lớp , , 
và giải thích sự lựa chọn của bạn.
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Ở HĐ1, ta nhận được ba hệ thức thể hiện mối liên hệ giữa  và . Mỗi hệ thức đó được gọi là
một phương trình bậc nhất ba ẩn (với ẩn là ). Ba phương trình đó tạo thành một hệ phương
trình bậc nhất ba ẩn.

Tổng quát ta có:

- Phương trình bậc nhất ba ẩn là hệ thức có dạng:

trong đó  gọi là ba ẩn và  là các số thực cho trước gọi là các hệ số,

thoả mãn  không đồng thời bằng 0.

Mỗi bộ ba số  thoả mãn phương trình trên gọi là một nghiệm của phương trình bậc nhất ba
ẩn.

- Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn là hệ có dạng:

trong đó   là ba  ẩn,   là các số thực cho trước gọi là các  hệ số. Ở đây các hệ số

 không đồng thời bằng 0.

Mỗi bộ ba số   thoả mãn đồng thời cả ba phương trình của hệ gọi là một  nghiệm của hệ
phương trình.

Giải hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn là tìm tất cả các nghiệm của nó.

Chú ý: Hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn còn được gọi tắt là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn.

Ví dụ 1. Hệ phương trình nào dưới đây là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn? Mỗi bộ ba số  ,

 có là nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn đó không?

(1)  (2) 

Lời giải

Hệ phương trình (1) là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn.

Hệ phương trình (2) không phải là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn, vì phương trình thứ nhất của hệ có

chứa .

- Thay  vào vế trái của từng phương trình ở hệ (1) và so sánh với vế phải, ta được:

Phương trình thứ nhất:  (thoả mãn);

Phương trình thứ hai:  (không thoả mãn).

Vậy  không là nghiệm của hệ phương trình (1).

- Thay  vào vế trái của từng phương trình ở hệ (1) và so sánh với vế phải, ta được:



Phương trình thứ nhất:  (thoả mãn);

Phương trình thứ hai:  (thoả mãn);

Phương trình thứ ba:  (thoả mãn).

Vậy  là nghiệm của hệ phương trình (1).

Thực hành 1. Hệ phương trình nào dưới đây là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn? Mỗi bộ ba số ,

 và  có là nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn đó không?

(1) 

(2) 

2. Giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn bằng phương pháp Gauss

Ở các lớp dưới, chúng ta đã biết cách giải hệ hai phương trinh bậc nhất hai ẩn. Đối với hệ phương trình
bậc nhất ba ẩn, chúng ta có thể tìm được cách giải như thế nào?

Hoạt động khám phá 2. Cho các hệ phương trình:

a) Hệ phương trình (1) có gì đặc biệt? Giải hệ phương trình này.

b) Biến đổi hệ phương trình (2) về dạng như hệ phương trình (1). Giải hệ phương trình (2).

Hệ phương trình có dạng như hệ phương trình (1) được gọi là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng tam
giác.

Mọi hệ ba phương trình bậc nhất ba ẩn đều biến đổi được về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng tam
giác.

Ví dụ 2. Biến đổi hệ phương trình sau về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng tam giác rồi giải hệ vừa
tìm được.

Lời giải

Nhân hai vế của phương trình (2) với  , cộng vế với vế của phương trình nhận được với phương
trình (1), giữ nguyên các phương trình (1) và (3), ta được hệ:

Nhân hai vế của phương trình (3) với , cộng vế với vế của phương trình nhận được với 
phương trình (2.1), giữ nguyên các phương trình (1) và (2.1), ta được hệ:



Từ phương trình (3.1) ta có .

Thay  vào phương trình (2.1), ta được .

Thay  và  vào phương trình (1), ta được .

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là .

Để giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn, ta có thể sử dụng các phép biến đổi tương đương để 
đưa nó về hệ phương trình bậc nhất ba ẩn dạng tam giác, từ đó tìm
nghiệm của hệ.

Cách giải như trên gọi là giải hệ phương trình bậc nhất ba ẩn bằng
phương pháp Gauss.

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

Lời giải

Nhân hai vế của phương trình (3) với , cộng vế với vế của phương trình nhận được với 
phương trình (2), giữ nguyên các phương trình (1) và (2), ta được hệ:

Nhân hai vế của phương trình (1) với  , cộng vế với vế của phương trình nhận được với
phương trình (2), giữ nguyên các phương trình (1) và (3.1), ta được hệ:

Cộng vế với vế của phương trình (2.1) với phương trình (3.1), giữ nguyên các phương trình (1)
và (2.1), ta được hệ:



Phương trình (3.2) vô nghiệm. Do đó, hệ phương trình đã cho vô nghiệm.

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

Lời giải

Nhân hai vế của phương trình   với  , cộng vế với vế của phương trình nhận được với

phương trình , giữ nguyên các phương trinh và , ta được hệ:

Nhân hai  vế của phương trình  với  ,  trừ vế cho vế của phương trình nhận được cho

phương trình , giữ nguyên các phương trình và , ta được hệ:

Hai phương trình và giống nhau, nên có thế viết hệ phương trình thành:

Từ phương trình , ta có , thay vào phương trình  ta được . Vây

hệ phương trình có vô số nghi m dạng ę̂�  với .

Nhận xét: Một hệ phương trình bậc nhất ba ẩn có thể có nghiệm duy nhất, vô nghiệm hoặc
vô số nghiệm.

 Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

a)  b)  c) 

 Tìm phương trình của parabol , biết  đi qua ba điểm

 và .



3. Sử dụng máy tính cầm tay tìm nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn

Ngày nay, cùng với sự phát triễn của khoa học kĩ thuật, người ta đã sản xuất ra những 
chiếc máy tính cầm tay nhỏ gọn, dễ dàng sử dụng để hỗ trợ việc tính toán.

Có nhiều loại máy tính cầm tay có thể giúp tìm nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn
một cách dễ dàng. Chẳng hạn, ta có thể thực hiện trên một loại máy tính cầm tay như sau:

Ví dụ 5

Xét hệ phương trình:

Sau khi mở máy, ấn phím MENU đề màn hình hiện lên
bảng lựa chọn.

Ấn liên tiếp các phím để màn hình hiển thị
như hình bên.

Tiếp theo, lần lượt nhập các hệ số của từng phương trình
bằng cách ấn liên tiếp các phím như sau:

Nhập hệ số của phương trình thứ nhất:

Nhập hệ số của phương trình thứ hai:

Nhập hệ số phương trình thứ ba:

Tiếp theo, ấn liên tục 3 lần phím 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là .

Chú ý: Đối với các hệ phương trình bậc nhất ba ẩn vô nghiệm hoặc vô số nghiệm, sau khi 
thực hiện tương tự như Ví dụ 5 , ta nhận được kết quả hiển thị trên màn hình máy tính cầm
tay như sau:



 Sử dụng máy tính cầm tay, tìm nghiệm của các hệ phương trình sau:

a)  b)  c) 

 Ba bạn Nhân, Nghĩa và Phúc đi vào căng tin của trường. Nhân mua một li trà 
sữa, một li nước trái cây, hai cái bánh ngọt và trả 90000 đồng. Nghĩa mua một li trà sữa, 
ba cái bánh ngọt và trả 50000 đồng. Phúc mua một li trà sữa, hai li nước trái cây, ba cái 
bánh ngọt và trả 140000 đồng. Gọi $x, y, z

BÀI TẬP

1. Trong các hệ phương trình sau, hệ nào là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn? Mỗi bộ ba số

 có là nghiệm của hệ phương trình bậc nhất ba ẩn đó không?

a) b) c) 

2. Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

a)  b)  c) 

3. Sử dụng máy tính cầm tay, tìm nghiệm của các hệ phương trình sau:

a)  b)  c) 

4. Tìm phương trình của parabol , biết:

a) Parabol  có trục đối xứng  và đi qua hai điểm ;



b) Parabol  có đỉnh  và đi qua điểm .

5. Một đại lí bán ba loại gas  với giá bán mỗi bình gas lần lượt là   đồng,
đồng,  đồng. Sau một tháng, đại lí đã bán được  bình gas các loại với

tổng doanh thu đạt đồng. Biết rằng trong tháng đó, đại lí bán được số bình gas
loại  bằng một nửa tổng số bình gas loại  và . Tính số bình gas mỗi loại mà đại lí bán
được trong tháng đó.

Bài 2. ỨNG DỤNG HỆ PHƯƠNG TRÌNH BẬC NHẤT BA ẨN

Ở cấp Trung học cơ sở, chúng ta đã quen với giải bài toán bằng cách lập phương trình (bậc
nhất, bậc hai) hoặc hệ phương trình (bâc nhất hai ẩn).

Trong bài này, ta sẽ làm quen với cách giải một số bài toán thực tế trong nhiều lĩnh vực
khác nhau bằng cách lập hệ phương trình bậc nhất ba ẩn.

1. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình

Trước khi xét một số ứng dụng trong các môn khoa học tự nhiên và trong kinh tế ở hai
mục tiếp theo, trong mục này chúng ta làm quen với các bước giải bài toán bằng cách lập
hệ phương trình bậc nhất ba ẩn.

Để giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình bậc nhất ba ẩn, ta thực hiện các bước sau:

Bước 1: Lập hệ phương trình

Chọn ẩn là những đại lượng chưa biết.

Dựa trên ý nghĩa của các đại lượng chưa biết, đặt điều kiện cho ẩn.

Dựa vào dữ kiện của bài toán, lập hệ phương trinh với các ẩn.

Bước 2: Giải hệ phương trình.

Bước 3: Kiểm tra điều kiện của nghiệm và kết luận.

Ví dụ 1

Giá vé vào xem một buối biểu diễn xiếc gồm ba loại: đồng dành cho trẻ em (dưới 6
tuổi),  đồng dành cho học sinh và   đồng dành cho người lớn. Tại buổi biểu
diễn,  vé đã được bán ra và tổng số tiền thu được là  đồng. Người ta đã bán
được bao nhiêu vé trẻ em, bao nhiêu vé học sinh và bao nhiêu vé người lớn cho buổi biểu
diễn đó? Biết rằng số vé người lớn bằng một nửa số vé trẻ em và học sinh cộng lại.

Giải

Gọi lần lươt là số vé trẻ em, vé học sinh và vẻ người lớn đã được bán ra .

Có vé đã được bán ra, ta có

Tổng số tiền thu được trong buổi biểu diễn này là  đồng, ta có



hay 

Số vé người lớn bằng một nửa số vé trẻ em và học sinh cộng lại, ta có

Từ đó, ta có hệ phương trình

Sử dụng máy tính cầm tay giải hệ phương trình, ta được: .

Vậy có  vé trẻ em,  vé học sinh và  vé người lớn đã được bán ra.

 Ba vận động viên Hùng, Dũng và Mạnh tham gia thi đấu nội dưng ba môn phối hợp:
chạy, bơi và đạp xe, trong đó tốc độ trung bình của họ trên mỗi chặng đua được cho ở
bảng dưới đây.

Biết tổng thời gian thi đấu ba môn phối hợp của Hùng là 1 giờ 1 phút 30 giây, của Dũng là
1 giờ 3 phút 40 giây và của Mạnh là 1 giờ 1 phút 55 giây. Tính cự li của mỗi chặng đua.

4. Cho các mệnh đề sau:

: "Giá trị tuyệt đối của mọi số thực đều lớn hơn hoặc bằng chính nó";

: "Có số tự nhiên sao cho bình phương của nó bằng 10 ";

: "Có số thực  sao cho  ".
a) Xét tính đúng sai của mỗi mệnh đề trên.

b) Sử dụng kí hiệu  để viết lại các mệnh đề đã cho.
5. Xét tính đúng sai và viết mệnh đề phủ định của các mệnh đề sau đây:

a) b) .c) .
6. Cho các định lí:

: "Nếu hai tam giác bằng nhau thì diện tích của chúng bằng nhau";

: "Nếu  thì  " .
a) Chỉ ra giả thiết và kết luận của mỗi định lí.
b) Phát biểu lại mỗi định lí đã cho, sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần" hoặc "điều kiện đủ".
c) Mệnh đề đảo của mỗi định lí đó có là định lí không?



7. Sử dụng thuật ngữ "điều kiện cần và đủ"”, phát biểu lại các định lí sau:
a) Một phương trình bậc hai có hai nghiệm phân biệt khi và chỉ khi biệt thức của nó dương;
b) Một hình bình hành là hình thoi thì nó có hai đường chéo vuông góc với nhau và ngược lại

Bài 2. Tập hợp
Từ khoá: Tập hợp; Phần tử; Thuộc; Không thuộc; Tập hợp rỗng; Tập con; Nằm trong;
Chứa; Đoạn; Khoảng; Nửa khoảng.

1. Nhắc lại về tập hợp
Như đã biết ở cấp Trung học cơ sở, trong toán học, người ta dùng từ tập hợp để chỉ một nhóm đối
tượng nào đó hoàn toàn xác định. Mỗi đối tượng trong nhóm gọi là một phần tử của tập hợp đó.

Ví dụ 1

a) Các học sinh của lớp  tạo thành một tập hợp. Các học sinh nữ của lớp này cũng tạo thành
một tập hợp.

b) Các nghiệm của phương trình  tạo thành một tập hợp (gọi là tập nghiệm của phương

trình  ). Tập hợp này có hai phần tử là 2 và .

Người ta thường ki hiệu tập hợp bằng các chữ cái in hoa  và kí hiệu phần tử của tập hợp

bằng các chữ cái in thường 
Chú ý: Đôi khi, để ngắn gọn người ta dùng từ "tập" thay cho "tập hợp".

Để chỉ  là một phần tử của tập hợp , ta viết  (đọc là "  thuộc  "). Để chỉ  không là

phần tử của tập hợp , ta viết  (đọc là "  không thuộc  ").

Một tập hợp có thể không chứa phần tử nào. Tập hợp như vậy gọi là tập rỗng, kí hiệu .

Ví dụ 2

a) Cho  là tập hợp các số tự nhiên chẵn nhỏ hơn 10, khi đó .

b) Nếu gọi  là tập hợp các tháng trong năm âm lịch có 31 ngày, thì  là tập rỗng.

Bạn có biết?
Các giả thuyết trong toán học

Trong toán học, có những mệnh đề được tin là đúng nhưng chưa thể chứng minh hay bác
bỏ (tức chỉ ra rằng nó sai). Mệnh đề như vậy được gọi là một giả thuyết toán học.
Nhiều giả thuyết toán học là thách thức lớn cho các nhà toán học trong thời gian dài, cuối
cùng đã được chứng minh. Chẳng hạn, Định lí lớn Fermat "Không tồn tại ba số nguyên

dương   sao cho  ,  trong đó   là  số nguyên,   "  được Pierre  de
Fermat (1607 - 1665, nhà toán học người Pháp) phát biểu vào năm 1630 trên bìa một cuốn
sách, kèm theo dòng chữ nói rằng ông có phương pháp để chứng minh nhưng không thể
viết ra vì lề sách quá hẹp. Phải sau đó gần bốn thế kỉ, Định lí lớn Fermat mới được chứng

minh bởi nhà toán học người Anh Andrew Wiles vào năm 
Có những giả thuyết tưởng chắc đúng, nhưng sau đó người ta chỉ ra nó sai. Cũng có những
giả thuyết đến nay vẫn chưa thể chứng minh hay bác bỏ. Chẳng hạn, giả thuyết Goldbach

(Christian Goldbach, , là nhà toán học người Đức) phát biểu rằng "Mọi số chẵn

lớn hơn 2 là tổng của hai số nguyên tố" (ví dụ: , .
Những giả thuyết như vậy đang chờ đợi các nhà toán học chinh phục trong tương lai.

(Theo Britannica)

Giả sử bạn có một giá sách và các quyển sách
như hình dưới  đây.  Bạn sẽ  xếp các quyển sách của
mình lên giá như thế nào? Hãy giải thích.



Người ta thường kí hiệu các tập hợp số như sau:  là tập hợp các số tự nhiên;  là tập hợp các số

nguyên;  là tập hợp các số hữu tỉ;  là tập hợp các số thực.
a) Lấy ba ví dụ về tập hợp và chỉ ra một số phần tử của chúng.

b) Với mỗi tập hợp , hãy sử dụng kí hiệu  và  để chỉ ra hai phần tử thuộc, hai
phần tử không thuộc tập hợp đó.

Từ đó, ta có hệ phương trình 

Sử dụng máy tính cầm tay giải hệ phương trình, ta được .

Ví dụ 5

Cân bằng phương trình phản ứng hoá học khi đốt cháy nhôm trong oxygen:

Lời giải

Giả sử  là ba số nguyên dương thoả mãn cân bằng phương trình phản ứng 
hoá học:

Số nguyên tử nhôm ở hai vế bằng nhau, ta có .

Số nguyên tử oxygen ở hai vế bằng nhau, ta có .

Từ đó, ta có hệ phương trình .

Vì  là số nguyên dương nên ta chọn , với  là số nguyên dương.

Hệ phương trình có vô số nghiệm dạng , trong đó  là số nguyên 
dương.

Để phương trình có hệ số đơn giản, ta chọn , ta có  và .

Vậy phương trình cân bằng phản ứng hoá học là .

 Một nhà hoá học có ba dung dịch cùng một loại acid nhưng với nồng độ 

khác nhaulà  và . Trong một thí nghiệm, để tạo ra  dung dịch 
nồng độ , nhà hoá học đã sử dụng lượng dung dịch nồng độ  gấp bốn lần 
lượng dung dịch nồng độ . Tính số mililit dung dịch mỗi loại mà nhà hoá học
đó đã sử dụng trong thí nghiệm này.

 Ba loại tế bào  thực hiện số lần nguyên phân lần lượt là 3,4,7 và tổng 
số tế bào con tạo ra là 480 . Biết rằng khi chưa thực hiện nguyên phân, số tế bào 



loại  bằng tổng số tế bào loại  và loại . Sau khi thực hiện nguyên phân, tổng
số tế bào con loại  và loại  được tạo ra gấp năm lần số tế bào con loại  được
tạo ra. Tính số tế bào con mỗi loại lúc ban đầu.

Cho sơ đồ mạch điện như Hình 2.

Tính các cường độ dòng điện  và .

3. Ứng dụng trong giải bài toán kinh tế

Ví dụ 6

Một ông chủ trang trại có 24 ha đất canh tác dự định sử dụng để trồng khoai tây, 
bắp cải và su hào với chi phí đầu tư cho mỗi hecta lần lượt là 28 triệu đồng, 24 
triệu đồng và 32 triệu đồng. Qua thăm dò thị trường, ông đã tính toán được diện 
tích đất trồng khoai tây cần gấp ba diện tích đất trồng bắp cải. Biết rằng ông có 
tổng nguồn vốn sử dụng để trồng ba loại cây trên là 688 triệu đồng. Tính diện tích
đất cần sử dụng để trồng mỗi loại cây.

Lời giải

Gọi  lần lượt là diện tích đất cần sử dụng để trồng khoai tây, bắp cải và su 

hào (đơn vị: hecta ).

Tổng diện tích đất sử dụng để trồng ba loại cây là 24 ha, ta có 

Tổng nguồn vốn sử dụng để trồng ba loại cây là 688 triệu đồng, ta có

Diện tích đất trồng khoai tây gấp ba diện tích đất trồng bắp cải, ta có

Từ đó, ta có hệ phương trình .

Sử dụng máy tính cầm tay giải hệ phương trình, ta được:  và .



Vậy diện tích đất cần trồng khoai tây là 12 ha, trồng bắp cải là 4 ha và trồng su 
hào là 8 ha.

Ví dụ 7

Giả sử  lần lượt là giá bán (gọi tắt là giá) mỗi kilôgam thịt lợn, thị bò và 
thị gà trên thị trường. Qua khảo sát, người ta thấy rằng lượng cung (lượng sản 
phẩm được đưa vào thị trường để bán) của từng sản phẩm này phụ thuộc vào giá 
của nó theo công thức như sau:

Sản phẩm Thịt lợn Thịt gà Thịt bò

Lượng cung

Qua khảo sát, người ta thấy lượng cầu (lượng sản phẩm mà người tiêu dùng có 
nhu cầu mua) của từng sản phẩm không chỉ phụ thuộc vào giá của sản phẩm đó 
mà còn phụ thuộc vào giá hai sản phẩm còn lại theo các công thức sau:

Sản phẩm Thịt lợn Thịt gà Thịt bò

Lượng cầu

Ta nói thị trường cân bằng nếu lượng cung mỗi sản phẩm bằng lượng cầu của sản

phẩm đó, tức là ,  và .

Giá của mỗi sản phẩm trên bằng bao nhiêu thì thị trường cân bằng?

Lời giải

Để tìm giá của mỗi kilôgam thịt lợn, thịt bò và thịt gà, ta xét hệ phương trình

 tức là  hay .

Sử dụng máy tính cầm tay giải hệ phương trình, ta được , ,

.

Vậy thị trường cân bằng khi giá bán của mỗi kilôgam thịt lợn, thịt bò, thịt gà lần 

lượt là  nghìn đồng,  nghìn đồng,  nghìn đồng.

Nhận xét: Trên thị trường, lượng cung một sản phẩm phụ thuộc vào giá bán sản phẩm đó 
(còn gọi là giá thị trường). Giá thị trường của sản phẩm đó càng cao thì lượng 
cung sản phẩm đó càng lớn (do nhà sản xuất và nhà phân phối càng có động lực 
sản xuất và phân phối sản phẩm để thu được nhiều lợi nhuận). Chẳng hạn, ở Ví 

dụ 7 ta thấy lượng cung  của thịt lợn càng lớn nếu giá  của mỗi 
kilôgam thịt lợn càng lớn.



Bên cạnh đó, lượng cầu của một sản phẩm cũng phụ thuộc vào giá thị trường của 
sản phẩm đó (giá càng cao thì lượng cầu càng giảm).

Mặt khác, lượng cung và lượng cầu của mỗi sản phẩm còn phụ thuộc giá thị 
trường của những sản phẩm khác. Chẳng hạn, nếu giá của thịt bò hoặc giá của thịt
gà thấp hơn so với giá thịt lợn thì người tiêu dùng có xu hướng mua thịt bò hoặc 
thịt gà thay vì mua thịt lợn. Như trong Ví dụ 7 ta thấy, lượng cầu của thịt lợn phụ 

thuộc vào giá  của thịt lợn, giá  của thịt bò và giá  của thịt gà.

Ví dụ 8. Một nhà đầu tư dự định sử dụng  tỷ đồng để đầu tư vào ba loại trái phiếu: ngắn 
hạn, trung hạn và dài hạn. Biết lãi xuất của ba loại trái phiếu ngắn hạn, trung hạn, 

dài hạn mỗi năm lần lượt là , , . Người đó dự định sẽ đầu tư số tiền vào 
trái phiếu trung hạn gấp đôi số tiền đầu tư vào trái phiếu ngắn hạn với mong 

muốn nhận được tổng tiền lãi trong năm đầu tiên là  số tiền đầu tư. Người đó
nên đầu tư vào mỗi loại trái phiếu bao nhiêu tiền dể đáp ứng được mong muốn 
của mình?

Lời giải

Gọi  và  lần lượt là số tiền đầu tư vào ba loại trái phiếu ngắn hạn, trung hạn 

và dài hạn (đơn vị: tỉ đồng, ).

Tổng số tiền dự định đầu tư là  tỉ đồng, ta có .

Lãi xuất của ba loại trái phiếu ngắn hạn, trung hạn, dài hạn mỗi năm lần lượt là

, ,  và mong muốn nhận được tổng tiền lãi trong năm đầu tiên là  
số tiền đầu tư, ta có

 hay .

Số tiền đầu tư vào trái phiếu trung hạn gấp đôi số tiền đầu tư vào trái phiếu ngắn 

hạn, ta có  hay .

Từ đó, ta có hệ phương trình .

Sử dụng máy tính cầm tay giải hệ phương trình, ta được .

Vậy nhà đầu tư nên đầu tư  triệu đồng vào trái phiếu ngắn hạn,  triệu đồng
vào trái phiếu trung hạn và  triệu đồng vào trái phiếu dài hạn.

3. Xét thị trường chè, cà phê và ca cao. Gọi  lần lượt là giá của  kg chè, 1 kg 

cà phê và 1 kg ca cao (đơn vị: nghìn đồng, ). Các lượng cung và 
lượng cầu của mỗi sản phẩm được cho như bảng sau

Sản phẩm Lượng cung Lượng cầu



Chè

Cà phê

Ca cao

 Tìm giá của mỗi kg chè, cà phê và ca cao để thị trường cân bằng.

4. Để mở rộng sản xuất, một công ty đã vay  triệu đồng từ ba ngân hàng  và

, với lãi xuất cho vay theo năm lần lượt là  và . Biết rằng tổng số tiền 
lãi năm đầu tiên công ty phải trả cho ba ngân hàng là  triệu đồng và số tiền lãi 
công ty trả cho hai ngân hàng  và  là bằng nhau. Tính số tiền công ty đã vay 
từ mỗi ngân hàng.

5. Bác Nhân có  triệu đồng dự định gửi tiết kiệm vào các ngân hàng  và . 

Biết các ngân hàng  trả lãi xuất lần lượt là /năm, /năm và /năm.
Để phù hợp với nhu cầu, bác Nhân mong muốn sau một năm, tổng số tiền lãi bác 
nhận được là  triệu đồng và số tiền bác gửi vào ngân hàng  lớn hơn số tiền 
gửi vào ngân hàng  là  triệu đồng. Hãy tính giúp bác Nhân số tiền gửi vào 
mỗi ngân hàng sao cho đáp ứng được yêu cầu của bác.

3. Một công ty sản xuất ba loại phân bón

- Loại A có chứa  nitơ,  photphat và  kali;

- Loại B có chứa  nitơ,  photphat và  kali;

- Loại C có chứa  nitơ,  photphat và  kali.

Công ty sản xuất bao nhiêu kg mỗi loại phân bón trên? Biết rằng công ty đã dùng 
hết  kg nitơ,  kg photphat,  kg kali.

1. Một đại lí bán ba mẫu máy điều hòa  và , với giá bán mỗi chiếc theo từng

mẫu lần lượt là  triệu đồng,  triệu đồng và  triệu đồng. Tháng trước, đại lí

bán được  chiếc gồm cả ba mẫu và thu được só tiền là  triệu đồng. Tính số
lượng máy điều hòa mỗi mẫu đại lí bán được trong tháng trước, biết rằng số tiền

thu được từ bán máy điều hòa mẫu  và mẫu  là bằng nhau.
2. Nhân dịp kỉ niệm ngày thành lập Đoàn Thanh niên Cộng sản Hồ Chí Minh, một

trường Trung học phổ thông đã tổ chức cho học sinh tham gia các trò chơi. Ban tổ

chức đã chọn  bạn và chia thành ba nhóm để tham gia trò chơi thứ nhất.

Su khi trò chơi kết thức, ban tổ chức chuyển  bạn ở nhóm  sang nhóm ; 

số bạn nhóm sang nhóm ; số bạn chuyển từ nhóm  sang nhóm  và đều

bằng   số bạn nhóm  ban đầu. Tuy nhiên, người ta nhận thấy số bạn ở mỗi



nhóm là không đổi qua hai trò chơi. Ban tổ chức đã chia mỗi nhóm bao nhiêu
bạn?

3. Một cửa hàng giải khát chỉ phục vụ ba loại sinh tố: Xoài, bơ và mãn cầu. Để pha
mỗi li (cốc) sinh tố này đều cần dùng đến sữa đặc, sữa tươi và sữa chua vơi công
thức cho ở bảng sau: 

Ngày hôm qua cửa hang đã dung hết  sữa đặc,  sữa tươi và  sữa chua. 
Cửa hang đã bán đc bao nhiêu li sinh tố mỗi loại trong ngày hôm qua?

4. Ba tế bào  sau một số lần nguyên phân tạo ra  tế bài con. Biết số tế bài

 tạo ra gấp bốn lần số tế bào tạo ra và số lần nguyên phân của tế bào  nhiều
hơn số lần nguyên phân của tế bào  là bốn lần. Tính số lần nguyên phân của
mỗi tế bào.

5. Cho sơ đồ mạch điện như Hình 3. Biết  và . Tìm các cường

độ dòng điện  và .

6. Cân bằng phương trình phản ứng khi đốt cháy khí methane trong oxygen

.
7. Một nhà máy có ba bộ phận căt, may, đóng gói để sản xuất ba loại sản phẩm: Áo

thun, áo sơ mi, áo khoác. Thời gian (tính bằng phút) của mỗi bộ ohaanj để sản xuất
10 cái áo mỗi loại được thể hiện trong bảng sau: 



Các bộ phận cắt, may và đóng gói có tối đa  và giờ lao động tương ứng 
mỗi ngày. Hãy lập kế hoạch sản xuất để nhà máy hoạt động hết công suất.

8. Bà Hà có  tỉ đồng để đầu tư vào cổ phiếu, trái phiếu và gửi tiết kiệm ngân hang. Cổ

phiếu sinh lợi nhuận / năm, trong khi trái phiếu và tiền gửi tiết kiệm ngân hang

cho lãi suất lần lượt là  /năm và  năm. Bà Hà đã qui định rằng số tiền tiết

kiệm gửi ngân hang phải bằng tổng của số tiền đầu tư vào cổ phiếu và  số
yieenf đầu tư vào trái phiếu. Bà Hà nên phân bổ nguồn vốn của mình như nào để

nhận được triệu đồng tiền lãi từ các khoản đầu tư đó trong năm đầu tiên.

9. Trên thị trường có ba loại sản phẩm  với giá mỗi tấn sản phẩm tương ứng là

( đơn vị: triệu đồng,  ). Lượng cung và lượng cầu của mỗi sản
phẩm được cho trong bảng dưới đây: 

Tìm giá bán mỗi sản phẩm để thị trường cân bằng.

10. Vé vào xem một vở kịch có ba mức giá khác nhau tùy theo khu vực ngồi 
trong nhà hát. Số lượng vé bán ra và doanh thu của ba suất diễn được cho bởi 
bảng sau:



Tìm giá vé ứng với với mỗi khu vực trong nhà hát?

Bạn có biết?

QUÁ TRÌNH QUANG HỢP CỦA THỰC VẬT

Quang hợp là quá trình trao đổi chất và chuyển hóa năng lượng thường diễn ra 
ở thực vật. Nhờ có chất diệp lục, cây xanh sẽ hấp thụ năng lượng từ ánh sáng 

mặt trời, để chuyển hóa nước và khí carbon dioxide ( ) nó hút được thành 

nên đường và đồng thời cũng sẽ nhả ra khí oxygen ( ). Khí  có vai trò rất 
quan trọng trong quá trình duy trì sự sống của con người. Có thể nói, quang 
hợp là một chuỗi phản ứng hóa học quan trọng không thể thiếu. Nó tạo ra năng 
lượng cho sự sống; bù đắp lại những chất hữu cơ đã bị sử dụng trong quá trình 

sống, giúp cân bằng khí  và  trong không khí. Trong tự nhiên, phản ứng 
quang hợp xảy ra theo sơ đồ sau:

Để cân bằng phương trình hóa học trên, ta làm như sau:

Gọi  lần lượt là hệ số cân bằng của  trong phương 

trình hóa học trên (  có ước chung lớn nhất bằng 1).



Do số nguyên tử cùng từng nguyên tố ở hai vế bằng nhau nên ta có hệ phương 
trình

Thay (1) và (3) vào (2) ta được .

Do  có ước chung lớn nhất bằng 1 nên ta chọn .

Vậy ta có phương trình hóa học: 

BÀI TẬP CUỐI CHUYÊN ĐỀ 1

1. Trong các hệ phương trình sau, hệ nào là hệ phương trình bậc nhất ba ẩn? Mỗi 

bộ ba số  có là nghiệm của các hệ phương trình bậc nhất ba 
ẩn đó không?

a) b) c) 

2. Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp Gauss:

a) b) c) 

3. Tìm phương trình Parabol , biết:

a) Parabol  cắt trục hoành tại hai điểm phân biệt có hoành độ lần lượt là

 và đi qua điểm .

b) Parabol  cắt trục tung tại điểm có tung độ  và hàm số đạt giá trị 

nhỏ nhất bằng  tại .

4. Một viên lam ngọc và hai viên hoàng ngọc trị giá gấp  lần một viên ngọc 

bích. Còn bảy viên lam ngọc và một viên hoàng ngọc trị giá gấp  lần một viên

ngọc bích. Biết giá tiền của bộ ba viên ngọc này là  triệu đồng. Tính giá 
tiền mỗi viên ngọc.

5. Bốn ngư dân góp vốn mua chung một chiếc thuyền. Số tiền người đầu tiên 
đóng góp bằng một nửa tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ hai 



đóng góp bằng  tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ ba đóng góp

bằng  tổng số tiền của những người còn lại. Người thứ tư đóng góp  triệu 
đồng. Chiếc thuyền này được mua giá bao nhiêu?

6. Một quỹ đầu tư dự kiến dành khoản tiền  tỉ đồng để đầu tư  vào cổ phiếu. 
Để thấy được mức độ rủi ro, các cổ phiếu được phân thành ba loại: rủi ro cao, 
rủi ro trung bình và rủi ro thấp. Ban giám đốc của quỹ ước tính các cổ phiếu rủi
ro cao, rủi ro trung bình và rủi ro thấp sẽ có lợi nhuận hằng năm lần lượt là

 và . Nếu đặt ra mục tiêu đầu tư có lợi nhuận trung bình là 
năm trên tổng số vốn đầu tư, thì quỹ nên đầu tư bao nhiêu tiền vào mỗi loại cổ 
phiếu? Biết rằng, để an toàn, khoản đầu tư vào các cổ phiếu rủi ro thấp sẽ gấp 
đôi tổng các khoản đầu tư vào các cổ phiếu thuộc hai loại còn lại.

7. Ba loại tế bào  thực hiện số lần nguyên phân lần lượt là  và tổng số 

tế bào con tạo ra là . Biết rằng khi chưa thực hiện nguyên phân, số tế bào 

loại  bằng trung bình cộng số tế bào loại  và loại . Sau khi thực hiện 
nguyên phân, tổng số tế bào con loại  và loại  được tạo ra ít hơn số tế bào 

con loại  được tạo ra là . Tính số tế bào con mỗi loại lúc ban đầu.

Câu 8. Cho sơ đồ mạch điện như Hình 1. Biết rằng . Hãy tính các cường 

độ dòng điện  và .

Câu 9. Cho  và  là ba dung dịch cùng loại acid có nồng độ khác nhau. Biết rằng 

nếu trộn ba dung dịch mỗi loại  thì được dung dịch nồng độ (mol/lít);

nếu trộn dung dịch  với  dung dịch  thì được dung dịch nồng độ

; nếu trộn  dung dịch  với  dung dịch  thì được dung dịch 

nồng độ . Mỗi dung dịch  và  có nồng độ bao nhiêu?

Câu 10. Xăng sinh học  là hỗn hợp xăng không chì truyền thống và cồn sinh học (bio –
ethanol). Trong loại xăng này chứa  cồn sinh học. Khi động cơ cháy lượng cồn
trên thì xảy ra phản ứng hóa học



Cân bằng phương trình hóa học trên.

Câu 11. Trên thị trường hàng hóa có ba loại sản phẩm  với giá mỗi tấn tương ứng là

 ( đơn vị: triệu đồng, ). Lượng cung và lượng cầu của mỗi sản
phẩm được cho trong bảng dưới đây.

Sản phẩm Lượng cung Lượng cầu

Tìm giá của mỗi sản phẩm để thị trường cân bằng

Câu 12. Giải bài toán cổ sau:

Trăm trâu, trăm cổ
Trâu đứng ăn năm

Trâu nằm ăn ba
Lụ khụ trâu già
Ba con một bó

Hỏi có bao nhiêu con trâu đứng, trâu nằm, trâu già?
Chuyên đề 2

PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC VÀ NHỊ THỨC NEWTON
Chuyên đề này có hai nội dung trọng tâm.
Đầu tiên, chúng ta sẽ đi tìm hiểu về phương pháp quy nạp toán học, một công cụ 
quan trọng và hiệu quả của toán học. Chúng ta làm quen và thực hành sử dụng 
phương pháp này để chứng minh nhiều loại mệnh đề toán học khác nhau.
Tiếp theo, chúng ta sẽ tìm hiểu sâu hơn và đầy đủ hơn về công thức nhị thức 
Newton và tam giác Pascal, cũng như thực hành và vận dụng chúng trong giải 
toán.

Sau chuyên đề này, bạn có thể:

- Sử dụng phương pháp quy nạp toán học để chứng minh nhiều mệnh đề toán 
học khác nhau.

- Sử dụng công thức nhị thức Newton và tam giác Pascal để khai triển các biểu 

thức dạng ; vận dụng công thức khai triển giải một số bài toán liên 
quan.



BÀI 1: PHƯƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC

Từ khóa Quy nạp toán học, giả thiết quy nạp.

Trong một trò chơi domino, các quân domino được sắp xếp theo thứ tự từ quân 
đầu tiên đến quân cuối cùng. Biết rằng xảy ra hai điều sau:

1) Quân domio đầu tiên đổ;

2) Nếu quân thứ  đổ thì quân thứ  đổ.
Có thể kết luân rằng tất cả các quân domino đều đổ không? Hãy giải thích.

Trò chơi domino như trên là hình ảnh mô phỏng của một nguyên lý toán học quan
trọng mà ta sẽ tìm hiểu trong bài này.

1. Phương pháp quy nạp toán học 
HĐ khám phá 1: Bằng cách tô màu trên lưới ô vuông như hình vẽ dưới đây,

Một học sinh đã phát hiện ra công thức sau:

. (1)

a) Hãy chỉ ra công thức (1) đúng với .
b) Từ việc tô màu trên lưới ô vuông như hình 1, bạn học sinh khẳng định rằng

công thức (1) chắc chắn đúng với mọi số tự nhiên . Khẳng định như
vậy đã thuyết phục chưa? Tại sao?



Với mỗi số tự nhiên  công thức (1) là một mệnh đề toán học(mệnh đề).
Ta nói mệnh đề này phụ thuộc số tự nhiên .

Mỗi lần tô thêm một hàng và cột những ô vuông, bạn học sinh đã kiểm 

nghiệm công thức (1) thêm một trường hợp của . Tuy nhiên, bởi tập hợp  
là vô hạn nên cách làm đó không thể chứng tỏ công thức (1) đúng với mọi

. Để đạt được điều này, ta cần dùng suy luận.

Nguyên lí quy nạp toán học cho ta một phương pháp suy luận mạnh mẽ và có 
hiệu quả để chứng minh nhiều mệnh đề phụ thuộc số tự nhiên.

Nguyên lý quy nạp toán học

Kiến thức trọng tâm: Giả sử với mỗi số tự nhiên, ,  là một mệnh đề. Giả sử hai
điều kiện sau thỏa mãn:

1)  đúng;

2) Với mỗi số tự nhiên  nếu  đúng thì  cũng đúng.

Khi đó  đúng với mọi số tự nhiên .

 Để chứng minh một mệnh đề phụ thuộc vào số tự nhiên đúng với mọi  
bằng phương pháp quy nạp toán học ta cần thực hiện hai bước sau:

Bước 1. Chỉ ra mệnh đề đúng với .

Bước 2. Giả thiết mệnh đề đúng với số tự nhiên  (gọi là giả thiết quy 

nạp), chứng minh rằng mệnh đề đúng với .

Từ đó theo nguyên lý quy nạp toán học, ta kết luận mệnh đề đúng với mọi số 

tự nhiên  Ví dụ 1: Bằng phương pháp quy nạp toán học, chứng minh

 (1) đúng với mọi số tự nhiên .

Giải

Ta chứng minh bằng phương pháp quy nạp theo .

Bước 1. Với  ta có .

Đây là mệnh đề đúng. Như vậy (1) đúng với trường hợp .

Bước 2. Giả sử (1) đúng với , nghĩa là ta có

 (Giả thiết quy nạp)

Ta cần chứng minh rằng (1) cũng đúng với , nghĩa là ta phải chứng minh

 

Theo giả thiết quy nạp ta có



 

Vậy (1) đúng với .

Theo nguyên lý quy nạp toán học, (1) đúng với mọi số tự nhiên .

Chú ý: Đôi khi, ta cần chứng minh mệnh đề  đúng với mọi số tự nhiên , với là số tự nhiên 
nào đó. Khi đó, trong chứng minh bằng phương pháp quy nạp toán học, ở Bước 1 ta chỉ là mệnh đề đúng 

với  và ở Bước 2 ta giả thiết mệnh đề đúng với .

Ví dụ 2. Chứng minh rằng bất đẳng thức đúng với mọi số tự nhiên .
Giải

Bước 1. Với , ta có  và . Vì nên bất đẳng thức đúng với .

Bước 2. Giả sử bất đẳng thức đúng với , nghĩa là có 
Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với , nghĩa là cần chứng minh:

Sử dụng giả thiết quy nạp, với lưu ý , ta có

Vậy bất đẳng thức đúng với .
Theo nguyên lý quy nap toán học, bất đẳng thức đúng với mọi số tự nhiên .

Chứng minh rằng đẳng thức sau đúng với mọi :

.
 
Chứng minh rằng bất đẳng thức sau đúng với mọi số tự nhiên :

.

2. Ứng dụng phương pháp quy nạp toán học
Phương pháp quy nạp toán học được sử dụng trong nhiều lĩnh vực toán học khác nhau (số học, đại số,
hìnnh học, giải tích,...). Dưới đây, ta xét thêm một vài ứng dụng.

Ví dụ 3. Chứng minh rằng chia hết cho 64 với mọi .
Giải

Với mỗi , xét mệnh đề . Ta cần chứng minh mệnh đề này đúng với mọi .
Bước 1. Với , ta có

            
Vậy mệnh đề đúng với . 

Bước 2. Giả sử mệnh đề đúng với , nghĩa là có 
Ta cần chứng minh mệnh để đúng với , nghĩa là cần chứng minh

              
Ta có



Tổng này có số hạng đầu chia hết cho 64 (do giả thiết quy nạp) và số hạng thứ hai đương nhiên chia hết
cho 64, nên nó chia hết cho 64. Vậy mệnh đề đúng với . 

Theo nguyên lí quy nạp toán học, mệnh đề đúng với mọi 

Ví dụ 4. Trong mặt phẳng, cho đường thẳng, trong đó không có hai đường thẳng nào song song

và không có ba đường thằng nào đồng quy. Gọi  là số giao điểm của  đường thằng này. 

a) Tính  ứng với trường hợp có 2, 3, 4, 5 đường thẳng.

b) Từ đó, dự đoán công thức tính  và chứng minh công thức đỏ bằng phương pháp quy nạp toán
học.

Giải
a) Tử hình vẽ, ta có kết quả như sau:

S2 = 1 S3 = 3 S4 = 6 S5 = 10
b) Ta có:

Từ đó, ta dự đoán rằng

(2)
với mọi số tự nhiên .
Ta sẽ chứng minh công thức này bằng phương pháp quy nạp toán học.

Bước 1. Với , ta có  và   =1 nên công thức  đúng với .

Bước 2. Giả sử  đúng với   nghĩa là có  . Ta chứng minh  đúng

với , nghĩa là cần chứng minh:



Gọi đường thẳng thứ  là . Theo giả thiết quy nạp,  đường thẳng đã cho cắt nhau tại

 điểm. Mặt khác, do không có hai đường thẳng nào song song và không có ba

đường thẳng nào đồng quy nên đường thẳng cắt  đường thắng đó tại  điểm khác nhau

và khác với  điểm kia. Do đó, số giao điểm của  đường thẳng này là

 =

Vậy công thức  đúng với .

Theo nguyên lí quy nạp toán học, công thức  đúng với mợi số tự nhiên .

  Chứng minh rằng  chia hết cho 3 với mọi .

  Chứng minh rằng đẳng thức sau đây đúng với mọi :

 Chứng minh rằng trong mặt phẳng,  đường thẳng khác nhau cùng đi qua một điểm

chia mặt phẳng thành   phần .

(Công thức lãi kép) Một khoản tiền  đồng (gọi là vốn) được gửi tiết kiệm có kì
hạn ở một ngân hàng theo thể thức lãi kép (tiền lãi sau mỗi kì hạn nếu không rút

ra thì được cộng vào vốn của kì kế tiếp). Giả sử lãi suất theo kì là  không đổi
qua các kì hạn, người gửi không rút tiền vốn và lãi trong suốt các kì hạn đề cập

sau đây. Gọi  là tổng số tiền vốn và lãi của người gửi sau kì hạn thứ .

a) Tính .



b) Từ đó, dự đoán công thức tính  và chứng minh công thức đó bằng phương
pháp quy nạp toán học.

BÀI TẬP

1. Chứng minh các đẳng thức sau đúng với mọi :

a) ;

b) ;

c) .

2. Chứng minh rằng, với mọi ,  ta có:

a)  chia hết cho 24;  b)  chia hết cho 6.

3. Chứng minh rằng nếu  thì  với mọi .

4. Cho Chứng minh rằng bất đẳng thức sau đúng với mọi :

5. Chứng minh rằng bất đẳng thức sau đúng với mọi số tự nhiên :

6. Trong mặt phẳng, cho đa giác , có  cạnh ( ). Gọi  là tổng số đo
các góc trong của đa giác.

a) Tính  tương ứng với trường hợp đa giác là tam giác, tứ giác, ngũ giác.

b) Từ đó, dự đoán công thức tính  và chứng minh công thức đo bằng phương
pháp quy nạp toán học.



7. Hàng tháng, một người gửi vào ngân hàng một khoản tiền tiết kiệm không đổi

 đồng. Giả sử lãi suất hằng tháng là  không đổi và theo thể thức lãi kép (tiền

lãi của tháng trước được cộng vào vốn của tháng kế tiếp). Gọi  là tổng
tiền vốn và lãi của người đó có trong ngân hàng tại thời điểm ngay sau khi gửi

vào khoản thứ .

a) Tính .

b) Dự đoán công thức tính  và chứng minh công thức đó bằng phương pháp quy
nạp toán học.

Gợi ý: Lưu ý công thức ở .

Bạn có biết?

Bài toán Tháp Hà Nội

Bài toán Tháp Hà Nội là một trò chơi toán học được nhà toán học người Pháp Édouard Lucas (1842 – 
1891) phát triển vào năm 1883. Ngày nay bài toán trở nên nổi tiếng trên thế giới, đặc biệt trong lĩnh vực 
Khoa học máy tính.

Tháp Hà Nội trong trò chơi này gồm ba cột

 và  đĩa có đường kính khác nhau, mỗi 
đĩa có lỗ ở giữa để có thể luồn váo các cột (xem Hình 

1). Lúc đầu các đĩa đều ở cột , theo thứ tự “nhỏ trên 
lớn dưới”. Mục đích của trò chơi là chuyển tất cả các 

đĩa ở cột  sang cột  (cột  chỉ đóng vai trò trung 
chuyển) sao cho thỏa mãn hai điều kiện:

1. Mỗi bước chỉ được chuyển một đĩa,

2. Các đĩa được chuyển qua lại giữa các cột, nhưng ở bất cứ thời điểm nào các đĩa trên mỗi cột đều “nhỏ 
trên lớn dưới”.

Bài toán đặt ra là:

Làm thế nào để chuyển các đĩa từ cột  sang cột ?

Số bước ít nhất bằng bao nhiêu?

Gọi  là số bước ít nhất để chuyển  đĩa từ cột  sang cột  . Có thể dễ dàng chỉ ra

 Với , ta thực hiện các bước như Hình 2 dưới đây và nhận được  



Giữa  và  có mối liên hệ. Thật vậy, để chuyển từ trạng thái đầu tiên đến trạng thái  ta cần  

bước chuyển (Bước ). Tiếp đó, thực hiện một bước (Bước 4) để chuyển trạng thái  sang trạng 

thái . Tiếp theo, thực hiện  bước (Bước ) để chuyển trạng thái  đến trạng thái . Từ đó,

ta có .

Tổng quát hóa quá trình trên, ta có thể tìm được mối liên hệ giữa  và 

Từ đó, ta có thể dự đoán công thức tổng quát:

và chứng minh công thức này bằng phương pháp quy nạp toán học.

Bạn hãy thử thực hiện điều này nhé.

Các bạn có thể cùng chơi trò chơi thú vị và bổ ích này với các vật dụng sẵn có xung quanh như đồng xu, 

quyển sách , ... thay thế cho các đĩa ở trên.

Bài 2. Nhị thức Newton
Từ khóa: Nhị thức Newton; Tam giác Pascal.

 Ta đã có công thức

trong trường hợp 

Công thức này có đúng với mọi số tự nhiên  không? Làm thế nào để kiểm tra?

1. Công thức nhị thức Newton

Có ba hộp, mỗi hộp đựng hai quả cầu được

dán nhãn  và  (xem Hình 1). Lấy từ mỗi hộp một
quả cầu, Có bao nhiêu cách lấy để trong ba quả cầu
lấy ra:

a) có 3 quả cầu dán nhãn ?



b) có 2 quả cầu dán nhãn ?

c) có 1 quả cầu dán nhãn ?

d) không có quả cầu nào dán nhãn ?

Bằng lập luận tương tự như ,  ta có thể sử dụng tổ hợp để tìm các hệ số của công thức khai triển

.

Thật vậy, ta có khai triển

Trong khai triển trên, để nhận được số hạng , ta lấy số hạng  trong thừa số thứ nhất nhân với 

số hạng  trong thừa số thứ hai, rồi nhân với số hạng  trong thừa số thứ ba. Do đó, hệ số

của  bằng số cách chọn ba chữ từ ba chữ  có trong ba thừa số , tức là .

Tiếp theo, xét số hạng  hay tổng . Để nhận được mỗi số hạng của tổng này, ta lấy 

tích của hai số hạng  từ  hai thừa số , rồi nhân với số hạng  của thừa số  còn lại. Do đó, 

hệ số của  bằng cách chọn hai chữ  từ ba chữ  có trong ba thừa số , tức là .

Lập luận tương tự, ta được hệ số của  bằng , hệ số của  bằng .

Từ đó, ta nhận được

Một cách tổng quát, với số tự nhiên bất kì , ta có thể mở rộng lập luận ở trên 
để tìm các các hệ số trong khai triển biểu thức:

Khai triển biểu thức này, ta nhận được các số hạng dạng  với  là hệ số,

. Hệ số  bằng số cách chọn  chữ  từ  chữ  có trong  thừa số

.

Nghĩa là .

Từ đó, ta nhận được kết quả:



Với mỗi số tự nhiên , ta có:

 .

Công thức  được gọi là công thức nhị thức Newton, gọi tắt là nhị thức 
Newton.

Chú ý:

a) Trong cách viết vế phải của , số hạng  được gọi là số hạng
tổng quát.

b) Vế phải của  gồm  số hạng. Đi qua các số hạng từ trái sang phải, số mũ 

của  giảm dần, số mũ của  tăng dần, nhưng tổng của chúng không đổi và bằng 

n (quy ước ).

Ví dụ 1.  Hãy khai tiễn .

Lời giải

Áp dụng công thức nhị thức Newton, ta có:

Hoạt động 1. Hãy khai triển:

a) . b) .

2. Tam giác Pascal

Từ các công thức khai triển

;

;

;

;

;

;

Các hệ số được viết thành bảng số như hình 2 sau đây. Nếu sử dụng kí hiệu tổ 
hợp thì nhận được bảng như hình 3.



Hình 3

Từ các đẳng thức như:

Có thể đoán rằng, với mỗi  ,

Hãy chứng minh các công thức trên.

Gợi ý: Sử dụng công thức  .

Sử dụng công thức (3) với lưu ý rằng  với mọi , từ bảng số ở Hình
2, ta có thể viết tiếp lần lượt từng hàng số để tạo thành một bảng số, được gọi là 
tam giác Pascal (xem Hình 4).

Hình 2



Hình 4

Trong thực hành, tam giác Pascal giúp ta nhanh chóng xác định các hệ số khi khai
triển nhị thức Newton.

Từ  và  suy ra

      

hay .

b) Từ công thức diện tích tam giác suy ra

.

Nhận xét

- Công thức  cho phép ta tính được độ dài đường trung tuyến của 
một tam giác, khi biết ba cạnh của nó. Có thể thu được công thức này bằng cách 
làm như trong bài  (Toán 10, tập một).

- Nếu gọi  là điểm đối xứng với  qua , thì tứ giác  là một hình bình 
hành với hai đường chéo , . Khi đó công thức tính độ dài đường trung 

tuyến ở phần  trở thành .

Ví dụ 4. Cho tam giác  có các góc thỏa mãn . Chứng minh
rằng tam giác  là một tam giác cân.

Giải

Áp dụng các định lí sin và côsin, ta có

  .

Vậy tam giác  cân tại .

Ví dụ 5. Để đo chiều cao của một tòa nhà, người ta chọn hai điểm  và  thẳng 

hàng với chân  của tòa nhà, cách nhau . Sử dụng giác kế, từ  và  tương 
ứng nhìn thấy đỉnh  của tòa nhà dưới các góc  và  so với phương nằm 
ngang. Hỏi chiều cao của tòa nhà đo được là bao nhiêu mét?

Giải



Do ,  nên  (H.3.3). Áp dụng định lí  cho 

tam giác  ta được .

Từ đó suy ra chiều cao của tòa nhà bằng 

.

Hình 

Nhận xét. Việc sử dụng các hệ thức lượng trong tam giác giúp ta có thể giải được
những bài toán về đo đạc trong thực tế, như đo chiều cao của một vật thể, đo 
khoảng cách giữa hai điểm mà không thể đo trực tiếp được (xem bài tập ,

, ).

C – Bài tập

3.7. Cho tam giác  có ,  và .

a) Tính các cạnh còn lại của tam giác.

b) Tính độ dài bán kính đường tròn ngoại tiếp của tam giác.

c) Tính diện tích của tam giác.

d) Tính độ dài các đường cao của tam giác.

3.8. Tam giác  có ,  và .

a) Tính .

b) Tính diện tích tam giác.

c) Tính độ dài đường cao .



d) Tính độ dài bán kính đường tròn nội tiếp của tam giác.

BÀI TẬP

1. Khai triển biểu thức:

a) ; b) .

2. Tìm hệ số của  trong khai triển của biểu thức .

3. Biết rằng  là một số thực khác 0 và trong khai triển của , hệ số của  gấp bốn lần

hệ số của . Tìm giá trị của .

4. Biết rằng hệ số của  trong khai triển của  là 90 . Tìm giá trị của .
5. Chứng minh công thức nhị thức Newton (công thức (1), trang 35 ) bằng phương pháp quy 
nạp toán học.

6. Biết rằng . Hãy tính:

a) ; b) .
7. Một tập hợp có 12 phần tử thì có tất cả bao nhiêu tập hợp con?
8. Từ 15 bút chì màu có màu khác nhau đôi một,
a) Có bao nhiêu cách chọn ra một số bút chì màu, tính cả trường hợp không chọn cái nào?
b) Có bao nhiêu cách chọn ra ít nhất 8 bút chì màu?
Bạn có biết?

Tên gọi Tam giác Pascal và Nhị thức Newton
Tam giác Pascal được đặt theo tên của nhà toán học, nhà vật lí học, nhà triết học tài ba người 
Pháp Blaise Pascal, sau công trình của ông công bố vào năm 1653 . Thực ra, tam giác này cùng

với công thức khai triển biểu thức  với  là số tự nhiên đã được nghiên cứu trước đó 
bởi các nhà toán học Ấn Độ và Ba Tư ở thế kì , hay bởi các nhà toán học Trung Hoa ở thế kỉ 
XI. Pascal có công lớn trong việc nghiên cứu một cách hệ thống các tính chất của tam giác này,
cũng như phát hiện ra các mối liên hệ giữa chúng với lí thuyết xác suất.

Blaise Pascal
(1623-1662)
Công thức nhị thức Newton được đặt theo tên nhà toán học, nhà vật lí học vĩ đại người Anh 
Isaac Newton. Như trên đã nói, thực ra công thức này (trường hợp số mũ là số tự nhiên) đã 
được biết đến trước thời Newton hàng thế kỉ. Newton là người có công mở rộng công thức cho 
trường hợp số mũ  là số thực bất kì. Ông khám phá ra công thức đó vào năm 1664 , nhưng 
đến năm 1676 mới công bố. Công thức nhị thức Newton có nhiều ứng dụng quan trọng trong 
nhiều ngành toán học khác nhau như đại số, giải tích, lí thuyết xác suất,...



Isaac Newton
(1643-1727)
(Theo Britannica)
BÀI TẬP CUỐI CHUYÊN ĐỀ 2

1. Chứng minh rằng các đẳng thức sau đúng với mọi .

a) ,

b) ;

c) .

2. Chứng minh rằng với mọi  :

a)  chia hết cho 4 ; b)  chia hết cho 12 .

3. Chứng minh rằng  với mọi .

4. Chứng minh rằng bất đẳng thức  đúng với mọi .

5. Tìm hệ số của  trong khai triển:

a) , b) 

6. Tìm hệ số của  trong khai triển .

7. a) Tìm ba số hạng đầu tiên trong khai triển của , các số hạng được viết theo thứ tự 
số mũ của  tăng dần.

b) Sử dụng kết quả trên, hãy tính giá trị gần đúng của .

8. Trong khai triển biểu thức  thành đa thức, hãy tính tổng các hệ số của đa thức nhận 
được.

9. Chứng minh rằng các đẳng thức sau đúng với mọi  :

a) ;

b) .

CHUYÊN ĐỀ 3

BA ĐƯỜNG CONIC VÀ ỨNG DỤNG



Chúng ta đã biết định nghĩa và phương trình chính tắc của ba đưởng conic, trong 
chuyên đề này ta sẽ cùng tìm hiểu chi tiết hơn về hình dạng và các yếu tố đặc 
trưng của ba đưởng conic như tâm sai, đưởng chuẩn, bán kính qua tiêu, đồng thời 
vận dụng các kiến thức này vào giải quyết một số vấn đề thực tiễn.

Sau chuyên đề này, bạn có thể:

- Xác định được các yếu tố đặc trưng của đường conic (đỉnh, tiêu điểm, tiêu cự, 
độ dài trục, bán kính qua tiêu, tâm sai, đường chuẩn) khi biết phương trình chính 
tắc của đường conic đó.

- Nhận biết được đường conic như là giao của mặt phẳng với mặt nón.

- Giải quyết được một số vấn đế thực tiễn gắn với ba đường conic (fatoggle_on 
Ví dụ: giải thích một số hiện tượng trong quang học, xác định quỹ đạo chuyển 
động của các hành tinh trong hệ Mặt Trời)

Bài 1. ÊLIP

Hành tinh $M$ chuyển động quanh Mặt Trời theo quỹ đạo hình elip nhận tâm Mặt Trời 
làm tiêu điểm $F$. Làm thế nào để tính đoạn $FM$ khi biết phương trình chính tắc.

1. Tính đối xứng của elip



Elip  nhận hai trục toạ 
độ làm trục đối xứng và nhận 
gốc toạ độ làm tâm đối xứng. 
Hình chữ nhật có các cạnh đi qua 
các đỉnh của elip và song song 
với các trục đối xứng được gọi là 

Ôn tập về elip

Ta đã biết elip  với phương trinh chinh tắc  (Hình 1  có các yếu tố:

- Bốn đỉnh là 

- Trục lớn là , trục nhỏ 

- Hai tiêu điểm  với .

- Tiêu cự  là khoảng cách giữa hai tiêu điểm.

Cho elip  có phương trinh chính tắc 

 và cho điểm  nằm trên .

Các điểm  có 

thuộc  hay không?

Ví dụ 1. Cho elip  có bốn đỉnh là 

a. Xác định toạ độ bốn đỉnh của hình chữ nhật cơ sở của .

b. Cho một điểm  bất kỳ trên . Chứng minh rằng:

Giải

a. Gọi  là hình chữ nhật cơ sở của . Toạ độ bốn đỉnh của  là:



b. là điểm bất kỳ trên  nên ta có:

Do  nên ta có  và 

Suy ra , nên .

Vậy .

Từ , ta có

Tương tự ta cũng có 

Chú ý. Mọi điểm thuộc elip đều nằm bên trong hình chữ nhật cơ sở

 Viết phương trình chính tắc của elip có kích thước của hình chữ nhật cơ sở 
là  và . Hãy xác định toạ độ đỉnh, tiêu điểm, tiêu cự,
độ dài trục của elip này.

 Hãy gấp một mảnh giấy có hình elip (Hình 5)
thành bốn phần chống khít lên nhau.

2. BÁN KÍNH QUA TIÊU

* Cho điểm  nằm trên elip

 có hai tiêu điểm là

 (Hình 6).

a. Tính  và  theo .

b. Chứng tỏ rằng

.

c. Tính độ dài hai đoạn  và   theo 

Cho điểm  nằm trên elip . Các đoạn thẳng  và  được gọi là hai bán 
kính qua tiêu của điểm .



Độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên elip  được tính 

theo công thức: 

Chú ý. Vì  nên  và 

Ví dụ 2. Tính độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên elip 

Giải

Ta có  suy ra 

Độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  là:

a. Tính độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên elip 

b. Tìm các điểm trên elip  có độ dài hai bán kính qua tiêu bằng 
nhau.

 

Người ta chứng minh được rằng ánh sáng hay âm thanh đi từ một tiêu điểm, khi 
đến một điểm  bất kỳ trên elip luôn cho tia phản xạ đi qua tiêu điểm còn lại, 
nghĩa là đi theo các bán kính qua tiêu (Hình 7a)

Vòm xe điện ngầm của một thành phố có mặt cắt elip (Hình 7b). Hãy giải thích 
tại sao tiếng nói của một người phát ra từ một tiêu điểm bên này, mặc dù khi đến 
các điểm khác nhau trên elip vẫn luôn dội lại tiêu điểm bên kia  cùng một lúc.

3. Tâm sai



Cho biết tỉ số  của các elip lần lượt là , , 

. Tính tỉ số  theo  và nêu nhận xét về sự thay đổi
hình dạng elip gắn với hình chữ nhật cơ sở khi 
thay đổi.

Tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục lớn của elip gọi là tâm sai của elip và được kí hiệu là , tức là 

Với mọi elip, ta luôn có .

Nhận xét: Ta có , do đó

 Khi tâm sai  càng bé (tức là càng gần ) thì  càng gần  và elip trông càng “béo”.

 Khi tâm sai  càng lớn (tức là càng gần ) thì tỉ số  càng gần  và elip trông càng
“dẹt”.

Ví dụ 3.

a) Tìm tâm sai của elip  và elip .

b) Không cần vẽ hình, theo bạn elip nào “béo” hơn?

Lời giải

a) Elip  có ,  suy ra , .

Elip  có ,  suy ra , .

b) Ta thấy , vậy elip  “béo” hơn elip .

Rèn luyện 3.

a) Tìm tâm sai của elip  và elip .

b) Không cần vẽ hình, theo bạn elip
nào có hình dạng “dẹt” hơn?

Ứng dụng 3. Trong hệ Mặt Trời, các
hành tinh chuyển động theo quỹ đạo



là đường elip nhận tâm Mặt Trời là một tiêu điểm. Từ hình ảnh mô phỏng quỹ 
đạo chuyển động của các hành tinh như hình bên. Hãy so sánh tâm sai của quỹ 
đạo chuyển động của tiểu hành tinh HD20782b.

(Nguồn: https://www.nasa.gov)

4. Đường chuẩn

Cho điểm  trên elip

 và hai đường thẳng

;  như hình bên.

Gọi ,  lần lượt là

khoảng cách từ  đến , . Ta có

 (vì 

nên ).

Suy ra .

Dựa vào theo cách tính trên, hãy tính .

Cho elip  có phương trình chính tắc  và có hai tiêu điểm , .

Đường thẳng  được gọi là các đường chuẩn ứng với tiêu điểm  và

 được gọi là các đường chuẩn ứng với  của elip .

Với mọi điểm  thuộc elip, ta luôn có .

Chú ý: Vì  nên đường chuẩn của elip không có điểm chung với elip đó.

Ví dụ 4 Cho điểm  trên elip .

a) Tìm toạ độ hai tiêu điểm và viết phương trình hai đường chuẩn tương ứng.

b) Tính tỉ số khoảng cách từ  đến tiêu điểm và đến đường chuẩn tương ứng.



c) Vẽ elip , hình chữ nhật cơ sở và hai đường chuẩn của  trên hệ trục toạ 

độ .

Lời giải

Ta có ; , suy ra ; ; .

a) Ứng với tiêu điểm , ta có đường chuẩn .

Ứng với tiêu điểm , ta có đường chuẩn .

b) Ta có .

c)

BTCB 4. Tìm tọa độ hai tiêu điểm và viết phương trình hai đường chuẩn tương ứng của các elip sau:

a) 

b) .

BTNC 4. Lập phương trình chính tắc của elip có tiêu cự bằng  và khoảng cách giữa hai đường chuẩn là

.

BÀI TẬP

1. Cho elip .

a) Tìm tâm sai, chiều dài, chiều rộng hình chữ nhật cơ sở của  và vẽ .

b) Tìm độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên .



c) Tìm tọa độ hai tiêu điểm và viết phương trình hai đường chuẩn của .

2. Tìm các điểm trên elip  có độ dài hai bán kính qua tiêu nhỏ nhất, lớn nhất.

3. Lập phương trình chính tắc của elip có tiêu cự bằng  và khoảng cách giữa hai đường chuẩn 

là .

4. Cho elip .

a) Tìm tâm sai và độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên .

b) Tìm điểm  trên  sao cho .

c) Tìm điểm  trên  sao cho .

5. Trái Đất chuyển động theo một quỹ đạo là đường elip có tâm sai là  và nhận tâm Mặt 
Trời là một tiêu điểm. Cho biết khoảng cách gần nhất giữa Trái Đất và tâm Mặt Trời là khoảng

 triệu km, tính khoảng cách xa nhất giữa Trái Đất và tâm Mặt Trời.

(Nguồn: https://www.universetoday.com)

Hình 12

6. Ngày , Liên Xô đã phóng thành công vệ tinh nhân tạo đầu tiên vào không gian, vệ

tinh mang tên Sputnik I. Vệ tinh đó có quỹ đạo hình elip  nhận tâm Trái Đất là một tiêu 

điểm. Cho biết khoảng cách xa nhất giữa vệ tinh và tâm Trái Đất là  và khoảng cách 

gần nhất giữa vệ tinh và tâm Trái Đất là . Tìm tâm sai của quỹ đạo chuyển động của 
vệ tinh Sputnik I.

(Nguồn: https://vi.wikipedia.org)



Hình 13

Bạn có biết?

JOHANNES KEPLER VÀ QUY LUẬT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CÁC

HÀNH TINH

Kepler (Johannes Kepler) là một nhà toán học và thiên văn học

nổi tiếng người Đức. Ông là một trong những đại  diện của

cuộc cách mạng khoa học thế kỉ XVII. Kepler được biết đến

nhiều nhất bởi các định luật về chuyển động thiên thể mang tên

ông.

Ba định luật của Kepler:

Định luật 1: Các hành tinh chuyển động quanh Mặt Trời theo

quỹ đạo là đường elip với Mặt Trời nằm tại một tiêu điểm.

Định luật 2: Đường nối một hành tinh với Mặt Trời quét qua những diện tích 

bằng nhau trong những khoảng thời gian bằng nhau.

Định luật 3: Bình phương chu kì quỹ đạo của một hành

tinh tỉ lệ với lập phương nửa độ dài trục lớn của quỹ đạo.

Nghĩa là nếu ta gọi lần lượt là thời gian để hai hành

tinh quay hết một vòng quanh Mặt Trời và  lần lượt

là độ dài nửa trục lớn elip quỹ đạo của hai hành tinh đó

thì ta có:



(Nguồn: https://vi.wikipedia.org/wiki/Johannes_kepler)

Bài 2. Hypebol

Từ khóa: Hypebol; Trục đối xứng; Tâm đối xứng; Bán kính qua tiêu;

Tâm sai; Đường chuẩn.

Nhờ việc thu tín hiệu từ hai trạm phát sóng  và

 trên bờ, hệ thống định vị đặt tại điểm  trên

con tàu tính được hiệu số khoảng cách từ  đến

F1,  F2 và xác định được một đường hypebol đi

qua . 

1. Tính đối xứng của đường hypebol

Ôn tập về hypebol

Ta đã biết hypebol với phương trình chính tắc   

(Hình 1) có các yếu tố cơ bản sau:

-  Cắt trục tại hai đỉnh nhưng không

cắt trục .

-  Trục thực là có độ dài .

-  Trục ảo là  có độ dài  với là

hai điểm trên .

-  Hai tiêu điểm là  với 

-  Tiêu cự  là khoảng cách giữa hai tiêu điểm.

Chú ý: Hypebol gồm hai phần riêng biệt nằm hai bên trục ảo, mỗi phần gọi là

một  nhánh  của  hypebol.  Nhánh  đi  qua  đỉnh   gồm  những  điểm

 với   và thỏa mãn  . Nhánh đi qua đỉnh  

gồm những điểm với và thỏa mãn .

https://vi.wikipedia.org/wiki/Johannes_kepler


Cho hypebol  với phương trình chính tắc  và điểm

nằm trên . Các điểm  có 

thuộc  không?

Hypebol :  nhận hai trục tọa độ làm 

trục đối xứng và nhận gốc tọa độ làm tâm đối

xứng. Hình chữ nhật có hai cạnh lần lượt đi qua

hai đỉnh và song song với trục , hai cạnh

còn lại đi qua và song song với trục  được

gọi là hình chữ nhật cơ sở của hypebol .

Nhân xét: Khi càng tiến xa gốc toạ độ, hai nhánh của hypebol càng tiến gần đến hai 
đường thẳng chứa hai đường chéo của hình chữ nhật cơ sở ( nhưng không có 

điểm chung). Hai đường thẳng này có phương trình  và được gọi 

là hai đường tiệm cận của hypebol .

Ví dụ 1. Cho hypebol  có hai đỉnh là  và trục ảo là  với

.

a) Xác định toạ độ bốn đỉnh của hình chữ nhật cơ sở .

b) Cho một điểm  bất kì trên . Chứng minh rằng .

Lời giải

a) Gọi  là hình chữ nhật cơ sở của . Toạ độ bốn đỉnh của  là

.



b) Gọi  là điểm bất kì trên .

Ta có , suy ra  nên . Do đó .

Chú ý: Mọi điểm thuộc hypebol (ngoại trừ hai đỉnh) đều nằm ngoài hình chữ nhật
cơ sở.

1. Viết phương trình chính tắc của hypebol có kích thước của hình chữ nhật cơ 

sở là  và . Xác định đỉnh, tiêu điểm, tiêu cự , độ dài trục của hypebol này.

2. Khi bay với vận tốc siêu thanh ( tốc độ chuyển động lớn hơn tốc độ âm thanh
trong cùng môi trường), một máy bay tạo ra một vùng nhiễu động trên mặt đất 
dọc theo một nhánh của hypebol 6 ( hình ). Phần nghe rõ nhất tiếng ồn của vùng
nói trên được gọi là thảm nhiễu động. Bề rộng của thảm này gấp khỏng  lần cao 
độ của máy bay. Tính cao độ của máy bay, biết bề rộng của thảm nhiễu động 

được đo cách phía sau máy bay một khoảng là (  ( dặm) là đơn vị đo 

khoảng cách,  ) và có phương trình: .

2. Bán kính qua tiêu.

2. Cho điểm  nằm trên hypebol  .

a) Chứng minh rằng .

b) Giả sử điểm  thuộc nhánh đi qua ( Hình 5.a). Sử dụng kết quả 

đã chứng minh được ở câu a) kết hợp với tính chất  đã biết để 

chứng minh . Từ đó, chứng minh các công thức: ,

.



b) Giả sử điểm  thuộc nhánh đi qua ( Hình 5.b). Sử dụng kết quả 

đã chứng minh được ở câu a) kết hợp với tính chất  đã biết để 

chứng minh . Từ đó, chứng minh các công thức: ,

.

 Cho điểm  thuộc Hypebol . Các đoạn thẳng  và  được gọi là hai 
bán kính qua tiêu của điểm .

Độ dài hai bán kính qu tiêu của điểm  trên hypebol (H):  được 

tính theo công thức ; .

Ví dụ 2. Tính độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên hypebol .

Giải

Ta có , suy ra .

Độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  là:

; .

Tính độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên hypebol .

Tính độ dài hai bán kính qua tiên của đỉnh  trên hypebol .

3. Tâm sai



Cho hypebol . Chứng tỏ rằng .

Tỉ số giữa tiêu cự và độ dài trục thực là tâm sai của hypebol và được kí hiệu là , nghĩa là 

Với mọi hypebol, ta luôn có .

Ví dụ 3

Tìm tâm sai của hypebol .

Giải

Ta có , suy ra .

Vậy tâm sai của  là .

Tìm tâm sai của cái hypebol sau:

a) ;           b) ; c) .

Cho hyprbol   có tâm sai bằng . Chứng minh trục thực và trục ảo của  có độ dài

bằng nhau.

Một vật thể có quỹ đạo là một nhánh của hypebol , nhận tâm Mặt Trời

làm tiêu điểm (Hình 6). Cho biết tâm sai của   bằng 1,2 và khoảng

cách gần nhất giữa vật thể và tâm Mặt Trời là .

a) Lập phương trình chính tắc của .

b) Lập công thức tính bán kính qua tiêu của vị trí  của vật thể trong mặt

phẳng tọa độ.

4. Đường chuẩn

Cho điểm  trên hypebol  

và  hai  đường  thẳng  

(Hình 7).



Gọi  lần lượt là khoảng cách từ  đến các đường thẳng .

Ta có: .

Dựa theo cách tính trên, hãy tính .

Cho hypebol  có phương trình chính tắc  và có hai tiêu điểm . Đường

thẳng  được gọi là đường chuẩn ứng với tiêu điểm  và đường thẳng  được

gọi là đường chuẩn ứng với tiêu điểm  của hypebol .

Với mọi điểm  thuộc hypebol, ta luôn có .

Chú ý: Vì  nên đường chuẩn của hypebol không có điểm chung với hypebol đó.

Ví dụ 4

Cho điểm  trên hypebol .

a) Tìm tọa độ hai tiêu điểm và viết phương trình hai đường chuẩn tương ứng.

b) Tính tỉ số khoảng cách từ  đến tiêu điểm và đến đường chuẩn tương ứng.

Giải

Ta có .

a) Ứng với tiêu điểm , ta có đường chuẩn .

Ứng với tiêu điểm , ta có đường chuẩn .

b) Ta có: 

Tìm tọa độ của hai tiêu điểm và viết phương trình của hai đường chuẩn tương 
ứng của các hypebol sau:



a) ; b)  c) 

Lập phương trình chính tắc của hypebol có tiêu cự bằng 26 và khoảng cách giữa 

hai đường chuẩn bằng 

BÀI TẬP

1. Cho hypebol 

a) Tìm tâm sai và độ dài hai bán kính qua tiêu của điểm  trên .

b) Tìm tọa độ hai tiêu điểm và viết phương trình hai đường chuẩn tương 
ứng.

c) Tìm điểm  sao cho với  là hai tiêu điểm của

.

2. Lập phương trình chính tắc của hypebol có tiêu cự bằng 20 và khoảng cách 

giữa hai đường chuẩn bằng .

3. Cho đường tròn  có tâm , bán kính  và một điểm  thỏa mãn

.

a) Chứng tỏ rằng tâm của các đường tròn đi qua  và tiếp xúc với  nằm 

trên một đường hypebol .

b) Viết phương trình chính tắc và tìm tâm sai của .

4. Trong hoạt động mở đầu bài 
học, cho biết khoảng cách 
giữa hai trạm vô tuyến là

, vận tộc sóng vô tuyến
là và thời gian 
con tàu nhận được tín hiệu từ
hai trạm trên bờ biển luôn 

cách nhau  ( hai trạm 
vô tuyến phát các tín hiệu 
cùng một thời điểm). Viết 
phương trình chính tác của 

quỹ đạo hypebol  của 
con tàu.



Bạn có biết?

Hệ thống định vị LORAN

Người ta đã ứng dụng tính chất của các đường hypebol để định vị tàu thuyền 
ven biển thông qua hệ thống LORAN.

Cách vận hành của một LORAN như sau:

Khi hai trạm phát  và  
phát tín hiệu cùng một thời 
điểm đến con tàu, thì hiệu số 
giữa hai thời điểm con tàu 
nhận được tín hiệu từ hai trạm
nhân với tốc độ của sóng vô 
tuyến sẽ cho hiệu số khoảng 

cách từ vị trí của tàu đến  

và . Do đó, con tàu đang ở 
đâu đó trên một hypebol có 

tiêu điểm là  và . Bằng 
cách đưa vào trạm phát sóng 

thứ ba,  chúng ta có thể 
hình thành một nhánh 
hypebol khác với tiêu điểm là

 và . Khi đó vị trí của 
con tàu là giao điểm của hai 
nhánh hypebol nói trên.



Nguyên tác dựa trên các hypebol giao nhau này được sử dụng trên hệ thống 
định vị tầm xa, được gọi là LORAN ( LOng RAnge Navigation). Các trạm 
radar đóng vai trò tiêu điểm của các hypebol, và tất nhiên, máy tính được sử 
dụng cho nhiều thao tác cần thiết để xác định vị trí của con tàu.

(Nguồn: https://en.wikipedia.org/wiki/LORAN)

Bài 3. Parabol
Từ khoá: Parabol; Trục đối xứng; Đỉnh; Bán kính qua tiêu; Tâm sai.

Mặt cắt của gương phản chiếu của một đèn pha là một parabol  với tim của bóng

đèn đặt tại tiêu điểm . Làm thế nào để tim khoảng cách từ  đến một điểm trên 

gương khi biết phương trình chính tắc của  ?

1.Tính đối xứng của đường parabol
Ôn tập vể parabol

Ta đã biết parabol  với phương trình chính tắc

 có tiêu điểm  và có đường

chuẩn .

Parabol  nhận  làm trục đối xửng.

Giao điểm của parabol  và trục đối xứng của nó
gọi là đỉnh của parabol.



Chú ý: a) Với mọi điểm  thuộc parabol  (với  ) ta đều có

, suy ra  thuộc nửa mặt phẳng toạ độ có .

b) Vì  nên đường chuẩn của parabol không có điểm chung với parabol đó.

 Chứng tỏ rằng nếu điểm  nằm trên parabol  thỉ điểm  

cũng nằm trên parabol .

Khoảng cách từ tiêu điểm đến đường chuẩn gọi là tham số tiêu của parabol.
Chú ý: Khác với elip và hypebol, đường parabol chỉ có một trục đối xứng, một đỉnh
và không có tâm đối xứng.
Ví dụ 1
Tìm tọa độ tiêu điểm, toạ độ đỉnh, phương trình đường chuẩn và trục đối xứng của 

parabol .
Giải

Ta có , suy ra . Vậy  có tiêu điểm , đỉnh  đường chuẩn
 và nhận  làm trục đối xứng.

Tìm toạ độ tiêu điểm, tọa độ đỉnh, phương trình đường chuẩn và trục đối xứng của 
các parabol sau:

a) ; b) ; c) .

Trong mặt phẳng , cho điểm  và đường thẳng . Viết phương 

trình của đường  là tập hợp các tâm  của các đường tròn  thay đổi 
nhưng luôn luôn đi qua  và tiếp xúc với .

2. Bán kính qua tiêu và tâm sai của parabol

Cho điểm  trên parabol  (Hình 2). 

Tính khoảng cách từ điểm  đến tiêu điểm  của .



Cho điểm  trên parabol  có tiêu điểm  vả đurờng chuẩn . Ta gọi 

đoạn  là bán kính qua tiêu của điểm  và gọi tỉ số  là tâm sai 

của parabol . Mọi parabol đều có tâm sai  và parabol chính tắc

 có độ dài bán kính qua tiêu của điểm  là .
Ví dụ 2

Tính bán kính qua tiêu của điểm  trên parabol .

Giải

Ta có , suy ra . Vậy độ dài bán kính qua tiêu của điểm  là:

Tính bán kính qua tiêu của điểm dưới đây trên parabol tương ứng:

a) Điểm  trên ;

b) Điểm  trên ;

c) Điểm  trên .

Mô �t cổng có dạng mô �t đường parabol . Biết chiều cao của cổng là  m và 
khoảng cách giữa hai chân cổng là  m. Người ta muốn treo mô �t ngôi 

sao tại tiêu điểm  của  bằng mô �t đoạn dây nối từ đỉnh  của cổng. Tính 
khoảng cách từ tâm ngôi sao đến đỉnh cổng.



Mă �t cắt của mô �t chảo ăng-ten có dạng mô �t parabol  có phương trình chính tắc

. Biết đầu thu tín hiê �u của ăng-ten đă �t tại tiêu điểm  của . Tính 

khoảng cách từ điểm  trên ăng-ten đến .

BÀI TẬ�P

1. Tìm tọa đô � tiêu điểm và phương trình chuẩn của các parabol sau:

a) ; b) ; c) .

2. Tính bán kính qua tiêu của điểm đã cho trên các parabol sau:

a) Điểm  trên ; b) Điểm  trên ;

c) Điểm  trên .

3. Trong mă �t phẳng , cho điểm  và đường thẳng . Viết phương trình 

của đường  là tâ �p hợp tâm  của các đường tròn  di đô �ng nhưng luôn đi qua
 và tiếp xúc với .

4. Cho parabol . Trên  lấy hai điểm  sao cho đoạn thẳng  đi qua tiêu điểm

 của . Chứng minh rằng khoảng cách từ trung điểm  của đoạn thẳng  đến 

đường chuẩn  của  bằng  và đường tròn đường kính  tiếp xúc với .

5. Hãy so sánh bán kính qua tiêu của điểm  trên parabol  với bán kính của đường 

tròn tâm , tiếp xúc với đường chuẩn của .

6. Mô �t sao chổi  chuyển đô �ng theo quỹ đạo có dạng mô �t parabol   nhâ �n tâm Mă �t Trời
là tiêu điểm. Cho biết khoảng cách ngắn nhất giữa sao chổi  và tâm Mă �t Trời là khoảng

 km.

a) Viết phương trình chính tắc của parabol .



b) Tính khoảng cách giữa sao chổi  và tâm Mă �t Trời khi sao chổi nằm trên đường thẳng 

đi qua tiêu điểm và vuông góc với trục đối xứng của .

7. Mă �t cắt của gương phản chiếu của mô �t đèn pha có dạng mô �t parabol  có phương 

trình chính tắc . Tính khoảng cách từ điểm  trên gương đến tiêu điểm của

. (với đơn vị trên hê � trục tọa đô � là xentimét).

Bài 4. Tính chất chung của ba đường conic

1. Giao của mặ �t phẳng với mặ �t nón tròn xoay

Gắn mô �t ống nhựa vào đầu bóng của mô �t đèn chiếu nhỏ để tạo ra mô �t chùm ánh sáng hình 
mă �t nón tròn xoay (hình 1a, b). Chiếu đèn lên mô �t bức tường với các góc nghiêng khác 
nhau để ánh sáng từ đèn hắt lên bức tường tạo thành các bóng khác nhau (Hình 1c, d, e). 
Nhâ �n xét hình ảnh của bạn nhìn thấy trên bức tường.



Người ta chứng minh được có thể tạo ra các đường tròn, elip, hypebol, parabol bằng cách 
cho mặt phẳng cắt mặt tròn xoay.

Giao của một mặt phẳng với một mặt tròn xoay (mặt phẳng không đi qua đỉnh của hình 
nón) có thể là đường tròn, đường elip, đường hypebol hay đường parabol.

Ví dụ 1

Trong Hình 2a, giao của mặt phẳng và mặt nón là một đường parabol.

Giao của mặt phẳng và mặt nón trong Hình 2b,c có dạng hình đường gì?

Khi máy bay song song với mặt đất vận tốc lớn hơn vận tốc âm thanh sẽ tạo ra các lớp 
không khí dao động có hình mặt nón (nón Mach) (Hình 3) và tạo ra tiếng nổ mạnh, gọi là 
tiếng nổ siêu thanh. Những người trên mặt đất nếu nghe thấy tiếng nổ này cùng một thời 
điểm thì vị trí của họ cùng thuộc một đường hypebol. Hãy giải thích điều này.

2. Xác định đường conic theo tâm sai tiêu điểm, đường chuẩn

Cho đường conic có tiêu điểm , đường chuẩn  và một điểm là điểm nằm trên đường

conic đó. Tìm mối liên hệ giữa tỉ số  và tên gọi của đường conic.

Định nghĩa chung của các đường conic



Cho điểm  cố định và đường thẳng  cố định không đi qua . Tập hợp các điểm sao

cho tỉ số  bằng một hằng số dương  cho trước được gọi là đường conic. Điểm
 gọi là tiêu điểm,  gọi là đường chuẩn và  gọi là tâm sai của đường conic.

Từ định nghĩa trên, kết hợp với tính chất của elip, parabol và hypebol, ta có:

Elip là đường conic có tâm sai .

Parabol là đường conic có tâm sai .

Hypebol là đường conic có tâm sai .

Ví dụ 2

Xác định tâm sai, tọa độ một tiêu điểm và phương trình đường chuẩn tương ứng của mỗi 
đường conic sau:

a) b) c) .

Giải

a) Conic  là một parabol. Ta có .

Suy ra  có tiêu điểm , đường chuẩn  và tâm sai .

b) Conic  là một elip.

Ta có 

Suy ra  có tiêu điểm , đường chuẩn  và tâm sai .

c) Conic  là 1 hypebol.

Ta có .

Suy ra  có tiêu điểm , đường chuẩn  và tâm sai .

Ví dụ 3



Cho đường thẳng . Gọi tên là lập các phương trình các đường  là tập hợp

các điểm thỏa mãn  trong mỗi trường hợp sau:

a) b) c) 

Giải

Ta có  và .

a)  có , do đó  là một đường elip.

Ta có 

Vậy elip  có phương trình .

b)  có , do đó  là một hypebol.

Ta có 

Vậy hypebol  có phương trình .

c)  có , do đó  là một parabol.

Ta có 

Vậy hypebol  có phương trình .

 Xác định tâm sai, toạ độ một tiêu điểm và phương trình đường chuẩn tương ứng 
của mỗi đường conic sau:



a) b) ; c) .

Quỹ đạo của các vật thể sau đây là những đường conic. Những đường này là elip, 
parabol hay hypebol?

Tên Tâm sai
Trái Đất 0,0167

Sao chổi Halley 0,9671
Sao chổi Great Southern of 1887 1,0

Vật thể Oumuamua 1,2

Bài tập

1. Xác định tâm sai, toạ độ một tiêu điểm và phương trình đường chuẩn tương ứng của 
mỗi đường conic sau:

a) b) c) .

2. Viết phương trình của conic có tâm sai , tiêu điểm  và đường chuẩn

3. Viết phương trình của conic  trong mỗi trường hợp sau:

a)  có tiêu điểm , đường chuẩn  và tâm sai ;

b)  có tiêu điểm , đường chuẩn  và tâm sai .

4. Quỹ đạo của các vật thể sau đây là những đường conic. Những đường này là elip, 
parabol hay hypebol?

Tên Tâm sai
Sao hỏa 0,0934

Mặt Trăng 0,0549
Sao Thủy 0,2056

Sao chổi Ikeya-Seki 0,9999
C/2019 Q4 3,5

1. Tìm tọa độ các đỉnh, tiêu điểm và bán kính qua tiêu ứng với điểm  của các conic 
sau:

a) ; b) ; c) 



2. Cho elip .

a) Xác định tọa độ các đỉnh, tiêu điểm và tìm tâm sai của .

b) Viết phương trình chính tắc của parabol  có tiêu điểm là tiêu điểm có hoành độ 

dương của .

c) Viết phương trình chính tắc của hypebol  có hai đỉnh là hai tiêu điểm của , hai

tiêu điểm là hai đinh của . Tìm tâm sai của .

3. Xác địhh tâm sai, tiêu điểm và đường chuẩn tương ứng của mỗi đường conic sau:

a) ; b) ; c) .

4. Cho đường thẳng  và điểm . Viết phương trình đường conic nhận  
là tiêu điểm,  là đường chuẩn và có tâm sai  trong mỗi trường hợp sau:

a) b) c) 

5. Mặt Trăng chuyển động theo một quỹ đạo là đường
elip cỏ tâm sai bằng 0,0549 và nhận tâm Trái Đất là
một tiêu điểm. Biết khoảng cách gần nhất giữa tâm
Trái Đất và tâm Mặt Trăng là . Tính
khoảng cách xa nhất giữa tâm Trái Đất và tâm Mặt
Trăng.

Nguồn: 
https://www.universetoday.com

6. Ta đã biết tính chất quang học của ba đường conic
(xem phần đọc thêm Bạn có biết? ở trang 72 , sách giáo khoa Toán 10, tập hai). 

Hypebol cũng có tính chất quang học tương tự như elip: Tia sáng hướng tới tiêu điểm 

của hypebol  khi gặp một nhánh của  sẽ cho tia phản xạ đi qua .

Một nhà nghiên cứu thiết kế một kính thiên văn vô tuyến chứa hai gương có mặt cắt 

hình parabol  và hình một nhánh của hypebol . Parabol  có tiêu điểm  và 

đỉnh . Hypebol  có đỉnh , có chung một tiều điểm là  với  và còn có tiêu 

điểm thứ hai  (Hình 3).

Nguyên tắc hoạt động của kinh thiên văn đó như sau: Tín hiệu đến từ vũ trụ được xem 

như song song với trục của parabol , khi đển điểm  của  sẽ cho tia phản xạa 

theo hướng , tia này găp  tại điểm  và cho tia phản xạ tới  là nơi thu tín 

hiệu. Cho biết  và . Hãy viết phương trình chinh tắc của  

và .

https://www.universetoday.com/


(Nguồn: https://sciencestruck com/parabolic-mirror-working-principle-applications)

7. Mặt cắt của một chảo ăng-ten là một phần của

parabol . Cho biết đầu thu tin hiệu đặt tại tiêu

điểm  cách đỉnh  của chảo một khoảng là .

a) Viết phương trinh chính tắc của .

b) Tính khoàng cách từ một điểm  trên
ăng-ten đến .

8. Gương phản chiếu của một đèn chiếu có mặt cắt
hinh parabol (Hình 5). Chiều rộng giữa hai mép
vành của gương là  và chiều sâu của
gương là .

a) Viết phương trình chính tắc của parabol đó.

b) Biết bóng đèn đặt tại tiêu điểm  của gương.
Tính khoảng cách từ bóng đèn tới đỉnh  của
gương.


