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MÔN THI: TOÁN (Vòng 1)

Thời gian làm bài: 120 phút (không kể thời gian phát đề)

Câu I (3,0 điểm). 
1). Giả sử 
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a). Chứng minh rằng 
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Câu II (3,0 điểm). 
1). Tìm các số nguyên 
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2). Với 
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 là những số thực thỏa mãn đẳng thức 
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 Tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image11.wmf]31

xy

P

y

=

+

.

Câu III (3,0 điểm). Cho tam giác nhọn 
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. Gọi 
[image: image17.wmf];

EF

 lần lượt là các điểm đối xứng của 
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1). Chứng minh rằng 
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 song song với 
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2). Gọi 
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 lần lượt là trung điểm các đoạn thẳng 
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. Đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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 cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác 
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. Chứng minh rằng bốn điểm 
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 cùng nằm trên một đường tròn.

3). Chứng minh rằng ba điểm 
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Câu IV (1,0 điểm). 
1). Cho bảng ô vuông 2015 x2015. Kí hiệu ô 
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. Ta viết các số nguyên dương từ 1 đến 2015 vào các ô của bảng theo quy tắc sau:

i). Số 1 được viết vào ô (1,1)
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ii). Nếu số 
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iii). Nếu số 
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 (xem hình 1).

Khi đó số 2015 được viết vào ô 
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Hãy xác định 
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 và 
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2). Giả sử 
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 là các số thực dương thỏa mãn 
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Chứng minh rằng 
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LỜI GIẢI – NHẬN XÉT – BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Câu I. 

1). Giả sử 
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 là hai số thực phân biệt thỏa mãn
a). 
[image: image49.wmf]2

2

32

32

ab

ba

ì

ï

+=

ï

í

ï

+=

ï

î
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b). Với 
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Vậy 
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Nhận xét: Đây là bài toán hết sức cơ bản, đề yêu cầu gì ta làm đó, với một vài phép biến đổi tương đương cùng kết hợp hằng đẳng thức quen thuộc ta sẽ suy ra được điều phải chứng minh. 

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Hằng đẳng thức 
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· Hệ phương trình đối xứng dạng 
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Lấy (1) + (2), ta có: 
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Từ đó suy ra:
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Bài tập kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Cho 
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2). Ta thấy 
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Nếu 
[image: image72.wmf]0

y

¹

, nhân hai vế của phương trình với 
[image: image73.wmf]y

, ta được

[image: image74.wmf]22

222

222

235

235

45

45

xyxy

xyyxy

xyxy

xyxy

ì

ì

ï

ï+=

+=

ï

ï

Û

íí

ïï

+=

+=

ïï

î

î



[image: image75.wmf]22222

235235

2045

xyxyxyxy

xxyyxyxy

ìì

ï+=ï+=

ïï

ÛÛ

íí

ïï

--=+=

ïï

îî



[image: image76.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

235235

2020

xyxyxyxy

xyxyxyxy

ìì

ïï

+=+=

ïï

ÛÛ

íí

ïï

-+=-+=

ïï

îî



[image: image77.wmf](
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Nhận xét: Bài toán sử dụng phương pháp thế tích từ phương trình một xuống phương trình hai của hệ, và đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai để tìm mối liên hệ giữa hai biến rồi thế ngược lại phương trình một, tìm nghiệm của hệ phương trình.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Phương trình đẳng cấp bậc hai ẩn 
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Làm nháp: Chia phương trình (*) cho 
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. Coi đây là một phương trình bậc hai ẩn 
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Ý tưởng: Dạng hệ sử dụng phương pháp thế khá là đặc trưng nhưng cái khó là tìm các đại lượng biểu diễn nhân tử chung giữa hai biến 
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. Nhìn vào vế trái của từng phương trình, với phương trình một là bậc nhất, còn phương trình hai là bậc hai, tương tự ở vế phải, bậc của phương trình hai cũng lớn hơn một bậc so với phương trình một. Điều nó sẽ làm ta nghĩ đến phép nhân để đồng bậc hóa chúng, nhân ở đây sẽ là nhân chéo từng phương trình. Tuy nhiên nếu quan sát kỹ hơn một chút, cả hai phương trình đều xuất hiện 
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Việc còn lại chỉ là tìm nghiệm của hệ phương trình đã cho.

Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự: 

1. Giải hệ phương trình 
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Đáp số: 
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2. Giải hệ phương trình 
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Câu II.

1). Ta có 
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Nhận xét: Bài toán tìm số nguyên thỏa mãn một điều kiện, sử dụng tính chất chia hết của một tổng, hiệu, tích,…

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Biến đổi đại số.

Ta có 
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· Một số luôn chia hết cho chính nó.

Ta có 
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· Hai số chia hết cho một số thì hiệu của hai số đó.
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· Tính chất chia hết 
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· Một tổng hai số hạng chia hết cho một số trong đó có một số hạng chia hết cho số đó thì số hạng còn lại cũng chia hết.
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hoàn toàn tương tự ta có 
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· Có hai số thỏa mãn: Số thứ nhất chia số thứ hai và số thứ hai chia hết cho số thứ nhất thì hai số bằng nhau.

Ta có 
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Thay lại vào đề bài ta có 
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· Số thứ nhất chia hết cho số thứ hai thì số thứ hai là ước của số thứ nhất.
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Vậy 
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2). Ta có 
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Ta có 
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Phương trình có nghiệm khi 
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Vậy 
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Nhận xét: Bài toán tìm giá trị của một biểu thức sau khi biến đổi biểu thức trở thành tham số của một phương trình bậc hai theo một ẩn

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Biến đổi giả thiết.

Ta có 
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· Đưa biểu thức đã cho về một ẩn hoặc một biểu thức cố định.

Thay 
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Đặt 
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· Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của một biểu thức bằng cách đưa biểu thức đó trở thành tham số của một phương trình bậc hai
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 Khi đó ta có 
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· Phương trình bậc hai có nghiệm khi và chỉ khi 
[image: image144.wmf]D

 hoặc 
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Ta có Vì phương trình có nghiệm nên 
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· Khi xét đến giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biểu thức cần phải xét xem “dấu bằng xảy ra khi nào?”.
Ta có dấu bằng xảy ra khi vào chỉ khi 
[image: image149.wmf]1
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 Phương trình bậc hai có nghiệm kép 
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, thay vào biểu thức ban đầu ta có: 
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Vậy 
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Câu III.

[image: image287.png]


1). Ta có 
[image: image154.wmf]AD

 là phân giác 
[image: image155.wmf]BDAB
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 mà 
[image: image156.wmf];
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 là tam giác cân,


[image: image157.wmf]BEAB
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Nhận xét. Bài toán chứng minh hai đường thẳng song song sử dụng định lý Ta-lét đảo

Nhắc lại kiến thức và phương pháp.

· Tâm đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm của ba đường phân giác.

Trong 
[image: image158.wmf]ABC

D

 có 
[image: image159.wmf]I

 là tâm đường tròn nội tiếp nên suy ra 
[image: image160.wmf]AI

 hay 
[image: image161.wmf]AD

 là phân giác của 
[image: image162.wmf]·
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· Tính chất đường phân giác trong tam giác.

Trong 
[image: image163.wmf]ABC
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 có 
[image: image164.wmf]AD

 là phân giác nên 
[image: image165.wmf]DBAB
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· Hai điểm đối xứng nhau qua một đường thẳng thì đường thẳng đó là trung trực của đoạn thẳng nối hai điểm.

+ 
[image: image166.wmf]E

 là điểm đối xứng của 
[image: image167.wmf]D

 qua 
[image: image168.wmf]BI

 nên 
[image: image169.wmf]BI

 là trung trực của 
[image: image170.wmf]DE
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+ 
[image: image171.wmf]F

 là điểm đối xứng của 
[image: image172.wmf]D

 qua 
[image: image173.wmf]CI

 nên 
[image: image174.wmf]CI

 là trung trực của 
[image: image175.wmf]DF

.
· Một điểm thuộc trung trực của một đoạn thẳng thì điểm đó cách đều hai đầu mút của đoạn thẳng đó.

+ 
[image: image176.wmf]BBI
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 là trung trực của 
[image: image178.wmf]DE

 nên 
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+ 
[image: image180.wmf]CCI
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 mà 
[image: image181.wmf]CI

 là trung trực của 
[image: image182.wmf]DF

 nên 
[image: image183.wmf]CDCF
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suy ra 
[image: image184.wmf]BDBE
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[image: image185.wmf]BEABBECF
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· Định lý Ta-lét đảo: Hai điểm thuộc hai đoạn thẳng, chia hai đoạn thành các đoạn thẳng tương ứng tỷ lệ thì hai đường thẳng chứa hai đoạn thẳng đó song song.

Theo định lý Ta-lét đảo ta có 
[image: image186.wmf]BECF
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 thì 
[image: image187.wmf]EFBC
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2). Ta có 
[image: image188.wmf]·
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Mà 
[image: image189.wmf]·
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Tương tự: 
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Mà 
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 nội tiếp.
Nhận xét: Bài toán chứng minh tứ giác nội tiếp bằng cách chứng minh tổng hai góc trong bằng 
[image: image192.wmf]180

°

.
Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Hai đường thẳng song song tạo ra các góc ở vị trí so le trong bằng nhau.

Ta có 
[image: image193.wmf]EFBC
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, suy ra 
[image: image194.wmf]·

·

FEDEDB

=

.
· Tam giác có hai cạnh bằng nhau là tam giác cân, tam giác cân có hai góc kề cạnh đáy bằng nhau.

Tam giác 
[image: image195.wmf]BDE
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 có 
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 nên 
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 suy ra 
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· Tứ giác nội tiếp có tổng hai góc đối diện bằng 
[image: image201.wmf]180
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Tứ giác 
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 là tứ giác nội tiếp nên 
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Hoàn toàn tương tự có 
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· Trung điểm; Đường trung bình của tam giác.

+ 
[image: image206.wmf]MJ

 là đường trung bình của 
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+ 
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 là trung điểm của 
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 nên 
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suy ra 
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· Tứ giác có một cặp cạnh song song và bằng nhau là hình bình hành.

Tứ giác 
[image: image213.wmf]MJND

 có 
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 và 
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 nên 
[image: image216.wmf]MJND

 là hình bình hành.
· Hình bình hành có hai góc đối diện bằng nhau.

+ 
[image: image217.wmf]MJND

 là hình bình hành nên 
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 suy ra tính chất đường trung bình);

suy ra 
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· Tứ giác có tổng hai góc trong đối diện bằng 
[image: image222.wmf]180
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 là tứ giác nội tiếp.

Tứ giác 
[image: image223.wmf]MPNJ

 có 
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 nên tứ giác 
[image: image225.wmf]MPNJ
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3). Ta có 
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, suy ra 3 điểm 
[image: image228.wmf];;
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 thẳng hàng.
Nhận xét:  Bài toán chứng minh ba điểm thẳng hàng bằng cách chứng minh ba điểm cùng thuộc một đường thẳng đặc biệt

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:
· Tứ giác nội tiếp có góc ngoài và góc trong không kề với nó bằng nhau.

Tứ giác 
[image: image229.wmf]MPAE

 là tứ giác nội tiếp nên 
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· Trung điểm, Đường trung bình, Hình bình hành,…(đã nhắc lại phần trên).

+ 
[image: image234.wmf]MN

 là đường trung bình của 
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+ 
[image: image237.wmf]J

 là trung điểm 
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 nên 
[image: image239.wmf]1

2

EJEF

=

; suy ra 
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 nên 
[image: image242.wmf]MNJE

 là hình bình hành nên 
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 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
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 hay ba điểm 
[image: image250.wmf];;
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 thẳng hàng.
Câu IV.

1). Theo đề bài, các số nguyên dương được sắp xếp theo từng hàng chéo của bảng: Hàng chéo thứ nhất có 1 số, hàng chéo thứ hai có 2 số,……

Giả sử số 
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 nằm ở hàng chéo thứ 
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 thì ta có:
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Áp dụng 
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 ta có 
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Số đầu tiên ở hàng chéo thứ 
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Như vậy số 2015 nằm ở vị trí thứ 
[image: image259.wmf]20151954162

-+=

 của hàng chéo thứ 
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 (vị trí áp chót)

Tọa độ của nó là 
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2). Theo Côsi cho 4 số ta có
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BĐT tương đương 
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Áp dụng bất đẳng thức Schur bậc 3:
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với mọi số thực không âm 
[image: image269.wmf];;
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Chứng minh bất đẳng thức
Do vai trò 
[image: image270.wmf];;
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Ta xét 
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(điều phải chứng minh).
Ta có 
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Dấu “=” xảy ra khi 
[image: image278.wmf]1
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Nhận xét: Bài toán sử dụng bất đẳng thức Cosi, phép đặt ẩn phụ đồng thời chứng minh qua bất đẳng thức trung gian hay là bất đẳng thức bổ đề (bất đẳng thức Schur bậc ba) để suy ra điều phải chứng minh.

Nhắc lại kiến thức và phương pháp:

· Bất đẳng thức Cosi cho ba số thực dương 
[image: image279.wmf]3

3

abcabc

++³

.

· Bất đẳng thức Schur bậc ba cho các số thực dương 
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Bài toán kết thúc.

Bài tập tương tự:

1. Chứng minh rằng với mọi 
[image: image281.wmf];;0
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2. Cho 
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