DU AN TACH PE HSG TOAN 7

CDP12: PONG DU THUC

Dang 1: St dung ddng du thirc chirg minh chia hét

Dang 2: Sir dung dong du thtrc tim s6 du

Dang 3: Tim di€u kién cua bién dé chia hét

Dang 4: Sir dung dong du tim chit s6 tan ctiing

Dang 5: St dung dong du trong bai toan vé sb chinh phuong

Dang 6: Sir dung dong du trong bai toan vé sd nguyén 6, hop sb

Dang 7: Sir dung dong du trong bai toan tim nghiém nguyén

Dang 1. SUDUNG PONG DU THUC CHUNG MINH CHIA HET

Cau l.

Cau 2.

(HSG 7 huyén Hoang Hoa 2022 - 2023; Cam Thuy 2022 - 2023)

a+b =2(c7 - 84°) (a+btc+d)3
Cho =29 Z 50 min . Ching minh -
Loi gidi
a*+b =2(c% - 84°)
Ta co:

o g +bh vt +d) =3 - 1547

Be-15d7)3 0 (@ +bP et +d?)i3

Ma nén . (D
0;1;-1
Du trong phép chia ¢ cho 3t
e @ 3. 0= 1
Suy ra du trong phép chia * cho ~ ciing lan lugt 1a .

a=a (mod 3)
Nhu vay: .

b=k (mod 3), ¢ =¢* (mod 3), d =d° (mod 3)
Tuong ty ta co: .

a+b+c+d =a +b +c +d° (mod 3)

Suy ra: (2)

Tir (1) va 2) suyra “ 044 cpia hét cho 3.
(HSG 7 huyén Yén Phong, tinh Bic Ninh 2022 - 2023)
o (#aa) as , .
Chirng minh rang: v6&1 moi so ty nhién
Loi giai
. 4=-1(mod 5)
Ta co:

= 43|J:'+|.'I E[- |}2|”+“(Inl.'_'rd 5}
= 42" =] (mod 5)

= (42 1) =0 (mod 5)
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DU AN TACH PE HSG TOAN 7

Cau 3.

Cau 4.

- (42|n+l] _ |) 5

- (D
4 =] (mod 3)

Lai co:

= 42|J:‘+H E“}Emﬂ] I:IIlDd 3}

= (42 _ 1) =0 (mod 3)

- (43|n+n _ |) 3
' 2)

Lai co: 3 va 5 13 hai s6 nguyén t6 ciing nhau. 3)
= (422 -1):15

Tu (1) va (2) va(3) .

(HSG T7 TP Bic Giang nim hoc 2022 - 2023)

3

m;n,

) at \ A A A 14 - =n-= = ’
Cho 14 ba s06 nguyén to 16n hon me =Rt =a (QEN

thoa man: ). Chirng minh

rang @ chia hét cho 6
Loi giai
m=-n=n-t=a (ﬂ E.-"v'*)
Ta co6:

Suy ra n=t+a; m =n+a=t+2a

Liva t+2a . , =« Ny 3
la cac s6 nguyén to 16n hon

. , . o b tHa 142g
Xét s0 du cua ba soO nguyén to

thé 1a | hodc 2

Do d6 ta co

da cho khi chia cho 3 , 80 du nhan duoc ¢6

Do d6 c6 it nhat hai s ¢6 cung s6 du khi chia cho 3 va hiéu ciia chiing chia hét cho 3
(t+a)-t=a (t+2a)-t=2a: (t+2a)- (t+a)=a
Mat khac
: (2,3) =1 :
Suy ra ? hodc 2a chia hét cho 3 . Ma nén ¢ 3 (1)
3

.mn.. . 2 A LA 14 PRI TS S
Vi 7 lacacsonguyéntolonhon “nén °  lacacsolé

= m-n:2 )
O @, L @3)=1 L6
Ty Va két hop voi taco -

(HSG 7 huyén Cam Thuy, tinh Thanh Héa, truwong 2022 - 2023)

a, bye,deZ a'+b =2(c"- 84°) a+b+c+d

Cho . thdéa man . Chung minh chia hét cho

3
Loi giai

a +b 23(4:'3-8(?'3) 3o g3, 3 3 o_ai 3
Ta co khi va chi khj @ TP ¢ +d =3 -15d

(Be-154°)3 (@ +p 4+ +d°)3 ()
Ma nén
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Cau 5.

Cau 6.

a 3 [L - 1:0; 1}' a’ 3
Du trong phép chia = cho ~ 1a suy ra du trong phép chia ©~ cho ~ cling la

'[L' 1:0; 1} a=a (mod3)
hay

Tuong tu ta co:
h=b(mod3) ¢ = (mod3) d =4 (mod3)

9 9

at+h+c+d =a +F +c+d° (mod3)(2)

Suy ra
Vay a+b+c+d chia hét cho 3
(HSG T7 Huyén Nghi Loc, nam hoc 2022 - 2023)
(l?zmﬂ‘““ ) 390"?)
A= 3 5

Chung minh rang s6 - 1a mot s6 ty nhién chia hét cho

Loi giai

L Al008 .
2014 0=(20142) 4 2014 =4 (keN') 7204216 _ a
Ta co: nén suy ra -
2%k .
I?-I-.'!.' :(I?E) :289_.'!.' ’ 1 1?30|420|G
Ma ludn c6 chir so tan cung 1a chir s6 ~ nén ludn co chir
sd tan cung 1a chir sb 1
967 :4 96 " =4m (mE IN+) 3%9? —34m
*" nén suy ra N
34;11 8™ 1 9677 , 1
ludn c6 tan cung la chir s6 * nén ludn c6 chir sO tn cung 1a chir sO
(l?zmﬂ‘”“ ) 3%97‘)
Suy ra c6 chir s6 tan cung 1a chir s6 0
(l?zmﬁ‘““ ) 3%""7‘)
Do vay chia hét cho % nén 4 1a sé tu nhién.
(l?zmﬂ‘““ ; 39n"7)
f ol A A N U B 5
coO chir so tan cung la ~ nén “* chia hét cho
(HSG 7 Huyén Vinh Lgc, Tinh Thanh Héa, nam hoc 2022 — 2023
. . . lpgrto . .

Cho hai s6 nguyén t6 khac nhau Pt Chtrng minh rang: 7 chia hét cho 7

Loi giai

: (p.q) =1
vi P4 nguyén to cung nhau va P khac 7 nén: P
g-1 — Pl —
. ) p7 ! =l(mod q) g" " =l Gmod p)
Ap dung dinh li Fermat ta co: va
= (p'-1)ig (¢ -1)ip
va
g-1: p-1:
mat khac N
( q-l+ ~l_ I) ( q-l+ _n-l_l);
F i q AP o P

nén ta co: ;
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. (p, q) =1
ma

(e - 1))
nen: .

Cau7. (HSG 7 huyén Nong Cong 2022 - 2023)
Viét 6 s6 tu nhién vao 6 mit cia mot con xtc xdc. Chung to rang khi ta gieo xuc xic
xudng mit ban thi trong > mat c¢6 thé nhin thay bao gio cling tim duoc mot hay nhidu mat
dé tong céc s6 trén mat do chia hét cho >
Loi giai

i Aaan o1y G1s G2y @3y Gy, ds
Goi cac sO trén mat la

5

Xét ~ tong:
M =a,
S, =a, +a,

3

5, =a, +a, +a,

2

S, =a, +a, +a, +a,

2

S. =a, +a,+a; +a,+a;

+ Néu mot trong > tong d6 chia hét cho > thi bai toan da giai xong.

+ Néu khong c6 tong nao chia hét cho > thi ton tai hai tong c6 cing s6 du khi chia cho >

0, 234
a

I ). Nén hiéu ciia hai tdng dé chia hét cho >

S S S -8 :5
m oy n(IEHI"CHES)thi m n

(ﬂl +ﬂ2 LA +ﬂm)_ (ﬂl. +ﬂ2 LA +ﬂn) =iy ta
Hay

Tir d6 suy ra diéu phai chirng minh.
Cau8. (HSG 7 huyén Cira Lo, tinh Nghé An, 2022 - 2023)
; ~(pP-1)i24
. Chiing minh .
Loi giai

s .5 2 v 4 ,
(vico = tong ma cod 4 6 du khac

2

+Goi “ tong d6 1a

+--+ a_:5

n+l m o

Cho ¥ 1a s nguyén to 16n hon

3

vi ¥ 1ash nguyén t6 16n hon ~ nén Plasleva? khong chia hét cho 3

p) .
(p*-1):3 ,
+ Ta chirng minh . That vay, vi P khong chia hét cho 3 nén c6 hai truong hop:

. Néu p =l (mod 3) i p- =1(mod 3)

, =3 c = =
. Néu P (mod 3) thi p- =4 (mod 3) =1 (mod 3)

= (p*-1):3
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C(p-1)s b
+ Ta ching minh . That vay, vi © 1a s0 1€ nén co6 cac truong hop:
o Néu P =1 (mod 8) hi p- =1(mod 8)
= (p-1)8
. Néu? =3 (mod 8) hi p- =9 (mod 8) =1 (mod 8)
= (p-1)s
. Niw P =5 (mod 8) 0 p” =25(mod §) =1 (mod 8)
= (p*-1)8
. Nég P =7 (mod 8) i p~ =49 (mod 8) =1 (mod 8)
= (p-1)s
s g , (p-1):G8)  (p*-1):24
Nhu vay: vi © va =~ nguyén to6 cung nhau nén hay .
Cau9. (HSG 7 huyén Ba Thuée, 2022 -2023)
el -l
Cho 7" 1a cac s nguyén théa man = 3
22
Chuing minh rang ¥ 7Y chia hét cho 40
Loi giai
2 0;1;4 z 0;3;4
Vi ¥ chia cho 8 du nén 3% chia cho 8 du .
2 2
1,4 2 :2:4
Vi 7 chia cho 8 du 0L nén > chia cho 8 du 0:2; )
-1 _ p =1
TPy 3
Tu gia thiét
= 3x - 2y° =1
= 32 0,2
' ! chia cho 8 du 1.
5 2 2.2 ) 1)
Do d6 * chia cho 8 du 1 va Y chia cho 8 du 1. Nén Y chia hét cho 8 ;
2 . 1:4 2 0;3;2
Vi * chia hét cho > du O:L; nén >* chiacho 5dw .
2 2
. :1:4 2 ;2
Vi ¥ chia hét cho > du 0L nén “¥ chia cho 5 du 0 ’3.
3x7- 2y = 3xP-2y7
Mat khac tir * y =l nén : , chia cho > du 1.
5 2 2_ .2 ) (2)
Do d6 * chia cho 5du 1 va Y chia cho 3 du 1. Nén roy chia hét cho > ;
22
Vi > va 8 nguyén t6 cing nhau nén * 7Y chia hét cho 40.
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Cau 10.

Cau 11.

(HSG 7 huyén Hoai Nhon, trueong Dao Duy Twr 2018-2019).

oM =TS e T s e a a4 41) 425 ,
Chuting to rang chia hét cho

Loi gii.
Mo=75 (4 e 4™ 4 44" 4441)425

Ta co:
=75 (4™ 4™ s 447 44)+(75425)
=75 (4 5 4™ 4 44" 54) 100
~ 75=-25(mod 100)
Ta co:

J 75.(4 e a™ waa? 0a) =-25(47 477 & 447 £4)(mod 100)

s e g™ s s w ) =254 (4T 4 ks a41)
Lai co:

il ]

=100 (47 £4 & 4 441)200

il i

= ?5.(45':”';‘1-4 +,,,+41+4)Eﬂ(mod]ﬂﬂ)

}'5_(43':'“ R +4)§]'I]'D
Hay
[;.-5_(43“-‘ P +4)+]'D'I]l 100
Do d6

M =754 44 4 447 +441)425 ,
Vay chia hét cho

(HSG 7 trwong THCS Hién Quan 2018-2019).
55

5 4
*7 =7 chia hét cho

Loi gidi.

6

Chirng minh rang 7
2 _

Taco: | —¥

49 =- 1(mod 5)
Ma

= 7" =-1(mod 5)
= 7 =(7) = 1) (mod 5)
= 7" =1(mod 5)

7 =7"7 =1.7(mod 5)
Lai co
= 7 =7(mod 5)
7% =77 =1.49(mod 35)
Va
= 7" =-1(mod 5)

10?
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Cau 12.

7 +7 -7 =(-1+7- 1)(mod 5)

Nén
= (?“ +7 - ?J‘)Eﬂ(mod 5)
= (?6 +T'l— ?*)55

49 =5(mod 11) = 7° =5(mod 11)
Vi
= 7 =(7*) =5 (mod 11)
= 7" =3(mod 11)

7 =7"7 =3.7(mod 11)
Lai co

= 7 = 1(mod 11)

7* =(72) =5" (mod 11)

Va
= 7" =4(mod 11)

(?‘H?" - ?*);(4- 1- 3)(mod 11)
Nén

= (?“ +7T - ?*);ﬂ(modn)

= (?‘* +7 - ?*);11

7+T -7

4
Do > va 1 13 hai s6 nguyén to6 cung nhau nén chia hét cho

(HSG 7 truwomg Lé Hong Phong 2018-2019).

. Cos 2242 42042+ 427 42" 31
Chtrng minh rang: chia hétcho = .
Loi giai
2+ 2 42 e #2722 =y
Dit
2 24=2(2+27 427 42 424 427 4 2™ ) =27 42 42 427 4 L +2™ 42

o 2d-A=(242 420 4254 4204 2") (2422420 420 4 427 429)
= A=2"-2
2° =32 =1(mod 31)
= 2™ —(2° ) =1 (mod 31)
= 2™ =1(mod 31)

21 =212 =12 (mod 31)

55
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Cau 13.

Cau 14.

= 2" =2(mod 31)

(27~ 2) =(2- 2)(mod 31)
Do d6
= 4 =0(mod 31)

A 24242 e e 422 31
Vay chia hét cho

(HSG 7 huyén Viét Yén 2018-2019).
Cho 5 =17+17 +17 +..+17

. Chting to rang § chia hét cho 307 .

Loi giai.

, S=1T+1T #1T ++1T"
Ta cod

= 175 =17.07 417 117 4 01T) i 1 17 a7

= 175-5=07 17 #17 % +177)- (174172 17" % +17"%)
= 165 =17"-17
17" =17.289 =17.(- 18) (mod 307)
Vi
= 17" =1(mod 207)

= 17" =17.07* ¥ =17 (mod 307)
= (17~ 17) =0 (mod 307)

155:(1?""- 1?);34}?
Hay

Ma 16 va 307 13 hai s6 nguyén té ciing nhau nén 5 chia hét cho 307 .
(HSG 7 huyén Vinh Yén nam 2018 - 2019).

o+l r+l x4l 100
Chtng minh rang: ITAITAIT A3 chia hét cho 120 reN

Loi gidi.

(voi

3“. +3u; * 31.1-1' + o+ 3“.'}3 =3IJ.. (3 + 3; * 31' o+ 3.'}:!)
Ta co6:
1 2 1 100
- =3 +3 +3 +..+
Pit E=3+3+3 3

=30 =3 43 4 4 03") i ae, Lqw

S 3E- E=(3 a3 et s 439)- (3 43 63 4 439) _y0 s

= 2£=3"-3

o ¥ =243 =3(mod 240)
Lai cé:

= 3% ()" 3 =33 (mod 240)
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Cau 15.

= 3" =3" (mod 240)

3™ =(3")1.3 =3* 3(mod 240)
Vi
= 3 =3 (mod 240)

= ¥ =3(mod 240)

3" =3(mod 240)
Do dé

= (37 3):20

= 3. 3 =240k (véi keIN

)
= 2E =3""- 3 =240k

= F =120%:120 - k€N

(véi

T+ r+l - E41

1 X 1060 1 X 1 1060
E R Sl S :3*.(3 3 43 .43 ];120

Vay
(HSG 7 huyén Van Ban 2022 - 2023)

Cho bédn sb tu nhién phan biét a>b>c>d .

) . P=la-b)a-c)a-d)b- c)p-dXc-d) o 12
Ching minh rang: chia hét cho " ~.
Loi giai

a,b,c,d

Chia bbn s phan biét cho 3 ludn c6 hai phép chia co cting s6 du.

Suy ra hiéu hai s6 bi chia d6 chia hét cho 3

d ,
" chia hét cho 3

a,n,c

~ tdn tai hiéu hai s trong bon sd
, )
Do vay P chia hét cho 3 ;
a,be.d , . . ., | £ .o \ . 1A -
néu c6 hai s6 ¢6 cung so du khi chia cho 4 thi © chia hét cho * ; tréi
0;1;2;3

Trong bon so

lai, khi chia bén s d6 cho 4 co da bén truong hop vé sb du 1a

b,d

r abcd , 4 I3 e Lqa vy R a.c < . N
* 77 c6haisochan, haiso 1é, giast ~ chanva o 1é

Suy ra trong bdn sd
=(a-¢)i2  (b-d):i2

va
, (2)
Do vay P chia hét cho ;

Tir (1), (2) va GH=1 5 pa2

Dang 2. SUDUNG PONG DU THUC TiM SO DU

Cau 1.

(HSG 7 truwomg Hién Quan 2015 - 2016)

i 2011
Tim sO du khi chia 2 0 31.

ch
Loi giai
2% =32 =1(mod 31)
Ta co:
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= (25)" =1(mod 31)
= 22" =2(mod 31).

, . . 22011 31
Vay so du khi chia cho 7" la2.

Cau 2. (HSG 7 huyén Vinh Twong 2015 - 2016)

41
3 cho 11.

Tim s6 du khi chia
Loi giai
3" =1(mod 11)
Ta co:

= 3% =3.(3°) =3.1* =3(mod 11)

41
Vay s du khi chia > cho 114 3.

Cau 3.

(A =300 44705

a) Tim s6 du trong phép chia cia s6 khi chia cho 1.

_an 12018 4
B =2010"""+2 4 chia cho °

b) Tim s6 du trong phép chia cta s6

Loi giai
* =243 =1(mod 11)
a) Ta co:
401 -
= (3°) =3 =1 (mod 11)
6]
4* =1024 =1(mod 11)
Mat khac:

= (4° )401 =4""" =1(mod 11)
(2)

(3209 4 4% ) =(1+1)(mod 11)
Tir (1) va (2):

, 22005 | 42005
Vay s0 du cua A=3""44 khi chia cho 11 1a 2.

2016 =1(mod 5) 2016 =1(mod 5)
b) Ta co: do do

= 2016°""%+2 =1+2(mod 5)
= 2016%""% +2 =3(mod 5)

B =20162"% +2

2 %hi chia cho ° 14 °.

Vay sb du trong phép chia cua sb
Dang 3. TIM PIEU KIEN CUA BIEN PE CHIA HET
Caul. (HSG 7 huyén Truc Ninh, 2018-2019)
) a (2008a +3!J+I)(EGGS” +2008a+b) =225
Tim céc s6 ty nhién ~ sao cho:

Loi giai
(2008a +3b + I)(EDDS” +2008a + b) =225
Ta co:
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= 2008a +3h+1 . 20087 +2008a+b ;v . 44,
va 1a hai so 1é.

4y @ #0 = 2008° +2008a

Né 1a s6 chin.
Pé 20087 + 2008a +b 16 thi b 18
Néu b e~ 3b+1 chan,

= 2008a +3b+1 chin (khong thoéa man).

Do do @ =0

ca=0= (Gb+1)b+1)=225
Voi

i PEN= (3 +1)(b+1)=3.75 =5.45 =9.25
1

*l khéng chia hét cho 3 va 3b+1>b+1

(3h+1 =25
==
b+1=9 o p=g

3b

=0,b =8
Vay ¢ .

) . (33.!:'44 +33]:l+|.)5|g
Cau 2. Tim soOtunhién = sao cho:
Loi giai

3 .
. E-HH t 3_”+l —IG.S” 3.9”
Ta co:

16 =-3(mod 19)
Vi
= 16.8" =-3.8" (mod 19)

(EZ’-JI"H- + 33J?+l ) I 0
Ma

= (-3_8” +3.9”) =0(mod 19)
= (9” - S“‘) =0(mod 19)
= 9" =8"(mod 19)

8 =9(mod 19)

= =0 4, 13 v6 1§,

vay " =0,

Cau 3.

131 132

Tim sb ty nhién " ¢6 bén chit s8 sao cho chia " cho thi du 112 va chia " cho thi

du 28
Loi gidi
n =98 (mod 132)

Ta co:
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= n =132k +98 Vo keN 1)

= 132k +98 =112(mod 131)
= k+98+33=112+33(mod 131)
= Lk +131 =145(mod 131)

= k =14(mod 131)

= F=13lm+14 ,. meIN
véi

2)

= 1 =132(131m +14)+ 98 =131.132m +1946
Tir (1) va (2)

= n =1946
Dang 4. SUDUNG PONG DU TiM CHU SO TAN DUNG
Caul. (HSG 7 TP bic Ninh, nim hoc 2022 - 2023)

C C=3""-2m43". 2" . peN

voi ( ).

Loi giai

Tim chir s0 tdn cung ciia ~ biét

C=3-2"+1-1=5 C

I S .5
, _ cochirsotancungla ~.

vei " =0 khido

. n =1 ,
Vb1 . Ta co:

e :(3J:l+2 +3.I:')_ (2JJ+3 +EJJ):IG-3JJ _ ID-EJJ'[ :ID.(3JJ - 21:-[ ) 10

o C o A . 0
nén — co chir sO tin cung la

~ n=0 C , 1~ Z.aA_ . .5
Vay , _ 0 chir so0 tan cung la

n=l C , 1« Z2.a .0
, _ c6 chirso tan cung la

Cau2. (HSG 7 huyén Thanh Chuwong nam 2018 - 2019).

N =0,7.(2007% - 2013"") . N ,
Cho . Chimg minh rang = 1a mot sO nguyén.

Loi giai.
2007 =7 (mod 10)
Taco’

= 2007 =7"" (mod 10)

7° =49 =- 1(mod 10)
Ma
_ qm :[?3 )-m.? =1.7(mod 10)
= 7" =7(mod 10)
2007 =7(mod 10)
Nén
2013 =3(mod 10)

Lai co’
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Cau 3.

= 2013 =3 (mod 10)

3* =81 = (mod 10)

= 3% =(3*)" 3' 227 (mod 10)

(Zﬂﬂ?:'m - 201 3"”’) =0(mod 10)
Do d6

= 2007 - 2013, L i . .0
c6 chir sO tan cung la

N =0,7.2007" - 2013"7)
Vay la s6 nguyén.
910
a) Hay tim chir sO tan cung cua

1000
b) Hay tim hai chit s0 tan cung cua

] 512
c¢) Hay tim ba chir sO tan cung cua 2

Loi giai

9*"*" =9.81" =9(mod 10)
a) Tacod

10 .
ma® lasélé
97" =9(mod 10)
Nén
610

Vay chit s0 tan cung cua la

3* =81 =-19(mod 100)
b) Ta co:

= 3° =(- 19) (mod 100)

9

~(-19)" =361 =61(mod 100)
a

= 3" =61(mod 100)

3% =359 =61.9 =549 =49(mod 100)
Do do

= 3" =49° =01(mod 100) d 49°% =2401
0

= 3% —(32°)” =01(mod 100)

. 31000 0
Vay hai chit so tan cung cua la 7.

(a+b) =a" +5a°b+10a°b% +10a°° +5ab* +b°

c) + Taco:
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— (a+b) =b"(mod 125)
Néu 23 i

2'" =1024 =- 1(mod 25) 2 =25k-1 .. keN
+ Ta co: nén = \(!

= 250 =(2'°) =(25k- 1)’ =- 1(mod 125)

= 2512 =(2%)" 212 =(- 1)° 22 =2 (mod 125)

2'7 =227 —1024.4 =96 (mod 25)
Do

= 22 =96(mod |35)hay 2°7 =125m+96 . mEN

~512 34 23 123 .
2 =\2 =l6— 8

Lai co: ; 96:8

>m8 ~ m=8n ,.n€IN
nén voi

Khi d6 2712 —125.857 +96 =1000n +96

, 512
Vay ba chir so tan cung cua N 096 )

Dang 5. SUDUNG PONG DU TRONG BAI TOAN VE SO CHINH PHUONG
Caul. (HSG 7 Huyén Vinh Lgc, Tinh Thanh Héa, ndm hoc 2022 — 2023

() : f@=0 @)= o
Cho la da thirc hé s6 nguyén va thod man va . Chlrng minh rang
S@
khong thé 1a s6 chinh phuong.
Loi giai
f@=0 =2  rG)
Vi va nén co dang:
FG)=2+x0- D) () L i
trong do la da thirc voi hé so nguyén.
f(M=2+222(M=20mod3) () o
Ta cod nén khong thé 1a s6 chinh phuong.
Cau 2. (HSG 7 Huyén Hiép Hoa, nam hoc 2022 - 2023)
P o\ . 2023 A A AA aca , . 3 p'l ‘p+1 ~ \
Cho © 1a tich cua sO nguyén to dau tién . Ching minh rang va khong 1a

s6 chinh phuong.
Loi gidi

Nhan xét: Mot sb chinh phuong khi chia cho 3 va % thi chi c6 thé co sb dur 1a 0 hoac 1

e gk o x 2;3 . g
+) T gia thiét, suy ra P chia hét cho nhung khong chia hét cho 4

3 - N
Nhu vay, vi P suy ra P chia cho 3 du 2 (mau thuan)

-1 ,
- P khong 1a s6 chinh phuong.
2 .
+) Vi P P khong chia hét cho 4
=P chia cho 4 du 2
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Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

+1 . x
= P77 chiacho 4 du 3 (mau thuan)
L pHL R \ A
nén cling khong 1a s6 chinh phuong.
-1 +1 .
Vay P , P khong 1a s6 chinh phuong.
(HSG T7 Huyén Quing Xwong, nam hoc 2022 - 2023)
Cho AZH'&E' *hea +|:'a.’;r. Chumng t6 rang 4 khong phai 12 s6 chinh phuong.
Loi giai
abe + bea+cab =111.a+1116+111c =3.37.(a +b +¢)
Ta co:
Vi s6 chinh phuong phai chira thira s6 nguyén t6 v6i sé mii chan.
Do do @ +b+e =337k (KEIN)
\ < - 2}
biéu nay vo li vi: 3=atbtc=27
Vay 4 khong 14 s6 chinh phuong.
(HSG 7 huyén Quan Son 2022 - 2023)
Tim tit ca cac s6 c6 hai chit s6 ab biét ring 2ab +1 va 3ab+1 déu 1a s6 chinh phuong.
Loi giai
. . 2ab+1=m? , 3ab+1=n>,K mneN
Gia s va (
Néu 9 chia cho > du ! thi 22*1 chia cho > du 3. Pidu nay 14 vo 1.
Néu ab chia cho > du 2 thi 3ab+1 chia cho > du 2. Pidu nay cling vo li.
Néu 90 chia cho > du > thi 272+ chia cho O du 2. Pay 1a didu vé Ii.
Néu ab chia cho > du 4 thi 3ab+1 chia cho > du 3 . Diéu nay 1a vo 1i.
Vay ab:5s
2 — .
Mit khac do " 16 nén ™ chia cho 8 du ! suy ra ab : 4
Néu 90 chia cho 8 du 4 thi 2?2 *1 chia cho & du > . Didu nay 1a vé Ii.
Vﬁy ab : 8
G 8)=1 5
Ma nén ab ;40
Suy ra ab =40 hodic ab =80
Thir lai truc tiép ta co ab =40 thoa man.
_1gk 4 <k k k . ) )
Chtrng minh rang: A=19745 +1995° +1990 (voi : chan) khong thé 1a s6 chinh phuong.

Loi giai
ks .
Véi & chan ta co:

19 =(- 1) (mod 4) = 19° =1(mod 4)
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Cau 6.

5% =1" (mod 4) = 5* =1(mod 4)
1995° =(- 1) (mod 4) = 1995* =1(mod 4)
1996* =0(mod 4)

= A4=19" +5" +1995" +1996" =3(mod 4)

hay < chia 3

du4.

. A=19" +5" +1995" +1996" . k
Vay (voi

Y TS D) 2 25 +5 0«
Tim tat ca cac so tu nhién Y qé 23 1a s6 chinh phuong.
Loi giai

Giasie (FEN

)

Néu =0 i 15" =K 40 46 ¥ chin
=k’ 54; 1+5 chia 4 du 2.
Viy x #0

2°+5 =k = &k k

Ta cod lé va " khong chia hét cho >

- 2% 41 =k =(2n +1) _
CTHL: véi Y Othi (Viklénénk_zf”-l,neu\l

)

= 2" =dnln+1) , o

X =3y =0
Khide * =7 7" (thea man)

x ¥ =3 o __ ,
Thitlai: = T2 =2 *3 = 1366 chinh phuong.

- ,
+1H2: voi ¥ 70 va ¥ Khong chia hét cho >

= k* =H(mod 5)

2045 =k
Ma

= 2 =+(mod 5)

= chén.

x =21, x €N s =(k+2%)(k-27)
Dét 1 ( )5 ta co:

) +271 =50
==

k=27 =51 i Wty =y . R TS €N

b 9

= 2_1'|_+|_ :5_\1 _ 5_'.'3 :5_'.'3 (5_'.]_'_'.'3 - I)

= 5-".3 =1= ¥s == yl =y

a4+l _ v _
Khide: 2 =° °
, =2t e+l gy f_ X z o,
Néu * (IEIN) thi = = ~1=2% -1 chia hét cho 3 (vo ly).

chin) khong thé 14 sé chinh phuong.
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Dang 6. SU DUNG PONG DU TRONG BAI TOAN VE SO NGUYEN TO HQP SO

Cau 1.

Dodo ? 1é.
= 20 =5 - =457 457 4 45 +1)
, >1 . w1 -2 . a1
Néu Y th 35 3 ++5+l 16 (vo 1)
, :1:>x=1 .., x =2y =1
Néu ~ ! khi d6 !

27450 =27 45 =9 . 1
Thu lai: = +5 =27 %5 =9 13 66 chinh phuong.

x =2,y =1 x =3;y =0

Vay hoac
(HSG 7 Quian Ha Dong 2022 - 2023)

Al0n+l

A=2 +19
0

Ch . Chirng minh rang 4 1a hop s0.

Loi giai

1 1 \ A A A A ,
1 t t
Theo dinh li Fermat bé, do a songyen tonien ta €o

= 2" =1(mod 11)

= 20" =22'"" =2 (mod 22)

= 2" =22k +2(keN)
% . . . 2% =l(mod 23)

Do la s0 nguyén t0 nén

= 27" Zgmiea _y 922k 4 (mod 23)

= (3310”” +|9) =(4+19) =0 (mod 23)

Nén 4323

Ma A>23 véi Vn =1

nén 4 13 hop sb.
(HSG 7 huyén Binh Xuyén, tinh Vinh Phic 2022 - 2023)

. n .z gz 2023
Tim s6 tu nhién =~ nho nhat dé€ so

Loi giai

) 2° =32 =1 (mod31) L2023 =5.404 +3
Ta co: va“~ " ' .

el = -":I-I-
2222 —(25)" 8 =8 (mod 31)
Do d6: .

(2222 423 . 5) =(8+23.1) (mod 31)
Suy ra

no , (22022 423, ): 31
Vi = 1a sO tu nhién nhé nhat thoa man
= 8+ 23n =31

2" =1 (mod 11)

v oaras £ 31
+231 13 mot boi sb clia 3
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Cau 3.

Cau 4.

= n =1

=1

A n N A [N A \
Vay la sO tu nhién can tim.

(HSG 7 huyén Nong Cong 2022 - 2023)
p (n>1) 244

Cho sé nguyén théa man "

chia hét cho 5

Loi giai

r 2
V61 moi sO nguyén ! thi ” chia cho >

+ Néu n’ chia > du ! thi

= n° +4 =5k +1+4 =(5k+5 )15

du ; ~ hoac .

0.1 4

n® =5k +1 (keIN*®)

2 / r
Dodonén ™ *4 khong 1a s6 nguyén t6. Loai trur truong hop nay.

+ Néu n’ chia > du 4 thi
= n’ +16 =(5k+20):5

n’ =5k+4 (keIN*)

2 I3 L . N N \
Do do " *1© khong 1a sé nguyén té. Loai trir truong hop nay.

2 .
I n:s
Vay , suy ra

(HSG 7 huyén Hoiang Héa nim 2018 - 2019).

Cho P9

s A A A 12 3 e
la cac s6 nguyén to 16n hon ~ va thdéa man

p=q+2

Loi giai.

Cach 1.

3
vi?”

-, ¢ =l(mod 3) g =-1(mod 3)
hoac

0a

. q=l(mod 3)

Néu

= p=2+1(mod 3)
= p =0(mod 3)

:p3

Ma 273

13 hop s6 (méu thuln véi dé bai £

g =- 1(mod 3)
n

Né

= p=2+(-1)mod 3)

= p =l(mod 3)

, 1 1a s6 nguyén t nén 1 khéng chia hét cho 3

I3 6 nguyén t6 16n hon °)

. Chirng minh:

2
N + \ A A LA , .o N
va " 1 13 cac sb nguyén to6. Chung minh

(p+g)i2
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p+g=1-1(mod 3)
Khi do
= p+g =0(mod 3)

+q):3
Hay (p+q):

.q>3 v A A LA A \ A 1a
vi 7 , 4 la s6 nguyén t6 nén 4 laso 1

=4 1asd chia4 du 1 hoac du 3

-, ¢ =l(mod 4) g =-1(mod 4)

hoic

o q =1(mod 4)

+ Néu

= p=2+1(mod 4)
= p =3(mod 4)

p+q=3+1(mod 4)
Khi d@6
= p+yg ED(IHDd 4)
g =-1(mod 4)
+ Néu
= p =2+ 1)(mod 4)

= p=l(mod 4)

p+q=1-1(mod 4)
Khi dé
= p+g =0(mod 4)

+q):4
Do viy (p+q):

34 , (p+g)i12
Vi~ va ' 1a hai s0 nguyén t0 cung nhau nén
Cach 2.

vi 973 1

=4

1a s6 nguyén té nén 4 1a 56 1é va khong chia hét cho 3
chia cho 12 du 1; du 5;du 7 hoac du 1

g =-5(mod 12) L= 1(mod 12)
C

- ¢ =l(mod 12)
h oac

=5(mod 12
9 (mo )h

0a 0d

g =l(mod 12)
+- Néu
= p =2+I(mod 12)

= p=3(mod 12)
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= p =12k +3 =3(4k +1)3

v6i "1a s tw nhién
. p>3
Ma ”
\ A A X 7t 3A 1N p A A A1z 3
1a hop s6 (mau thuan véi dé bai © 14 so nguyén to 16n hon ™)

- g =l(mod 12)

(loai)

g =-1(mod 12)

+ Néu
= p=2+(-1)mod 12)
= p=l(mod 12)
=[- 1{mod 12
b s P (mod 12)

= p+yg ED(IHDd |3)

(p+g)i12
Hay p+ql:

. g =5(mod 12)
- Néu

= p=2+5(mod 12)
= p=-5(mod 12)
+g=-5+5(mod 12)
Khi do P
= p+g=0(mod12) (p+q)i12
hay
. g =-5(mod12)
- Néu

= p=2+(-5)mod 12)
= p=-3(mod 12)

= p=12m-3=3(4m-1)3 >0

LMo Am
voi la so tu nhién,

. p>3=
3 P

M P 13 hop sb (mau thulin véi dd bai ¥ 12 sé nguyén t6 16n hon °)

= 3
-, ¢ =1(mod 12) (loa)

(p+g)12
Vay P

Caus5. (HSG7 trwong THCS Ly Tu Trong 2018 - 2019)

,
1 ’ A A A p 2 ~ 2p +p” \ r A A A
Tim cac sO nguyén to © thoa man la cac so nguyén to

Loi giai

- 27 4 p* =4+4=§
i 72 i P

V& khong 13 s6 nguyén to
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Cau 6.

Cau 7.

AP ? _ —
op=3 2T +p =8+9=T | Y
véi ¥ thi P la s6 nguyén to
P ap _alk4l
A% thi © 1a sO nguyén to nén p 1é nén

Cpi=l(med3) | (27+pY)3
Va nén

27 4+ p’ >3 27 + p? ,
Ma p nén p 1a hop s6

27+ p?

Vay véi £ = thi I3 hop s6

p=3 2'”+p2

Vay voéi thi 1a s6 nguyén tb.

Y A~ i P P2+14‘; A A
Tim tat ca cac sO nguyén tdo = sao cho la s6 nguyén to.
Loi giai
Ta xét hai truong hop sau:

p=3= p +14=3+14=23

+ TH1: Véi 1a s6 nguyén td.
= p®> =l(mod 3) 14 =2(mod 3)
+ TH2: Vi 77 ma
= (PP +14)3  pP+l14>3
va co

=prHld

khong 1a s6 nguyén to.
Vay p:3-

Cho ”S™" ching minh ring: 2% *17 1a hop sé.
Loi giai
Ta xét cac truong hop sau:

n =2k
+ THI1:

= 19.8" +17 =1.(- 1)"* +2 =3 =0(mod 3)
= (19.8" +17):3

Ma 198" +17 >3 nén 19.8" +17 léh()p Sé

CTHD: " =4k +1

Khi do- 19.8" +17 =19.8%" +17 =19.8.04>" +17

19=6(mod I3)' 642 =4096" =1* (mod I?s). 17 =4(mod 13)

Ma ; ;

= 19.8" +17 =6.8.1 +4 =52 =0(mod 13)

+TH3: " =4k +3

Khi do: 19-8" +17 =19.8** +17 =19.8.64%** +17

Oip>3 =27 =2(mod 3)
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19=-1(mod 5). 642 —C 1" =- 1(mod ) 17 =2 (mod 5). 8 =3(mod 5)

Ma

= 19.8" +17 =(- D.3.(-1)+2 =5 =0(mod 5)

> 3 5

Ma 198" +17=>5 19.8

nén 17 13 hop s

Dang 7. SUDUNG PONG DU TRONG BAI TOAN TiM NGHIEM NGUYEN
Caul. (HSG 7 huyén Thwong Xuan, tinh Thanh Héa 2022 - 2023)

A X 2 a0y
Tim céc sé nguyén ~° thoa man: * ¥ =3+l
Loi gidi
\ <0 ,
+) Truong hop =, ta ¢6:
.
VP=x"4x=x(x+l) = o
1a s nguyén
-n 1
A =32020 , a = 4 0
=3 * khong 1a s6 nguyén (vi a yGi .n € N¥)
: b Y .
Truong hop nay loai.
. =0 .t —72020.0
+)Tm0‘ngh()'p Y ta co: X~ +x =3 +1

o x(x+1)=2=1.2 =(-2)(-1)
Vi xEZnén x<x+1

= x=1 x=-2

hoic

voi ¥ =1 i 770

vei ¥ =2 i ¥ 0

+) Trudong hop r= 0, ta co:

VP =x"+x=x(x+1) . .
1a tich hai s6 nguyén lién tiép

nén Xt chia hét cho 3 hoic chia cho 3 du 2.

3

FT :33030.}.' +|

chia cho = du 1.

= Truong hop nay loai.

() | (1,0) (-2;0)

Viy cip s6 nguyén can tim la:
Cau 2. (HSG 7 huyén Phi Ninh 2018-2019)

X,y 25- y* =8(x- 2015)

Tim thudc Zz biét:
Loi giai.

25- v <25
Ta co: )

= 8(x- 2015) =25
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= 0<(x-2015) <4

a ED(deS)h a =1(mod3) a =- 1(mod3)

TR PO AP S < <
Vi véi s6 nguyén — bat ki thi odc hoac

= g =0(mod3) a =1 (mod3) a® =(-1Y (mod3)
hoic hoic

= q =0(mod3) & =1(mod3)
hoac

1

Nén s chinh phwong chi c6 thé chia hét cho 3 hoac chia cho3 du

= (x-2015) =0(mod3) _ (x-2015) =1(med3)  yeZ
hoac voi

. (- 2015) =1(mod3)
+ Néu
= &.(x- 2015 =8.1(mod3)
= 8.(x- 2015) =2 (mod3)

= y* =25-8.(x- 2015) =25- 2(mod3)

U
1

2mod3) | ez
VO1
2

(volivi® 1a s& chinh phuong khong chia hét cho - thi chia cho® du 1)

. (x-2015F =0(mod3)
+ Néu

C0=(x-2015F <4 (x-2015F , e
Ma ; 1a s6 chinh phuong véi

= (x- 2015) =0= x=2015

. s, =5 g =-5
khi d6 ~ hoacy .

x=2015 y =5 y=-5

Vay hoic
Cau3. (HSG 7 trwong Ton Pirc Thing 2018-2019).

L,z X,y g ¥ - By =41
Tim cac s nguyén bict

Loi giai.
X+ 2x- By =41
Ta co
= ¥ #2x =E_1': +4]

= & +2x =4(2)7 +10)+1

427 +10)+1=1(modd) ez
Vi Vol

. . =l(mod4)

Nén * *2¥

: A1 s 2X32 .. xXEZ
= P2 asd e ma TN (voi )
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= lasd1e ” Ylasé1e
= x =|(mod4) x =-1(mod4)

hoic

= 1 =I"(mod4) . ¥ =(-1) (mod4)
hoic

= v =l(mod4)
o ox=-1 (mgd:l):& 2x E-E(l‘l’ll:'dﬂr)
+ Néu

=1+(-2)(mod4)

= x +2x

IR =-1(mod4) 2,5 =1(mod4)
e (volivi™* *=F )
x =1(mod4)= 2x =2(mod 4)
+ Néu
.o, =1+2(mod4)
IR =3(mod4) + 5, =l(mod4)
e (vo livi ~ )

xa 5 ~ A1onc:
Vay khong c6 gia tri nguyén nao cua y thoa man dé bai.
(HSG 7 huyén Hoai Nhon 2015 - 2016)

. £ U o RS 2 =
Tim s6 tw nhién © va chit s6 * biétring; ¥ 2+3 +-+n =aaa
Loi gidi
nln+1)
[+243+...+n =
2 s aaa =a.l11 =a.3.37

Ta co: va

l+2+3+...+n =aaa

Do dé, tur
= n(n+1)=2.3.37q

= n(n+1) . . .
chia hét cho s6 nguyén t6 37

27 hodc "t chia hét cho 37 (1)

)
n(n ):mm <999

i

Mat khac:
= n(n+1) <1998 = n<45 (2)

n =37 n+1=37

Tu()va(2) hoic
37 = aaa :g =703
+vei ' T - (khong théa man)

I — :31‘._'1.3? —666

4 V6 n+1 =37

n=36 . a=6
va .

(théa man)

Vay
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Cau 5. Chimg minh rang cac phuong trinh sau khong c6 nghiém nguyén:

-

x* - y7 =1998
a)

x* +y" =1999
b)
Loi giai
Nhan xét: S chinh phuong chia cho 4 chi ¢6 sb du 0 hodc 1.

x* =0(mod 4) x* =1(mod 4)

a) Ta co: hodc
y* =0(mod 4) y* =I(mod 4)
hoic
= x* - v =0(mod 4) - y* =1(mod 4) x* - 3> =3(mod 4)
hoic hoac
1998 =2(mod 4)
Ma
x* -y =1998 '
Nén phuong trinh . khong c6 nghiém nguyén.
x* =0(mod 4) x* =1(mod 4)
b) Ta co: hodc
y* =0(mod 4) y* =l(mod 4)
hoiac
= x* +y° =0(mod 4) 2+ =l(mod 4) x* +y? =2(mod 4)
hoic hoiac
1999 =3(mod 4)
Ma
x* 437 =1998 _
Nén phuong trinh . khong c6 nghiém nguyén.

) . n oxT =2yt -8+l
Cau 6. Giai phuong trinh nghiém nguyén: .

Loi giai

-

¥ =2yt 8y 43 e w7 =2(y-2)- 5

Nhan xét: S6 chinh phuong chia cho 8 chi ¢6 sb du 0 hoac 1 hoac 4.
x* =0(mod §) x* =1(mod 8) x* =4(mod 8)
Ta co: hoic hoiac
(- 2¥ =0(mod 8) (- 2 =1(mod 8) (y- 2 =4(mod 8)
hoac hoac
= 2(y-2Y =0(mod 8) . 2(y- 2) =2(mod 8)
hodc

= 2(y-2Y-5=3(mod 8) _ 2(y-2) - 5=5(mod 8)
hoiac

) Coxt=2yt-8y+3 A
Do d6 phuong trinh khong c6 nghiém nguyén.
Hét.
Tai liéu dwoc chia sé boi Website VnTeach.Com

https://www.vnteach.com

Trang 25/25



	Dạng 1. SỬ DỤNG ĐỒNG DƯ THỨC CHỨNG MINH CHIA HẾT
	Câu 1. (HSG 7 huyện Hoàng Hoá 2022 - 2023; Cẩm Thụy 2022 - 2023)
	Cho thỏa mãn . Chứng minh .
	Câu 2. (HSG 7 huyện Yên Phong, tỉnh Bắc Ninh 2022 - 2023)
	Chứng minh rằng: với mọi số tự nhiên .
	Từ (1) và (2) và (3) .
	Câu 3. (HSG T7 TP Bắc Giang năm học 2022 - 2023)
	Câu 4. (HSG 7 huyện Cẩm Thụy, tỉnh Thanh Hóa, trường 2022 - 2023)
	Cho . thỏa mãn . Chứng minh chia hết cho .
	Ta có khi và chỉ khi
	Mà nên
	Dư trong phép chia cho là suy ra dư trong phép chia cho cũng là hay
	Tương tự ta có:
	;;
	Suy ra
	Vậy chia hết cho
	Ta có: nên suy ra
	Mà luôn có chữ số tận cùng là chữ số nên luôn có chữ số tận cùng là chữ số
	nên suy ra
	luôn có tận cùng là chữ số nên luôn có chữ số tận cùng là chữ số
	Suy ra có chữ số tận cùng là chữ số
	Do vậy chia hết cho nên là số tự nhiên.
	có chữ số tận cùng là nên chia hết cho
	nên ta có: ;
	mà
	nên: .
	Câu 7. (HSG 7 huyện Nông Cống 2022 - 2023)
	Viết số tự nhiên vào mặt của một con xúc xắc. Chứng tỏ rằng khi ta gieo xúc xắc xuống mặt bàn thì trong mặt có thể nhìn thấy bao giờ cũng tìm được một hay nhiều mặt để tổng các số trên mặt đó chia hết cho .
	Câu 8. (HSG 7 huyện Cửa Lò, tỉnh Nghệ An, 2022 - 2023)
	Câu 9. (HSG 7 huyện Bá Thước, 2022 - 2023)
	Câu 15. (HSG 7 huyện Văn Bàn 2022 - 2023)
	Cho bốn số tự nhiên phân biệt .
	Chứng minh rằng: chia hết cho .
	Chia bốn số phân biệt cho luôn có hai phép chia có cùng số dư.
	Suy ra hiệu hai số bị chia đó chia hết cho
	tồn tại hiệu hai số trong bốn số chia hết cho .
	Do vậy chia hết cho ;
	Trong bốn số nếu có hai số có cùng số dư khi chia cho thì chia hết cho ; trái lại, khi chia bốn số đó cho có đủ bốn trường hợp về số dư là .
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