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LÔØI NOÙI ÑAÀU 
Baét ñaàu töø naêm hoïc 2023 – 2024 hoïc sinh lôùp 12 hoïc theo saùch giaùo khoa 

môùi. Chöông trình môùi moân Toaùn ngoaøi vieäc reøn luyeän cho hoïc sinh kieán thöùc 
khoa hoïc cô baûn, tö duy logic, kĩ năng töï hoïc,… coøn taäp trung vaøo vaán ñeà lôùn hôn 
laø giuùp hoïc sinh aùp duïng kieán thöùc ñaõ hoïc ñeå giaûi quyeát caùc baøi toaùn thöïc teá 
trong cuoäc soáng. 

Toaùn thöïc teá chöông trình lôùp 9 raát ña daïng, phong phuù, lieân quan ñeán nhieàu 
vaán ñeà trong cuoäc soáng vaø baùm saùt vaøo noäi dung kieán thöùc töøng baøi trong saùch 
giaùo khoa. Vì chöông trình coøn raát môùi neân taøi lieäu veà daïng naøy chöa coù nhieàu, 
ñieàu naøy gaây moät soá khoù khaên cho giaùo vieân vaø hoïc sinh khi tìm nguoàn taøi lieäu 
giaûng daïy vaø hoïc taäp. 

Ñöôïc söï ñoäng vieân cuûa nhieàu ñoàng nghieäp, chuùng toâi ñaõ toång hôïp thaønh 5 
chuyeân ñeà vôùi hôn 400 baøi taäp caùc daïng toaùn thöïc teá lôùp 12. Moãi chuyeân ñeà goàm coù: 

A. Toùm taét lyù thuyeát: lyù thuyeát ñöôïc toùm taét ngaén goïn, deã hieåu. 

B. Baøi taäp: Caùc baøi toaùn thöïc teá ñöôïc saép xeáp theo thöù töï töø deã ñeán khoù, coù 
lôøi giaûi chi tieát sau moãi baøi ñeå ngöôøi ñoïc deã hieåu vaø deã tieáp caän caùc daïng toaùn. 

Cuoán saùch ñöôïc trình baøy ngaén goïn, roõ raøng vôùi moät löôïng baøi taäp phuø hôïp 
vaø töông ñoái ñaày ñuû caùc daïng toaùn thöïc teá thöôøng gaëp theo caáu truùc chöông trình 
saùch giaùo khoa môùi. Vì theá cho duø hoïc sinh ñang hoïc saùch giaùo khoa naøo cuõng 
coù theå tham khaûo vaø naém kieán thöùc phaàn mình muoán tìm hieåu. 

Duø ñaõ coá gaéng raát nhieàu trong quaù trình bieân soaïn, nhöng cuoán saùch khoâng 
theå traùnh khoûi thieáu soùt. Taäp theå taùc giaû xin chaân thaønh caûm ôn quí baïn ñoïc 
gaàn xa vaø raát mong nhaän ñöôïc yù kieán ñoùng goùp cuûa caùc baïn ñeå chaát löôïng cuoán 
saùch ngaøy caøng ñöôïc naâng cao trong nhöõng laàn taùi baûn sau. 

Taäp theå taùc giaû 
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Chủ đề 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT  
VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

BÀI 1. TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀ CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1.  TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
a)  Khái niệm tính đơn điệu của hàm số 

Giả sử K là một khoảng, một đoạn hoặc một nửa khoảng và y = f (x) là hàm số xác định trên K. 
- Hàm số ( )=y f x được gọi là đồng biến trên K nếu ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,∀ ∈ < ⇒ <x x K x x f x f x . 

- Hàm số ( )=y f x được gọi là nghịch biến trên K nếu ( ) ( )1 2 1 2 1 2, , .∀ ∈ < ⇒ >x x K x x f x f x  

*Chú ý: 
- Nếu hàm số đồng biến trên K thì đồ thị của hàm số đi lên từ trái sang phải (Hình a). 
- Nếu hàm số nghịch biến trên K thì đồ thị của hàm số đi xuống từ trái sang phải (Hình b). 

 
- Hàm số ( )=y f x  đồng biến hoặc nghịch biến trên K thì gọi chung là đơn điệu trên K. 
- Khi xét tính đơn điệu cùa hàm số mà không chỉ rõ tập K thì ta hiểu là xét trên tập xác định 

của hàm số đó. 

⦁ Định lý: 
Cho hàm số y = f (x) có đạo hàm trên tập ⊂ K , với K là một khoảng, nửa khoảng hoặc đoạn. 
- Nếu ( )' 0,  > ∀ ∈f x x K thì hàm số ( )=y f x  đồng biến trên K. 

- Nếu ( )' 0,  < ∀ ∈f x x K  thì hàm số ( )=y f x  nghịch biến trên K. 

*Chú ý: 
- Định lý trên vẫn đúng trong trường hợp ( )' 0=f x  tại một số hữu hạn điểm trên K. 

- Nếu ( )' 0,  = ∀ ∈f x x K  thì hàm số ( )=y f x  không đổi trên K. 
Nhận xét: 

Để xét tính đồng biến, nghịch biến của hàm số ( )=y f x , ta có thể thực hiện các bước sau: 
- Bước 1: Tìm tập xác định của hàm số y = f (x). 
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- Bước 2: Tính đạo hàm ( )'f x . Tìm các điểm ( )1,2,3,...,=ix i n  tại đó hàm số có đạo hàm 
bằng 0  hoặc không tồn tại. 

- Bước 3: Sắp xếp các điểm xi theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên để xét dấu 
' '( )=y f x . 

- Bước 4: Dựa vào bảng biến thiên, nêu kết luận các khoảng đồng biến và nghịch biến của 
hàm số. 

2. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 
a)  Khái niệm cực trị của hàm số 

Cho hàm số y = f (x) xác định và liên tục trên khoảng (a; b) (có thể a  là −∞ ; b  là +∞ ) và 
điểm 0 ( ; )∈x a b . 
+ Nếu tồn tại số h > 0 sao cho ( ) ( )0<f x f x  với mọi ( )0 0( ; ) ;∈ − + ⊂x x h x h a b  và 0≠x x  

thì ta nói hàm số y = f (x) đạt cực đại tại 0x . 
+ Nếu tồn tại số h > 0 sao cho ( ) ( )0>f x f x  với mọi ( )0 0( ; ) ;∈ − + ⊂x x h x h a b  và 0≠x x  

thì ta nói hàm số y = f (x) đạt cực tiểu tại 0x . 
*Chú ý: 

+ Nếu hàm số y = f (x) đạt cực đại (cực tiểu) tại 0x  thì 0x  được gọi là điểm cực đại (điểm 
cực tiểu) của hàm số; 0( )f x  được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) của hàm số, kí 
hiệu là D ( )C CTf f , còn điểm 0 0( ; ( ))M x f x  được gọi là điểm cực đại (điểm cực tiểu) của 

đồ thị hàm số. 
+ Các điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. Giá trị cực đại và giá trị cực 

tiểu còn được gọi chung là giá trị cực trị (hay cực trị) của hàm số. 
b) Cách tìm cực trị của hàm số 

⦁ Định lý: 
Giả sử hàm số y = f (x) liên tục trên khoảng ( );a b  chứa điểm 0x  và có đạo hàm trên các 
khoảng ( )0;a x  và ( )0;x b . Khi đó: 

+ Nếu ( ) 0′ <f x  với mọi ( )0;∈x a x  và ( ) 0′ >f x  với mọi ( )0;∈x x b  thì 0x  là một 
điểm cực tiểu của hàm số f (x). 

+ Nếu ( ) 0′ >f x  với mọi ( )0;∈x a x  và ( ) 0′ <f x  với mọi ( )0;∈x x b  thì 0x  là một 
điểm cực đại của hàm số f (x).  

Minh họa bằng bảng biến thiên 

 



7 

*Chú ý: Từ định lí trên ta có các bước tìm cực trị của hàm số y = f (x) như sau: 
+ Bước 1: Tìm tập xác định của hàm số. 
+ Bước 2: Tính  f ’(x). Tìm các điểm tại đó  f ’(x) bằng 0 hoặc  f ’(x) không xác định. 
+ Bước 3: Lập bảng biến thiên. 
+ Bước 4: Từ bảng biến thiên suy ra các cực trị của hàm số. 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Một vật chuyển động theo quy luật ( ) 3 22 24 9 3= − + + −s t t t t  với t (giây) là khoảng thời 

gian từ lúc bắt đầu chuyển động và ( )s t  (m) là quãng đường vật đi được trong khoảng thời 

gian đó. Hỏi trong khoảng thời gian 10 giây kể từ lúc bắt đầu chuyển động, vật chuyển động 
nhanh dần hay chậm dần. 

Bài 2. Thể tích nước của một bể bơi sau t  phút bơm được tính theo 

công thức ( )
4

31 30
100 4

 
= − 

 

tV t t  với 0 90≤ ≤t . Tốc độ bơm 

nước ở thời điểm t  được tính theo công thức ( ) ( ).′=v t V t  Tìm 

thời điểm tốc độ bơm nước là lớn nhất và tính tốc độ bơm nước 
lớn nhất đó. 

 

Bài 3. Một cửa hàng trung bình bán được 100 cái tivi mỗi tháng với giá 14 triệu đồng một cái. 
Chủ cửa hàng nhận thấy rằng, nếu giảm giá bán mỗi cái 500 ngàn đồng thì số lượng tivi bán 
ra sẽ tăng thêm 10 cái mỗi tháng. Hỏi cửa hàng nên bán với giá bao nhiêu để doanh thu cửa 
hàng là lớn nhất? 

 

Bài 4. Giả sử số lượng quần thể nấm men tại môi trường 
nuôi cấy trong phòng thí nghiệm được mô hình hóa 

bằng hàm số ( ) 0,75

25
0,25 −=

+ tP t
e

, trong đó thời gian t 

được tính bằng giờ. Tốc độ sinh trưởng của quần thể 
nấm men ở thời điểm t  được tính theo công thức ( )′P t

. Nêu nhận xét về sự tăng giảm của số lượng quần thể nấm men được nuôi cấy. Số lượng 
quần thể nấm men có thể tăng lên vô cùng được không? 

Bài 5. Lát cắt ngang của một vùng đất ven biển 
được mô hình hoá thành một hàm số bậc ba 

( )=y f x  có đồ thị như hình vẽ (đơn vị độ dài 

trên các trục là km). 
 Biết khoảng cách hai bên chân đồi OA = 2 km, 

độ rộng của hồ AB = 1 km và ngọn đồi cao 528 
m. Tìm độ sâu của hồ (tính bằng mét) tại điểm 
sâu nhất? (làm tròn đến hàng đơn vị). 



8 

Bài 6. Cho một bờ hồ hình bán nguyệt có bán kính bằng 2 km, đường kính PR như hình vẽ sau: 

 
 Từ điểm P anh Tài chèo một chiếc thuyền với vận tốc 3 km/h đến điểm Q trên bờ hồ, rồi 

chạy bộ dọc theo thành hồ đến vị trí R với vận tốc 6 km/h. Thời gian chậm nhất mà anh Tài 
di chuyển từ P đến R là bao nhiêu? (thời gian tính bằng phút). 

Bài 7. Xí nghiệp A sản xuất độc quyền một loại sản phẩm. Biết rằng hàm tổng chi phí sản xuất 
là 3 277 1000 40000= − + +TC x x x  và hàm doanh thu là 22 1312= − +TR x x , với x là số sản 
phẩm. Lợi nhuận của xí nghiệp A được xác định bằng hàm số ( ) = −f x TR TC , cực đại lợi 

nhuận của xí nghiệp A khi đó đạt bao nhiêu sản phẩm? 
Bài 8. Khi loại thuốc A được tiêm vào bệnh nhân, nồng độ mg/L 

của thuốc trong máu sau x phút (kể từ khi bắt đầu tiêm) được 

xác định bởi công thức: 2

30( )
2

=
+
xC x

x
. 

(Nguồn: James Stewart, J. (2015). Calculus. Cengage Learning) 
 Để đưa ra những lời khuyên và cách xử lí phù hợp cho bệnh nhân, ta cần tìm khoảng thời 

gian mà nồng độ của thuốc trong máu đang tăng. Em hãy cho biết hàm nồng độ thuốc trong 
máu ( )C x  đạt giá trị cực đại là bao nhiêu trong khoảng thời gian 6 phút sau khi tiêm (kết 
quả làm tròn đến hàng phần mười)? 

Bài 9. Một tấm bạt hình vuông cạnh 20 m như hình vẽ dưới đây. Người ta dự tính cắt phần tô 
đậm của tấm bạt rồi gập và may lại (các đường may không đáng kể), nhằm mục đích phủ lên 
tháp đèn trang trí (tháp dạng hình chóp tứ giác đều) để tránh hư hại tháp khi trời mưa. 

 
 Biết khối chóp hình thành sau khi gập và may lại cần thể tích lớn nhất thì mới phủ kín tháp 

đèn. Hỏi phần diện tích tấm bạt bị cắt là bao nhiêu để đảm bảo yêu cầu trên. 
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BÀI 2. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

Cho hàm số y = f (x) xác định trên tập D. 
+ Số M được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số ( )=y f x  trên tập D nếu ( ) ≤f x M  với 

mọi ∈x D  và tồn tại 0 ∈x D  sao cho ( )0 =f x M . 

 Kí hiệu: ( )max
∈

=
x D

M f x  hoặc ( )max=
D

M f x . 

+ Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y = f (x) trên tập D nếu ( ) ≥f x m  với mọi 

∈x D  và tồn tại 0 ∈x D  sao cho ( )0 =f x m . 

 Kí hiệu: ( )min
∈

=
x D

m f x  hoặc ( )min=
D

m f x . 

*Chú ý: 
+ Khi nói giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số f (x) (mà không nói “trên tập D”) thì 

ta hiểu đó là giá trị lớn nhất hay giá trị nhỏ nhất của f (x) trên tập xác định của hàm số. 
+ Để tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số trên tập D, ta thường lập bảng biến 

thiên của hàm số trên tập D để kết luận. 
+ Trong thực hành, ta dùng các ký hiệu min,max

D D
y  để chỉ giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất 

(nếu có) của hàm số f (x) trên tập D. 

2. QUY TẮC TÌM GTLN, GTNN TRÊN ĐOẠN 
Cho hàm số ( )=y f x  liên tục trên [ ];a b  và có đạo hàm trên ( );a b , có thể trừ ra tại một số 
hữu hạn điểm mà tại đó hàm số không có đạo hàm. Giả sử chỉ có hữu hạn điểm trong đoạn 
[ ];a b  mà đạo hàm '( )f x  bằng 0. 

Các bước tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số ( )=y f x  trên đoạn [ ];a b  
- Bước 1: Tìm các điểm 1 2,...,, ( , )∈nx x x a b , tại đó '( )f x  bằng 0 hoặc không tồn tại. 

- Bước 2: Tính 1 2( ), ( ),...., ( ), ( ), ( )nf x f x f x f a f b . 
- Bước 3: Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Ta có: 

[ ] [ ],,
max ( ); min ( )= =

a ba b
M f x m f x . 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Một loại vi khuẩn được tiêm một loại thuốc kích thích sự 

sinh sản. Sau t phút, số vi khuẩn được xác định theo công thức 
( ) ( )2 31000 30 0 30= + − ≤ ≤N t t t t . Hỏi sau bao giây thì số vi 

khuẩn lớn nhất? 
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Bài 2. Giám đốc một nhà hát A đang phân vân trong việc xác định mức giá vé xem các chương 
trình được trình chiếu trong nhà hát. Việc này rất quan trọng nó sẽ quyết định nhà hát thu được 
bao nhiêu lợi nhuận từ các buổi trình chiếu. Theo những cuốn sổ ghi chép của mình, ông ta 
xác định được rằng: nếu giá vé vào cửa là 20 USD/người thì trung bình có 1000 người đến 
xem. Nhưng nếu tăng thêm 1 USD/người thì sẽ mất 100 khách hàng hoặc giảm đi 1 USD/người 
thì sẽ có thêm 100 khách hàng trong số trung bình. Biết rằng, trung bình, mỗi khách hàng còn 
đem lại 2 USD lợi nhuận cho nhà hát trong các dịch vụ đi kèm. Hãy giúp giám đốc nhà hát 
này xác định xem cần tính giá vé vào cửa là bao nhiêu để thu nhập là lớn nhất. 

Bài 3. Một nhà sản xuất muốn thiết kế một chiếc hộp có dạng 
hình hộp chữ nhật không có nắp, có đáy là hình vuông và diện 
tích bề mặt bằng 2108 cm  như hình bên dưới. Tìm chiều cao 
của chiếc hộp sao cho thể tích của chiếc hộp là lớn nhất. 

 
Bài 4. Nhà sản suất dự định sử dụng hết 6 m2 kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình 

hộp chữ nhật không nắp, có đáy là hình vuông (các mối ghép có kích thước không đáng kể). 
Tìm các kích thước của bể cá để bể cá có dung tích là lớn nhất? 

 

Bài 5. Một người bán gạo muốn đóng một thùng tôn đựng gạo có thể tích không đổi bằng 10 m3, 
thùng tôn hình hộp chữ nhật có đáy là hình vuông, không nắp. Trên thị trường, giá tôn làm 
đáy thùng là 90 000 đồng/m2 và giá tôn làm thành xung quanh thùng là 40 000 đồng/m2. Hỏi 
người bán gạo đó cần đóng thùng đựng gạo với cạnh đáy bằng bao nhiêu để chi phí mua 
nguyên liệu là nhỏ nhất? 

Bài 6. Một loại thuốc được dùng cho một bệnh nhân và nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân 
được giám sát bởi bác sĩ. Biết rằng nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân sau khi tiêm vào 

cơ thể sau t giờ được cho bởi công thức ( ) 2

2
1

=
+
tc t

t
 (mg/L). Sau khi tiêm thuốc bao lâu thì 

nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân cao nhất? 

Bài 7. Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 
40 cm. Người ta cắt ở bốn góc của tấm 
nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi 
hình vuông có cạnh bằng x(cm), rồi gập 
tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để 
được một cái hộp không nắp. Tìm x để hộp 
nhận được có thể tích lớn nhất? 

Bài 8. Ho ép khí quản co lại, ảnh hưởng đến tốc độ không khí đi vào khí quản. Tốc độ của không 
khí đi vào khí quản khi ho đo được bởi công thức: 2( )= −V k R r r  với 0 ≤ <r R , trong đó k 
là hằng số, R là bán kính bình thường của khí quản, r là bán kính khí quản khi ho. Hỏi bán kính 
khí quản khi ho bằng bao nhiêu thì tốc độ của không khí đi vào khí quản là lớn nhất? 
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Bài 9. Một vật chuyển động theo quy luật 3 218 ,= − +S t t  với t (giây) là khoảng thời gian tính 
từ lúc vật bắt đầu chuyển động và s (mét) là quãng đường vật đi được trong thời gian đó. Hỏi 
trong khoảng thời gian 10 giây, kể từ lúc bắt đầu chuyển động, vận tốc lớn nhất của vật đạt 
được bằng bao nhiêu? 

Bài 10. Khi sản xuất vỏ lon sữa, lon bia hình trụ, các nhà 
sản xuất luôn đặt tiêu chí sao cho chi phí sản xuất vỏ 
lon là nhỏ nhất. Hỏi khi nhà sản xuất muốn thể tích của 
hộp sữa là V cm3, thì diện tích toàn phần của lon sữa 
nhỏ nhất bằng bao nhiêu? 

  Bài 11. Một sợi dây kim loại dài 60 dm được cắt 
thành hai đoạn. Đoạn dây thứ nhất uốn thành hình 
vuông cạnh a, đoạn dây thứ hai uốn thành đường 
tròn bán kính r. Để tổng diện tích của hình vuông 

và hình tròn nhỏ nhất thì tỉ số a
r

 bằng bao nhiêu? 

Bài 12. Hằng ngày mực nước của hồ thủy điện ở miền Trung lên và xuống theo lượng nước 
mưa và các suối nước đổ về hồ. Tính từ thời điểm 8 giờ sáng, độ sâu của mực nước trong hồ 
tính theo mét và lên xuống theo thời gian t (giờ) trong ngày cho bởi công thức: 

( ) ( )3 21 5 24 0
3

= − + + >h t t t t t . Biết rằng phải thông báo cho các hộ dân phải di dời trước 

khi xả nước theo quy định trước 5 giờ. Hỏi cần thông báo cho hộ dân di dời trước khi xả 
nước mấy giờ. Biết rằng mực nước trong hồ phải lên cao nhất mới xả nước. 

Bài 13. Để thiết kế một chiếc bể cá hình hộp chữ nhật không nắp có chiều cao là 60 cm, thể tích 
96 000 cm3. Người thợ dùng loại kính để sử dụng làm mặt bên có giá thành 70 000 VNĐ/m2 
và loại kính để làm mặt đáy có giá thành 100 000 VNĐ/m2. Tính chi phí thấp nhất để hoàn 
thành bể cá. 

Bài 14. Nhà xe khoán cho hai tài xế An và Bình mỗi người lần lượt nhận 32 lít và 72 lít xăng 
trong một tháng. Biết rằng trong một ngày tổng số xăng cả hai người sử dụng là 10 lít. Tổng 
số ngày ít nhất để hai tài xế sử dụng hết số xăng được khoán là bao nhiêu (biết số lít xăng 
tiêu thụ trong các ngày là như nhau). 

Bài 15. Một loại thuốc được dùng cho một bệnh nhân và nồng độ thuốc trong máu của bệnh 
nhân được giám sát bởi bác sĩ. Biết rằng nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân sau khi 

tiêm vào cơ thể trong t  giờ được cho bởi công thức ( ) 2 1
=

+
tc t

t
 (mg/L). Hỏi sau khi tiêm 

thuốc bao lâu thì nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân cao nhất? 
Bài 16. Ông A dự định sử dụng hết 5 m2 kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp chữ 

nhật không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng. Bể cá có dung tích lớn nhất bằng bao nhiêu? 
Bài 17. Ông Khoa muốn xây một bể cá chứa nước dạng khối hộp chữ nhật không nắp có thể 

tích 288 m3. Đáy bể là hình chữ nhật có chiều dài gấp đôi chiều rộng, giá thuê công nhân 
xây bể là 500 000 đồng/m2. Nếu ông Khoa biết xác định các kích thước một cách hợp lí thì 
chi phí thuê nhân công sẽ thấp nhất. Hỏi ông Khoa trả chi phí thấp nhất để xây dựng bể cá 
đó là bao nhiêu? 
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BÀI 3. ĐƯỜNG TIỆM CẬN 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. ĐƯỜNG TIỆM CẬN ĐỨNG 

Đường thẳng =x a  được gọi là một đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của đồ thị 
hàm số ( )=y f x  nếu ít nhất một trong các điều kiện sau thỏa mãn: 

 ( )lim
−→

= +∞
x a

f x , ( )lim
+→

= +∞
x a

f x , ( )lim
−→

= −∞
x a

f x , ( )lim
−→

= −∞
x a

f x . 

 Từng trường hợp được minh họa trong hình dưới đây: 

 

 2. ĐƯỜNG TIỆM CẬN NGANG 
Đường thẳng y = m được gọi là một đường tiệm cận ngang (hay tiệm cận ngang) của đồ 
thị hàm số ( )=y f x  nếu ( )lim

→−∞
=

x
f x m  hoặc ( )lim

→+∞
=

x
f x m . 

Đường thẳng y = m là tiệm cận ngang của đồ thị hàm số  y = f (x) được minh hoạ như Hình 5. 

 
Hình 5 

 3. ĐƯỜNG TIỆM CẬN XIÊN 
Định nghĩa: Đường thẳng y = ax + b, a ≠ 0, được gọi là đường tiệm cận xiên (hay tiệm cận xiên) 

của đồ thị hàm số y = f (x) nếu ( ) ( )lim 0
→−∞

− + =  x
f x ax b  hoặc ( ) ( )lim 0

→+∞
− + =  x

f x ax b . 

Nhận xét: Giả sử đường thẳng y = ax + b, (a ≠ 0) là tiệm cận xiên của đồ thị hàm số y = f (x). 
Lấy điểm M thuộc đồ thị hàm số y = f (x) và điểm N  thuộc đường thẳng y = ax + b có cùng 
hoành độ x. Khi đó, độ dài MN tiến tới 0 khi →+∞x  (Hình 16a) hay khi →−∞x  (Hình 
16b). 
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*Chú ý: Để xác định hệ số a, b của đường tiệm cận xiên y = ax + b của đồ thị hàm số y = f (x), ta 

có thể áp dụng công thức sau: 
( )lim

→+∞
=

x

f xa
x

 và lim [ ( ) ]
→+∞

= −
x

b f x ax  hoặc ( )lim
→−∞

=
x

f xa
x

 và lim [ ( ) ]
→−∞

= −
x

b f x ax . 

    (Khi 0=a  thì ta có tiệm cận ngang =y b ). 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Một công ty sản xuất máy tính đã xác định được rằng, tính trung bình một nhân viên có 

thể lắp ráp được ( ) ( )50  0
4

= ≥
+

xN x x
x

 bộ phận mỗi ngày sau x ngày đào tạo. Xem ( )=y N x

là một hàm số xác định trên [ )0;+∞ , khi số ngày đào tạo tăng lên, hãy tính số bộ phận một 
nhân viên lắp ráp tối đa không vượt quá bao nhiêu? 

Bài 2. Một bể chứa 1 000 lít nước tinh khiết. Người ta bơm 
vào bể đó nước muối có nồng độ 20 gam muối cho mỗi 
lít nước với tốc độ 30 lít/phút. 
a)  Sau 20 phút, nồng độ muối trong bể bằng bao nhiêu 

(gam/lít)? Làm tròn đến hàng phần trăm. 
b)  Sau t phút, nồng độ muối trong bể bằng bao nhiêu 

(gam/lít)? Tính theo t. 
c)  Nếu cứ bơm liên tục thì nồng độ muối trong bể như 

thế nào? 
Bài 3. Chi phí (đơn vị: nghìn đồng) để sản xuất x sản phẩm của một công ty được xác định bởi 

hàm số ( ) 60 000 250= +F x x . Gọi ( )F x  là hàm số biểu thị chi phí trung bình (đơn vị: 
nghìn đồng) để sản xuất x sản phẩm( 0)≥x , khi đó, hãy tính chi phí trung bình tối đa để sản 
xuất một sản phẩm. 

Bài 4. Số dân của một thị trấn sau t năm kể từ năm 1970 được ước tính bởi công thức

( ) 26 10 ;
5
+

=
+
tf t

t
( )f t được tính bằng nghìn người (Nguồn: Giải tich 12 nâng cao, NXBGD 

Việt Nam, 2020). Khi đó, số dân tối đa của thị trấn không vượt quá bao nhiêu? 
Bài 5. Một công ty chuyên sản xuất đồ gia dụng ước tính chi phí để sản xuất x (sản phẩm) là:

( ) 2 50= +C x x  (triệu đồng), khi đó ( ) ( )
=

C x
G x

x
 là chi phí sản xuất cho mỗi sản phẩm. 

Khi đó, chi phí sản xuất tối đa cho mỗi sản phẩm không vượt quá bao nhiêu? 

 
Hình ảnh mang tính chất minh hoạ 

(Nguồn: Internet) 
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Bài 6. Một nhà máy sản xuất linh kiện điện tử thống kê được rằng 
trung bình một tổ sản xuất với x người thì số sản phẩm sản 
xuất được trong một thời gian cố định được tính bằng công 

thức 5 000( )
4 25

=
+

xP x
x

. Hãy tìm số sản phẩm sản xuất được tối 

đa khi số người tham gia là rất lớn? 
Bài 7. Số lượng sản phẩm của công ty bán được trong x (tháng) được tính bởi công thức 

4( ) 300 2
2

 = + + 
S x

x
 với 1≥x . Xem y = S(x) là một hàm số xác định trên [ )1; .+∞  Khi đó, 

hãy tính xem số lượng sản phẩm của công ty bán được trong thời gian dài không thể thấp hơn 
bao nhiêu sản phẩm? 

Bài 8. Định luật vạn vật hấp dẫn của Newton được cho bởi công thức 1 2
2

.
=

m mF G
r

. Trong đó 

F là lực hấp dẫn giữa 2 vật thể bất kì, G là hằng số hấp dẫn, m1, m2 là khối lượng các vật, r 
là khoảng cách giữa chúng. Đồ thị của công thức này có tiệm cận đứng là 0=r , điều này có 
nghĩa là khi r dần về 0 thì lực hấp dẫn tiến đến bao nhiêu? 

Bài 9. Một ứng dụng của hàm số trong vật lý là hệ số tương đối 

tính Lorentz được cho bởi công thức ( )
2

2

1

1
γ =

−

v
v
c

, với v là 

vận tốc tương đối giữa các hệ quy chiếu quán tính, c là tốc độ 
ánh sáng trong chân không. Hàm này được sử dụng trong 
thuyết tương đối đặc biệt của Einstein để mô tả các hiệu ứng 
tương đối tính có đồ thị trông như hình bên. 
Dựa vào đồ thị hàm số đã cho, hãy cho biết khi hệ số tương đối dần về +∞  thì vận tốc gần 
bằng bao nhiêu? 

Bài 10. Một chiếc xe ô tô mới mua có giá 30 000 USD. Sau thời 
gian t (năm), người ta xác định giá trị của xe ô tô đó là 

( ) 30000 2000+
=

tf t
t

 (USD). 

a) Sau 15  năm, giá trị của xe ô tô đó bằng bao nhiêu (USD)? 

b) Khi thời gian tăng lên, hỏi giá trị của xe ô tô đó ngày càng 
bằng bao nhiêu? 

Bài 11. Trong 200 gam dung dịch muối nồng độ 15%, giả sử thêm vào dung dịch x (gam) muối 
tinh khiết và được dung dịch có nồng độ  f (x)%.  
a) Xác định hàm số f (x). 
b)  Khi thêm càng nhiều gam muối tinh khiết thì nồng độ phần trăm càng tăng và không vượt 

quá bao nhiêu %. 
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Bài 12. Số dân của một thị trấn sau t năm kể từ năm 1970 được ước tính bởi công thức 

( ) 26 10
5
+

=
+
tf t

t
 (f (t) được tính bằng nghìn người) (Nguồn: Giải tích 12 nâng cao, NXBGD 

Việt Nam, 2020). Xem ( )=y f t  là một hàm số xác định trên nửa khoảng [ )0;+∞ . 
a)  Dân số của thị trấn đó vào năm 2025 là bao nhiêu? 
b)  Dân số của thị trấn đó không thể vượt quá bao nhiều nghìn người? 

Bài 13. Số lượng xe máy điện bán được của một cửa hàng bán xe máy điện trong địa bàn thành 

phố Vinh trong tháng thứ x được tính theo công thức ( ) 3050
2

= −
+

f x
x

, trong đó 1≥x . Xét 

tính đúng sai của các khẳng định sau: 
a)  Số lượng xe máy điện của cửa hàng được bán ra trong tháng đầu là bao nhiêu? 
b)  Muốn số lương xe bán ra trong tháng đạt mức từ 45 xe trở lên trong một tháng thì cần sau 

bao nhiêu tháng? 
c)  Khi x càng lớn thì số lượng xe bán ra càng tiến gần đến mức bao nhiêu xe một tháng? 

 
Bài 14. Một tác giả muốn xuất bản một cuốn sách Toán học. Biết phí 

xuất bản là 7 triệu đồng và giá tiền in mỗi cuốn sách là 50 000 đồng. 
Gọi t (t ≥ 1) là số cuốn sách sẽ in và f (t) (Đơn vị nghìn đồng) là chi 
phí trung bình của mỗi cuốn sách. Khi đó, chi phí trung bình của mỗi 
cuốn sách thấp nhất càng gần nhưng không thể nhỏ hơn bao nhiêu ? 

 
 
 

Bài 15. Tại một công ty sản xuất đồ chơi an toàn cho trẻ em, công ty phải chi 40 000 USD để 
thiết lập dây chuyền sản xuất ban đầu. Sau đó, cứ sản xuất được một sản phẩm đồ chơi A, 
công ty phải trả 6 USD cho nguyên liệu ban đầu và nhân công. Gọi ( )1≥x x  là số đồ chơi A 

mà công ty đã sản xuất và ( )P x  (đơn vị USD) là tổng số tiền bao gồm cả chi phí ban đầu 
mà công ty phải chi trả khi sản xuất x đồ chơi A. Người ta xác định chi phí trung bình cho 

mỗi sản phẩm đồ chơi A là ( )( ) = P xF x
x

. Xem ( )F x  là hàm số theo x xác định trên nửa 

khoảng [ )1;+∞ . Khi đó, chi phí trung bình của mỗi đồ chơi A thấp nhất càng gần nhưng 
không thể nhỏ hơn bao nhiêu ? 

Bài 16. Giả sử dân số của một huyện sau t năm kể từ năm 2024 được mô tả bởi hàm số 

( ) 20 5 ,  0
2
+

= ≥
+
tf t t

t
(nghìn người). Dân số của huyện đó luôn tăng nhưng không vượt quá 

bao nhiêu nghìn người? 
Bài 17. Để loại bỏ x% chất gây ô nhiễm không khí từ khí thải của một nhà máy, người ta ước lượng 

chi phí cần bỏ ra là ( ) 400 10
100

+
=

−
xC x

x
(triệu đồng), 0 < x < 100. Để đạt được gần như loại bỏ 

100% chất gây ô nhiễm không khí từ khí thải của một nhà máy thì cần chi phí là bao nhiêu ? 
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Bài 18. Một công ty sản xuất đồ chơi ước tính chi phí để sản xuất x (sản phẩm) là 
( ) 22 25= + +C x x x (nghìn đồng). Gọi ( )f x  là chi phí sản xuất trung bình mỗi sản phẩm. 

Tìm đường tiệm cận xiên của đồ thị hàm số ( )f x , coi [ )0;∈ +∞x . 
Bài 19. Một bể chứa 6 000 lít nước tinh khiết. Người ta bơm vào bể đó nước muối có nồng độ 

25 gam muối cho mỗi lít nước với tốc độ 20 lít/phút. Giả sử sau t phút, tỉ số giữa khối lượng 
muối trong bể và thể tích nước trong bể (đơn vị gam/lít) là một hàm ( )f t . Hãy xác định 

hàm số ( )f t , coi [ )0;∈ +∞t  và xác định nồng độ muối tối đa có trong bể. 

 
BÀI 4. KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Sơ đồ khảo sát hàm số 
- Bước 1. Tìm tập xác định của hàm số. 
- Bước 2. Xét sự biến thiên của hàm số. 

+ Tìm các giới hạn vô cực, giới hạn tại vô cực và tìm tiệm cận (nếu có). 
+ Tính đạo hàm y′ và tìm các điểm mà tại đó đạo hàm bằng 0. 
+ Lập bảng biến thiên; xác định chiều biến thiên, cực trị của hàm số (nếu có). 

- Bước 3. Vẽ đồ thị hàm số 
+ Vẽ các đường tiệm cận (nếu có). 
+ Xác định các điểm đặc biệt của đồ thị: cực trị, giao điểm của đồ thị với các trục toạ độ 

(trong trường hợp đơn giản), … 
+ Nhận xét về đặc điểm của đồ thị: chỉ ra trục đối xứng, tâm đối xứng (nếu có). 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Thầy An tham dự giải “Đi bộ trực tuyến Ngành Giáo 

dục và Đào tạo Edu Run-HCMC” năm 2024. Quãng đường 
thầy An đi được biểu diễn bằng hàm số 
( ) 3 2= + + +s t at bt ct d  (với 0≠a ) có đồ thị như hình bên. 

(trong đó t là thời gian tính bằng giờ, s là quãng đường tính 
bằng km). 

 Khi đó, vận tốc tối đa của thầy An đạt được là bao nhiêu? 
 
 
Bài 2. Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được cho bởi 

công thức ( ) ( )20,025 30= −G x x x  trong đó x là số 

miligam thuốc được tiêm cho bệnh nhân ( )0 30< <x . 
Để bệnh nhân đó có huyết áp giảm nhiều nhất thì liều 
lượng thuốc cần tiêm vào là bao nhiêu? 
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Bài 3. Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng 4, chính giữa có 
một hình vuông đồng tâm với ABCD. Biết rằng bốn tam giác 
là bốn tam giác cân. Hỏi tổng diện tích của hình vuông ở giữa 
và bốn tam giác cân nhỏ nhất bằng bao nhiêu? 

 
 
 

Bài 4. Giám đốc một nhà hát A đang phân vân trong việc xác định mức giá vé xem các chương 
trình được trình chiếu trong nhà hát. Việc này rất quan trọng nó sẽ quyết định nhà hát thu 
được bao nhiêu lợi nhuận từ các buổi trình chiếu. Theo những cuốn sổ ghi chép của mình, 
ông ta xác định được rằng: nếu giá vé vào cửa là 20 USD/người thì trung bình có  
1 000 người đến xem. Nhưng nếu tăng thêm 1 USD/người thì sẽ mất 100 khách hàng hoặc 
giảm đi 1 USD/người thì sẽ có thêm 100 khách hàng trong số trung bình.Biết rằng, trung 
bình, mỗi khách hàng còn đem lại 2 USD lợi nhuận cho nhà hát trong các dịch vụ đi kèm. 
Hãy giúp giám đốc nhà hát này xác định xem cần tính giá vé vào cửa là bao nhiêu để thu 
nhập là lớn nhất. 

Bài 5. Bạn A có một đoạn dây mềm và dẻo không đàn hồi 20 m, bạn chia đoạn dây thành hai 
phần, phần đầu gấp thành một tam giác đều. Phần còn lại gập thành một hình vuông. Hỏi độ 
dài phần đầu bằng bao nhiêu (m) để tổng diện tích hai hình trên là nhỏ nhất? 

Bài 6. Một bể ban đầu chứa 150 lít nước. Sau đó, cứ mỗi phút 
người ta bơm thêm 50 lít nước, đồng thời cho vào bể 20 
gam chất khử trùng (hòa tan). Đặt f (t) gam/lít là nồng độ 
chất khử trùng trong bể sau t phút (t ≥ 0), biết rằng sau khi 
khảo sát sự biến thiên của hàm số f (t), ta thấy giá trị f (t) 
tăng theo t nhưng không vượt ngưỡng p gam/lít. Tìm số p 
(kết quả thể hiện dưới dạng số thập phân). 

Bài 7. Ông A dự định sử dụng hết 6,7 m2 kính để làm một bể cá bằng kính có dạng hình hộp 
chữ nhật không nắp, chiều dài gấp đôi chiều rộng (các mối ghép có kích thước không đáng 
kể). Bể cá có dung tích lớn nhất bằng bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần trăm). 

Bài 8. Hình dưới đây là mương dẫn nước thủy lợi tại một địa phương phục vụ tưới tiêu cho 
ruộng đồng. Phần không gian trong mương để nước chảy có mặt cắt ngang là hình chữ nhật 
ABCD. Với điều kiện lưu lượng nước qua mương cho phép thì diện tích mặt cắt ABCD là 
0,48 m2. Để đảm bảo yêu cầu kỹ thuật tốt nhất cho mương, người ta cần thiết kế sao cho tổng 
độ dài = + +T AB BC CD  là 
ngắn nhất. Khi đó chiều rộng 
đáy mương bằng bao nhiêu 
(biết chiều rộng phải dưới 
1m, làm tròn kết quả đến 
hàng phần trăm). 

  

BA

D C
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Bài 9. Cắt một đoạn dây dài 60m thành hai đoạn 
dây, đoạn dây thứ nhất gấp thành một tam giác 
đều có diện tích S1, đoạn dây thứ hai gấp thành 
một hình vuông có diện tích S2 (như hình vẽ 
bên). 
Khi đó giá trị nhỏ nhất của tổng T = S1 + S2 là bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần mười)? 

Bài 10. Cắt một đoạn dây dài 30m thành hai đoạn 
dây, đoạn dây thứ nhất gấp thành một đường 
tròn có diện tích S1, đoạn dây thứ hai gấp 
thành một hình vuông có diện tích S2 (như 
hình vẽ bên). 
Khi đó giá trị nhỏ nhất của tổng T = S1 + S2 là bao nhiêu (kết quả làm tròn đến hàng phần mười)? 

Bài 11. Một cái hộp có dạng hình hộp chữ nhật có thể tích bằng 48 và chiều dài gấp đôi chiều 
rộng. Chất liệu làm đáy và 4 mặt bên của hộp có giá thành gấp ba lần giá thành của chất liệu 

làm nắp hộp. Gọi h là chiều cao của hộp để giá thành của hộp là thấp nhất. Biết =
mh
n

 với 

m, n là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau. Tổng m + n bằng bao nhiêu? 
Bài 12. Một người nông dân có 15 000 000 đồng để làm một hàng rào hình chữ E dọc theo một con 

sông bao quanh hai khu đất trồng rau có dạng hai hình chữ nhật bằng nhau (hình vẽ dưới). Đối 
với mặt hàng rào song song với bờ sông thì chi phí nguyên vật liệu là 60 000 đồng/mét, còn đối 
vối ba mặt hàng rào song song nhau thì chi phí nguyên vật liệu là 50 000 đồng/mét, mặt giáp với 
bờ sông không phải rào. Tìm 
diện tích lớn nhất của hai khu đất 
thu được sau khi làm hàng rào. 

 

Bài 13. Nhà máy A chuyên sản 
xuất một loại sản phẩm cho nhà máy B. Hai nhà máy thỏa thuận rằng, hằng tháng A cung 
cấp cho B số lượng sản phẩm theo đơn đặt hàng của B (tối đa 100 tấn sản phẩm). Nếu số 
lượng đặt hàng là x tấn sản phẩm thì giá bán cho mỗi tấn sản phẩm là 2( ) 45 0,001= −P x x  
(triệu đồng). Cho phí để A sản xuất x tấn sản phẩm trong một tháng là ( ) 100 30= +C x x  triệu 
đồng (gồm 100 triệu đồng chi phí cố định và 30 triệu đồng cho mỗi tấn sản phẩm). 
a) Tính chi phí để A sản xuất 10 tấn sản phẩm trong một tháng. 
b) Tính số tiền A thu được khi bán 10 tấn sản phẩm cho B. 
c) Xác định hàm số biểu thị lợi nhuận mà A thu được khi bán x tấn sản phẩm ( )0 100≤ ≤x  

cho B. 
d) A bán cho B khoảng bao nhiêu tấn sản phẩm mỗi tháng thì thu được lợi nhuận lớn nhất? 
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Bài 14. Một thành phố nằm trên một con sông chảy 
qua hẻm núi. Hẻm có chiều ngang 80 m, một bên 
cao 40 m và một bên cao 30 m. Một cây cầu sẽ được 
xây dựng bắc qua sông và hẻm núi. Sơ đồ thiết kế 
của cây cầu được gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ 
dưới đây. 
Con đường XY xuyên qua hẻm núi được mô hình 

hóa bằng phương trình: 
3 3 35

25600 16
= − +

x xy . 

 Hai cột đỡ dọc MN và PQ ( song song với trục Oy) là đoạn nối giữa khung của parabol và 
đường XY. Tính tổng độ dài đoạn MN và PQ biết rằng N và Q là hai điểm đối xứng qua Oy; 
MN là đoạn có độ dài lớn nhất (làm tròn kết quả đến hàng phần chục). 

Bài 15. Ông Vinh đang ở trong rừng 
để đào vàng. Anh ta tìm thấy vàng 
ở X, cách điểm A: 3 km. Điểm A 
nằm trên đường bờ biển (đường 
bờ biển là đường thẳng). Trại của 
ông Vinh nằm ở Y, cách điểm B: 
3 km. Điểm B cũng thuộc đường 
bờ biển. Biết rằng AB = 3 km, 
 AM = NB = x km và AX = BY = 3 km. (Như hình vẽ) 

 Khi đang đào vàng, ông Vinh bị rắn cắn, chất độc lan vào máu. Sau khi bị cắn, nồng độ chất 
độc trong máu tăng theo thời gian được tính theo phương trình y = 50log(t + 2). Trong đó, y 
là nồng độ, t là thời gian tính bằng giờ sau khi bị rắn cắn. Ông Vinh cần quay trở lại trại để 
lấy thuốc giải độc. Ông ấy chạy trong rừng và trên bãi biển với vận tốc lần lượt là 5 km/h và 
13 km/h. Để về đến trại Ông Vinh cần chạy từ trong rừng qua điểm M, N trên bãi biển. Tính 
nồng độ chất độc trong máu thấp nhất khi ông Vinh về đến trại (làm tròn đáp án đến hàng 
phần chục). 

Bài 16. Một người đàn ông muốn chèo thuyền ở vị trí A tới điểm B về 
phía hạ lưu bờ đối diện, càng nhanh càng tốt, trên một bờ sông 
thẳng rộng 3 km (như hình vẽ). Anh có thể chèo thuyền của mình 
trực tiếp qua sông để đến C và sau đó chạy đến B, hay có thể chèo 
trực tiếp đến B, hoặc anh ta có thể chèo thuyền đến một điểm D 
giữa C và B và sau đó chạy đến B. Biết anh ấy có thể chèo thuyền 
6 km/h, chạy 8 km/h và quãng đường BC = 8 km. Biết tốc độ của 
dòng nước là không đáng kể so với tốc độ chèo thuyền của người 
đàn ông. Tính khoảng thời gian ngắn nhất (đơn vị: phút) để người 
đàn ông đến B. 
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Chủ đề 2. TỌA ĐỘ VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 
Bài 1. BÀI TOÁN VỀ VECTƠ VÀ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN OXYZ 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
I. VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 
1) Quy tắc hình hộp: 

Nếu hình hộp ABCD.A’B’C’D’ có ba cạnh xuất phát từ A là AB, 
AD, AA’ và có đường chéo là AC’ thì khi đó ta có quy tắc hình hộp 
là: ' '+ + =
   

AB AD AA AC . 

2) Phân tích một vec tơ theo 3 vectơ không đồng phẳng: 
Trong không gian cho ba vectơ không đồng phẳng ,  ,  

  

a b c . Khi đó 

với mọi vectơ 


x  ta đều tìm được một bộ ba số m, n, p sao cho 
= + +
   

x ma nb pc . Ngoài ra bộ ba số m, n, p là duy nhất. 

3) Tích vô hướng của hai vectơ trong không gian: 
a) Góc giữa hai vectơ trong không gian 

 Trong không gian, cho 


u  và 


v  là hai vectơ khác 0


. 
Lấy một điểm A bất kì, gọi B và C là hai điểm sao cho 

,=
 

AB u  =
 

AC v . Khi đó ta gọi góc BAC  
( )0 180° ≤ ≤ °BAC  là góc giữa hai vectơ 



u  và 


v  

trong không gian, kí hiệu là ( ),
 

u v . 

b) Tích vô hướng của hai vectơ trong không gian 
Tích vô hướng của hai vectơ 



u và 


v  là một số, được ký hiệu .
 

a b  và được xác định bởi 

( ). . cos ;=
     

u v u v u v  từ đó suy ra cosin góc giữa hai vectơ  


u  và 


v là ( ) .cos ;
.

=
 

 

 

u vu v
u v

 

Đặc biệt khi ( )cos ; 0 . 0⊥ ⇔ = ⇔ =
     

u v u v u v . 

II. HỆ TRỤC TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 
1) Hệ trục tọa độ: 

Trong không gian Oxyz, cho vectơ .a  Khi đó 
luôn tồn tại duy nhất bộ ba số ( )1 2 3; ;a a a  sao 

cho: 1 2 3 .= + +
  

a a i a j a k   

Ta gọi bộ ba số ( )1 2 3; ;a a a  đó là tọa độ của 
vectơ a  đối với hệ tọa độ Oxyz cho trước và 
viết ( )1 2 3; ;=

a a a a  hoặc ( )1 2 3; ; .a a a a   
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2) Tọa độ vectơ: 
Cho ( )1 2 3 1 2 3( ; ; ),  ; ;= =



a a a a b b b b .  

+ 2

3

1 1

2

3

=
= ⇔ =
 =





a

b

b
a b a b

a  
+ ( )1 1 2 2 3 3; ;+ = + + +
 

a b a b a b a b  

   ( )1 1 2 2 3 3; ;− = − − −
 

a b a b a b a b  

+ ( )1 1 1; ;=


ka ka ka ka  với ∈k R  

+ ( )1 2 3; ;=


a a a a  và ( )1 2 3; ;=


b b b b  cùng phương khi và chỉ khi có một số thực k sao cho

1 1

2 2

3 3

=
 =
 =

a kb
a kb
a kb

 

Hoặc 31 2

1 2 3

= =
aa a

b b b
 với 1 2 3,  ,  0≠b b b . 

+ Tích vô hướng của 2 vectơ: 1 1 2 2 3 3. . .= + +


ab a b a b a b  

+ Độ dài vectơ: 2 2 2
1 2 3= + +



a a a a  

+ ⊥
 

a b  ⇔ 1 1 2 2 3 30 . . . 0= ⇔ + + =


ab a b a b a b  

+ ( ) .cos ,
.

=
 

 

 

a ba b
a b

1 1 2 2 3 3
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3.

+ +
=

+ + + +

a b a b a b
a a a b b b

 

3) Tọa độ của điểm 
Cho ba điểm ( ) ( ) ( ); ; ; ; ; ; ; ;A A A B B B C C CA x y z B x y z C x y z .  

Nếu ( ); ;M M MM x y z  là trung điểm của đoạn thẳng AB  thì ; ;
2 2 2
+ + + 

 
 

A B A B A Bx x y y z zI  

Nếu ( ); ;G G GG x y z  là trọng tâm của tam giác ABC thì  

; ;
3 3 3

+ + + + + + 
 
 

A B C A B C A B Cx x x y y y z z zG  

Nếu ( ); ;G G GG x y z  là trọng tâm của tứ diện ABCD thì  

; ;
4 4 4

+ + + + + + + + + 
 
 

A B C D A B C D A B C Dx x x x y y y y z z z zG  

4) Tích có hướng của 2 vectơ và ứng dụng: 
Trong không gian Oxyz cho hai vectơ: ( )1 2 3; ;=



a a a a ; ( )1 2 3; ;=


b b b b . 

 Vectơ tích có hướng của 


a  và 


b  là: 2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

, ; ;
 

  =   
 

  a a a a a a
a b

b b b b b b
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*Chú ý:  = −
a c

ad bc
b d

  

a) Tính chất:  


a  cùng phương 


b  , 0 ⇔ = 
  

a b   

,  ⊥ 
  

a b a , 


b  


a , 


b , 


c  đồng phẳng , . 0 ⇔ = 
  

a b c  

b) Ứng dụng:  

Diện tích tam giác: 1 ,
2∆
 =  
 

ABCS AB AC  

Thể tích tứ diện:  .
1 , .
6
 =  
  

A BCDV AB AC AD  

Thể tích hình hộp: . ' ' ' ' , . ' =  
  

ABCD A B C DV AB AD AA                       

5) Phương trình mặt cầu: 
a) Định nghĩa 1: Phương trình mặt cầu (S) tâm I (a; b; c) bán  kính R có dạng:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2− + − + − =x a y b z b R  

 *Chú ý: Phương trình mặt cầu tâm O (0; 0; 0) bán kính R có dạng:  
2 2 2 2+ + =x y z R  

b) Định nghĩa 2: Mỗi phương trình có dạng: 
2 2 2 2 2 2 0+ + − − − + =x y z ax by cz d  

Với điều kiện 2 2 2 0+ + − >a b c d  là phương trình mặt cầu tâm I (a; b; c) bán kính 
2 2 2= + + −R a b c d  

6) Phương trình tổng quát của mặt phẳng:  
+ Cho mặt phẳng ( )α  đi qua ( ); ;o o o oM x y z  và có vec tơ pháp tuyến ( ); ;=



n A B C . 

+ Phương trình tổng quát của ( )α  là: ( ) ( ) ( ) 0− + − + − =o o oA x x B y y C z z   
hay: 0+ + + =Ax By Cz D  

7)  Phương trình tham số và chính tắc của đường thẳng: 

Cho đường thẳng 
( )

( )
qua ; ;

VTCP ; ;
∆

=


o o o oM x y z

u a b c
 

•Phương trình tham số: ( ):
= +

∆ = + ∈
 = +



o

o

o

x x at
y y bt t
z z ct

 

•Phương trình chính tắc: − − −
= =o o ox x y y z z

a b c
 với ; ; 0≠a b c . 
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PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Theo định luật II Newton: gia 

tốc của một vật có cùng hướng 
với lực tác dụng lên vật. Độ lớn 
của gia tốc tỉ lệ thuận với độ lớn 
của lực và tỉ lệ nghịch với khối 
lượng của vật: =

 

F ma , trong đó 


a (m/s2) là vectơ gia tốc, 


F (N) là 
vectơ lực tác dụng lên vật, m (kg) là khối lượng của vật. Muốn truyền cho quả bóng khối 
lượng 0,5 kg một gia tốc 100 m/s2 thì cần một lực đá có độ lớn là bao nhiêu? 

Bài 2. Một em bé cân nặng m = 20 kg trượt trên cầu 
thang trượt dài 2 m. Biết rằng, cầu trượt có góc 
nghiêng so với phương nằm ngang là 40° . 
a)  Tính độ lớn của trọng lực =

 

P mg  tác dụng lên 
em bé, biết g ≈ 10 m/s2. 

b)  Cho biết công ( )A J  sinh bởi một lực 


F  có độ 

dịch chuyển 


d  được tính theo công thức 
.=

  

A F d . Hãy tính công sinh bởi trọng lực 


P  khi em bé trượt hết chiều dài cầu trượt (làm 
tròn đến hàng đơn vị). 

Bài 3. Một chiếc đèn tròn được treo song song với mặt 
phẳng nằm ngang bởi ba sợi giây không dãn phát từ 
điểm O trên trần nhà và lần lượt buộc vào ba điểm M, 
N, K trên đường tròn sao cho lực căng 1 2 3, ,

  

F F F  lần 
lượt trên mỗi dây OM, ON, OK đôi một vuông góc với 
nhau và 1 2 3 20 3= = =

  

F F F (N). Tính trọng lượng 

của chiếc đèn đó. 

Bài 4. Một chiếc đèn chùm treo có khối lượng m = 8 kg 
được thiết kế với đĩa đèn được giữ bởi bốn đoạn xích 
SA, SB, SC, SD sao cho S.ABCD là hình chóp tứ giác 
đều có  60= °ASC  (Hình). 
Biết =



P mg  trong đó g  là vectơ gia tốc rơi tự do có 

độ lớn 9,8 m/s2, 


P  là trọng lực tác động vật có đơn bị 
là N, m là khối lượng của vật có đơn vị kg. Tính độ lớn 
của lực căng cho mỗi sợi xích (tính chính xác đến hàng 
phần mười). 
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Bài 5. Một chiếc ô tô được đặt trên mặt đáy dưới của một 
khung sắt có dạng hình hộp chữ nhật với đáy trên là hình 
chữ nhật ABCD, mặt phẳng (ABCD) song song với mặt 
phẳng nằm ngang. Khung sắt đó được buộc vào móc E 
của chiếc cần cẩu sao cho các đoạn dây cáp EA, EB, EC, 
ED có độ dài bằng nhau và cùng tạo với mặt phẳng 
(ABCD) một góc 60° (Hình 4). Chiếc cần cẩu kéo khung 
sắt lên theo phương thẳng đứng. Tính trọng lượng của 
chiếc xe ô tô (làm tròn đến hàng đơn vị), biết rằng các lực 
căng 1 2 3 4, , ,

   

F F F F  đều có cường độ là 5000 3 (N) và 
trọng lượng của khung sắt là 3 000 (N). 

Bài 6. Một kiện hàng có dạng hình hộp chữ nhật với 
đáy trên là hình chữ nhật ABCD. Kiện hàng đó 
được buộc vào móc E của chiếc cần cẩu sao cho 
các đoạn dây cáp EA, EB, EC, ED có độ dài bằng 
nhau và cùng tạo với mặt phẳng (ABCD) một góc 
45° (Hình 5). Chiếc cần cẩu kéo kiện hàng lên theo 
phương thẳng đứng. Tính trọng lượng của kiện 
hàng (làm tròn đến hàng đơn vị), biết rằng các lực 
căng 1 2 3 4, , ,

   

F F F F  đều có cường độ là 1000 2 (N). 

Bài 7. Một chiếc ô tô Hyundai Grand i10 được đặt trên mặt đáy 
dưới của một khung sắt có dạng hình hộp chữ nhật với đáy trên 
là hình chữ nhật ABCD, mặt phẳng (ABCD) song song với mặt 
phẳng nằm ngang. Khung sắt đó được buộc vào móc E của 
chiếc cần cẩu sao cho các đoạn dây cáp EA, EB, EC, ED có độ 
dài bằng nhau và cùng tạo với mặt phẳng (ABCD) một góc 
bằng 45°. Chiếc cần cẩu kéo khung sắt lên theo phương thẳng 
đứng. Biết khối lượng chiếc xe ô tô Hyundai grand i10 là  
1 051 kg và trọng lượng khung sắt là 2 490N; cường độ các 
lực căng 1 2 3 4, , ,

   

F F F F  là bằng nhau. Tính cường độ lực căng 

1



F (tính chính xác đến hàng phần mười). 

Bài 8. Một tấm gỗ tròn được treo song song với mặt phẳng nằm ngang bởi 
ba sợi dây không giãn xuất phát từ điểm O trên trần nhà và lần lượt buộc 
vào ba điểm A, B, C trên tấm gỗ tròn sao cho các lực căng 1 2 3, ,

  

F F F  lần 
lượt trên mỗi dây OA, OB, OC đôi một vuông góc với nhau và có độ 
lớn 1 2 3 20= = =

  

F F F (N) (xem hình vẽ). Tính trọng lượng P của tấm 

gỗ tròn đó (tính chính xác đến hàng phần mười). 
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Bài 9. Người ta treo một bóng đèn có khối lượng m = 1 kg bằng cách 
luồn sợi dây qua một cái móc của đèn và hai đầu dây được gắn 
chặt trên trần nhà. Hai nửa sợi dây có chiều dài bằng nhau và hợp 
với nhau một góc bằng 60°. Tính lực căng của mỗi nửa sợi dây là 
bao nhiêu? Lấy g = 10 m/s2. 

 
Bài 10. Người ta vận chuyển một thùng hàng có dạng hình hộp 

chữ nhật bằng cách móc 4 dây cáp vào 4 góc trên của thùng 
hàng và đầu còn lại móc vào cần cẩu như hình vẽ. Biết rằng 
các đoạn dây cáp có độ dài bằng nhau và góc tạo bởi hai 
đoạn dây cáp đối diện nhau là 60°. Chiếc cần cẩu kéo thùng 
hàng lên theo phương thẳng đứng. Biết rằng 1 2 3 4, , ,

   

F F F F  
chịu được tối đa lực căng là 5 000 N. Hỏi cần cẩu nâng được 
thùng hàng có khối lượng (đơn vị kg) tối đa là bao nhiêu 
(làm tròn đến hàng đơn vị)? Lấy g = 10 m/s2. 

 
Bài 11. Một sân Tennis với hệ trục tọa độ Oxyz được 
chọn như hình bên dưới (Hình 1). 

a)  Mặt sân nằm trong mặt phẳng tọa độ nào? 
b)  Trục Oz có vuông góc với mặt sân không? 

 
 

Hình 1 
 
 
Bài 12. Một sân cầu lông có kích thước cho 

trong hình bên dưới (Hình 3), với hệ 
trục tọa độ Oxyz được đã chọn. 
Em hãy xác định tọa độ của vectơ 



AB . 

 

 

 

 

Bài 13. Một căn phòng với hệ trục tọa độ Oxyz 
được chọn như hình bên dưới (Hình 2). 
Em hãy cho biết mặt bên phải (nơi ánh sáng 
chiếu vào) của căn phòng nằm trong mặt phẳng 
tọa độ nào? 
 

Hình 2 

Hình 3 
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Bài 14. Cho biết máy bay 
Airbus chở hành khác 
đang bay với vectơ vận 
tốc ( )300; 200;400= −



a  

(đơn vị: km/h). Một máy bay quân sự B bay ngược hướng và có tốc độ gấp 3 lần tốc độ của 
máy bay A. 
a) Tìm tọa độ vectơ vận tốc 



b  của máy bay B. 
b) Tính tốc độ của máy bay B. 

Bài 15. Trong không gian hệ trục tọa độ 
Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) 
một trạm phát sóng điện thoại của nhà 
mạng Vinaphone được đặt ở vị trí 
( )1; 2; 3− −I  và được thiết kế bán kính 

phủ sóng là 5 000 m. 
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô 

tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng 
trong không gian. 

b) Nhà bạn Minh Hiền và bạn Trúc 
Linh có vị trí tọa độ lần lượt là 

( )1;2;0M  và ( )3;1;0−N . Hỏi Minh 

Hiền và Trúc Linh dùng điện thoại tại nhà thì có thể sử dụng dịch vụ của trạm này không? 

Bài 16.  Ở một số vùng quê ở Việt Nam, trước mỗi nhà thường có một khoảng sân rộng để phơi 
lúa vào mùa gặt và cũng là nơi để tổ chức một số sự kiện: đám cưới, đám hỏi, thôi nôi,... 
Bác An tính xây một sân trước cửa nhà hình chữ nhật ABCD có độ dài các cạnh lần lượt là  
AB = 5 m và AD = 12 m. Để tiện 
cho việc thoát nước khi trời mưa 
và khi rửa sân nên bác An xây vị 
trí B  thấp hơn vị trí A là 5 cm, 
vị trí D thấp hơn vị trí A là 8 cm. 
Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như 
hình vẽ để xác định xem vị trí C 
thấp hơn vị trí A bao nhiêu cm? 
(làm tròn đến cm). 

Bài 17.  Vào dịp tết Nguyên Đán, một số thành phố thường tổ chức bắn pháo hoa. Có 2 ống bắn 
pháo hoa A và B được đặt trong 2 mặt phẳng song song với nhau và cách nhau 2 m, ống bắn 
A đặt nghiêng so với mặt đất một góc 80° và ống bắn B nghiêng so với mặt đất một góc 70°. 
Hai pháo A và B được bắn đồng thời và cùng đi được quãng đường 100 m thì nổ. Người ta 
tính toán rằng để tạo ra hiệu ứng đẹp nhất thì vị trí nổ của 2 quả pháo A và B không cách 
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nhau quá 50 m. Chọn hệ trục tọa độ Oxyz như hình vẽ. Hỏi với cách đặt vị trí như trên thì 
khi nổ, hai quả pháo A và B cùng nổ có tạo ra hiệu ứng đẹp nhất chưa? (ta xem như 2 quả 
pháo hoa bắn theo đường thằng và tốc độ bay như nhau). 

       
Bài 18.  Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilômét) một trạm phát 

sóng rađa của nước X  được đặt trên bán đảo Y ở vị trí ( )2;1; 1− −I  và được thiết kế phát 

hiện máy bay của địch ở khoảng cách tối đa 500 km. 
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong 

không gian. 
b) Hai chiếc máy bay do thám của hai nước A và B đang bay ở vị trí có tọa độ lần lượt là 

( )200;100; 250− −M  và ( )350; 100;300−N . Hỏi rađa của nước X có thể phát hiện ra hai 

chiếc máy bay do thám của nước A và B không? 

Bài 19. Trong không gian hệ trục tọa độ Oxyz (đơn vị trên mỗi trục là kilômét), đài kiểm soát 
không lưu sân bay Cam Ranh – Khánh Hòa  ở vị trí O (0; 0; 0) và được thiết kế phát hiện 
máy bay ở khoảng cách tối đa 600 km. Một máy bay của hãng Việt Nam Airlines đang 

chuyển động theo đường thẳng d có phương trình ( )
1000 100
200 80

10

= − +
 = − + ∈
 =



x t
y t t
z

 và hướng về đài 

kiểm soát không lưu (như hình vẽ). 
a) Sử dụng phương trình mặt cầu để mô tả ranh 

giới bên ngoài vùng phát sóng của đài kiểm 
soát không lưu trong không gian. 

b) Xác định quãng đường mà máy bay nhận 
được tín hiệu của đài kiểm soát không lưu. 

c) Tính khoảng cách ngắn nhất giữa máy bay 
với đài kiểm soát không lưu. 
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Chủ đề 3. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO MỨC ĐỘ PHÂN TÁN CỦA 
MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 

Bài 6. MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. KHOẢNG BIẾN THIÊN CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 
a) Định nghĩa 

Với mẫu số liệu ghép nhóm cho bởi Bảng 1. 
Gọi u1 và uk + 1 lần lượt là đầu mút trái của nhóm đầu tiên và đầu mút phải của nhóm cuối cùng. 
Hiệu 1 1+= −kR u u  được gọi là khoảng biến thiên của mẫu số liệu ghép nhóm đó. 

Bảng 1 

Nhóm [ )1 2;u u  [ )2 3;u u  [ )3 4;u u  … [ )1; +k ku u  

Tần số 1n  2n  3n  … kn  

b) Ý nghĩa của khoảng biến thiên 
- Khoảng biến thiên của mẫu số liệu ghép nhóm đo mức độ phân tán của mẫu số liệu đó. 
- Khoảng biến thiên càng lớn thì mẫu số liệu càng phân tán. 
- Khoảng biến thiên chỉ sử dụng hai giá trị 1a  và 1+ma  của mẫu số liệu nên đại lượng đó dễ 

bị ảnh hưởng bởi các giá trị bất thường. 
- Khoảng biến thiên của mẫu số liệu ghép nhóm xấp xỉ cho khoảng biến thiên của mẫu số 

liệu gốc. 
Lưu ý: Đối với mẫu số liệu ghép nhóm mà ta biết mẫu số liệu không ghép nhóm sinh ra nó 
thì ta cũng có thể chọn khoảng biến thiên của mẫu số liệu không ghép nhóm chính là 
khoảng biến thiên của mẫu số liệu ghép nhóm. 

2. KHOẢNG TỨ PHÂN VỊ CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 
a) Định nghĩa 

Với mẫu số liệu ghép nhóm cho bởi Bảng 1. 
Gọi 1 2 3, ,Q Q Q  là tứ phân vị của mẫu số liệu đó. Ta gọi hiệu 3 1Δ = −Q Q Q  là khoảng tứ 
phân vị của mẫu số liệu đó. 
Lưu ý: Tứ phân vị thứ i, kí hiệu là iQ , với i = 1, 2, 3 của mẫu số liệu ghép nhóm (Bảng 1) 
được xác định như sau: 

( )1

.
4 ,+

−
= + −i m m m

m

i n C
Q u u u

n
 

Trong đó:  
⦁ 1 2= + +…+ kn n n n  là cỡ mẫu; 
⦁ [ )1; +m mu u  là nhóm chứa tứ phân vị thứ i ; 
⦁ mn  là tần số của nhóm chứa tứ phân vị thứ i ; 
⦁ 1 2 1−= + +…+ mC n n n . 
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b) Ý nghĩa khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm 
- Khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm xấp xỉ khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu 

gốc và là một đại lượng cho biết mức độ phân tán của nửa giữa mẫu số liệu. 
- Khoảng tứ phân vị càng lớn thì mẫu số liệu càng phân tán. 
- Khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm giúp xác định các giá trị bất thường của 

mẫu đó. Khoảng tứ phân vị thường được sử dụng thay cho khoảng biến thiên vì nó loại 
trừ hầu hết giá trị bất thường của mẫu số liệu và nó không bị ảnh hưởng bởi các giá trị 
bất thường đó. 

3. PHƯƠNG SAI VÀ ĐỘ LỆCH CHUẨN CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 
a) Định nghĩa 

Cho mẫu số liệu ghép nhóm như ở Bảng 2.  
Bảng 2 

Nhóm Giá trị đại diện Tần số 
[ )1 2;a a  1c  1n  

[ )2 3;a a  2c  2n  

… … … 
[ )1; +k ka a  mc  mn  

  1 2 ...= + + + mn n n n  

- Gọi x  là số trung bình cộng của mẫu số liệu đó. Ta có: ( )1 1 2 2
1

= + +…+ k kx n c n c n c
n

. 

- Phương sai của mẫu số liệu ghép nhóm, kí hiệu 2S , được tính bởi công thức: 

 ( ) ( ) ( )2 2 22
1 1 2 2

1  = − + − +…+ − k kS n c x n c x n c x
n

 

trong đó: 1 2= + +…+ kn n n n  là cỡ mẫu. 
- Căn bậc hai số học của phương sai, kí hiệu là s, được gọi là độ lệch chuẩn của mẫu số 

liệu đó, nghĩa là 2=s S . 
Lời bình: Chúng ta có thể tính phương sai thông qua số trung bình bình phương. 

( )1 2

22 2 2
1 2

1
= + +…+

kkx n c n c n c
n  

( )22 2= −S x x
 

b) Ý nghĩa của phương sai và độ lệch chuẩn 
- Phương sai (độ lệch chuẩn) của mẫu số liệu ghép nhóm được dùng để đo mức độ phân 

tán của mẫu số liệu ghép nhóm đó. 
- Độ lệch chuấn có cùng đơn vị vối đơn vị của mẫu số liệu. 
- Khi hai mẫu số liệu ghép nhóm có cùng đơn vị đo và có số trung bình cộng bằng nhau 

(hoặc xấp xi nhau), mẫu số liệu nào có độ lệch chuẩn nhỏ hơn thì mức độ phân tán (so 
với số trung bình cộng) của các số liệu trong mẫu đó sẽ thấp hơn. 
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4. MỐT CỦA SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 
Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu ghép nhóm là nhóm có tần số lớn nhất. 
Giả sử nhóm chứa mốt là [ )1; ,+m mu u  khi đó mốt của mẫu số liệu ghép nhóm, kí hiệu là

OM , được xác định bởi công thức 
( ) ( ) ( )1

1
1 1

−
+

− +

−
= + ⋅ −

− + −
m m

m m m
m m m

O
m

n nM u u u
n n n n

 

*Chú ý: Nếu không có nhóm kề trước của nhóm chứa mốt thì 1 0− =mn . Nếu không có 
nhóm kề sau của nhóm chứa mốt thì 1 0+ =mn . 

 Ýnghĩa của mốt của mẫu số liệu ghép nhóm 
• Mốt của mẫu số liệu không ghép nhóm là giá trị có khả năng xuất hiện cao nhất khi lấy 

mẫu. Mốt của mẫu số liệu sau khi ghép nhóm OM  xấp xỉ với mốt của mẫu số liệu không 
ghép nhóm. Các giá trị nằm xung quanh OM  thường có khả năng xuất hiện cao hơn các 
giá trị khác. 

• Một mẫu số liệu ghép nhóm có thể có nhiều nhóm chứa mốt và nhiều mốt. 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Kết quả thăm dò ngẫu nhiên thời gian chờ xe buýt mỗi ngày của một số sinh viên được 

biểu thị ở bảng sau: 

Thời gian (phút) [5;10)  [10;15)  [15;20)  [20;25)  [25;30)  

Số người 4 5 6 3 2 

Tìm khoảng biến thiên của mẫu số liệu đã cho. Kết quả cho biết điều gì? 
Bài 2. Trong một phòng thí nghiệm, nghiên cứu thời gian sạc pin của hai loại điện thoại X và 

Y. Bảng dưới đây biểu thị thời gian sạc pin (phút) của hai loại điện thoại: 

 Thời gian sạc (phút) [30;60)  [60;90)  [90;120)  [120;150)  [150;180)  

Số điện thoại loại X 0 8 25 32 35 
Số điện thoại loại Y 20 12 15 23 30 

Tính khoảng biến thiên và sánh thời gian sạc pin của hai loại điện thoại trên? 
Bài 3. Mẫu số liệu sau cho biết số lượng sách bán được tại một hiệu sách trong 10 ngày:  

15 22 20 30 28 25 40 37 35 32 

Tìm khoảng tứ phân vị cho mẫu số liệu trên. 
Bài 4. Một nghiên cứu theo dõi thời gian làm bài tập về nhà của học sinh lớp 12C4 tại trường 

Trung học Phổ thông X. Kết quả được mô tả ỏ bảng sau: 

Thời gian (phút) [ )30;40  [ )40;50  [ )50;60  [ )60;70  

Số học sinh 5 10 8 3 

a) Tính khoảng biến thiên R cho mẫu số liệu ghép nhóm. 
b) Nếu biết học sinh làm bài tập ít nhất là 32 phút và nhiều nhất là 68 phút, thì khoảng biến 

thiên của mẫu số liệu gốc là bao nhiêu? 



31 

Bài 5. Cân nặng của học sinh lớp 10A và 10B ở một trường trung học phổ thông được thống 
kê ở bảng sau: 
Cân nặng (kg) [ )40;45  [ )45;50  [ )50;55  [ )55;60  [ )60;65  [ )65;70  

Số học sinh lớp 10A 3 5 10 7 4 1 
Số học sinh lớp 10B 2 8 7 6 3 2 

So sánh theo khoảng biến thiên, cân nặng của học sinh lớp nào có độ phân tán lớn hơn? 
Bài 6. Nhà đầu tư theo dõi doanh thu bán một loại sản phẩm của hai cửa hàng bán lẻ trong  

5 năm. Số liệu được thống kê ở bảng sau: 
Số tiền doanh thu (triệu đồng) [ )10;15  [ )15;20  [ )20;25  [ )25;30  [ )30;35  

Số tháng của cửa hàng A 5 15 25 10 5 
Số tháng của cửa hàng B 10 10 20 10 10 

So sánh giá trị trung bình và độ lệch chuẩn của doanh thu hàng tháng của hai cửa hàng A và 
B. Cửa hàng nào có doanh thu biến động lớn hơn? Đầu tư vào cửa hàng nào “rủi ro” hơn? 

Bài 7. Kết quả điều tra về số giờ xem ti vi của một số hộ gia đình được biểu diễn ở biểu đồ 
dưới đây: 

 
Hãy lập bảng tần số ghép nhóm, tìm khoảng biến thiên, khoảng tứ phân vị và giá trị trung 
bình của mẫu số liệu. 

Bài 8. Hình sau là biểu đồ biểu diễn giờ nắng trung bình hàng tháng của hai địa phương C và D.  

 
a) Lập bảng số liệu ghép nhóm với độ dài các nhóm là 40 và đầu mút phải của nhóm cuối 

cùng là 300.  
b) Tìm khoảng tứ phân vị của số giờ nắng mỗi khu vực và cho biết số giờ nắng của khu 

vực nào ít biến động hơn. 
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Bài 9. Biểu đồ sau mô tả kết quả điều tra về mức tiêu thụ nước hàng tháng của hai khu dân cư 
A và B. 

 
a) Hãy xác định giá trị đại diện cho mỗi nhóm và lập bảng tần số ghép nhóm cho mẫu số 

liệu trên. 
 b) Nếu so sánh theo khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm thì khu dân cư nào có 

mức tiêu thụ nước đồng đều hơn?  
c) Nếu so sánh theo độ lệch chuẩn của mẫu số liệu ghép nhóm thì khu dân cư nào có mức 

tiêu thụ nước đồng đều hơn? 
Bài 10. Điểm thi môn Toán của 25 học sinh được chọn ngẫu nhiên trong kỳ thi Tốt nghiệp 

Trung học Phổ thông năm học 2024 − 2025 được thống kê lại như sau:  

4,4 8,6 4,8 5,0 5,4 5,4 5,6 
5,2 6,0 6,2 6,2 8,0 7,8 7,6 
7,2 7,4 7,2 6,0 5,8 5,8 8,2 
7,0 6,8 6,4 6,6    

a) Hãy tính khoảng biến thiên, khoảng tứ phân vị và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu trên. 
b) Hãy lập bảng tần số ghép nhóm với nhóm đầu tiên là [4; 5) và độ dài mỗi nhóm bằng 1. 
c) Hãy tính khoảng biến thiên, khoảng tứ phân vị và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu ghép nhóm. 

Bài 11. Người ta thống kê chiều cao của 40 học sinh lớp 12A ta được bảng sau: 

Chiều cao (cm) [ ]150;154  [ ]155;159  [ ]160;164  [ ]165;169  [ ]170;174  [ ]175;179  

Số học sinh 5 7 8 9 6 5 

Tìm tứ phân vị thứ 2. 
Bài 12. Người ta thống kê tuổi của 20 cá thể hổ tại 1 vườn bách thú ta được bảng sau: 

Chiều cao (cm) [ )10;11  [ )11;12  [ )12;13  [ )13;14  [ )14;15  [ )15;16  

Số học sinh 2 3 6 4 4 1 

Tìm tứ phân vị thứ 1 và 3. 



33 

Bài 13. Cân nặng của một số lợn con mới sinh thuộc hai giống A và B  được cho ở bảng đây 
(đơn vị: kg) 

Cân nặng (kg) [ )1,0;1,1  [ )1,1;1, 2  [ )1,2;1,3  [ )1,3;1,4  

Số con giống A 8  28  32  17  

Số con giống B 13  14  24  14  

a) Hãy so sánh cân nặng của lợn con mới sinh giống A và giống B theo số trung bình và 
trung vị. 

b) Hãy ước lượng tứ phân vị thứ nhất và thứ ba của cân nặng lợn con mới sinh giống A và 
của cân nặng lợn con mới sinh giống B? 

c) Tính phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu. 
Bài 14. Dũng là học sinh rất giỏi chơi rubik, bạn có thể giải nhiều loại khối rubik khác nhau. 

Trong một lần tập luyện giải khối rubik 3 × 3, bạn Dũng đã tự thống kê lại thời gian giải 
rubik trong 25 lần giải liên tiếp ở bảng sau: 

Thời gian giải rubik (giây) [ )8;10  [ )10;12  [ )12;14  [ )14;16  [ )16;18  

Số lần 4 6 8 4 3 

 Khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm là bao nhiêu? 
Bài 15. Mẫu số liệu dưới đây ghi số lượt xe ô tô khi đi qua trạm thu phí A trong 30 ngày (đơn 

vị: lượt). 
100 134 124 150 138 140 155 176 180 198 
156 173 185 163 165 185 190 143 179 123 
176 150 167 168 198 178 182 164 175 153 

a) Lập bảng tần số ghép nhóm cho mẫu số liệu trên có năm nhóm ứng với năm nửa khoảng: 
[ ) [ ) [ ) [ ) [ )100,120 , 120,140 , 140,160 , 160,180 , 180,200 .  

b) Xác định số trung bình cộng, trung vị, tứ phân vị của mẫu số liệu ghép nhóm trên. 
c) Mốt của mẫu số liệu ghép nhóm trên là bao nhiêu? 
d) Tính phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu 

Bài 16. Một công ty xây dựng khảo sát khách hàng xem họ có nhu cầu mua nhà ở mức giả 
nào. Kết quả khảo sát được ghi lại ở bảng sau: 

Mức giá (triệu đồng/m2) [10;14) [14;18) [18;22) [22;26) [26;30) 

Số khách hàng 54 78 120 45 12 

a) Tìm mốt của mẫu số liệu ghép nhóm trên. 
b) Công ty nên xây nhà ở mức giá nào để nhiều người có nhu cầu mua nhất? 
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Bài 17.  Số cuộc gọi điện thoại anh An thực hiện mỗi ngày trong 30 ngày được lựa chọn ngẫu 
nhiên được thống kê trong bảng sau: 

Số cuộc gọi [ ]3;5  [ ]6;8  [ ]9;11  [ ]12;14  [ ]15;17  

Số ngày 5 10 3 10 2 

Hỏi anh An gọi một ngày bao nhiêu cuộc gọi là nhiều nhất? 
Bài 18. Anh Võ ghi lại cự li 40 lần ném lao của mình ở bảng sau (đơn vị: mét): 

Cự li (m) [69,2;70) [70;70,8) [70,8;71,6) [71,6;72,4) [72,4;73,2) 

Số lần 5 6 10 10 9 

Hỏi Anh Võ ném khoảng bao nhiêu mét là nhiều nhất? 
Bài 19. Cô Thúy Kiều rất thích nhảy hiện đại. Thời gian tập nhảy mỗi ngày trong thời gian 

gần đây của Cô Thúy Kiều được thống kê lại ở bảng sau: 

Thời gian (phút) [20; 25) [25; 30) [30; 35) [35; 40) [40; 45) 

Số ngày 6 5 4 2 1 

Hỏi Cô Thúy Kiều nhảy thời gian bao nhiêu phút là nhiều nhất? 
Bài 20. Khi thống kê chiều cao của học sinh khối lớp 12 trong một trường trung học, ta thu 

được mẫu số liệu ghép nhóm sau: 

Chiều cao (cm) [ )150;156  [ )156;162  [ )162;168  [ )168;174  [ )174;180  [ )180;186  

Số học sinh 5  18  40  26  8  3  

Hãy tính giá trị trung bình, mốt, trung vị; tứ phân vị, phương sai và độ lệch chuẩn của mẫu 
số liệu trên. 
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Chủ đề 4. NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN – ỨNG DỤNG  
BÀI 7. DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
I. NGUYÊN HÀM 
1) Định nghĩa  

⦁ Định nghĩa: Cho hàm số f  xác định trên K. Hàm số F được gọi là nguyên hàm của f  trên 
K nếu ( ) ( )=F' x f x  với mọi x thuộc K. 

⦁ Định lí: Giả sử hàm số F là một nguyên hàm của hàm số f  trên K.  
Khi đó  
a) Với mỗi hằng số C, hàm số ( )= +y F x C cũng là một nguyên hàm của  f  trên K.  

b) Ngược lại với mỗi nguyên hàm G của  f  trên K thì tồn tại một hằng số C sao cho
( ) ( )= +G x F x C  với mọi x thuộc K.  

Kí hiệu: ( ) ( )= +∫ f x dx F x C  

2) Tính chất của nguyên hàm 
Nếu f , g là hai hàm số liên tục trên K thì: 

⦁ ( )( ) ( )′ =∫ f x dx f x và ( ) ( )′ = +∫ f x dx f x C ; 

⦁ ( ) ( ) ( ) ( ) ; + = + ∫ ∫ ∫f x g x dx f x dx g x dx  

⦁ Với mọi số thực 0≠k  ta có ( ) ( ) .=∫ ∫k f x dx k f x dx  

3) Nguyên hàm của một số hàm số thường gặp 

1. 0 =∫ dx C  6.  
ln

= +∫
x

x aa dx C
a

 

2. = +∫ dx x C  7. 
11 ( )( ) , 1

1

α
α α

α

++
+ = + ≠ −

+∫
ax bax b dx c

a
 

3. 11 ( 1)
1

α α α
α

+= + ≠ −
+∫ x dx x C  8. 1 ln | | , 0= + + ≠

+∫
dx ax b c a

ax b a
 

4. 1  ln | |= +∫ dx x C
x

 9. 1 , 0+ += + ≠∫ ax b ax be dx e C a
a

 

5.  = +∫ x xe dx e C  10. 1 ,0 1, 0
ln

+
+ = + < ≠ ≠∫

kx b
kx b aa dx C a k

k a
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HÀM SỐ LƯỢNG GIÁC 
Lấy đạo hàm sin và cos ta thực hiện theo chiều quay cùng 
kim đồng hồ. 
Lấy nguyên hàm sin và cos ta thực hiện theo chiều quay 
ngược kim đồng hồ. 
 

 

 

1. cos  sin= +∫ x dx x C  9. 1cos( ) sin( )+ = + +∫ ax b dx ax b C
a

 

2. sin  cos= − +∫ x dx x C  10. 1sin( ) cos( )+ = − + +∫ ax b dx ax b C
a

 

3. tan  ln | cos |= − +∫ x dx x C  11. 1tan( ) ln | cos( ) |+ = − + +∫ ax b dx ax b C
a

 

4. cot  ln | sin |= +∫ x dx x C  12. 1cot( ) ln | sin( ) |+ = + +∫ ax b dx ax b C
a

 

5. 2
1  tan

cos
= +∫ dx x C

x
 13. 2

1 1 tan( )
cos ( )

= + +
+∫ dx ax b C

ax b a
 

6. 2
1  cot

sin
= − +∫ dx x C

x
 14. 2

1 1 cot( )
sin ( )

= − + +
+∫ dx ax b C

ax b a
 

7. ( )21 tan  tan+ = +∫ x dx x C  15. ( )2 11 tan ( )  tan( )+ + = + +∫ ax b dx ax b C
a

 

8. ( )21 cot  cot+ = − +∫ x dx x C  16. ( )2 11 cot ( )  cot( )+ + = − + +∫ ax b dx ax b C
a

 

4) Phương pháp tính nguyên hàm 
    ⦁ Phương pháp đổi biến số 

⦁ Định lí 1: Nếu ( ) ( )= +∫ f u du F u C  và ( )=u u x  là hàm số có đạo hàm liên tục thì 

( ) ( ) ( ) d .= +      ∫ f u x u' x x F u x C  

*Chú ý: 
Trong thực hành, ta thường viết tắt ( )F u x     là ( );F u ( )  f u x   là ( )f u   (coi du là vi 

phân của hàm số ( )=u u x ), nghĩa là ( )( ) ( )d d .= =u u x u x dx'  
Khi đó công thức (1) được viết như sau: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  = =      ∫ ∫ ∫f u x u' x f u x du x fx u dud  

( ) ( ) .= + = +  F u C F u x C  (2) 

Ta nói đã thực hiện được phép đổi biến ( )=u u x . 
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   ⦁ Các dấu hiệu đổi biến thường gặp 

Dạng Đặt t Dạng Đặt t 

( )+∫ f ax b dx  = +t ax b  2(tan )
cos∫

dxf x
x

 tan=t x  

( )1+ ⋅∫ n nf x x dx  1+= nt x  2(cot )
sin∫

dxf x
x

 cot=t x  

( )
2
⋅∫

dxf x
x

 =t x  ( ) ⋅∫ x xf e e dx  = xt e  

(sin ) cos⋅∫ f x dx  sin=t x  (ln )∫
dxf x
x

 ln=t x  

(cos ) sin⋅∫ f x xdx  cos=t x    

II. TÍCH PHÂN 
1) Định nghĩa tích phân 

⦁ Định nghĩa: Cho ( )f x  là hàm số liên tục trên đoạn [ ];a b . Giả sử ( )F x  là một nguyên 
hàm của ( )f x  trên đoạn [ ];a b . 

 Hiệu số ( ) ( )−F b F a  được gọi là tích phân từ a đến b (hay tích phân xác định trên đoạn 

[ ];a b ) của hàm số ( )f x , kí hiệu là ( ) .∫
b

a
f x dx  

⦁ Công thức tính tích phân  

( ) ( ) ( ) ( )= = −∫
b b

aa
f x dx F x F b F a                                             

Nhận xét:  
+ Tích phân của hàm số f  từ a đến b có thể kí hiệu bởi ( )∫

b

a
f x dx  hay ( ) .∫

b

a
f t dt  Tích phân 

đó chỉ phụ thuộc vào f  và các cận a, b mà không phụ thuộc vào cách ghi biến số. 
+ Nếu hàm số ( )f x  không âm và liên tục trên đoạn [ ];a b  thì tích phân ( )∫

b

a
f x dx  là diện 

tích S của hình thang cong giới hạn bởi đồ thị của hàm số ( )=y f x , trục hoành và hai 

đường thẳng x = a, x = b. Vậy ( )= ∫
b

a
S f x dx . 

2) Tính chất của tích phân 

⦁ Định lí: Giả sử các hàm số f, g liên tục trên K và a, b, c là ba số bất kì thuộc K. Khi đó ta có  

1) ( ) 0=∫
a

a
f x dx ;          2) ( ) ( )= −∫ ∫

b a

a b
f x dx f x dx ; 

3) ( ) ( ) ( )+ =∫ ∫ ∫
b c c

a b a
f x dx f x dx f x dx ;       4) ( ) ( )  ( ) ( ) ;  = ± ±∫ ∫ ∫

b c c

a b a
f x g x dx f x dx g x dx  

5) ( ) ( )=∫ ∫
b c

a b
dx k f x dxkf x  với .∈k  
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3) Phương pháp tính tích phân 
a) Phương pháp đổi biến 

⦁ Định lí: 
Cho 1) Hàm ( )=t u x  có đạo hàm liên tục trên [ ];a b ; 

        2) Hàm hợp ( )( )f u x  được xác định trên [ ];a b ; 

        3) ( ) ( ),  α β= =u a u b  

Khi đó: ( )( ) ( ) ( ) .
α

β
= =∫ ∫

b

a
I f u x u' x dx f t dt    

⦁  Phương pháp chung 

( )( ) ( )= ∫
b

a
I f u x u' x dx  

+ Bước 1: Đặt ( )=t u x  

+ Bước 2: Tính vi phân hai vế:  ( )=t u x ( )⇒ =dt u' x dx    
    Đổi cận:     

x a                                          b 
t ( )u a                                   ( )u b  

+ Bước 3: Chuyển tích phân đã cho sang tích phân theo biến t      

              Vậy: ( )( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )( )= = = −∫ ∫
b

a u

u

b

a
I f u x u' x dx f t dt F u b F u b

 III. TÍNH DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG 
1) Hình phẳng giới hạn bởi một đường cong và trục hoành 

Nếu hàm số ( )=y f x   liên tục trên đoạn 

[ ];a b  thì diện tích S của hình phẳng giới hạn 

bởi đồ thị hàm số ( )=y f x , trục hoành và 
hai đường thẳng x = a, x = b là  

| ( ) | d .= ∫
b

a
S f x x  

 

 

*Chú ý: Nếu trên đoạn [ ];a b , hàm số ( )f x  không đổi dấu thì: | ( ) | ( )=∫ ∫
b b

a a
f x dx f x dx   

2) Hình phẳng giới hạn bởi hai đường cong 
Nếu hai hàm số ( )=y f x  , ( )=y g x   liên tục 

trên đoạn [ ];a b   thì diện tích S của hình phẳng 

giới hạn bởi đồ thị các hàm số ( ) ,=y f x  

( )=y g x  và hai đường thẳng x = a, x = b là 

| ( ) ( ) | d .= −∫
b

a
S f x g x x   

Một số bài toán ta phải xây dựng các hệ trục để áp dụng công thức ứng dụng. 
+ Đường parabol đứng ứng với hàm số bậc hai y = ax2 + bx + c (a ≠ 0) 
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+ Đường parabol nằm ngang thường gặp có phương trình x = ay2 (a ≠ 0), phương trình này 

biến đổi thành = ±
xy
a

 ứng với hai nhánh phía trên và phía dưới trục hoành. 

+ Đường tròn tâm ( , )I a b  và bán kính R có phương trình 2 2 2( ) ( )− + − =x a y b R . 

+ Đường tròn tâm O (0; 0) và bán kính R có phương trình 2 2 2+ =x y R , phương trình này 

biến đổi thành ứng với hai nhánh phía trên và phía dưới trục hoành. 

+ Đường elip phương trình 
2 2

2 2 1+ =
x y
a b

 có độ dài hai trục lần lượt bằng 2a và 2b. (a>b>0) 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Cổng trường Đại học Bách Khoa Hà Nội có hình 

dạng parabol, chiều rộng 8 m, chiều cao 12, 5 m. Diện 
tích của cổng bằng bao nhiêu? 

 
 
 
Bài 2: Người ta trồng hoa vào phần đất được tô màu đen được 

giới hạn bởi cạnh AB, CD đường trung bình MN của mảnh 
đất hình chữ nhật ABCD và một đường cong hình sin  (như 
hình vẽ). Biết 2π=AB  (m), 2=AD  (m). Tính diện tích 
phần còn lại. 

Bài 3: Một chiếc cổng có hình dạng là một parabol có khoảng cách giữa hai chân cổng là 8 m. 
Người ta treo một tấm phông hình chữ nhật có hai đỉnh M, N nằm trên Parabol và hai đỉnh P, 
Q nằm trên mặt đất như hình vẽ bên. Ở phần phía ngoài phông người ta mua hoa để trang trí 
với chi phí 200 000 đồng/m2, biết MN = 4 m, MQ = 6 m. Hỏi số tiền để mua hoa trang trí gần 
với số tiền nào sau đây? 

Bài 4: Bác Năm làm một cái cửa nhà hình parabol có chiều cao từ mặt đất đến đỉnh là 2, 25 mét, 
chiều rộng tiếp giáp với mặt đất là 3 mét. Giá thuê mỗi mét vuông là 1 500 000 đồng. Vậy số 
tiền bác Năm phải trả là bao nhiêu? 

Bài 5: Ông X muốn làm cửa rào sắt có hình dạng và kích 
thước như hình vẽ bên, biết đường cong phía trên là một 
parabol, chất liệu làm là inox. Giá 1 m2 vật tư và công làm 
là 1 300 000 đồng. Hỏi ông X phải trả bao nhiêu tiền để 
làm cái cửa sắt như vậy. 

 
 
Bài 6: Cho một mảnh vườn hình chữ nhật ABCD có chiều rộng là 2 m, chiều dài gấp ba chiều 

rộng. Người ta chia mảnh vườn bằng cách dùng hai đường parabol, mỗi đường parabol có 
đỉnh là trung điểm mỗi cạnh dài và đi qua hai mút của canh dài đối diện. Tính tỉ số diện tích 
phần mảnh vườn nằm ở miền trong hai parabol với diện tích phần còn lại. 

2 2y R x= ± −
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Bài 7: Một viên gạch hoa hình vuông cạnh 40 cm được thiết 
kế như hình bên dưới.  
a) Diện tích một cánh hoa bằng bao nhiêu? 
b) Diện tích hoa văn trang trí  bằng bao nhiêu? 

 
 
 
 
 
Bài 8: Một cổng chào có dạng hình Parabol chiều cao 18 m, 

chiều rộng chân đế 12 m. Người ta căng hai sợi dây trang 
trí AB, CD nằm ngang đồng thời chia hình giới hạn bởi 
Parabol và mặt đất thành ba phần có diện tích bằng nhau. 

Tỉ số AB
CD

 bằng bao nhiêu? 

 
 
Bài 9: Một hoa văn hình tròn tâm O, ngoại tiếp tam giác đều 

ABC có cạnh 4 3=AB cm. Đường cong qua ba điểm: A, 
B, C là một phần của parabol. Diện tích phần gạch chéo 
bằng bao nhiêu? 

 
 
 
 
 
Bài 10: Một khu đất có hình dạng là một hình tròn với đường 

kính d = 20 m. Người ta muốn trồng rau trên dải đất rộng 
10 m lấy tâm của đường tròn khu đất làm tâm đối xứng. 
Diện tích phần đất trống còn lại bao nhiêu m2? 

 
 
 
Bài 11: Một hoa văn trang trí được tạo ra từ một miếng bìa hình 

vuông cạnh 20 cm bằng cách khoét đi bốn phần bằng nhau đều 
có hình dạng một nửa elip như hình vẽ. Biết một nửa trục lớn là 
AB = 6 cm, trục bé CD = 8 cm. Diện tích bề mặt của hoa văn đó 
bằng bao nhiêu? 

 

y

x

 20

20

20 20

y = 20x

y = 
1
20 x2
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Bài 12: Một biển quảng cáo có dạng hình elip với bốn đỉnh A1, B1, B2 như hình vẽ bên. Biết chi 
phí sơn phần tô đậm là 200 000 đồng/m2 và phần còn lại là 100 000 đồng/m2. Hỏi số tiền để 
sơn theo cách trên gần nhất với số tiền nào dưới đây, biết A1 A2 = 8 m, B1 B2 = 6 m và tứ giác 
MNPQ là hình chữ nhật có MQ = 3 m? 

 
Bài 13: Đáy của một bể bơi có dạng hình elip với bốn đỉnh A1, A2, B1, B2 như hình vẽ bên. Biết 

chi phí phần lát gạch xanh tô đậm là 300 000 đồng/m2 và phần lát gạch trắng còn lại là 100 
000 đồng/m2. Hỏi số tiền để làm đáy bể bơi theo cách trên gần nhất với số tiền nào dưới đây, 
biết A1 A2 = 10 m, B1 B2 = 6 m và tứ giác MNPQ là hình chữ nhật có MQ = 4 m? 

 
Bài 14: Một mảnh vườn hình elip có trục lớn bằng 100 m, trục nhỏ bằng 80 m được chia thành 

2 phần bởi một đoạn thẳng nối hai đỉnh liên tiếp của elip. Phần nhỏ hơn trồng cây con và 
phần lớn hơn trồng rau. Biết lợi nhuận thu được là 2 000 mỗi m2 trồng cây con và 4 000 mỗi 
m2 trồng rau. Hỏi thu nhập từ cả mảnh vườn là bao nhiêu? 

Bài 15: Một khu vườn dạng hình tròn có hai đường kính AB, CD  vuông góc với nhau, AB = 12 m. 
Người ta làm một hồ cá có dạng elip với bốn đỉnh M, N, M’, N’ như hình vẽ. Biết MN = 10 m,  
M’N’ = 8 m, PQ = 8 m. Diện tích phần trồng cỏ (phần gạch sọc) bằng bao nhiêu? 

 

PQ

NM

A2
A1

B1

B2
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BÀI 8. THỂ TÍCH VẬT THỂ TRÒN XOAY GIỚI HẠN  
BỞI CÁC ĐỒ THỊ HÀM XÁC ĐỊNH 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

Thể tích khối tròn xoay 
- Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 

( ) ,=y f x  trục hoành và hai đường thẳng x = a, x = b quanh trục Ox:  

 
- Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 

( ) ,=x g y   trục hoành và hai đường thẳng y = c, y = d quanh trục Oy:  

 
- Thể tích khối tròn xoay được sinh ra khi quay hình phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số 

( ) ,=y f x ( )=y g x  và hai đường thẳng x = a, x = b quanh trục Ox: 

 
Một số bài toán ta phải xây dựng các hệ trục để áp dụng công thức ứng dụng. 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Một cái trống trường có khoảng cách giữa hai mặt trống là  

1 m. Một mặt phẳng qua trục của trống cắt phần xung quanh của 
trống theo hai cung của elip ( )E  (tham khảo hình vẽ). Biết rằng 

elip ( )E  có trục lớn và trục nhỏ lần lượt là 2 m và 1 m. Hãy tính 
thể tích của phần không gian mà cái trống đã nêu chiếm chỗ. 

( ) ( )2 2
b

a

V f x g x dxπ= −∫

c

y

O

d

x

( ) : ( )
( ) :
 =
 =


=
 =

C x g y
Oy x 0

y c
y d

[ ]2( )
d

y
c

V g y dy= π∫

( ) : ( )
( ) :
 =
 =


=
 =

C y f x
Ox y 0
x a
x b

[ ]2( )
b

x
a

V f x dx= π∫a

= ( )y f x

y

O b x 
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Bài 2: Một cái trống (hình vẽ) có đường kính 1 m, hai 
mặt trống có đường kính 0,7 m và chiều cao của trống 
là 1 m. Thể tích khối giới hạn bởi bề mặt của trống 
gần với số nào? 

 
 
 
Bài 3: Một thùng chứa rượu bằng gỗ là một hình tròn xoay như hình 

bên có hai mặt đáy là hai hình tròn bằng nhau, khoảng cách giữa hai 
đáy là 8 dm. Đường cong mặt bên của thùng là một phần của đường 
elip có độ dài trục lớn bằng 10 dm, trục bé bằng 6 dm. Hỏi thùng gỗ 
này đựng được bao nhiêu lít rượu? 

 
 

Bài 4: Một bình cắm hoa dạng khối tròn xoay với đáy bình và miệng bình có đường kính lần 
lượt là 2 và 4. Mặt xung quanh của bình là một phần của mặt tròn xoay khi quay đường cong 

1y x= −  quay quanh trục Ox. Thể tích của bình cắm hoa đó bằng bao nhiêu? 
 
Bài 5: Cho hàm số ( ) 3 2 ,  ( , , , )= = + + + ∈y f x ax bx cx d a b c d  có đồ thị 

( )C . Biết rằng đồ thị ( )C  tiếp xúc với đường thẳng y = 4 tại điểm có 
hoành độ âm và đồ thị hàm số y = f ′ (x) cho bởi hình vẽ dưới đây. Tính 
thể tích vật thể tròn xoay được tạo thành khi quay hình phẳng H giới 
hạn bởi đồ thị ( )C  và trục hoành khi quay xung quanh trục Ox. 

 
 
 
Bài 6: Cho hai đường tròn ( )1;10O  và ( )2;8O  cắt nhau tại hai 

điểm A, B sao cho AB là một đường kính của đường tròn 
( )2O . Gọi ( )H  là hình phẳng giới hạn bởi hai đường tròn. 

Quay ( )H  quanh trục 1 2O O   ta được một khối tròn xoay. 
Tính thể tích V của khối tròn xoay tạo thành. 

 
 
 
Bài 7:  Một khối cầu có bán kính là 5 (dm), người ta cắt bỏ hai 

phần của khối cầu bằng hai mặt phẳng song song cùng vuông 
góc với đường kính và cách tâm một khoảng 3 (dm) để làm một 
chiếc lu đựng nước. Tính thể tích nước tối đa mà chiếc lu có 
thể chứa được. 

 
 

C
O2

O1

A

B

3 dm

3 dm

5 dm
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Bài 8: Một thùng rượu vang có dạng hình tròn xoay có hai đáy là hai hình tròn bằng nhau, 
khoảng cách giữa hai đáy bằng 80 cm. Đường sinh của mặt xung quanh thùng là một phần 
đường tròn có bán kính bằng 60 cm. Hỏi thùng đó có thể đựng được bao nhiêu lít rượu? 

  
Bài 9: Cho ( )H  là hình phẳng giới hạn bởi parabol 

2y x=  và đường tròn 2 2 2x y+ =  (phần tô đậm 
trong hình bên). Tính thể tích V của khối tròn 
xoay tạo thành khi quay ( )H  quanh trục hoành. 

 
 
 

Bài 10: Trong mặt phẳng, cho đường elip ( )E có độ dài 
trục lớn là AA’ = 10, độ dài trục nhỏ là BB’ = 6, đường 
tròn tâm O có đường kính là BB’ (như hình vẽ bên 
dưới). Tính thể tích V của khối tròn xoay có được bằng 
cách cho miền hình hình phẳng giới hạn bởi đường elip 
và được tròn (được tô đậm trên hình vẽ) quay xung 
quanh trục AA’. 

 

Bài 11: Để chuẩn bị cho hội trại do Đoàn 
trường tổ chức, lớp 12B dự định dựng một 
cái lều trại có dạng hình parabol như hình 
vẽ. Nền của lều trại là một hình chữ nhật có 
kích thước bề ngang 3 mét, chiều dài 6 mét, 
đỉnh trại cách nền 3 mét. Tính thể tích phần 
không gian bên trong lều trại. 

 
Bài 12: Người ta cắt hai hình cầu có bán kính lẩn lượt là R = 13 cm 

và 41r  cm và một phần của mặt trụ để làm hồ lô đựng rượu 
như hình vẽ dưới đây. Biết giao của hai hình cầu là đường tròn có 
bán kính r1 = 5 cm và cổ của hồ lô là một hình trụ có bán kính đáy 
bằng 5 cm, chiều cao bằng 4 cm. Giả sử độ dày của hồ lô không 
đáng kể. Hỏi hồ lô đựng được tối đa bao nhiều lít rượu? 

 
Bài 13: Một đồ chơi được thiết kế gồm hai mặt cầu ( )1S , ( )2S  

có cùng bán kính R thỏa mãn tính chất: tâm của ( )1S  thuộc 

( )2S  và ngược lại (xem hình vẽ). Tính thể tích phần chung V 

của hai khối cầu tạo bởi 1( )S  và 2( )S . 
  

 

 

x

y

O
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Bài 14: Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 4, AD = 5. Cắt hình chữ 
nhật theo đường gấp khúc MNP với BM = 2, DP = 3, PN = 2 và 
bỏ đi phần hình thang vuông MNPC (tham khảo hình vẽ). Gọi 
( )H  là phần hình phẳng còn lại của hình chữ nhật đã cho sau 

khi cắt bỏ. Tính thể tích của vật thể tròn xoay tạo thành khi quay 
( )H  quanh trục AB. 

 
Bài 15: Một vật trang trí có dạng khối tròn xoay tạo thành khi quay 

miền ( )R (phần gạch chéo trong hình vẽ) quay xung quanh trục AB. 
Biết ABCD là hình chữ nhật cạnh AB = 3 cm, AD = 2 cm; F là trung 
điểm của BC; điểm E cách AD một đoạn bằng 1 cm. Thể tích của vật 
thể trang trí trên là (quy tròn đến hàng phần mười) 

 
Bài 16: Một vật trang trí có dạng một khối tròn xoay được tạo thành 

khi quay miền ( )H (phần màu xám trong hình vẽ bên) quanh 
trục AC. Biết rằng AC = 2 cm, B là trung điểm của AC. Miền 
( )H được giới hạn bởi đoạn thẳng BC và các cung tròn bán kính 
1 cm có tâm A và B. Thể tích của vật trang trí đó bằng bao nhiêu? 
(Làm tròn đến chữ số thấp phân thứ nhất) 

Bài 17: Từ hình chữ nhật ABCD có chiều dài AB = 10 cm 
và chiều rộng BC = 5 cm; Người ta cắt bỏ miền ( )R  
được giới hạn bởi cạnh CD của hình chữ nhật và hai nửa 
đường parabol có chung đỉnh là trung điểm của cạnh AB, 
chúng lần lượt đi qua hai đầu mút C, D của hình chữ nhật 
đó (phần tô đậm như hình vẽ). Phần còn lại cho quay 
quanh trục AB để tạo nên một đồ vật làm trang trí, thể 
tích của vật trang trí đó bằng bao nhiêu? 

Bài 18: Một bồn hình trụ đang chứa dầu, được đặt nằm 
ngang, có chiều dài bồn là 5 m, có bán kính đáy 1 m, 
với nắp bồn đặt trên mặt nằm ngang của mặt trụ. 
Người ta đã rút dầu trong bồn tương ứng với 0,5 m 
của đường kính đáy. Tính thể tích gần đúng nhất của 
khối dầu còn lại trong bồn (theo đơn vị m3). 

 

Bài 19: Cho   hình vuông có độ dài 8 cm và một hình tròn có bán 
kính 5 cm được xếp chồng lên nhau sau cho tâm của hình tròn 
trùng với tâm của hình vuông như hình vẽ bên. Biết thể tích V của 
vật thể tròn xoay tạo thành khi quay mô hình trên quanh trục XY 

bằng ; ,b a b
a
π +∈   và a

b
  là phân số tối giản. Khi đó 2

10
a b+  

bằng bao nhiêu? 

N P

M

D

CB

A
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Bài 20: Một chiếc đồng hồ cát như hình vẽ, gồm hai phần đối xứng nhau qua mặt phẳng nằm 
ngang và đặt trong một hình trụ. Thiết diện thẳng đứng qua trục của nó là hai Parabol chung 
đỉnh và đối xứng nhau qua mặt phẳng nằm ngang. Ban đầu lượng cát dồn hết ở phần trên 

của đồng hồ thì chiều cao của mực cát bằng 2
3

 chiều cao của bên đó 

(xem hình vẽ). Cát chảy từ trên xuống dưới với lưu lượng không đổi 
14, 75 cm3/phút. Khi chiều cao của cát còn 4 (cm) thì bề mặt trên cùng 
của cát tạo thành một đường tròn có chu vi 8π (cm). Biết sau 20 phút 
thì cát chảy hết xuống phần bên dưới của đồng hồ. Hỏi chiều cao của 
khối trụ bên ngoài? (Làm tròn đến chữ số thấp phân thứ nhất) 

 
  

BÀI 9. THỂ TÍCH VẬT THỂ TRÒN XOAY TÍNH THEO MẶT CẮT  
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

Thể tích vật thể: 
Cắt một vật thể  bởi hai mặt phẳng  và 

 vuông góc với trục Ox lần lượt tại x = a, 

x = b  Một mặt phẳng tùy ý vuông 

góc với Ox tại điểm x  cắt  theo 
thiết diện có diện tích là ( ).S x  Giả sử ( )S x  
liên tục trên đoạn [ ]; .a b  
Người ta chứng minh được rằng thể tích V của phần vật thể  giới hạn bởi hai mặt phẳng 

( )P  và ( )Q  được tính bởi công thức ( ) .= ∫
b

a

V S x dx  

Một số bài toán ta phải xây dựng các hệ trục để áp dụng công thức ứng dụng. 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Tính thể tích V của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng biết rằng thiết diện của vật thể bị cắt 

bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ  0
2
π ≤ ≤ 

 
x x

 
là một tam giác 

đều cạnh 2 sin x . 
Bài 2: Cho vật thể ( )T  được giới hạn bởi hai mặt phẳng x = − 2 và x = 2. Biết rằng thiết diện 

của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông với góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x, 

[ ]( )2 : 2∈ −x  là một hình vuông có cạnh 24− x . Thể tích vật ( )T  bằng bao nhiêu? 

Bài 3: Tính thể tích V của vật thể nằm giữa hai mặt phẳng biết rằng thiết diện của vật thể bị cắt 
bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x ( )0 π≤ ≤x  là một tam giác 

đều cạnh 2 sin x . 

υ ( )P

( )Q

( ).a b<

( )a x b≤ ≤ υ

υ
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Bài 4: Xét vật thể ( )T  nằm giữa hai mặt phẳng  và . Biết rằng thiết diện của vật 

thể cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x ( )1 1− ≤ ≤x  là một hình 

vuông có cạnh bằng 22 1− x . Thể tích vật thể ( )T  bằng bao nhiêu? 
Bài 5: Thể tích của phần vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng x = 0 và x = 3, có thiết diện bị cắt 

bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x ( )0 3≤ ≤x  là một hình chữ 

nhật có hai kích thước bằng x và 22 9− x  bằng bao nhiêu? 
Bài 6: Tính thể tích V của vật thể giới hạn bởi hai đường thẳng x = 1 và x = 3 biết rằng thiết 

diện của vật thể cắt bới mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ x ( )1 3≤ ≤x  

là hình vuông có cạnh 4− x . 
Bài 7: Tính thể tích V của vật thể giới hạn bởi hai mặt phẳng có phương trình x = 1 và x = 3, 

biết rằng thiết diện của vật thể cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành 
độ x ( )1 3≤ ≤x  là hình vuông có cạnh 3− x . 

Bài 8: Cho phần vật thể B giới hạn bởi hai mặt phẳng có phương trình x = 0 và 
3
π

=x . Cắt phần 

vật thể B bởi mặt phẳng vuông góc với trục Ox tại điểm có hoành độ  0
3
π ≤ ≤ 

 
x x  ta được 

thiết diện là một tam giác vuông có độ dài hai cạnh góc vuông lần lượt là 2x và cos x. Thể tích 
vật thể B bằng bao nhiêu? 

Bài 9: Sân vận động Sports Hub (Singapore) 
là nơi diễn ra lễ khai mạc đại hội thể thao 
Đông Nam Á được tổ chức ở Singapore 
năm 2015. Nền sân là một Elip ( )E   có 
trục lớn dài 150 m, trục bé dài 90 m. Nếu 
cắt sân vận động theo mặt phẳng vuông 
góc với trục lớn của ( )E  và cắt ( )E  tại 
M và N (hình a) thì ta được thiết diện luôn 
là một phần của hình tròn có tâm I ( phần tô đậm trong hình b) với MN là dây cung và 
 90= °MIN . Để lắp máy điều hòa không khí cho sân vận động thì các kỹ sư cần tính thể tích 
phần không gian bên dưới mái che và bên trên mặt sân, coi như mặt sân là một mặt phẳng và 
vật liệu làm mái che không đáng kể. Hỏi thể tích đó xấp xỉ bao nhiêu? 

Bài 10: Có một cốc thủy tinh hình trụ, bán kính trong 
lòng đáy cốc là 6 cm, chiều cao trong lòng cốc là  
10 cm đang đựng một lượng nướ Tính thể tích lượng 
nước trong cốc, biết khi nghiêng cốc nước vừa lúc khi 
nước chạm miệng cốc thì ở đáy mực nước trùng với 
đường kính đáy. 

 

1x = − 1x =

  
Hình a Hình b 
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BÀI 10. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG CƠ BẢN 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

ỨNG DỤNG TÍCH PHÂN ĐỂ GIẢI BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG 
Một chất điểm chuyển động theo phương trình ( )=s s t  

Vận tốc tức thời tại thời điểm  của chất điểm được tính theo công thức:  

Gia tốc tức thời tại thời điểm  của chất điểm được tính theo công thức:  
 

 
Một chất điểm chuyển động trên trục Ox với vận tốc thay đổi theo thời gian v = f (t) 
(m/s). Quãng đường chất điểm chuyển động trên trục Ox từ thời điểm t1 đến thời điểm t2 là 

 

*Chú ý: 
+ Xác định thời điểm ban đầu t = 0: Mỗi chuyển động ta nên chọn một thời điểm ban đầu 

phù hợp cho mục đích tính toán. Thời điểm ban đầu thường chọn khi chuyển động bắt 
đầu một hành trình mới. 

+ Xác định C trong v (t): Thường dựa vào vận tốc tại thời điểm t = 0 (khởi hành), ta có  
( ) ( )0 0= −C v f  

+ Các thời điểm đặc biệt: Dừng hẳn ( ) ( ) ( )0 ...; max ...⇔ = ⇔ = = ⇔ =v t t v t v t t  

Phương pháp: Ứng dụng tích phân cơ bản để giải quyết yêu cầu bài toán. 
Ví dụ 1: Một vật đang chuyển động đều với vận tốc 30 m/s thì chuyện động chậm dần đều 
với gia tốc −70 m/s2. 
Thì ta chọn thời điểm ban đầu là lúc bắt đầu chuyển động chậm dần. 
Ví dụ 2: Một ô tô chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( ) 180 20= −v t t . Tính quãng 

đường mà ô tô di chuyển được từ thời điểm t = 0 đến thời điểm mà vật dừng lại. 

 
Lời giải 

Thời điểm vật dừng lại là 0 180 20 0 9= ⇔ − = ⇔ =v t t (s) 
Quãng đường mà ô tô di chuyển được từ thời điểm t = 0 đến thời điểm mà vật dừng lại là:

( )
9

0
( ) 180 20 810( m)s t t dt= − =∫  

 

t ( )( )v t s t′=

t ( )( ) '( ) ''a t v t s t= =

( ) ( )s t v t dt= ∫
( ) a( )v t t dt= ∫

2

1

( )
t

t
S f t dt= ∫
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PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Bài 1: Một vật chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( ) 210 30= −v t t (m/s) . Tính quãng 

đường mà vật di chuyển được từ thời điểm t = 0 đến thời điểm mà vật dừng lại. 
Bài 2: Một xe ô tô đang đi với vận tốc 10 m/s thì người lái xe bắt đầu đạp phanh, từ thời điểm 

đó xe chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( ) 10 5= −v t t (m/s), ở đó t tính bằng giây. 

Quãng đường ô tô dịch chuyển từ lúc đạp phanh đến lúc dừng hẳn bằng bao nhiêu? 
Bài 3: Một chất điểm đang chuyển 

động với vận tốc v0 = 15 m/s thì tăng 
tốc với gia tốc . 

Tính quãng đường chất điểm đó đi 
được trong khoảng thời gian 3 giây 
kể từ lúc bắt đầu tăng vận tốc. 

Bài 4: Một vật chuyển động với vận tốc ( )v t  (m/s) có gia tốc ( ) 3
1

=
+

v' t
t

(m/s2). Vận tốc ban 

đầu của vật là 6 m/s. Hỏi vận tốc của vật sau 10 giây (làm tròn đến kết quả đến chữ số thập 
phân thứ nhất) có giá trị bằng bao nhiêu? 

Bài 5: Một vật chuyển động với vận tốc là ( ) ( )sin1
2

π
π π

= +
t

v t  (m/s). Gọi S1 là quãng đường 

vật đó đi trong 2 giây đầu và S2 là quãng đường đi từ giây thứ 3 đến giây thứ 5. Chứng minh  
S2 > S1? 

Bài 6: Giả sử một vật đi từ trạng thái nghỉ 0 (s)=t   chuyển động thẳng với vận tốc 

( ) ( )( )v t t 5 t m / s= − . Tìm quãng đường vật đi được cho đến khi nó dừng lại. 

Bài 7: Một vật chuyển động chậm dần với vận tốc ( ) 160 10= −v t t (m/s). Tìm quãng đường S 
mà vật di chuyển trong khoảng thời gian từ thời điểm 0(s)=t  đến thời điểm vật dừng lại. 

Bài 8: Một ô tô đang chạy với tốc độ 20 (m/s) thì người lái đạp phanh, từ thời điểm đó ô tô 
chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( ) 5 20= +v t t  (m/s), trong đó t là khoảng thời gian 
tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn 
di chuyển bao nhiêu mét (m)? 

Bài 9: Một tàu lửa đang chạy với vận tốc 200 (m/s) thì người lái tàu đạp phanh để dừng ở trạm 
ga; từ thời điểm đó, tàu chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( ) 240 20= −v t t  (m/s). Trong 

đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi từ lúc đạp phanh 
đến khi dừng hẳn, tàu di chuyển được quãng đường là bao nhiêu mét? 

 

( ) ( )2 24 m/sa t t t= +
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Bài 10: Để đảm bảo an toàn khi lưu thông trên đường, các xe ô tô khi dừng đèn đỏ phải cách 
nhau tối thiểu 1 m. Một ô tô A đang chạy với vận tốc 16 m/s bỗng gặp ô tô B đang dừng đèn 
đỏ nên ô tô A hãm phanh và chuyển động chậm dần đều với vận tốc được biểu thị bởi công 
thức ( ) 16 4= −Av t t  (đơn vị tính bằng m/s), thời gian tính bằng giây. Hỏi rằng để có 2 ô tô 
A và B đạt khoảng cách an toàn khi dừng lại thì ô tô A phải hãm phanh khi cách ô tô B một 
khoảng ít nhất là bao nhiêu? 

 

 
BÀI 11. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG HAI PHƯƠNG TIỆN 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Lý thuyết: Sử dụng lý thuyết chung của dạng toán chuyển động cơ bản. 
Phương pháp: Xác định quãng đường đi được của hai phương tiện tại điểm gặp nhau, sau 
đó tìm yêu cầu của bài toán. 
Ví dụ: Vật A chuyển động đều từ O với vận tốc 30 m/s được 10s thì chuyển động chậm 

dần với gia tốc −70 m/s2. Sau khi vật A khởi hành được 8s thì vật B bắt đầu xuất phát 
cùng chiều từ nhanh dần đều với gia tốc 50 m/s2. Hỏi sau bao lâu hai vật gặp nhau? Khi 
gặp nhau thì vật A đã dừng lại chưa? 
Thì ta chọn thời điểm ban đầu cho A là lúc bắt đầu chuyển động chậm dần. 
Thời điểm ban đầu cho B là lúc B khởi hành.  
Hai thời điểm khởi đầu này chênh nhau 2s. 

 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Một chất điểm A xuất phát từ O, chuyển động thẳng với vận tốc biến thiên theo thời gian 

bởi quy luật ( ) 21 59
150 75

= +v t t t (m/s), trong đó t (giây) là khoảng thời gian tính từ lúc A bắt 

đầu chuyển động. Từ trạng thái nghỉ, một chất điểm B cũng xuất phát từ O, chuyển động 
thẳng cùng hướng với A nhưng chậm hơn 3 giây so với A và có gia tốc bằng a (m/s2) (a là 
hằng số). Sau khi B xuất phát được 12 giây thì đuổi kịp A. Vận tốc của B tại thời điểm đuổi 
kịp A bằng bao nhiêu? 

B  
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Bài 2: Một chất điểm A xuất phát từ O, chuyển động thẳng với vận tốc biến thiên theo thời gian 

bởi quy luật ( ) 21 58
120 45

= +v t t t (m/s), trong đó t là khoảng thời gian tính từ lúc A bắt đầu 

chuyển động. Từ trạng thái nghỉ, một chất điểm B cũng xuất phát từ O, chuyển động thẳng 
cùng hướng với A nhưng chậm hơn 3 giây so với A và có gia tốc bằng a (m/s2) (a là hằng 
số). Sau khi B xuất phát được 15 giây thì đuổi kịp A. Vận tốc của B tại thời điểm đuổi kịp A 
bằng bao nhiêu? 

Bài 3: Một chất điểm A xuất phát từ O, chuyển động thẳng với vận tốc biến thiên theo thời gian 

bởi quy luật ( ) 21 13
100 30

= +v t t t (m/s), trong đó t là khoảng thời gian tính từ lúc A bắt đầu 

chuyển động. Từ trạng thái nghỉ, một chất điểm B cũng xuất phát từ O, chuyển động thẳng 
cùng hướng với A nhưng chậm hơn 10 giây so với A và có gia tốc bằng a (m/s2) (a là hằng 
số). Sau khi B xuất phát được 15 giây thì đuổi kịp A. Vận tốc của B tại thời điểm đuổi kịp A 
bằng bao nhiêu? 

Bài 4: Hai ô tô xuất phát tại cùng một thời điểm trên cùng đoạn đường thẳng AB, ô tô thứ nhất 
bắt đầu xuất phát từ A và đi theo hướng từ A đến B với vận tốc ( ) 2 1= +av t t (km/h); ô tô thứ 

hai xuất phát từ O cách A một khoảng 22 km và đi theo hướng từ A đến B với vận tốc 10 
km/h, sau một khoảng thời gian người lái đạp phanh; từ thời điểm đó, ô tô thứ hai chuyển 
động chậm dần đều với vận tốc ( ) 5 20= − +Ov t t (km/h). Hỏi sau khoảng thời gian bao lâu 

kể từ khi xuất phát hai ô tô đó gặp nhau. 
 

BÀI 12. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG THEO QUÃNG ĐƯỜNG  
LÀ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

Lý thuyết : Xác định hàm số bậc hai ta làm như sau : 
Gọi hàm số cần tìm là 2 , 0y ax bx c a= + + ≠ . Căn cứ theo giả thiết bài toán để thiết lập và 
giải hệ phương trình với ẩn , ,a b c  từ đó suy ra hàm số cần tìm. 
Phương pháp: Xác định hàm số của các dạng đồ thị quen thuộc dựa vào các yêu tố đã cho 
sau đó tính tích phân. 
Ví dụ: Một xe ô tô sau khi chờ hết đèn đỏ đã bắt đầu chuyển 

động với vận tốc được biểu thị bằng đồ thị là đường cong 
parabol. Biết rằng sau 5 phút thì xe đạt đến vận tốc cao 
nhất 1 000 m/ phút và bắt đầu giảm tốc, đi được 6 phút 
thì xe chuyển động đều (hình vẽ). 
Hỏi quãng đường xe đã đi được trong 10 phút đầu tiên 
kể từ lúc bắt đầu là bao nhiêu mét? 

Lời giải 
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Giả sử trong 5 phút đầu vận tốc của ô tô được biểu diễn bởi phương trình ( ) 2 .v t at bt c= + +

Theo giả thiết ta có: 

( ) 2

0 10 0 40
5 25 5 1 000 400 40 400

2
0 025 5 1 000

= + = = − −  = ⇔ + = ⇔ = ⇒ = − +  
  = = + + =

c a b a
b a b b v t t t
a

c ca b c

. 

Khi t = 6 ta có ( )6 960=v  m/phút. Suy ra trong 10 phút đầu xe ô tô chuyển động được 

quãng đường là ( )
6

2

0

40 400 960.4 4 320 3 840 8 160= − + + = + =∫S t t dt  (m). 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Một vật chuyển động thẳng có đồ thị vận 

tốc − thời gian như hình vẽ sau: 
Tính quãng đường vật chuyển động trong 60s. 

 
 
 
 

Bài 2: Một vật chuyển động trong 10 giây 
với vận tốc v (m/s) phụ thuộc vào thời 
gian t (s) có đồ thị như hình vẽ. 
Quãng đường vật chuyển động được 
trong 10 giây bằng bao nhiêu? 

 
 
Bài 3: Một vật chuyển động trong 5 giờ với vận tốc v phụ thuộc 

thời gian t có đồ thị của vận tốc như hình dưới. Trong khoảng 
thời gian 3 giờ kể từ khi bắt đầu chuyển động, đồ thị đó là một 
phần của đường parabol có đỉnh I (2; 8) với trục đối xứng song 
song với trục tung, khoảng thời gian còn lại đồ thị là một đoạn 
thẳng song song với trục hoành. Tính quãng đường s mà vật di 
chuyển được trong 5 giờ đó. 

 

Bài 4: Một xe ô tô sau khi chờ hết đèn đỏ đã bắt đầu chuyển 
động với vận tốc được biểu thị bằng đồ thị là đường cong 
parabol. Biết rằng sau 5 phút thì xe đạt đến vận tốc cao 
nhất 1 000 m/phút và bắt đầu giảm tốc, đi được 6 phút thì 
xe chuyển động đều (tham khảo hình vẽ). 
Quãng đường xe đi được sau 10 phút đầu tiên kể từ khi hết 
đèn đỏ là bao nhiêu mét? 
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Bài 5: Tại một nơi không có gió, một chiếc khinh khí cầu đang đứng yên ở độ cao 243 mét so 
với mặt đất đã được phi công cài đặt cho nó chế độ chuyển động đi xuống. Biết rằng, khinh 
khí cầu đã chuyển động theo phương thẳng đứng với vận tốc tuân theo quy luật 2( ) 12v t t t= −  
trong đó t tính bằng phút là thời gian tính từ lúc khinh khí cầu bắt đầu chuyển động, ( )v t  
được tính theo đơn vị mét/phút. Nếu vận tốc v của khinh khí cầu khi tiếp đất là v = x  mét/phút 
thì giá trị của x bằng bao nhiêu? 

Bài 6:  Một vật chuyển động với hàm số gia tốc là a (t). 
Biết rằng đồ thị hàm số a (t) trên đoạn [ ]0;6  được 
cho như hình dưới đây và vận tốc tại thời điểm t = 0 
là ( )0 1=v  (m/s). 
Tại thời điểm t = 6 giây, vận tốc của vật là bao nhiêu? 

 

Bài 7: Một vật chuyển động trong 4 giờ với vận tốc v (km/h) phụ thuộc 
thời gian t (h) có đồ thị của vận tốc như hình bên. Trong khoảng thời 
gian 2 giờ kể từ khi bắt đầu chuyển động, đồ thị đó là mổ phần của 
đường parabol có đỉnh I (2; 7) và trục đối xứng của parabol song 
song với trục tung, khoảng thời gian còn lại đồ thị là đoạn thẳng IA. 
Tính quãng đường s mà vật di chuyển được trong 4 giờ đó. 

 
 

 
 

BÀI 13. BÀI TOÁN BƠM NƯỚC 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

Lý thuyết: Các kiến thức cơ bản về nguyên hàm của hàm số. 
Phương pháp: Sử dụng phương pháp nguyên hàm, tích phân cơ bản để tìm yếu tố chưa biết. 
Ví dụ: Người ta bơm nước vào một bồn chứa, lúc đầu 

bồn không chứa nước, mức nước ở bồn chứa sau 
khi bơm phụ thuộc vào thời gian bơm nước theo 
một hàm số h = h(t) trong đó h tính bằng cm, t tính 
bằng giây. Biết rằng ( ) 3 2 1h t t′ = + . Mức nước ở 
bồn sau khi bơm được 13 giây là bao nhiêu? 

Lời giải 

Ta có: ( ) 3 33( ) 2 1 (2 1) 2 1
8

h t h t dt t dt t t C′= = + = + + +∫ ∫ . 

Lúc đầu 0t = , bể không có nước ( ) 30 0 0
8

h C⇒ = ⇒ + =  3
8

C⇒ = −  

33 3( ) (2 1) 2 1
8 8

h t t t⇒ = + + − ( )13 30h⇒ = . 
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PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Người ta thay nước mới cho một bể bơi có dạng hình hộp chữ nhật có độ sâu là 280 cm. 

Giả sử ( )h t là chiều cao (tính bằng cm) của mực nước bơm được tại thời điểm t giây, biết 

rằng tốc độ tăng của chiều cao mực nước tại giây thứ t là ( ) 31 3
500

′ = +h t t  và lúc đầu hồ 

bơi không có nước. Hỏi sau bao lâu thì bơm được số nước bằng 3
4

 độ sâu của hồ bơi (làm 

tròn đến giây)? 
Bài 2: Một bác thợ xây bơm nước vào bể chứa nước. Gọi ( )h t  là thể tích nước bơm được sau 

t giây. Cho ( ) 26 2h t at bt′ = +  và ban đầu bể không có nước. Sau 3 giây thì thể tích nước 
trong bể là 90 m3, sau 6 giây thì thể tích nước trong bể là 504 m3. Tính thể tích nước trong 
bể sau khi bơm được 9 giây. 

Bài 3: Người ta bơm nước vào một bồn chứa, lúc đầu bồn không chứa nước, mức nước ở bồn 
chứa sau khi bơm phụ thuộc vào thời gian bơm nước theo một hàm số ( )=h h t  trong đó h 

tính bằng cm,  t tính bằng giây. Biết rằng ( ) 3 3 8h t t′ = + . Mức nước ở bồn sau khi bơm được 
10 giây là bao nhiêu? (Làm tròn đến chữ số thập phân thứ hai) 

Bài 4: Một bác thợ xây bơm nước vào bể chứa nước. Gọi ( )h t  là thể tích nước bơm được sau 

t  giây. Cho ( ) 2' 3h t at bt= +  và ban đầu bể không có nước. Sau 5 giây thì thể tích nước 
trong bể là 150 m3, sau 10 giây thì thể tích nước trong bể là 1 100 m3. Tính thể tích của nước 
trong bể sau khi bơm được 20 giây. 

 
 

BÀI 14. BÀI TOÁN GẶP CHƯỚNG NGẠI VẬT 
PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 

Lý thuyết: Sử dụng lý thuyết chung của dạng toán chuyển động cơ bản. 
Phương pháp: Tìm quãng đường của giai đoạn 1 là lúc vật bắt đầu chuyển động, giai đoạn 2 
là lúc vật bắt đầu gặp chướng ngại vật và thay đổi chuyển động. Sau đó ta thực hiện yêu cầu 
bài toán. 
Ví dụ: Một ô tô bắt đầu chuyển động nhanh dần đều với vận tốc 1( ) 7=v t t (m/s). Đi được 5 

(s) người lái xe gặp chướng ngại vật nên phải phanh gấp cho xe chạy chậm dần đều với gia 
tốc −55 (m/s2). Tính quãng đường đi được của ôtô từ lúc chuyển bánh đến khi dừng hẳn. 
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Lời giải 
Chiếc ô tô thực hiện hai giai đoạn: 
Giai đoạn 1: Chuyển động nhanh dần đều với vận tốc 1( ) 7=v t t  (m/s) trong 5 (s), do đó 

quãng đường chặng 1 của ô tô là 
5

1 0
7 87,5= =∫S tdt  (m).  

Lúc này, ô tô đang đạt vận tốc 1(5) 7 5 35= × =v  (m/s). 
Giai đoạn 2: Ô tô chuyển động với gia tốc −55 (m/s2) nên phương trình vận tốc của xe là  

2 ( ) 55 55= − = − +∫v t dt t C . 

Khi t = 0 của chặng 2 thì xe có vận tốc 1(5) 35=v  nên 2 (0) 35 35.= ⇔ =v C  
Vậy 2 ( ) 55 35= − +v t t . Ô tô dừng hẳn khi 2 ( ) 0 0.5= ⇔ =v t t .  

Vậy quãng đường ô tô di chuyển trong chặng 2 là 
0.5

2 0

85( 55 35) 10,625
8

= − + = =∫S t dt (m). 

Vậy tổng quãng đường ô tô đi được từ khi khởi hành đến khi dừng hẳn là 
1 2 87,5 10,625 98,125= + = + =S S S  (m). 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1: Một chiếc xe bán tải bắt đầu chuyển động nhanh dần đều với vận tốc 1( ) 3=v t t (m/s). Đi 

được 8 (s) người lái xe gặp chướng ngại vật nên phải phanh gấp cho xe chạy chậm dần đều 
với gia tốc −36 (m/s2). Tính quãng đường đi được của chiếc xe từ lúc chuyển bánh đến khi 
dừng hẳn. 

Bài 2: Một ô tô chuyển động nhanh dần đều với vận tốc ( ) 7=v t t (m/s) . Đi được 5 (s) người 
lái xe phát hiện chướng ngại vật và phanh gấp, ô tô tiếp tục chuyển động chậm dần đều với 
gia tốc a = −35 (m/s2). Tính quãng đường của ô tô đi được từ lúc bắt đầu chuyển bánh cho 
đến khi dừng hẳn? 

Bài 3: Một ô tô bắt đầu chuyển động nhanh dần đều với vận tốc ( )1 2=v t t (m/s). Đi được 12 giây, 

người lái xe gặp chướng ngại vật và phanh gấp, ô tô tiếp tục chuyển động chậm dần đều với gia 
tốc a = −12 (m/s2). Tính quãng đường s (m) đi được của ôtô từ lúc bắt đầu chuyển động đến khi 
dừng hẳn? 

Bài 4: Một chất điểm bắt đầu chuyển động thẳng đều với vận tốc 0v , sau 6 giây chuyển động thì 

gặp chướng ngại vật nên bắt đầu giảm tốc độ với vận tốc chuyển động 5( )
2

= − +v t t a  (m/s), 

(t ≥ 6) cho đến khi dừng hẳn. Biết rằng kể từ lúc chuyển động đến lúc dừng thì chất điểm đi 
được quãng đường là 80 m. Tìm 0v . 

Bài 5: Một ô tô đang chạy với vận tốc 0v (m/s) thì gặp chướng ngại vật nên người lái xe đã đạp 
phanh. Từ thời điểm đó ô tô chuyển động chậm dần đều với gia tốc 6a t (m/s2) trong đó 
t là thời gian tính bằng giây, kể từ lúc bắt đầu đạp phanh. Biết từ lúc đạp phanh đến khi dừng 
hẳn, ô tô còn di chuyển được 16 m. Tính 0v ? 
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Chủ đề 5. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN 
BÀI 15. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
1. ĐỊNH NGHĨA 

Cho hai biến cố A và B. Xác suất của biến cố A với điều kiện biến cố B đã xảy ra được gọi 
là xác suất của A với điều kiện B, kí hiệu là P( )A B∣ . 

Nếu P( ) 0B >  thì P( )P( )
P( )
A BA B

B
∩

=∣ . 

2. NHẬN XÉT 
- Từ định nghĩa của xác suất có điều kiện, ta suy ra: 

Nếu P( ) 0B >  thì P( ) P( ).P( )A B B A B∩ = ∣ . 
- Người ta chứng minh được rằng: 

Nếu A, B là hai biến cố bất kì thì P( ) P( ).P( ) P( ).P( ).A B A B A B A B∩ = =∣ ∣  
Công thức trên được gọi là công thức nhân xác suất. 

- Cho hai biến cố A và B với P( ) 0B > . Khi đó, ta có: ( )P( ) .
( )

n A BA B
n B
∩

=∣  

- Cho A và B  là hai biến cố với 0 P( ) 1,A< < 0 P( ) 1B< < .  

Khi đó, A và B là hai biến cố độc lập khi và chỉ khi ( ) ( ) ( )P A P A B P A B= =∣ ∣  và 

( ) ( ) ( ). P B P B A P B A= =∣ ∣  

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Trong một công viên cây xanh có 70% cây có hoa, số cây phượng vĩ chiếm 6,3% trong 

tổng số cây của công viên. Trong giờ thực hành ngoài trời, nhóm học sinh của lớp 10A1 
chọn một cây trong công viên để đo chiều cao. Tính xác suất để cây được chọn là cây phượng 
vĩ , biết rằng cây được chọn là loài cây có hoa. 

Bài 2. Tại một sở thú, các em bé được đặt câu hỏi: Sắp tới vườn thú của chúng ta sẽ nhận nuôi 
thêm một con vật nữa, con thích sư tử hay voi hơn ? Kết quả khảo sát của các bé như sau: 

 Sư tử Voi Tổng cộng 
Bé trai 90 110 200 
Bé gái 75 85 160 
Tổng cộng 165 195 360 

Chọn ngẫu nhiên một bé tham gia khảo sát, tính xác suất để 
a) Bé thích sư tử, biết bé được chọn là bé trai. 
b) Bé thích voi, biết bé được chọn là bé gái. 

Bài 3. Lớp 12B1 có 25 học sinh nam và 15 học sinh nữ. Trong số đó có 16 bạn nam và 6 bạn 
nữ thích chơi thể thao. Chọn một bạn bất kì của lớp 12B1. Tính xác suất 
a) Học sinh được chọn thích chơi thể thao, biết rằng học sinh đó là nữ. 
b) Học sinh được chọn là nữ, biết rằng học sinh đó thích chơi thể thao. 
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Bài 4. Một hộp có 6 viên bi đen và 8 viên bi trắng cùng kích thước và khối lượng. An lấy một 
viên và không hoàn lại. Sau đó Bình lấy một viên. Gọi A là biến cố “An lấy được viên bi 
trắng”, B là biến cố “Bình lấy được viên bi trắng. Tính ( | )P B A  và ( )P AB . 

Bài 5. Có hai hộp chứa bi. Hộp thứ nhất chứa 4 bi đỏ và 5 bi vàng. Hộp thứ hai chứa 6 bi đỏ và 
4 bi vàng. Chọn ngẫu nhiên một hộp và sau đó lấy ngẫu nhiên 1 bi từ hộp đó. Tính xác suất 
để lấy được viên bi đỏ. 

Bài 6. Có 2 xạ thủ loại I và 8 xạ thủ loại II. Xác suất bắn trúng đích của xạ thủ loại I là 0,9; của 
xạ thủ loại II là 0,8. Chọn ngẫu nhiên ra 1 xạ thủ và xạ thủ đó bắn một viên đạn. tìm xác suất 
để viên đạn đó trúng đích. 

Bài 7. Trong một đội tuyển có hai vận động viên A và B thi đấu. A thi đấu trước và có hy vọng 
80%  thắng trận. Do ảnh hưởng tinh thần, nếu A thắng trận thì có 60% khả năng B thắng trận, 
còn nếu A thua thì khả năng này của B chỉ còn 30%. 
Tính xác suất của các biến cố sau: 
a) Đội tuyển thắng hai trận.  
b) Đội tuyển thắng ít nhất một trận. 

Bài 8. Ban giám đốc một công ty liên doanh với nước ngoài đang xem xét khả năng đình công 
của công nhân để đòi tăng lương ở hai nhà máy A và B. Kinh nghiệm cho họ biết cuộc đình 
công ở nhà máy A và B xảy ra lần lượt với xác suất 0,75 và 0,65 . Ngoài ra, họ cũng biết 
rằng nếu công nhân ở nhà máy B đình công thì có 90% khả năng để công nhân ở nhà máy A 
đình công ủng hộ. 
a) Tính xác suất để công nhân ờ cả hai nhà máy đình công. 
b) Nếu công nhân ở nhà máy A đình công thì xác suất để công nhân ở nhà máy B  đình công 

để ủng hộ bằng bao nhiêu? 
Bài 9. Một nhân viên kiểm toán nhận thấy 15% các bản cân đối thu chi chứa các sai lầm. Trong 

các bản chứa sai lầm, 60% được xem là các giá trị bất thường so với các số xuất phát từ gốc. 
Trong tất cả các bản cân đối thu chi thì 20% là những giá trị bất thường. Nếu một con số ở 
một bảng cân đối tỏ ra bất thường thì xác suất để số ấy là một sai lầm là bao nhiêu? 

Bài 10. Một nhóm nghiên cứu đang nghiên cứu về nguy cơ một sự cố tại một nhà máy điện 
nguyên tử sẽ gây ra sự rò rỉ phóng xạ. Nhóm nghiên cứu nhận thấy các loại sự cố chỉ có thể 
là: hoả hoạn, sự gãy đổ của vật liệu hoặc sai lầm của con người, và 2 hay nhiều hơn 2 sự cố 
không bao giờ cùng xảy ra. 
Nếu có hỏa hoạn thì sự rò rỉ phóng xạ xảy ra khoảng 20% số lần. Nếu có sự gãy đổ của vật 
liệu thì sự rò rỉ phóng xạ xảy ra khoảng 50% số lần, và nếu có sự sai lầm của con người thì 
sự rò rỉ sẽ xảy ra khoảng 10% số lần. Nhóm nghiên cứu cũng tìm được xác suất để: Hoả 
hoạn và sự rò rỉ phóng xạ cùng xảy ra là 0,0010 , gãy đổ vật liệu và sự rò rỉ phóng xạ cùng 
xảy ra là 0,0015 , sai lầm của con người và sự rò rì phóng xạ cùng xảy ra là 0,0012. Tìm xác 
suất để 
a) có hoả hoạn; có gãy đổ vật liệu và có sai lầm của con người; 
b) có một sự rò rì phóng xạ; 
c) một sự rò rỉ phóng xạ được gây ra bởi sự sai lầm của con người. 
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Bài 11. Một hộp có 5 quả cầu màu xanh và 3 quả cầu màu vàng. Lần lượt lấy ra hai quả cầu 
theo phương thức không hoàn lại.  
a) Tính xác suất lần thứ hai lấy được quả màu vàng với điều kiện lần thứ nhất lấy được quả 

cầu xanh. 
b) Tính xác suất để hai quả cầu lấy ra cùng màu. 

Bài 12. Một lớp học của Trường Đại học AG  có 2/3 là nam sinh viên và 1/3 là nữ sinh viên. 
Số sinh viên quê ở An Giang chiếm tỉ lệ 40% trong nữ sinh viên, và chiếm tỉ lệ 60% trong 
nam sinh viên. 
a) Chọn ngẫu nhiên một sinh viên của lớp. Tính xác suất để chọn được một sinh viên quê ở 

An Giang. Nếu biết rằng sinh viên vừa chọn quê ở An  Giang thì xác suất để sinh viên đó 
là nam bằng bao nhiêu? 

b) Chọn ngẫu nhiên không hoàn lại hai sinh viên của lớp. Tính xác suất để có ít nhất một 
sinh viên quê ở An Giang, biết rằng lớp học có 60 sinh viên. 

Bài 13. Nhà trường muốn chọn một số học sinh từ một tổ gồm 7 nam sinh và 6 nữ.sinh. Lần 
đầu chọn ngẫu nhiên 2 học sinh; sau đó, chọn tiếp 1 học sinh nữa. 
a) Tính xác suất để học sinh được chọn lần sau là nam sinh. 
b) Biết rằng học sinh được chọn lần sau là nữ sinh, tính xác suất để cà hai học sinh được 

chọn lần đầu đều là nam sinh. 
Bài 14. Gieo ba con xúc sắc cân đối một cách độc lập. Tính xác suất để: 
a) Tổng số nốt xuất hiện là 8 nếu biết rằng ít nhất có một con ra nốt 1. 
b) Có ít nhất một con ra lục nếu biết rằng số nốt trên 3 con là khác nhau. 
Bài 15. Có ba hộp A, B và C đựng các lọ thuốc. Hộp A có 10 lọ tốt và 5 lọ hỏng, hộp B có 6 lọ 
tốt và 4 lọ hỏng, hộp C có 5 lọ tốt và 5 lọ hỏng. 

a) Lấy ngẫu nhiên từ mỗi hộp ra một lọ thuốc, tính xác suất để được 3 lọ cùng loại. 
b) Lấy ngẫu nhiên một hộp rồi từ hộp đó lấy ra 3 lọ thuốc thì được 1 lọ tốt và 2 lọ hỏng. Tính 

xác suất để hộp A đã được chọn. 
Bài 16. Có 5% dân số mắc bệnh X. Có một xét nghiệm để phát hiện bệnh X. Đối với người mắc 

bệnh X, xác suất xét nghiệm này không dương tính là 2%. Đối với người không mắc bệnh 
X, xác suất xét nghiệm này dương tính là 3%. Chọn ngẫu nhiên một người và tiến hành xét 
nghiệm. Sử dụng sơ đồ hình cây, tính xác suất các biến cố: 
W: “người đó không bị bệnh X và kết quả xét nghiệm dương tính” 
Y: “người đó bị bệnh X và kết quả xét nghiệm không dương tính” 

Bài 17. Cửa hàng nhận trứng của 3 cơ sở nuôi gà R, S, T theo tỉ lệ lần lượt là 25%, 35% và 40%. 
Biết rằng tỉ lệ trứng hỏng của 3 cơ sở R, S, T lần lượt là 5%, 4% và 2%. Bạn Hân mua một 
quả trứng từ cửa hàng. Sử dụng sơ đồ hình cây, tính xác suất của các biến cố: 
M: “quả trứng Hân mua thuộc cơ sở T và quả trứng đó không bị hỏng” 
N: “quả trứng Hân mua thuộc cơ sở R hoặc S và quả trứng đó bị hỏng” 

  



59 

BÀI 16. CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN VÀ  
CÔNG THỨC BAYES 

PHẦN A. KIẾN THỨC CẦN NẮM 
Trong mục này, ta luôn giả thiết phép thử T có không gian mẫu là tập hợp Ω gồm hữu hạn phần 
tử và các kết quả của phép thử là đồng khả năng, các biến cố đều liên quan đến phép thử đó. 
1. Công thức xác suất toàn phần 

Cho hai biến cố A, B với 0 P( ) 1B< < , ta có: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).P A P AB P AB P B P A B P B P A B= + = +∣ ∣  
2. Công thức Bayes 

Với hai biến cố A, B mà ( ) 0, ( ) 0P A P B> > , ta có: ( ) ( )( )
( )

P B P A BP B A
P A
⋅

=
∣

∣ . 

Nhận xét: Cho hai biến cố A, B với ( ) 0,0 ( ) 1P A P B> < < . 

Do ( ) ( ) ( ) ( ) ( )P A P B P A B P B P A B= ⋅ + ⋅∣ ∣  nên công thức Bayes còn có dạng: 
( ) ( )( ) .

( ) ( ) ( ) ( )
P B P A BP B A

P B P A B P B P A B
⋅

=
⋅ + ⋅

∣
∣

∣ ∣
 

PHẦN B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 
Bài 1. Một cửa hàng sách ước lượng rằng: Trong tổng số các khách hàng đến cửa hàng, có 30% 

khách cần hỏi nhân viên bán hàng, 20% khách mua sách và 15% khách thực hiện cả hai điều 
trên. Gặp ngẫu nhiên một khách trong nhà sách. Tính xác suất để người này 
a) không thực hiện cả hai điều trên; 
b) không mua sách, biết rằng người này đã hỏi nhân viên bán hàng. 

Bài 2. Một cuộc điều tra cho thấy, ở một thành phố, có 20,7% dân số dùng loại sản phẩm X, 
50% dùng loại sản phẩm Y và trong số những người dùng Y, có 36,5% dùng X. Phỏng vấn 
ngẫu nhiên một người dân trong thành phố đó, tính xác suất để người ấy 
a) Dùng cả X và Y;  
b) Dùng Y, biết rằng người ấy không dùng X. 

Bài 3. Theo một cuộc điều tra thì xác suất để một hộ gia đình có máy vi tính nếu thu nhập hàng 
năm trên 20 triệu (VNĐ) là 0,75 . Trong số các hộ được điều tra thì 60% có thu nhập trên  
20 triệu và 52% có máy vi tính. Tính xác suất để một hộ gia đình được chọn ngẫu nhiên 
a) có máy vi tính và có thu nhập hàng năm trên 20 triệu; 
b) có máy vi tính, nhưng không có thu nhập trên 20 triệu. 
c) có thu nhập hàng năm trên 20 triệu, biết rằng hộ đó không có máy vi tính. 

Bài 4. Trong một đội tuyển có hai vận động viên A và B thi đấu. Nếu A thi đấu trước và có hy 
vọng 80% thắng trận. Do ảnh hường tinh thần, nếu A thắng trận thì có 60% khả năng B thắng 
trận, còn nếu A thua thì khả năng này của B chỉ còn 30%. Tính xác suất của các biến cố sau: 
a) B thắng trận;  
b) Đội tuyển chỉ thắng có một trận. 
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Bài 5. Trong năm học vừa qua, ở trường đại học X, tỉ lệ sinh viên thi trượt môn Toán là 34%, 
thi trượt môn Tâm lý là 20,5%, và trong số các sinh viên trượt môn Toán, có 50% sinh viên 
trượt môn Tâm lý. Gặp ngẫu nhiên một sinh viên của trường X. 
a) Tính xác suất để anh ta trượt cả hai môn Toán và Tâm lý;  
b) Tính xác suất đậu cả hai môn Toán và Tâm lý. 
c) Nếu biết rằng sinh viên này trượt môn Tâm lý thì xác suất để anh ta đậu môn Toán là bao nhiêu? 

Bài 6. Ba máy 1, 2 và 3 của một xí nghiệp sản xuất, theo thứ tự 60%, 30% và 10% tổng số sản 
phẩm của một xí nghiệp. Tỉ lệ sản xuất ra phế phẩm của các máy trên, theo thứ tự, là 2%, 
3% và 4%. Lấy ngẫu nhiên một sản phẩm từ lô hàng của xí nghiệp, trong đó để lẫn lộn các 
sản phẩm do 3 máy sản xuất. 
a) Tính xác suất để sản phẩm lấy ra là sản phẩm tốt. Ý nghĩa của xác suất đó đối với lô hàng 

là gì? 
b) Nếu sản phẩm lấy được là phế phẩm, thì nhiều khả năng nhất là do máy nào sản xuất? 

Bài 7. Một hãng sản xuất một loại tủ lạnh X ước tính rằng khoảng 80% số người dùng tủ lạnh 
có đọc quảng cáo tủ lạnh do hãng ấy sản xuất. Trong số những người đọc quảng cáo, có 30% 
mua loại tủ lạnh X; 10% không đọc quảng cáo cũng mua loại tủ lạnh X. Tính xác suất để một 
người tiêu dùng đã mua loại tủ lạnh X mà có đọc quảng cáo. 

Bài 8. Một địa phương có tỉ lệ người dân nghiện thuốc lá là 30%. Biết rằng tỉ lệ người bị viêm 
họng trong số người nghiện thuốc lá là 60%, còn tỉ lệ đó trong số người không nghiện thuốc 
lá là 40%. Chọn ngẫu nhiên một người từ địa phương trên. 
a) Nếu người đó bị viêm họng, tính xác suất để người đó nghiện thuốc lá.  
b) Nếu người đó không bị viêm họng, tính xác suất để người đó nghiện 

Bài 9. Một nhà xuất bản gửi bản giới thiệu sách mới đến 80% giảng viên của một trường đại 
học. Sau một thời gian, nhà xuất bản nhận thấy: Có 30% giảng viên mua sách trong số những 
người nhận được bản giới thiệu, và trong số những giảng viên không nhận được bản giới 
thiệu, có 10% mua sách. Tìm tỉ lệ những giảng viên nhận được bản giới thiệu trong số những 
người mua sách. 

Bài 10. Giả sử một xét nghiệm X cho kết quả dương tính (+) đối với những người nhiễm HIV 
với xác suất 95% và cho kết quả (+) đối với những người không nhiễm HIV với xác suất 
1%. Một người đến từ địa phương có tỉ lệ nhiễm HIV là 1% được làm xét nghiệm X và cho 
kết quả (+). Tính xác suất để người này thực sự nhiễm HIV. 

Bài 11. Một nhà máy sản xuất linh kiện điện tử với 96% sản phẩm có chất lượng cao. Một qui 
trình kiểm tra chất lượng sản phẩm có đặc điểm: 2% sản phẩm có chất lượng cao lại không 
được công nhận và 5% sản phẩm không có chất lượng cao lại được công nhận. Hãy tính xác 
suất để sau khi kiểm tra, một sản phẩm được công nhận có chất lượng cao đúng là sản phẩm 
có chất lượng cao. 

Bài 12. Một cặp trẻ sinh đôi có thể do cùng một trứng (sinh đôi thật), hay do hai trứng khác 
nhau sinh ra (sinh đôi giả). Các cặp sinh đôi thật luôn có cùng giới tính. Đối với cặp sinh đôi 
giả thì giới tính của mỗi đứa độc lập với nhau và có xác suất 0,5 là con trai. Thống kê cho 
thấy 34% cặp sinh đôi đều là trai, 30% cặp sinh đôi đều là gái, và 36% cặp sinh đôi có giới 
tính khác nhau. 
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a) Tìm tỉ lệ cặp sinh đôi thật. 
b) Chọn ngẫu nhiên một cặp sinh đôi thì được một cặp có cùng giới tính. Tính xác suất để 

đó là cặp sinh đôi thật. 
Bài 13. Có hai chuồng thỏ. Chuồng thứ nhất có 5 con thỏ đen và 10 con thỏ trắng. Chuồng thứ 

hai có 3 con thỏ trắng và 7 thỏ đen. Từ chuồng thứ hai ta bắt ngẫu nhiên một con thỏ cho 
vào chuồng thứ nhất, rồi sau đó lại bắt ngẫu nhiên một con thỏ ở chuồng thứ nhất ra, thì 
được một thỏ trắng. Tính xác suất để thỏ trắng này là của chuồng thứ nhất. 

Bài 14. Hộp thứ nhất có 8 sản phẩm loại A và 2 sản phẩm loại B; hộp thứ hai có 5 sản phẩm 
loại A và 3 sản phẩm loại B. Lấy ngẫu nhiên một hộp, rồi lấy ngẫu nhiên từ đó ra 4 sản phẩm. 
a) Tính xác suất để được 3 sản phẩm loại A; 
b) Giả sử lấy được một sản phẩm loại B và 3 sản phẩm loại A. Nhiều khả năng là sản phẩm 

loại B thuộc hộp nào? Tại sao? 
Bài 15. Một phân xưởng có 2 máy tự động: máy I sản xuất 45%, máy II sản xuất 55% số sản 

phẩm. Tỷ lệ phế phẩm tương ứng của các nhà máy lần lượt là 0,1% và 0,2%. Chọn ngẫu 
nhiên ra một sản phẩm của phân xưởng, tính xác suất sản phẩm được chọn là phế phẩm. 

Bài 16. Hình dạng hạt của đậu Hà Lan có hai kiểu hình: hạt trơn và hạt nhăn, có hai gene ứng 
với hai kiểu hình này là gene trội B và gene lặn b. 
Khi cho lai hai cây đậu Hà Lan, cây con lấy ngẫu nhiên một cách độc lập một gene từ cây 
bố và một gene từ cây mẹ để hình thành một cặp gene. Giả sử cây bố và cây mẹ được chọn 
ngẫu nhiên từ một quần thể các cây đậu Hà Lan, ở đó tỉ lệ cây mang kiểu gene bb, Bb tương 
đương là 40% và 60%. Tính xác suất để cây con có kiểu gene bb 

Bài 17. Trong một kì thi tốt nghiệp trung học phổ thông, môt tỉnh X có 80% học sinh lựa chọn 
vào tổ hợp A00 (gồm các môn Toán, Vật Lí, Hóa học). Biết rằng , nếu học sinh chọn tổ hợp 
A00 thì xác suất học sinh đó đỗ đại học là 0,6; còn nếu học sinh đó không chọn tổ hợp A00 
thì xác suất để học sinh đó đỗ đại học là 0,7. Chọn ngẫu nhiên 1 học sinh của tỉnh X đã tốt 
nghiệp trung học phổ thông trong kì thi trên. Biết rằng học sinh đã đỗ đại học. Tính xác suất 
để học sinh đó chọn tổ hợp A00. 

Bài 18. Giả sử một loại bệnh mà tỉ lệ người mắc bệnh là 0,1%. Giả sử có một loại xét nghiệm, 
mà ai mắc bệnh khi xét nghiệm cũng có phản ứng dương tính, nhưng tỉ lệ dương tính giả là 
5% (tức là trong số những người không bị bệnh có 5% số người xét nghiệm lại có phản ứng 
dương tính). Tính xác suất khi một người xét nghiệm phản ứng dương tính  thì khả năng mắc 
bệnh của người đó là bao nhiêu? 

Bài 19. Có hai hộp đựng các viên bi có cùng kích thước và khối lượng. Hộp thứ nhất có chứa 
4 viên bi đỏ và 6 viên bi xanh, hộp thứ hai có 6 viên đỏ và 4 viên bi xanh. Lấy ngẫu nhiên 
một viên bi từ hộp thứ nhất chuyển sang hộp thứ hai, sau đó lấy ra ngẫu nhiên một viên bi 
từ hộp thứ hai. 
a) Tính xác suất:để viên bi được lấy ra từ hộp thứ hai là viên bi đỏ. 
b) Giả sử viên bi lấy ra được từ hộp II có màu đỏ. Tính xác suất viên bi màu đỏ thuộc hộp I. 

Bài 20. Một nhà máy sản xuất bóng đèn có tỉ lệ bóng đèn đạt tiêu chuẩn là 80%. Trước khi xuất 
xưởng ra thị trường mỗi bóng đèn đều được qua kiểm tra chất lượng. Vì sự kiểm tra không 
thể tuyệt đối hoàn hảo, nên một bóng đèn tốt có xác suất 0,9 được công nhận là tốt, và một 
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bóng đèn hỏng có xác suất 0,95 bị loại bỏ. Hãy tính tị lệ bóng đạt tiêu chuẩn sau khi qua 
khâu kiểm tra chất lượng sản phẩm. 

Bài 21. Có bốn nhóm xạ thủ tập bắn. Nhóm thứ nhất có 5 người, nhóm thứ hai có 7 người, 
nhóm thứ ba có 4 người và nhóm thứ tư có 2 người. Xác suất bắn trúng đích của mỗi người 
trong nhóm thứ nhất, nhóm thứ hai, nhóm thứ ba và nhóm thứ tư theo thứ tự là 0,8; 0,7; 0,6  
và 0,5. Chọn ngẫu nhiên một xạ thủ và xạ thủ này bắn trượt. Hãy xác định xem xạ thủ này 
có khả năng ở trong nhóm nào nhất. 

Bài 22. Trong số bệnh nhân ở một bệnh viện có 50% điều trị bệnh A; 30% điều trị bệnh B và 
20% điều trị bệnh C. Xác suất để chữa khỏi các bệnh A, B và C trong bệnh viện này tương 
ứng là 0,7; 0,8 và 0,9. Hãy tính tỉ lệ bệnh nhân được chữa khỏi bệnh A trong tổng số bệnh 
nhân đã được chữa khỏi bệnh. 

Bài 23. Trong một kho rượu số lượng rượu loại A và rượu loại B bằng nhau. Người ta chọn 
ngẫu nhiên một chai rượu trong kho và đưa cho 5 người sành rượu nếm thử để xác định xem 
đây là loại rượu nào. Giả sử mỗi người có xác suất đoán đúng là 75%. Có 4 người kết luận 
chai rượu loại A và 1 người kết luận chai rượu loại B. Hỏi khi đó xác suất để chai rượu được 
chọn thuộc loại A là bao nhiêu ? 
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HƯỚNG DẪN GIẢI 

Chủ đề 1. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Bài 1. TÍNH ĐƠN ĐIỆU VÀ CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 

Bài 1. Vận tốc chuyển động của vật được xác định theo công thức ( ) ( ) 26 48 9.v t s t t t= = − + +  

Ta có ( ) 12 48v t t = − + ; ( ) 0 4v t t =  = . 

Từ đó ta có bảng biến thiên: 

 

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy: Từ thời điểm bắt đầu chuyển động đến thời điểm 4t =  

giây, vật chuyển động nhanh dần. Từ thời điểm 4t =  giây đến thời điểm 10t =  giây, vật 

chuyển động chậm dần. 

Bài 2. Ta có ( ) ( ) ( )2 31
90

100
v t V t t t= = − . 

( ) ( )21
180 3

100
v t t t = − . 

( )
0

0
60

t
v t

t

=
 =  

=
. 

Bảng biến thiên: 

 

Từ bảng biến thiên ta thấy: Tốc độ bơm nước lớn nhất bằng 1 080, tại thời điểm t = 60 phút. 

Bài 3. Giả sử cần giảm giá bán mỗi cái tivi là x triệu đồng ( )14x  . 

Do giảm giá bán mỗi cái 500 ngàn đồng thì số lượng tivi bán ra sẽ tăng thêm 10 cái mỗi 

tháng nên số lượng tivi bán ra tăng lên bây giờ là: 
10

20
0,5

x
x= . 

Khi đó, doanh thu một tháng của cửa hàng là: ( ) ( ) 2100 20 . 14 20 180 1400x x x x+ − = − + + . 

 Xét hàm số ( ) ( )220 180 1400 14f x x x x= − + +   

 Ta có ( ) 40 180f x x = − + ; ( ) 0 4,5f x x =  = . 
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 Bảng biến thiên: 

 

 Từ bảng biến thiên ta thấy: Để doanh thu cửa hàng đạt cao nhất thì giá bán mỗi cái tivi là 

14 4,5 9,5− =  triệu đồng 

Bài 4. Ta có ( )
( )

0,75

2
0,75

18,75.
0, 0

0,25

t

t

e
P t t

e

−

−
 =   

+
. Suy ra số lượng quần thể nấm men được nuôi 

cấy luôn tăng. 

 Ta lại có ( ) 0,75

25
lim lim 100

0,25 tt t
P t

e−→+ →+
= =

+
. Do đó, số lượng quần thể nấm men tăng nhưng 

không vượt quá 100 , nên không thể tăng lên vô cùng được. 

Bài 5. Theo đề bài ta có: 2 kmOA= , 3 kmOB =  và 528 m = 0,528 km . 

 Đồ thị hàm số ( )y f x=  đi qua các điểm ( )0; 0O , ( ) ( )2; 0 , 3; 0A C  suy ra

( ) ( )( ) ( )3 22 3 5 6y f x ax x x a x x x= = − − = − +  với 0a  . 

 Ta có: ( )23 10 6y a x x = − + , 

5 7

3
0

5 7

3

x

y

x

 +
=

 = 
 −

=


. 

 Từ độ cao của đồi ta có tại vị trí điểm cực đại 
5 7

; 0,528
3

Đ CĐCx y
−

= =  suy ra  

3 2

0,528
0,25

5 7 5 7 5 7
5. 6.

3 3 3

a = 
     − − −

− +     
     

. 

 Điểm sâu nhất của hồ ứng với vị trí của điểm cực tiểu 
5 7

, 0,1578
3

CT CTx y
+

=  . 

 Vậy độ sâu của hồ tại điểm sâu nhất xấp xỉ 0,1578 km hay xấp xỉ 158 m . 

Bài 6. Đặt ( )QPR rad= , 0;
2

 
 
 


 . 

Ta có PQR  vuông tại Q  .cos 4cosPQ PR = =  . 

Mà 2 2QOR QPR= =  . 

Độ dài cung tròn 2.2 4QR = =  . 

Thời gian anh Tài chèo từ P  đến Q  là: 
4cos

3


 (giờ). 
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Thời gian anh Tài chèo từ Q  đến R  là: 
4 2

6 3
=

 
 (giờ). 

Tổng thời gian anh Tài di chuyển từ P  đến R  là: 
4cos 2

0
3 3 2

t
 

= +   
 

  
 . 

Xét hàm số ( )
4cos 2

3 3
t = +

 
  với 0;

2

 
 
 


 . 

( ) ( )
1

4sin 2
3

t = − +  , 0;
2

 
 
 


 . 

( ) 0, 0;
2

t
 

 =  
 


 

1
sin , 0;

2 2

 
 =  

 


 

6
 =


 . 

 Bảng biến thiên: 

 

Vậy thời gian chậm nhất mà anh Tài di chuyển từ P  đến R là 
2 3

1,5
6 3 9

t
 

= +  
 

 
(giờ) 

hay 90 phút. 

Bài 7. Xét hàm số: ( ) ( )2 3 22 1 312 77 1 000 40 000f x TR TC x x x x x= − = − + − − + + . 

 
( ) 3 275 312 40 000f x x x x= − + + − . 

 TXĐ: ( )0;D = + . 

 Ta có ( )
( )

( )
2

52
3 150 312 0

2

x N
f x x x

x L

=
 = − + + =  

= −

 

 Bảng biến thiên: 

 

Hàm số đạt giá trị cực đại 74 416CĐy =  tại 52x = . 

Vậy lợi nhuận của công ty đạt cực đại khi số sản phẩm 52x = . 

Bài 8. Xét hàm số 
2

30
( )

2

x
y C x

x
= =

+
 trên khoảng ( )0;6x . 

Ta có: 

( )

2

2
2

30 60

2

x
y

x

− +
 =

+
. 
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( )

2

2
2

230 60
0 0

22

xx
y

xx

 =− +
 =  =  

= −+ 

do ( )0;6x 2x = . 

Bảng biến thiên: 

 
Từ bảng biến thiên suy ra:  

Nồng độ thuốc trong máu ( )C x  đạt giá trị cực đại là 
15 2

2
 (mg/L) ≈ 10,6 (mg/L) trong 

khoảng thời gian 6 phút sau khi tiêm. 

Bài 9. Gọi cạnh đáy hình vuông của tháp là x (m). 

 Độ dài đường chéo tấm bạt bằng 20 2 (m). 

 Gọi hình chóp tứ giác đều là .S ABCD , Gọi M, N lần lượt là 

trung điểm AB, CD. 

 Khi đó MN = x (m), 
20 2

2

x
SN

−
=  (m) với 0 10 2x  . 

 Gọi O là tâm của hình vuông, ta có 

 

2 2

2 2 20 2 1
800 40 2

2 2 2

x x
SO SN ON x

 −  
= − = − = −       

. 

 Thể tích khối chóp 21 1
. 800 40 2

3 6
ABCDV S SO x x= = − . 

 Ta có 
( )20 80 5 2

'
6 800 40 2

x x
V

x

−
=

−
0 8 2V' x =  =  với 0 10 2x  . 

 Xét bảng biến thiên: 

 

 Vậy khi 8 2x =  thì thể tích khối chóp lớn nhất 
256 10

3
V = (m3). 

 Diện tích phần bị cắt của tấm bạt: 

 
( )

2
2 1 20 2 8 2

4. 20 8 2 4. . .8 2 80
2 2

hv ABCD SABS S S S

−
= − − = − − = (m2). 
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BÀI 2. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 

Bài 1. Xét hàm số ( ) ( )2 31000 30 0 30N t t t t= + −   . 

Ta có: ( ) 2
0

60 3 0
20

t
N t t t

t

=
 = − =  

=
 

 

Với 20t =  giây thì số vi khuẩn lớn nhất. 

Bài 2. Gọi giá vé sau khi điều chỉnh là 20 + x (ĐK: x > −20) 

Số khách là: 1 000 – 100x 

Tổng thu nhập

( ) ( )( ) ( )( ) 220 2 1 000 100 22 1 000 100 100 1 200 22 000f x x x x x x x= + + − = + − = − − +  

Bảng biến thiên: 

 

( )
( ) ( )

20;
max 6f x f
− +

= − . Suy ra giá vé là: 20 20 6 14x+ = − = USD 

Bài 3. Hình hộp trên có độ dài cạnh đáy là x (cm, x > 0 và chiều cao là h (cm, h > 0) 

Diện tích bề mặt của hình hộp là 108 cm2 nên 
2

2 108
4 108 ( cm)

4

x
x xh h

x

−
+ =  =  

(điều kiện 0 108x   ). 

Thể tích của hình hộp là: 
2 3

2 2 108 108
.

4 4

x x x
V x h x

x

− −
= =  =  (cm3).  

Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của hàm số 
3

27    (0 108)
4

x
V x x= − +    

Ta có: 
23 108

,  0 6
4

x
V V x

− +
 = =  =  (do 0 108x   ) 

Lập bảng biến thiên của hàm số: 

 

Do đó, thể tích của chiếc hộp là lớn nhất khi độ dài cạnh đáy x = 6 cm 
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Khi đó, chiều cao của chiếc hộp là: 
2108 6

3
4.6

−
=  (cm). 

Bài 4. Gọi x, y lần lượt là cạnh đáy và chiều cao của bể cá (điều kiện , 0x y  ). 

Ta có: thể tích bể cá 2V x y= . 

Theo đề bài ta có: 24 6xy x+ =
26

4

x
y

x

−
 =  (điều kiện 20 6 0y x  −   0 6x   ) 

Khi đó: 
2 3

2 6 6
.

4 4

x x x
V x

x

− −
= =  

26 3

4

x
V

−
 =  

20 6 3 0V x =  − =  2x = . 

Ta có bảng biến thiên: 

 

 Suy ra max 2V =  tại 
1

2;
2

x y= = . 

 Vậy bể cá có kích thước là cạnh đáy là 2 , chiều cao là 
1

2
thì dung tích là lớn nhất. 

Bài 5. Gọi chiều dài cạnh đáy hình vuông và chiều cao của thùng đựng gạo lần lượt là x, y (m);

( )0, 0x y  . Ta có thể tích của thùng là: 2 10V x y= =
2

10
y

x
 = . 

 Diện tích đáy hình hộp là x2 và diện tích xung quanh là 4xy nên chi phí để làm thùng tôn là 

 ( )2 2 31 600 000
90 000 160 000 90 000 12 000 900x xy x f x

x
+ = + =  

 Trên khoảng( )0;+  ta có ( ) 2

1 600 000
' 180 000f x x

x
= − . 

 ( )
3

3

2 10
' 0

9
f x x=  = . 

 Ta có bảng biến thiên: 

 

 Vậy chi phí nhỏ nhất bằng 3120 000 900 đồng khi và chỉ khi cạnh đáy hình hộp bằng 
3

3

2 10
.

9
 



69 

Bài 6. Xét hàm số ( ) 2

2

1

t
c t

t
=

+
, ( 0)t  . 

( )
( )

2

2
2

2 2

1

t
c t

t

−
 =

+
. 

( )
1

0
1

t
c t

t

=
 =  

= −
. 

Sau 1 giờ thì nồng độ thuốc trong máu của bênh nhân cao nhất. 

Bài 7. Ta có: h = x (cm) là chiều cao của hình hộp. 

 Vì tấm nhôm được gấp lại tạo thành hình hộp nên cạnh đáy của hình hộp là: 40 – 2x (cm). 

 Vậy diện tích đáy hình hộp ( )
2

40 2S x= −  (cm2). 

 Ta có: ( )
0 0

0;20
40 2 0 20

x x
x

x x

  
   

−   
. 

 Thể tích của hình hộp là: ( )
2

. 4. 0 2V h x xS= = − . 

 Xét hàm số: ( )
2

. 40 2y x x= − trên khoảng ( )0;20  

 Ta có: ( ) ( ) ( )( )
2

' 40 2 4 40 2 40 2 40 6y x x x x x= − − − = − − ; 

      

( )

( )

20

' 0 20

3

x L

y
x N

=
= 
 =


. 

 

Vậy 
20

3
x =  thì thể tích khối hộp là lớn nhất. 

Bài 8. Ta có 2 3V kRr kr= −  

2' 2 3V kRr kr= − , ' 0V = 

0

2

3

r

R
r

=

 =


 

Bảng biến thiên: 
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Từ BBT ta có bán kính khí quản khi ho bằng 
2

3

R
 thì tốc độ của không khí đi váo khí quản 

là lớn nhất. 

Bài 9. Ta có: 2( ) '( ) 3 36v t s t t t= = − +  với [0;10].t  

'( ) 6 36

'( ) 0 6

v t t

v t t

= − +

=  =
 

(0) 0v =  

(10) 60v =  

(6) 108v =  

Vậy vận tốc lớn nhất của vật trong khoảng thời gian 10 giây, kể từ lúc bắt đầu chuyển động 

là 108  (m/s). 

Bài 10.  

Ta có: 2

2

V
V r h h l

r
=  = =


. 

Diện tích toàn phần của lon sữa: 
2

2 2 2tp xq dS S S rl r= + = +   

      2 2

2

2
2 2 2

V V
r r r

r r
= + = +  


 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy, ta có 
2

2 2 2 33
2

2 2 3 . .2 6 .
4

V V V V V V
r r r

r r r r r
+ = + +  =


    

Dấu “=“ xảy ra khi: 
2

32
2

V V
r r

r
=  =


. 

Vậy diện tích toàn phần của lon sữa nhỏ nhất bằng 
2

36
4

V
 khi 3 .

2

V
r =


 

Bài 11. Ta có: 4 2 60a r+ =  30 2r a = −  

Điều kiện: 0 4 60 0 15a a     . 

Tổng diện tích của hình vuông và hình tròn: 

2 2S a r= + 
( )

( )
2

2 2
30 2 1

4 120 900
a

a a a
−

 = + = + − + 
 

 

Xét ( ) 2( ) 4 120 900f a a a= + − +  với ( )0,15a  

( )f a  đạt giá trị nhỏ nhất tại 
( )

( )
120 60

0,15
2 4 4

a = = 
+ + 

. 

S  đạt giá trị nhỏ nhất khi 
60

4
a =

+

60 30
30 2.

4 4
r = − =

+ +




 
 

30

4
r =

+
 

Khi đó: 
60 30

: 2
4 4

a

r
= =

+ + 
. 

Kết luận: 2
a

dm
r
= . 
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Bài 12. Ta có: ( ) 2 10 24h t t t = − + +  

 ( ) 2' 0 10 24 0 12h t t t t= − + + =  =  

 Bảng biến thiên: 

 

Để mực nước lên cao nhất thì phải mất 12  giờ, Khi đó 20  giờ nước đầy. Vậy phải thông báo 

cho dân di dời vào 15giờ chiều cùng ngày. 

Bài 13. Gọi ( ) ( ), 0, 0x y m x y   là chiều dài và chiều rộng của đáy bể. 

Khi đó theo đề ta suy ra: 
0,16

0,6 0,096xy y
x

=  = . 

Giá thành của bể cá được xác định theo hàm số sau: 

( )
0,16 0,16

2.0,6 .70 000 100 000. .f x x x
x x

 
= + + 

 
( )

0,16
84 000 16 000f x x

x

 
 = + + 

 
 

Ta có: ( ) ( )2

0,16
84 000 1 0 0,4f x f x x

x

 
 = −  =  = 

 
 

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào bảng biến thiên suy ra chi phí thấp nhất để hoàn thành bể cá là ( )0,4 83 200f = VNĐ. 

Bài 14. Gọi x (lít) ( )0 10x   là số xăng An sử dụng trong 1 ngày. 

 Khi đó: 10 x−  (lít) là số xăng Bình sử dụng trong 1 ngày. 

 Suy ra: ( ) ( )
32 72

, 0;10
10

f x x
x x

= + 
−

 là tổng số ngày An và Bình sử dụng hết số xăng 

được khoán. 

Ta có: ( )
( )

'

22

32 72

10
f x

x x
= − +

−
.  

Cho ( )' 0f x =
( )

22

32 72
0

10x x
− + =

− ( )

4

20 0;10

x

x

=
 

= − 
 

 Bảng biến thiên của hàm số ( ) ( )
32 72

, 0;10
10

f x x
x x

= + 
−
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Dựa vào BBT ta có ít nhất 20 ngày thì An và Bình sử dụng hết lượng xăng được khoán. 

Bài 15. Xét hàm số ( ) ( )2
0

1

t
c t t

t
= 

+
 

 Ta có ( )
( )

2

2
2

1
'

1

t
c t

t

−
=

+
 

 ( )
( )

1
' 0

1

t
c t

t L

=
=  

= −
 

 Bảng biến thiên: 

 
Vậy khi 1t = thì nồng độ thuốc trong máu của bệnh nhân là cao nhất. 

Bài 16.  

Gọi x và y lần lượt là chiều rộng và chiều cao của bể cá. 

Ta có: Thể tích của bể cá là 22 .V x y=  

Theo đề bài ta có 

 
2

2 2 5 2
2 2.2 2 5 6 2 5

6

x
xy xy x xy x y

x

−
+ + =  + =  =  

2 3 2
2 5 2 5 2 5 6

2 . '
6 3 3

x x x x
V x V

x

− − −
 = =  =

5
' 0

6
V x =  = . 

 Bảng biến thiên: 

 

 Vậy thể tích lớn nhất của bể cá là 
5 30

1,01
27

  m3 
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Bài 17. Theo bài ra ta có chi phí thuê nhân công thấp nhât thì bể 

phải xây dung có tổng diện tích xung quanh và diện tích đáy 

nhỏ nhất. 

Gọi ba kích thước của bể là ,2 ,a a c  với ( ), 0a c  . 

Diện tích các mặt cần xây là 2 22 4 2 2 6 .S a ac ac a ac= + + = +  

Thể tích bể là 2

2

144
.2 . 2 288V a a c a c c

a
= = =  =  

Khi đó: 2 2 2 2
3

2

144 864 432 432 432 432
2 6 . 2 2 3 2 . . 216S a a a a a

a a a a a a
= + = + = + +  = . 

Vậy chi phí thấp nhất là 216.500 000 108=  triệu đồng. 

 

BÀI 3. ĐƯỜNG TIỆM CẬN  

Bài 1. Ta có ( )
50 50 50

lim lim lim lim 50
444

11
x x x x

x x
N x

x
x

xx

→+ →+ →+ →+
= = = =

+  
++ 

 

. 

Vậy một nhân viên lắp ráp tối đa không vượt quá 50 bộ phận máy tính. 

Bài 2.  

a)  Sau 20  phút, số gam muối trong bể là: 20 30 20 12 000  =  (gam). 

Sau 20  phút, số lít nước trong bể là: 1 000 30 20 1 600+  =  (lít). 

Sau 20  phút, nồng độ muối trong bể là: 
12 000 15

7,5
1 600 2

=   (gam/lít). 

b) Sau t  phút, số gam muối trong bể là: 20 30 600t t =  (gam). 

Sau t  phút, số lít nước trong bể là: 1 000 30t+  (lít). 

Sau t  phút, nồng độ muối trong bể là: ( )
600 60

1 000 30 100 3

t t
f t

t t
= =

+ +
 (gam/lít). 

c) Xét hàm số ( )
60

100 3

t
f t

t
=

+
Với t  có đơn vị là phút và 0t  . 

Ta có: ( )
60 60

lim lim lim 20
100100 3

3
t t t

t
f t

t

t

→+ →+ →+
= = =

+
+

. 

Nên tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )f t  là 20y = . 

Vậy nồng độ muối trong bể luôn nhỏ hơn và ngày càng gần 20  (gam/lít). 

Bài 3. Chi phí trung bình để sản xuất x  sản phẩm là ( )
60 000 250x

F x
x

+
=  (nghìn đồng). 

Ta có ( )
60 000 250 60 000

lim lim lim 250 250
x x x

x
F x

x x→+ →+ →+

+  
= = + = 

 
. 

Vậy chi phí trung bình tối đa để sản xuất một sản phẩm là không quá 250 000 đồng. 

Bài 4. Ta có: ( )
26 10

lim lim 26
5t t

t
f t

t→ →

+
= =

+
.  

Vậy số dân tối đa của thị trấn không vượt quá 26 nghìn người. 
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Bài 5. Ta có: ( )lim 2
x

G t
→+

= . Nên số đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )G t  là 2. Vậy 

chi phí sản xuất tối đa cho mỗi sản phẩm không vượt quá 2 triệu đồng. 

Bài 6. Ta có: 
( )

2

5 000.25
( ) 0   0

4 25
P x x

x
 =   

+
, suy ra hàm số 

5 000
( )

4 25

x
P x

x
=

+
 là hàm số đồng 

biến trên ( )0;+ . 

Ta lại có: 
5 000 5 000

lim ( ) lim lim 1 250
254 25

4
x x x

x
P x

x

x

→+ →+ →+
= = =

+
+

. 

Suy ra tiệm cận ngang của đồ thị hàm số là 1 250y = . 

Vậy số sản phẩm sản xuất được tối đa khi số người tham gia là rất lớn không vượt quá 1 250. 

Bài 7. Ta có: 

1 200

4
lim ( ) lim 300 2 lim 600 600

22
1

x x x

xS x
x

x

→+ →+ →+

 
  

= + = + =  
+   +

 

. 

Suy ra, tiệm cận ngang của đồ thị hàm số là 600y = . 

Vậy số lượng sản phẩm của công ty bán được trong thời gian dài không thể thấp hơn 600 

sản phẩm.  

Bài 8. Ta có 1 2

20 0
lim lim
r r

m m
F G

r→ →
= = + . Vậy điều này có nghĩa là khi r dần về 0 thì lực hấp dẫn 

tiến đến + . 

Bài 9. Ta có: ( )
2

2

1
lim lim

1
v c v c

v
v

c

→ →
= = +

−

  nên x = c là tiệm cận đứng của đồ thị. Vậy khi hệ số 

tương đối dần về +  thì vận tốc gần bằng c. 

Bài 10.  

a) Ta có: ( )
30000 2000t

f t
t

+
= . 

Sau 15 năm thì 15t = . Nên ( )
30 000 2 000 15

15 4 000
15

f
+ 

= = . 

Vậy sau 15 năm, giá trị của xe ô tô đó bằng 4 000 (USD). 

b) Ta có: ( )
30 000 2 000 30 000

lim lim lim 2 000 2 000.
t t t

t
f t

t t→+ →+ →+

+  
= = + = 

 
 

Suy ra, tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )f t  là 2000y = . 

Vậy khi thời gian tăng lên, giá trị của xe ô tô đó ngày càng giảm về và gần bằng 2 000 USD. 

Bài 11.  

a) Trong 200  gam dung dịch muối nồng độ 15%  có 
15

200.
100

 30=  (gam) muối tinh khiết. Khi 

thêm x (gam) muối tinh khiết vào 200 gam dung dịch muối nồng độ 15% thì có (x + 30) (gam) 

muối tinh khiết. Khi đó, ta có hàm số là ( )
( )100 30

200

x
f x

x

+
=

+
.  
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b)  Ta có ( )
( )

( )2

17 000
0,   0; .

200
'f

x
x x=    +

+
  

Vì ( )f x  đồng biến trên khoảng ( )  0;+  nên khi x tăng thì ( )f x  tăng. Nghĩa là khi thêm 

càng nhiều gam muối tinh khiết thì dung dịch có nồng độ phần trăm càng tăng. 

Vì x + 30 < x + 200 với mọi ( )  0;x +  nên 
30

1
200

x

x

+


+
 dẫn đến ( )

( )100 30
100. 

200

x
f x

x

+
= 

+
 

Nghĩa là nồng độ phần trăm không vượt quá 100% khi cho thêm nhiều gam muối tinh khiết 

vào.  

Bài 12.  

a)  Dân số của thị trấn đó vào năm 2025 là ( )
26 55 10

55 24
55 5

f
 +

= =
+

nghìn người.  

b)  Ta có ( )
( )

( )2

120
0 5

5
f t t

t
 =    −

+
luôn nhận giá trị dương trên khoảng (0; + ∞). Nên hàm 

số đồng biến trên  )0;+ . 

Ta lại có: ( )
26 10

lim lim 26
5t t

t
f t

t→+ →+

+
= =

+
. Do đó đồ thị hàm số ( )f t  có đường tiệm cận 

ngang là 26y = .  

Vì vậy dân số của thị trấn đó không thể vượt quá 26 nghìn người. 

Bài 13.  

a)  Số lượng xe máy điện của cửa hàng được bán ra trong tháng đầu là ( )
30

1 50 40
2 1

f = − =
+

 (xe). 

b)  Ta có: ( )
30

45 5 2 6 4
2

f x x x
x

    +    
+

để bán được từ 45 xe trở lên trong mỗi 

tháng thì phải từ tháng thứ tư trở đi. 

c) Ta có: ( )
30

lim lim 50 50
2x x

f x
x→+ →+

 
= − =  

+ 
 Tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )y f x=  là 

đường thẳng 50y = . 

Vì tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )y f x=  là đường thẳng 50y =  nên khi x  càng lớn 

thì số lượng xe bán ra càng tiến gần đến mức 50 xe/tháng. 

Bài 14. Tổng số tiền cần bỏ ra để in t  cuốn sách là: 7 000 50t+  (nghìn đồng). 

Chi phí trung bình của mỗi cuốn sách là ( )
7 000 50t

f t
t

+
= . 

Ta có ( )lim 50
t

f t
→+

= . 

Suy ra 50y =  là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )f t . Vậy chi phí trung bình của 

mỗi cuốn sách thấp nhất càng gần nhưng không thể thấp hơn 50 000 đồng. 

Bài 15. Một đồ chơi A công ty phải trả 6 USD nên x đồ chơi A công ty phải trả 6x (USD) (x > 1). 

 Khi đó tổng số tiền bao gồm cả chi phí ban đầu mà công ty phải chi trả khi sản xuất x đồ 

chơi A là: ( ) 6 40000P x x= + ( )
( ) 6 40000P x x

F x
x x

+
 = = . 
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Ta có ( )
6 40000

lim lim 6
x x

x
F x

x→+ →+

+ 
= = 

 
 

Suy ra 6y =  là phương trình đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số ( )F x . Vậy chi phí 

trung bình của mỗi đồ chơi A thấp nhất càng gần nhưng không thể nhỏ hơn 6 USD. 

Bài 16. Ta có ( )

5
20

20 5
lim lim lim 20

22
1

t t t

t tf t
t

t

→+ →+ →+

+
+

= = =
+

+

. 

Vậy dân số của huyện đó không vượt quá 20 ( nghìn người). 

Bài 17. Ta có ( )
100 100

400 10
lim lim

100x x

x
C x

x− −→ →

+
= = +

−
. 

Suy ra, đường thẳng x = 100 là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số ( )C x . 

Vậy để đạt được gần như loại bỏ 100% chất gây ô nhiễm không khí từ khí thải của một nhà 

máy thì cần chi phí là vô cùng lớn và gần như là không thể thực hiện được. 

Bài 18. Chi phí để sản xuất trung bình một sản phẩm là  

( )
22 25 25

2 1
x x

f x x
x x

+ +
= = + + (nghìn đồng). 

Ta có ( ) ( )
25

lim 2 1 lim 0
x x

f x x
x→+ →+

− + = =   . 

Vậy đường thẳng 2 1y x= +  là đường tiệm cận xiên của đồ thị hàm số ( )f x . 

Bài 19. Sau t  phút khối lượng muối trong bể là 25.20. 500t t= (gam). 

Thể tích của bể sau t  phút là 6 000 20.t+ (lít). 

Khi đó ( )
500 25

6 000 20 3 000

t t
f t

t t
= =

+ +
(gam/lít). 

( )
25 25

lim lim lim 25
3 0003 000

1
t t t

t
f t

t

t

→+ →+ →+
= = =

+
+

. 

Vậy nồng độ muối tối đa có trong bể là 25 (gam/lít). 

 

BÀI 4. KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Bài 1.  Dựa vào đồ thị ta thấy đồ thị hàm số đi qua các điểm: ( ) ( ) ( )0;0 , 2;12 , 4;24O A B  và 

nhận ( )4;24B  làm 1 cực trị. 

 Ta có: ( ) ( )3 2 2' 3 2s t at bt ct d s t at bt c= + + +  = + +  

 Khi đó ta có hệ sau: 

( )

( )

( )

( )

3
0 0 0 4

2 12 8 4 2 12 9

264 16 4 244 24
048 8 0' 4 0
0

as d

s a b c d
b

a b c ds
ca b cs
d


= −= =

 = + + + =  
=   

+ + + ==  
=  + + ==  =
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Nên: ( ) 3 23 9

4 2
s t t t= − + ( ) ( ) 29

' 9
4

v t s t t t = = − + . 

Thầy Hiếu dừng đi bộ khi: ( ) 2
09

0 9 0
44

t
v t t t

t

=
=  − + =  

=
 

Bài toán trở thành tìm giá trị lớn nhất của ( )v t  trên  0;4 . 

Ta có: ( )
9

' 9
2

v t t= − + ( )' 0 2v t t =  = . 

Khi đó: ( ) ( ) ( )0 0,  2 9,  4 0v v v= = =  

Vậy vận tốc lớn nhất mà thầy Hiếu đạt được là 9 km/h tại thời điểm 2t = . 

Bài 2. ( ) 21,5 0,075G x x x = −  

( ) 0 0 20G x x x =  =  =  

 

Vậy để bệnh nhân đó có huyết áp giảm nhiều nhất thì liều lượng thuốc cần tiêm vào là x = 20 (mg). 

Bài 3. Đặt ( )0 4 4 2AM x x ME x=    = − , 2MN x=  

         ( )
22 22 4 2MQ ME x= = −  

Gọi S  tổng diện tích của hình vuông ở giữa và bốn tam giác 

cân nhỏ. 
2

2 2 24. 2
2

MQ
S PQ MQ MN= + = +

2 2(4 2 ) ( 2)x x= − +  

26 16 16x x= − +  

4
' 12 16 0

3
S x x= − =  =  

Bảng biến thiên: 

 

Vậy min

16

3
S = . 

Bài 4.  Gọi giá vé sau khi điều chỉnh là 20 x+  ( )20 0x+   

Số khách là:1 000 100x−  

Tổng thu nhập: 

( ) ( )( ) ( )( ) 220 2 1000 100 22 1 000 100 100 1 200 22 000f x x x x x x x= + + − = + − = − − +  

4

x 4-2xM

N

E

P

BA

D C

Q
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Bảng biến thiên 

 

( )
( ) ( )

20;
max 6f x f
− +

= − .Suy ra giá vé là: 20 20 6 14x+ = − =  USD 

Bài 5.  

 

Gọi x (m) là cạnh của tam giác đều, 
20

0
3

x
 

  
 

. 

Suy ra cạnh hình vuông là 
20 3

4

x−
 (m). 

Gọi S  là tổng diện tích của hai hình. 

( )
2

2 3 20 3
.

4 4

x
S x x

− 
= + 

 
. 

Ta có: ( )
3 20 3 3

' 2 .
2 4 4

x
S x x

−  
= + − 

 
. 

( )
3 20 3 3

' 0 2 . 0
2 4 4

x
S x x

−  
=  + − = 

 

60

9 4 3
x =

+
. 

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào bảng biến thiên, S  đạt giá trị nhỏ nhất tại 
60

9 4 3
x =

+
(m). 

Vậy độ dài phần đầu là 
180

9 4 3+
 (m). 

Bài 6. Sau t phút, trong bể chứa ( )50 150t + lít nước và 20t gam chất khử trùng. 

Suy ra nồng độ chất khử trùng trong bể sau t phút là ( )
20

50 150

t
f t

t
=

+
gam/lít. 

Khảo sát sự biến thiên hàm số ( )
20

50 150

t
f t

t
=

+
, 0t  . 
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Ta có: ( )
( )

2

3 000
0, 0

50 150
f t t

t
 =   

+
 

( )
20 20 2

lim lim lim 0,4
15050 150 5

50
t t t

t
f t

t

t

→+ →+ →+
= = = =

+
+

 

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào BBT ta thấy giá trị ( )f t  tăng theo t nhưng không vượt ngưỡng 0,4 gam/lít. 

Vậy p = 0,4. 

Bài 7. Gọi x là chiều rộng, ta có chiều dài là 2x. 

 Do diện tích đáy và các mặt bên là 6,7 m2 nên có chiều 

cao 
26,7 2

6

x
h

x

−
= , 

 Ta có: 0h   nên 
6,7

2
x  . 

 Thể tích bể cá là ( )
36,7 2

3

x x
V x

−
=  và ( )

26,7 6
0

3

x
V x

−
 = =

6,7

6
x =  

Bảng biến thiên: 

 
Bể cá có dung tích lớn nhất bằng 1,57 m3. 

Bài 8.  Đặt BC = x (m) 0 1x  . Theo đề bài, ta có
0,48 0,48

. 0,48AB BC AB
BC x

=  = = . 

( )
0,96

2.T f x AB BC CD x AB x
x

= = + + = + = + . 

( ) 2

0,96
1 .f x

x
 = − Khi đó ( ) 2 2 6

0 0,96 0 0,98
5

f x x x =  − =  =  (m). 

 
Vậy chiều rộng đáy mương BC = 0,98 (m) thỏa ycbt. 



80 

Bài 9. Gọi độ dài đoạn dây gấp tam giác đều là x thì độ dài đoạn dây gấp hình vuông là 60 – x (mét) 

Khi đó 
2 2

1

3 3
3

3 4 36

x a x
x a a S=  =  = =  

Mặt khác:  
2

2 260 60
60 4

4 4

x x
x b b S b

− − 
− =  =  = =  

 
 

Khi đó ( )
( ) 222

1 2

9 4 3 1 080 32 4003 60

36 4 144

x xx x
S S f x

+ − +− 
+ = +  = 

 
 

Dễ dàng tính được ( ) ( )1 2 min

540
min 97,9

9 4 3
S S f x f

 
+ = =  

+ 
(m2). 

Bài 10. Gọi độ dài đoạn dây gấp đường tròn là x thì độ dài đoạn dây gấp hình vuông là 30 – x (mét) 

Khi đó 
2

2

12
2 4

x x
x a a S a=  =  = = 

 
 

Mặt khác:  
2

2 230 30
30 4

4 4

x x
x b b S b

− − 
− =  =  = =  

 
 

Khi đó 

( )
( )2 22

1 2

4 60 90030

4 4 16

x xx x
S S f x

+ − +− 
+ = +  = 

 

  

 
 

Dễ dàng tính được ( ) ( )1 2 min

30
min 31,5

4
S S f x f

 
+ = =  

+ 




(m2). 

Bài 11. Gọi chiều dài, chiều rộng của hộp là 2x  và x ( 0)x  . 

Khi đó, ta có thể tích của cái hộp là: 
2 2 22 . 2 . 48 . 24V x h x h x h=  =  =  

Do giá thành làm đáy và mặt bên hộp là 3, giá thành làm nắp 

hộp là 1 nên giá thành làm hộp là: 

( )2 2 23 2 2 4 2 8 18L x xh xh x x xh= + + + = +  

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số không âm ta được: 

3 23 8 .9 .9x xh xh ( )
2

233 648 216x h= =  

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi: 

2

2

8 9

24

x xh

x h

 =


=
2

3

2

9

8

9
. 24

8

h
x

h


=

 
 =


3

8

3

x

h

=


 
=



 

Vậy m = 8, n = 3 và m + n = 11. 

Bài 12. Gọi độ dài của hàng rào song song với bờ sông là x với 0x   

Gọi độ dài của mỗi hàng rào trong ba hàng rào song song nhau là y  với 0y   

Diện tích đất mà bác nông dân rào được là: xy (m2). 
Tổng chi phí là 15 000 000  đồng nên ta có phương trình: 
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60 000 3 50 000 15 000 000 6 15 1 500x y x y+ =  + =  

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương ta có: 

6 15 2 6 .15 1 500 2 90 6 250x y x y xy xy+  =  =   

Vậy diện tích lớn nhất mà bác nông dân có thể tạo rào là 6 250 (m2). 

Bài 13.  

a) Chi phí để A sản xuất 10 tấn sản phẩm trong một tháng là ( )10C = 100 + 30.10 = 400 triệu đồng. 

b) Số tiền A thu được khi bán 10 tấn sản phẩm cho B là  

( ) ( ) ( )210 10. 10 10. 45 0,001.10 449R P= = − =  triệu đồng. 

c) Lợi nhuận mà A thu được là: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )345 0,001 100 30H x R x C x xP x C x P x x x x= − = − = = − − +  

 30,001 15 100x x= − + − . 

d) Xét hàm số ( ) 30,001 15 100,H x x x= − + − ( )0 100x   ta có ( ) 20,003 15,H x x = − +

( ) 20 0,003 15 0 50 2H x x x =  − + =  =  (chọn). 

Ta có ( )0 100H = − ; ( )50 2 500 2 100H = − ; ( )100 400H = . 

Vậy A  bán cho B  khoảng 50 2 70,7  tấn sản phẩm mỗi tháng thì thu được lợi nhuận lớn 

nhất bằng ( )50 2 500 2 100H = − . 

Bài 14. Theo bài ra ta có: phương trình của parabol là 23
60

80
y x= − . 

Khoảng cách giữa khung Parabol và đường xuyên núi là: 
3

23 3
60 35

80 25600 16

x x
D x

 
= − − − + 

 
 với ( )23,71;27,99x −  

Xét 
23 3 3

' 0 2, 49
40 25600 16

x
D x x= − − + =  =  

Bảng biến thiên: 

 

 Dựa vào bảng biến thiên, MN là đoạn có độ dài lớn nhất khi x = 2,49 

3
23 2,49 3.2,49

60 .2,49 35 25,23
80 25 600 16

MNMN D
 

 = = − − − +  
 

 

 Vì N và Q là hai điểm đối xứng qua Oy 2, 49PQx  −  

 
3

23 2,49 3. 2,49
60 .2,49 35 24,3

80 25 600 16
PQPQ D

 − −
 = = − − − +  

 
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 Tổng độ dài 49,5MN PQ+ = . 

Bài 15. Để nồng độ chất độc trong máu thấp nhất khi thời gian di chuyển về đến tại thấp nhất. 

Vậy nên Quãng đường ông Vinh di chuyển về đến trại phải thấp nhất. 

Quãng đường của Ông Vinh 

Theo bài ra ta có: ông Vinh sẽ đi qua các quãng đường .XM MN NY+ +  

Ta có: 
29XM NY x= = + ; 18 2MN x= −  

Thời gian Ông Vinh chạy đến Trại nghỉ là: 
29 9

( ) 2
5 13

x x
T x

 + −
= + 

 
 

 với ( )0;9x  

Xét 
29 9 5

'( ) 2 0
5 13 4

x x
T x x

 + −
= + =  = 

 
 

 ( thỏa mãn) 

Bảng biến thiên: 

 

 Dựa vào bảng biến thiên, ta thấy giá trị của ( )T x  nhỏ nhất khi 
5

4
x = . 

 
( )0,9

5 162
 ( ) ( )

4 65x
Min T x T


 = =  

 Vậy, nồng độ chất độc trong máu thấp nhất là 
(0, )

162
min 50log 2 32,6

65
y

+

 
= +  

 
 

Bài 16. Gọi x (km) là độ dài quãng đường CD ( )0 8 ;x   

8 – x (km) là độ dài quãng đường DB. 

Thời gian chèo thuyền trên quãng đường 
2 9AD x= +  

là: 
2 9

6

x +
 (giờ) 

Thời gian chạy trên quãng đường DB  là: 
8

8

x−
 (giờ) 

Tổng thời gian di chuyển từ A đến B là: 

( )
2 9 8

6 8

x x
f x

+ −
= +  

Xét hàm số ( )
2 9 8

6 8

x x
f x

+ −
= +  trên khoảng  0; 8 . 
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Ta có ( )
2

1
;

86 9

x
f x

x
 = −

+
( ) 2 9

0 3 9 4
7

f x x x x =  + =  =  

Bảng biến thiên: 

 

Dựa vào bảng biến thiên ta thấy thời gian ngắn nhất để di chuyển từ A đến B là 
7

1 80 .
8

+   

 

Chủ đề 2. TỌA ĐỘ VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN 

Bài 5. BÀI TOÁN VỀ VECTƠ VÀ TỌA ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN OXYZ  

Bài 1. Ta có F ma=  suy ra 0,5.100 50F ma= = = (N).  

Vậy muốn truyền cho quả bóng khối lượng 0,5 kg một gia tốc 100 m/s2 thì cần một lực đá 

có độ lớn là 50 N. 

Bài 2.  

a) Ta có P mg=  suy ra 20.10 200P mg= = =  (N).  

Vậy trọng lực tác dụng lên em bé là 200 N. 

b) Ta có ( ). .cos , 200.2.cos80 69A P s P s= =    (J). 

Vậy công sinh bởi trọng lực P  khi em bé trượt hết 

chiều dài cầu trượt là 306 J. 

Bài 3. Gọi A, B, C lần lượt là các điểm sao cho 

1 2 3, ,OA F OB F OC F= = = . Lấy các điểm A’, B’, 

C’, O’ sao cho ' . ' ' 'OAC C BA O B  là hình hộp. Khi 

đó, áp dụng quy tắc hình hộp, ta có. 

'OA OB OC OO+ + = . 

Mặt khác lực các lực căng 1 2 3, ,F F F  đôi một 

vuông góc nhau và 1 2 3 20 3F F F= = = (N) nên 

hình hộp ' . ' ' 'OAC C BA O B  có ba cạnh OA, OB, OC đôi một vuông góc nhau và bằng nhau. 

Vì thế hình lập phương ' . ' ' 'OAC C BA O B  có độ dài cạnh bằng 20 3  suy ra độ dài đường 

chéo ' 20 3OO = . 

Do chiếc đèn ở vị trí cân bằng nên 1 2 3F F F P+ + = , ở đó P  là trọng lượng tác dụng lên chiếc 

đèn. Vậy trọng lực của chiếc đèn là ' 20 3. 3 60P P OO= = = = (N). 

Bài 4. Ta có 8.9,8 78,4P = = N. 

Vì .S ABCD  là hình chóp tứ giác đều nên SA SB SC SD= = =  
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Mà 60ASC = =  Tam giác SAC  đều 

Gọi O  là trung điểm AC . 

Ta có: Hợp lực của 4 sợi xích là 

2 2 4F SA SC SB SD SO SO SO= + + + = + =  

Để đèn chùm đứng yên thì hợp lực của các sợi xích phải cân 

bằng với trọng lực hay 4SO P=  hay 4 19,6SO P SO=  =  

Xét tam giác đều 
3 19,6. 3

:
2 2

17SAC SA SO= =  . 

Vậy độ lớn của lực căng cho mỗi sợi xích là 17 N. 

Bài 5. Gọi M, N, P, Q lần lượt là các điểm sao cho 
1 2 3 4, , ,EM F EN F EP F EQ F= = = = . Gọi 

O là giao điểm của MP và NQ, E’ là điểm đối xứng của E qua O, ta có: 

1 2 3 4 5000 3F F F F= = = = (N) các mặt bên của hình 

chóp .E MNPQ  là tam giác cân bằng nhau. 

Vì các đoạn dây cáp EA, EB, EC, ED có độ dài bằng nhau và 

cùng tạo với mặt phẳng (ABCD) một góc 60° nên các tam 

giác ,  MEP NEQ   là tam giác đều, bằng nhau. Suy ra 

3 5 000 3. 3
7 500

2 2

EM
EO = = = (N). 

Mặt khác: ( ) ( )1 3 2 4 ' ' 2 ' 4P F F F F EE EE EE EO= + + + = + = =  

Suy ra 4 4.7 500 30 000P EO= = = (N). 

Vậy trọng lượng của chiếc xe là 30 000 3 000 27 000− = (N). 

Bài 6. Gọi M, N, P, Q lần lượt là các điểm sao cho 1 2 3 4, , ,EM F EN F EP F EQ F= = = = . Gọi 

O là giao điểm của MP và NQ, E’ là điểm đối xứng của E qua O, ta có: 

1 2 3 4 100 2F F F F= = = = (N) các mặt bên của hình chóp 

.E MNPQ  là tam giác đều bằng nhau. 

Vì các đoạn dây cáp EA, EB, EC, ED có độ dài bằng nhau và cùng 

tạo với mặt phẳng (ABCD) một góc 45° nên các tam giác 

,  MEP NEQ   là tam giác cân, bằng nhau. Suy ra 

2
.sin 45 1 000 2. 1 000

2
EO EN=  = = (N). 

Mặt khác: ( ) ( )1 3 2 4 ' ' 2 ' 4P F F F F EE EE EE EO= + + + = + = =  

Suy ra 4. 4.1 000 4 000P OE= = = (N). 

Vậy trọng lượng của kiện hàng là 4 000 (N). 

Bài 7. Ta đơn giản hoá mô hình bài toán thông qua hình vẽ sau 

( EO  cùng hướng với vectơ trọng lực của ô tô và khung sắt). 

Trọng lượng xe bằng 10 510 N. 

Theo giả thiết ta có 1 2 3 4, 13 000.F F F F+ + + =  
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Mặt khác 1 2 3 4 4 4 .F F F F EO EO+ + + = =  

Suy ra 3 250.EO =  

Ta có ( ), ( ) 45ED ABCD EDO= =  .  

0
3250. 2 4596,2

sin 45

EO
ED = =   

Cường độ lực căng 
1F  là 4 596,2 N. 

Bài 8. Gọi 
1 1 1, ,A B C  lần lượt là các điểm sao cho 

1 1 1 2 1 3,  ,  OA F OB F OC F= = =  

Dựng hình hộp 
1 1 1.OAGC B DEF .  

Theo quy tắc hình hộp ta có 
1 1 1OA OB OC OE+ + =  

Vì các lực căng 1 2 3, ,F F F  đôi một vuông góc với nhau và có độ 

lớn: 1 2 3 20F F F= = =  (N) nên hình hộp 
1 1 1.OAGC B DEF  có 

ba cạnh 
1 1 1, ,OA OB OC  đôi một vuông góc và bằng nhau.  

Do đó 
1 1 1.OAGC B DEF  là hình lập phương có độ dài cạnh bằng 20. 

Suy ra độ dài đường chéo bằng 20 3 34,6 . 

Vậy trọng lượng P của tấm gỗ tròn đó bằng 34,6 N. 

Bài 9. Ta có P mg=  nên | | | | 10 NP P m g= =  = .  

Bóng đèn ở vị trí cân bằng nên 1 2 0P T T+ + =  hay 

'P T= với '

1 2T T T+ = . 

Suy ra 10T P = = N. Vì 1 2T T= và ( )1 2, 60T T =  nên 

( )
'

0

1 1

10 10 3
.cos 30 .

2 33

T
T T=  = =  

Bài 10. Theo hình vẽ ta có các vectơ , , ,AS BS CS DS biểu thị các lực căng 1 2 3 4, , ,F F F F . 

Khi đó 1 2 3 4F F F F+ + + = AS BS CS DS+ + +  

( ) ( ) ( )( )SA SB SC SD SA SC SB SD= − + + + = − + + +

( )2 2 4SO SO SO= − + = − . 

Vì các đoạn dây cáp có độ dài bằng nhau và góc tạo bởi hai 

đoạn dây cáp đối diện nhau là 60° nên SAC cân và 

60ASC = do đó SAC  tam giác đều suy ra 
3

.
2

SO SA= . 

Suy ra 
1 2 3 4

3 3
4 4. . 4.5000. 10000 3

2 2
F F F F SO SA+ + + = = = = N. 

. 10P mg P m g m=  = = . 

Để cần cẩu nâng được thùng hàng thì 

1 2 3 4 10 000 3 10 1 000 3F F F F P m m+ + +      kg. Vậy 1 732m  kg. 
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Bài 11.  

a) Sân nằm trong mặt phẳng tọa độ (Oxy). 

b)  Trục Oz vuông góc với mặt phẳng tọa độ (Oxy) nên trục Oz vuông góc với mặt sân. 

Bài 12. Ta thấy chiều dài và chiều rộng của sân cầu lông có kích thước lần lượt là 13, 40 m và 

6, 10 m, chiều cao của các cột có đỉnh tại điểm A và B cùng bằng 1,55 m. Trong hệ trục tọa 

độ Oxy như hình vẽ, ta có: 

( ) ( )0;6,7;1,55 ,  6,10;6,7;1;55A B . Khi đó ( )6,1;0;0AB = . 

Bài 13. Mặt bên phải (nơi ánh sáng chiếu vào) của căn phòng nằm trong mặt phẳng (Oyz). 

Bài 14.  

a) Vì máy bay B bay ngược hướng và có tốc độ gấp 3 lần tốc độ của máy bay A nên 3b a= − . 

Do đó: ( )( )3 300; 3 200 ; 3.400b = −  −  − −  hay ( )900;600; 1200b = − −  (km/h). 

b) Trong một giờ, quãng đường máy bay B di chuyển được là: 

( ) ( )
2 22900 600 1200 1615,55b = − + + −   (km). 

Vậy vận tốc của máy bay B  xấp xỉ 1615,55  km/h.   

Bài 15.  

a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phủ sóng trong không gian là: 

( ) ( ) ( )
2 2 2

1 2 3 25x y z− + + + + =  

b) Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 2 2 0 3 5IM = − + + + + =
 

Vì 5IM R= =
 
nên điểm ( )1;2;0M

 
nằm trên mặt cầu. Vậy bạn Minh Hiền có thể sử dụng 

dịch vụ của trạm này. 

Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2

3 1 1 2 0 3 34 5IN = − − + + + − = 
 

Vì IN R
 
nên điểm ( )3;1;0N −

 
nằm ngoài mặt cầu . Vậy bạn Trúc Linh không thể sử dụng 

dịch vụ của trạm này. 

Bài 16.  
2 2 2 2500 5 500AH AB BH= − = −  cm. 

2 2 2 21200 8 1 200AK AD DK= − = −  cm. 

Dựa vào hình vẽ ta có: ( )0;0;0A ; ( )500;0; 5B − , ( )0;1200; 8D − .  

( )0;1200; 8AD = − ; ( )500; ; 5C C CBC x y z= − +
 

AD BC=

500 0

1200

5 8

C

C

C

x

y

z

− =


 =
 + = −

500

1200

13

C

C

C

x

y

z

=


 =
 = −

( )500;1200; 13c −  

Vậy vị trí C thấp hơn vị trí A là 13 cm. 

Bài 17.  sin 100.sin80 98,5
DK

DOK DK
DO

=  =   m; 

cos 100.cos80 17,4
OK

DOK OK
DO

=  =   m. 

( )17,4;0;98,5D . 
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 sin 100.sin 70 94
CH

CBH CH
BC

=  =   m; cos 100.cos70 34,2
BH

CBH BH
BC

=  =   m 

( )34,2;4;94C . 

Vậy với cách đặt vị trí như trên thì khi nổ hai quả pháo A và B cùng nổ tạo ra hiệu ứng đẹp nhất. 

Bài 18.   

a) Phương trình mặt cầu để mô tả ranh giới bên ngoài vùng phát sóng của rađa trong không gian 

là: ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 1 1 250 000x y z+ + − + + =  

b) Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2

200 2 100 1 250 1 335,6 500IM = − + + − + − +  
 

 Vì IM < R
 
nên điểm M

 
nằm trong mặt cầu . Vậy chiếc máy bay do thám của nước A có thể 

bị phát hiện bởi trạm rađa này. 

 Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2

350 2 100 1 300 1 474 500IN = + + − − + +  
 

 Vì IN < R
 
nên điểm N

 
nằm trong mặt cầu . Vậy chiếc máy bay do thám của nước B có thể bị 

phát hiện bởi trạm rađa này. 
Bài 19.  

a) Ranh giới vùng phủ sóng của đài kiểm soát không lưu là mặt cầu ( )S  tâm ( )0;0;0O  bán 

kính R = 600 km. 
Vậy: ( ) 2 2 2 2: 600S x y z+ + =  

b) Thay ( )

1 000 100

: 200 80

10

x t

d y t t

z

= − +


= − + 
 =

 vào ( ) 2 2 2 2: 600S x y z+ + = .  

Ta có: ( ) ( ) ( )
2 2 2 2: 100 1 000 80 200 10 600S t t− + − + =  

216 400 232 000 680 100 0t t − + =
( )

( )

10 0;600;10

4,15 585;132;10

t A

t B

 
 

  −

 

( ) ( ) ( )
2 2 2

585 0 132 600 10 10 749AB = − − + − + −  km. 

Vậy quãng đường mà máy bay nhận được tín hiệu của đài kiểm soát không lưu khoảng 768 km. 

c) Gọi I là trung điểm của AB ( )292,5;366;10I − . 

Khoảng cách ngắn nhất giữa máy bay với trạm kiểm soát không lưu là: 

 ( ) ( )
2 2 2292,5 366 10 469OI = − + +  km. 

Chủ đề 3. CÁC SỐ ĐẶC TRƯNG ĐO MỨC ĐỘ PHÂN TÁN  

CỦA MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM 

Bài 6. MẪU SỐ LIỆU GHÉP NHÓM  

Bài 1. Đầu mút phải của nhóm ghép cuối cùng là 30, đầu mút trái của nhóm ghép đầu tiên là 5. 

Vậy khoảng biến thiên của mẫu số liệu là 30 5 25R = − = . 

Kết quả này cho biết thời gian chờ xe buýt mỗi ngày của các sinh viên thuộc nhóm người 

được điều tra chênh lệch nhau nhiều nhất là 25 phút. 
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Bài 2. Khoảng biến thiên của điện thoại loại X là: 180 60 120XR = − =  phút. 

Khoảng biến thiên của điện thoại loại Y là: 180 30 150YR = − =  phút. 

Vì 
X YR R  nên có thể nói là thời gain sạc pin điện thoại Y có sự phân tán hơn so điện thoại 

loại X. 

Điều này có thể cho thấy rằng thời gian sạc pin của điện thoại loại Y không đồng đều và ổn 

định như điện thoại loại X. 

Bài 3. Sắp xếp mẫu số liệu theo thứ tự không giảm: 15  20  22  25  28  30  32  35  37  40. 

Mẫu số liệu gồm 10 giá trị nên trung vị là giá trị trung bình của hai giá trị ở vị trí chính giữa, 

tức là giá trị thứ 5 và thứ 6 trong dãy đã sắp xếp: 
2

28 30
29

2
Q

+
= = . 

Nửa số liệu bên trái là: 15, 20, 22, 25, 28 gồm 5 giá trị. Do đó tứ phân vị thứ nhất giá trị thứ 

ba nên ta có 
1 22Q = . 

Nửa số liệu bên phải là: 30, 32, 35, 37, 40 gồm 5 giá trị. Do đó tứ phân vị thứ ba giá trị thứ 

ba nên ta có 
3 35Q = . 

Vậy khoảng tứ phân vị của mẫu số liệu trên là: 3 1 35 22 13Q Q Q = − = − = . 

Bài 4.  

a) Khoảng biến thiên R của mẫu số liệu ghép nhóm là: 70 30 40R = − = phút. 

b) Nếu biết học sinh làm bài tập ít nhất là 32 phút và nhiều nhất là 68 phút thì khoảng biến thiên 

của mẫu số liệu gốc là sự chênh lệch giữa thời gian hoàn thành sớm nhất và muộn nhất. Do 

đó, khoảng biến thiên của mẫu số liệu gốc là: 68 32 36R = − =  phút. 

Bài 5. Khoảng biến thiên của cân nặng của học sinh lớp 10A là: 10 70 40 30AR = − =  kg. 

Khoảng biến thiên của cân nặng của học sinh lớp 10B là: 10 70 40 30BR = − =  kg. 

Khoảng biến thiên của cả hai lớp 10A và 10B đều là 30 kg. Do đó, theo khoảng biến thiên, 

cân nặng của học sinh hai lớp này có độ phân tán như nhau. 

Bài 6. Chọn giá trị đại diện cho các nhóm số liệu ta có: 

 Giá trị đại diện   12,5  17,5  22,5   27,5   32,5  

Số tháng của cửa hàng A 5 15 25 10 5 

Số tháng của cửa hàng B 10 10 20 10 10 

Doanh thu trung bình thu được của cửa hàng A và B tương ứng là: 

( )
1 265

12.5 5 17.5 15 22.5 25 27.5 10 32.5 5
60 12

Ax =  +  +  +  +  =  triệu đồng. 

( )
1

12.5 10 17.5 10 22.5 20 27.5 10 32.5 10 22.5
60

Bx =  +  +  +  +  =  triệu đồng. 

Như vậy, về trung bình doanh thu thì cửa hàng B cao hơn của hàng A. 

Độ lệch chuẩn của số tiền doanh thu hàng tháng tương ứng là: 

Cửa hàng A 
2 2

2

2
1 265 265 265

12,5 .5 17,5 .15 22,5 .25
60 12 12 12

AS
     

− + − + −     
   

=
 

 

      

2 2
265 265

27,5 .10 32,5 5
12 12

   
+ − + −     
    

3875
.

144
=  
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2 5,19A As S = = . 

Cửa hàng B 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2

B

12,5 22,5 .10+ 17,5 22,5 .10+ 22,5 22,5 .20+ 27,5 22,5 .10+ 32,5 22,5 .10

60

125
    = .

S

3

=
− − − − −

 

2 6,45B Bs S = = . 

Như vậy, độ lệch chuẩn của doanh thu hàng tháng của cửa hàng B cao hơn của hàng A, điều 

này cho thấy doanh thu hàng tháng của cửa hàng B biến động lớn hơn. Do đó, đầu vào cửa 

hàng B được xem là “rủi ro” hơn so với cửa hàng A. 

Cách 2: Tương tự như cách 1 nhưng cách tính phương sai khác. 

Tính phương sai theo số trung bình bình phương 

2 2 2 2 2 2 6 175
2 .25 .10 3 5) .

1
(12,5 .5 17,5 .15 2,5 27,5 2,5 .

6 120
Ax = + + + + =

 
( )

2
2

2 2 6 175 265 3 875
.

12 12 144
A AS x x

 
−− == 
 

= 
2 5,19A As S = =

 

( )2 2 2 2 2 21 6 575
12.5 10 17.5 10 22.5 20 27.5 10 32.5 10

60 12
Bx =  +  +  +  +  =

 

( )
2

2 2

3

125
B B BS x x= − =

2 6,45B Bs S = =
 

Bài 7. a) Bảng tần số ghép nhóm: 

Nhóm giờ xem Ti vi (Giờ)  )0;5   )5;10   )10;15   )15;20   )20;25  

Số gia đình 20 35 25 10 10 

b) Tính khoảng biến thiên, khoảng tứ phân vị và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu. 

Khoảng biến thiên: 25 0 25R = − = (giờ). 

Xác định các tứ phân vị 

Tứ phân vị thứ nhất 1Q : 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ nhất là nhóm  )5;10 . 

Ta có: ( )1

100
20

4045 . 10 5
35 7

Q

−

= + − = . 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ ba là nhóm  )10;15 . 

Tương tự: ( )3

3.100
(20 35)

410 . 15 10 14
25

Q

− +

= + − = . 

Vậy khoảng tứ phân vị 
40 58

14 .
7 7

Q = − =  

Số trung bình: ( )
1

2.5 20 7.5 35 12.5 25 17.5 10 22 5
10

.5 1
0

0 10,2Ax =  +  +  +  +  = (giờ). 
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Bài 8. a)Từ biểu đồ, ta lập được bảng tần số ghép nhóm và tính giá trị đại diện cho mỗi nhóm 

như sau: 

Khu vực C 

Nhóm giờ nắng (giờ)  )100;140   )140;180   )180;220   )220;260   )260;300  

Số tháng 3 4 4 1 0 

Khu vực D 

Mức tiêu thụ nước (m3)  )100;140   )140;180   )180;220   )220;260   )260;300  

Số tháng 1 5 3 2 1 

b) Tìm các khoảng tứ phân vị 

Khu vực C: Với 12n = . 

Tứ phân vị thứ nhất 1

CQ : 

Mẫu là 12 nên tứ phân vị thứ nhất là số thứ 3 ứng với khoảng  )100;140  và số thứ 4 ứng với 

khoảng  )140;180  nên:  1 140.CQ =  

 ( )1

12
1. 1

4140 . 180 140 156.
5

CQ

−

= + − =  

Mẫu là 12 nên tứ phân vị thứ ba là số thứ 9 và số thứ 10 điều ứng với khoảng  )180;220  nên: 

( )3

12
3. (3 4)

4180 . 220 180 200.
4

CQ

− +

= + − =   

Vậy khoảng tứ phân vị 200 140 60.C

Q = − =  

Khu dân cư D: Với 12n = . 

Tứ phân vị thứ nhất 1

DQ : 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ nhất là nhóm  )140;180 . 

Ta có: ( )1

12
1. 1

4140 . 180 140 156
5

DQ

−

= + − = . 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ ba là nhóm  )220;260 . 

Ta có: ( )3

12
3. (1 5 3)

4220 . 260 220 220
2

DQ

− + +

= + − = . 

Vậy khoảng tứ phân vị 220 156 64.D

Q = − =  

Vậy khu vực C có khoảng tứ phân vị nhỏ hơn khu vực D, cho thấy số giờ nắng của khu 

vực C ít biến động hơn so với khu vự D. 
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Bài 9. a) Từ biểu đồ, ta lập được bảng tần số ghép nhóm và tính giá trị đại diện cho mỗi nhóm 

như sau: 

Khu dân cư A 

Mức tiêu thụ nước (m3)  )10;20   )20;30   )30;40   )40;50   )50;60  Tổng 

Giá trị đại diện 15 25 35 45 55  

Số hộ dân 4 5 3 4 2 18 

Khu dân cư B 

Mức tiêu thụ nước (m3)  )10;20   )20;30   )30;40   )40;50   )50;60  Tổng 

Giá trị đại diện 15 25 35 45 55  

Số hộ dân 2 5 4 3 1 15 

b) So sánh theo khoảng tứ phân vị ghép nhóm 

Khu dân cư A: Với 18n = . 

Tứ phân vị thứ nhất 1

AQ : 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ nhất là nhóm  )20;30 . 

Ta có: ( )1

18
1. 4

420 . 30 20 21
5

AQ

−

= + − = . 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ ba là nhóm  )40;50 . 

Ta có: ( )3

18
3. (4 5 3)

440 . 50 40 43,75
4

AQ

− + +

= + − = . 

Vậy khoảng tứ phân vị 43,75 21 22,75.A

Q = − =  

Khu dân cư B: với 15n = . 

Tứ phân vị thứ nhất 1

BQ : 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ nhất là nhóm  )20;30 . 

Ta có: ( )1

15
1. 2

420 . 30 20 23,5
5

BQ

−

= + − = . 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ ba là nhóm  )40;50 . 

Ta có: ( )3

15
3. (2 5 4)

440 . 50 40 40,83
3

BQ

− + +

= + −  . 

Vậy khoảng tứ phân vị 40,83 23,5 17,33.B

Q = − =  

Khu dân cư A có khoảng tứ phân vị lớn hơn khoảng tứ phân vị của khu dân cư B, cho thấy 

mức tiêu thụ nước hàng tháng của khu dân cư B đồng đều hơn so với khu dân cư A. 

c) So sánh độ lệch chuẩn của mẫu số liệu ghép nhóm. 

Khu dân cư A 

Số trung bình: 
4 15 5 25 3 35 4 45 2 55

32,22
18

Ax
 +  +  +  + 

=  . 
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Độ lệch chuẩn:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2

A

4× 15 32,22 +5× 25 32,22 +3× 35 32,22 +4× 45 32,22 +2× 55 32,22
S =

18

− − − − −
 

2 11,79A As S =  . 

Khu dân cư B 

Số trung bình: 
2 15 5 25 4 35 3 45 1 55

32,33
15

Bx
 +  +  +  + 

=  . 

Độ lệch chuẩn: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2

B

2× 15 32,33 +5× 25 32,33 +4× 35 32,33 +3× 45 32,33 +1× 55 32,33
S =

15

− − − − −
 

2 11,31B Bs S =  . 

Vậy khu dân cư B có độ lệch chuẩn nhỏ hơn so với độ lệch chuẩn của khu dân cư A, cho 

thấy mức tiêu thụ nước hàng tháng của khu dân cư B đồng đều hơn khu dân cư A. 

Bài 10. a) Khoảng biến thiên: 8.6 4.4 4.2R = − =  điểm. 

Tứ phân vị: 

Sắp xếp mẫu số liệu theo thứ tự không giảm:  

4,4   4,8   5,0   5,2   5,4   5,4   5,6   5,8  5,8   6,0   6,0   6,2   6,2   6,4   6,6   6,8   7,0  7,2  7,2  

7,4  7,6  7,8   8,0   8,2   8,6. 

Mẫu là 25 nên số trung vị là số thứ 13 nên  2 6,2Q = . 

Tứ phân vị thứ nhất là trung vị của nữa số liệu bên trái 2Q : 

( )1 6 7

1 5.4 5.6
5.5

2 2
Q x x

+
= + = = . 

Tứ phân vị thứ ba là trung vị của nữa số liệu bên phải 2Q : 

( )3 18 19

1 7.2 7.4
7.3

2 2
Q x x

+
= + = = . 

Khoảng tứ phân vị: 3 1 7.3 5.5 1.8Q Q Q = − = − = . 

Số trung bình: 
4,4 4,8 5,0 5,4 5,4 5,6 ... 8,0 8,2 8,6

6,296
25

x
+ + + + + + + + +

= = . 

Phương sai: ( ) ( ) ( )
2 2 22 1

4,4 6,291 4,8 6,296 ... 8.6 6,296 1.32
25

S  = − + − + + − 
 

 

Độ lệch chuẩn: 1.32 1.15s S= =  . 

b) Lập bảng tần số ghép nhóm với nhóm đầu tiên là [4; 5) và độ dài mỗi nhóm bằng 1 

Điểm   )4;5   )5;6   )6;7   )7;8   )8;9  

Số học sinh (Tần số) 2 7 9 5 2 

c) Khoảng biến thiên, khoảng tứ phan vị và độ lệch chuẩn của mẫu số liệu ghép nhóm 

Khoảng biến thiên: 9 4 5R = − = . 

Tứ phân vị của mấu số liệu ghép nhóm: 
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Giá trị đại diện cho mỗi nhóm 

Điểm   )4;5   )5;6   )6;7   )7;8   )8;9  

Giá trị đại diện 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 

Số học sinh (Tần số) 2 7 9 5 2 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ nhất là nhóm  )5;6 : ( )1

25
2

45 . 6 5 5,61
7

Q

−
 = + −  . 

Nhóm chứa tứ phân vị thứ hai là nhóm  )6;7 : ( )2

25
2. (2 7)

46 . 7 6 6,39
9

Q

− +
 = + −   

Nhóm chứa tứ phân vị thứ ba là nhóm  )7;8 :
( )

( )3

25
3. 2 7 9

47 . 8 7 7,15
5

Q

− + +
 = + − = . 

Khoảng tứ phân vị là: 7,15 5,61 1,54Q = − = . 

Số trung bình của mẫu số liệu ghép nhóm: 
2.4,5 7.5,5 9.6,5 5.7,5 2.8,5

6,42
25

x
+ + + +

 = = . 

Phương sai của mẫu số liệu ghép nhóm: 

( )2 2 2 2 2 2 21
2.4,5 7.5,5 9.6,5 5.7,5 2.8,5 6,42 1,22

25
S = + + + + −  . 

Độ lệch chuẩn của mẫu số liệu ghép nhóm là: 2 1.22 1,10S S = =  . 

Bài 11. Do mẫu n = 40 nên tứ phân vị thứ 2 là số thứ 20 ứng với khoảng  160;164 và số thứ 21 

ứng với khoảng  165;169  nên tứ phân vị thứ hai 
2

164 165
164,5

2
Q

+
= =

 

Bài 12. Do mẫu n = 20 nên tứ phân vị thứ 1 là số thứ 5 ứng với khoảng  )11;12 và số thứ 6 ứng 

với khoảng  )12;13  nên tứ phân vị thứ nhất 2 12Q =
 

Do mẫu n = 20 nên tứ phân vị thứ 3 là số thứ 15 ứng với khoảng  )13;14 và số thứ 16 ứng 

với khoảng  )14;15  nên tứ phân vị thứ nhất 2 14Q =
 

Bài 13.  Cân nặng trung bình của giống A là: 
1,05 8 1,15 28 1,25 32 1,35 17

1,22
85

 +  +  + 
= . 

Cân nặng trung bình của giống B là: 
1,05 13 1,15 14 1,25 24 1,35 14

1,21
65

 +  +  + 
= . 

Vậy theo số trung bình thi cân nặng của lợn con giống A lớn hơn giống B. 

Cân nặng   )1;1,1   )1,1;1,2   )1,2;1,3   )1,3;1,4  

Giá trị đại diện  1,05 1,15 1,25 1,35 

Số con giống A 8 28 32 17 

Tần số lũy tiến nhóm A 8 36 68 85 

Số con giống B 13 14 24 14 

Tần số lũy tiến nhóm B 13 27 51 65 
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b) ( )1

85
8

41,1 1,2 1,1 1,15
28

AQ

−

= + − = .    

( )3

3 85
36

41,2 1,3 1,2 1,29
32

AQ


−

= + − =  

( )1

65
13

41,1 1,2 1,1 1,12
14

BQ

−

= + − =    

( )3

3 65
27

41,2 1,3 1,2 1,29
24

BQ


−

= + − = . 

c) 

( ) ( ) ( ) ( ) 3

2 2 2 2

2
1,05 1,22 28 1,15 1,22 32 1,25 1,22 17 1,35 1,22

8,0,5
85

8
10As −

−   −


− + + − +
= =

2 0,09A As s= =  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2
1,05 1,21 14 1,15 1,21 24 1,25 1,21 14 1,35 1,21

0,0107
13

65
Bs

− + − + − + −  
= =  

2 0,1B Bs s= =  

Bài 14. Mẫu là 25 nên tứ phân vị thứ nhất là số thứ 6 và số thứ 7 ứng với khoảng )10;12   

( )1

25
4

410 12 10 10,75
6

Q

−

= + − =
 

Mẫu là 25 nên tứ phân vị thứ ba là số thứ 18 ứng với  )12;14 và số thứ 19 ứng với khoảng

 )14;16
 

3 14Q =
 

Khoảng tứ phân vị 3 1 14 10,75 3,25Q Q Q = − = − =
 Bài 15.  

a) Bảng tần số ghép nhóm: 

Nhóm Giá trị đại diện Tần số Tần số tích lũy 

 )100,120  110 1 1 

 )120,140  130 4 5 

 )140,160  150 7 12 

 )160,180  170 11 23 

 )180,200  190 7 30 

  30n =   



95 

b) Số trung bình cộng: 
1 110 4 130 7 150 11 170 7 190

163
30

x
+  + +


+

=  (lượt) 

Số phần tử của mẫu là 30 15
2

n
n =  = . 

Nhóm 4 là nhóm đầu tiên có tần số tích lũy lớn hơn hoặc bằng 15. 

Ta có số trung vị của mẫu số liệu là 
15 12

160 20 165
11

eM
−

= +  (lượt) 

Số phần tử của mẫu là 40n = .  

Ta có: 7,5
4

n
= . Nhóm 3 là nhóm đầu tiên có tần số tích lũy lớn hơn hoặc bằng 7,5. 

Ta có tứ phân vị thứ nhất là 
1

7,5 5
140 20 147

7
Q 

−
= +   (lượt). 

Ta có: 
3

22,5
4

n
= . Nhóm 4 là nhóm đầu tiên có tần số tích lũy lớn hơn hoặc bằng 22,5. 

Ta có tứ phân vị thứ ba là 
3

15 12
160 20 165

11
Q 

−
= +   (lượt). 

Vậy tứ phân vị của mẫu số liệu trên là 
1 2 3147; 165; 165Q Q Q= = = . 

Bài 16. Bảng đã hiệu chỉnh. 

a) Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu trên là nhóm  )18;22 . 

Do đó 1 1 118, 78, 120, 45, 22 18 4m m m m m mu n n n u u− + += = = = − = − = . 

Mốt của mẫu số liệu ghép nhóm là 
( ) ( )

120 78 758
18 4 19,4

120 78 120 45 39
OM

−
= +  = 

− + −
 

b) Dựa vào kết quả trên ta có thể dự đoán rằng nếu công ty xây nhà ở mức giá 19,4 triệu đồng/m2 

thì sẽ có nhiều người có nhu cầu mua nhất. 

Bài 17. Hiệu chỉnh bảng lại như sau: 

Số cuộc gọi [2,5;5,5) [5,5;8,5) [8,5;11,5) [11,5;14,5) [14,5;17,5) 

Số ngày 5 10 3 10 2 

 Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu trên là nhóm  )5,5;8,5 và [11,5;14,5). 

Nhóm [5,5;8,5)  
( ) ( )

10 5
5,5 3 6,75

10 5 10 3

A

OM
−

= +  =
− + −

 

Nhóm [11,5;14,5)  
( ) ( )

10 3
11,5 3 12,9

10 3 10 2

B

OM
−

= +  =
− + −

 

Vậy anh An thực hiện cuộc gọi khoảng 7 cuộc gọi hoặc 13 cuộc gọi là nhiều nhất. 

Bài 18. Bảng đã hiệu chỉnh bảng nên  

Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu trên là nhóm [70,8;71,6) và [71,6;72,4). 

Nhóm [70,8;71,6):  
( ) ( )

10 6
70,8 0,8 71,6

10 6 10 10

A

OM
−

= +  =
− + −

 



96 

Nhóm [71,6;72,4): 
( ) ( )

10 10
71,6 0,8 71,6

10 10 10 9

B

OM
−

= +  =
− + −

 

Vậy anh Võ ném khoảng 71,6m là nhiều nhất 

Bài 19. Bảng đã hiệu chỉnh bảng nên  

Nhóm chứa mốt của mẫu số liệu trên là nhóm [20; 25) nên mốt là  
6 0 170

20 .(25 20)
(6 0) (6 5) 7

OM
−

= + − =
− + −

 

Vậy Cô Thúy Kiều nhảy khoảng 24,3 phút là nhiều nhất. 

Bài 20. Ta có bảng thống kê chiều cao học sinh lớp 12 theo giá trị đại diện: 

Chiều cao đại diện 153  159  165  171 177  183  

Số học sinh 5  18  40  26  8  3  

+ Chiều cao trung bình của học sinh lớp 11: 

 
153 5 159 18 165 40 171 26 177 8 183 3

166,38
100

x
 +  +  +  +  + 

= = . 

+ Ta có nhóm chứa mốt của mẫu số liệu trên là  )162;168 , khi đó 
1162, 168m mu u += =  và 

1 140, 26, 18m m mn n n+ −= = = . 

Mốt của mẫu số liệu ghép nhóm là: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
0 1

1 1

40 18
      162 168 162 165,67.

40 18 40 26

m m
m m m

m m m m

n n
M u u u

n n n n

−
+

− +

−
= +  −

− + −

−
= +  − 

− + −

 

+ Ta có 100n =  nên trung vị của mẫu số liệu thuộc nhóm  )162;168 ,  khi đó 

1162, 168m mu u += = , 40, 5 18 23mn C= = + = . 

Trung vị của mẫu số liệu ghép nhóm là:  

( ) ( )1

100
23

2 2162 168 162 166,05
40

e m m m

m

n
C

M u u u
n

+

− −

= +  − = +  − =  

+ Xác định tứ phân vị: 

Tứ phân vị thứ hai: 2 166,05eQ M= = . 

Tứ phân vị thứ nhất  của dãy số liệu 1 2 3 100, , , ,x x x x  là  )25 162;168x  . Do đó tứ phân vị 

thứ nhất của mẫu ghép nhóm là: 

( ) ( )1 1

100
23

4 4162 168 162 162,3
40

m m m

m

n
C

Q u u u
n

+

− −

= +  − = +  − =  

Tứ phân vị thứ ba của dãy số liệu 1 2 3 100, , , ,x x x x  là  )76 168;174x  , với  

5 18 40 63C = + + = . Do đó tứ phân vị thứ ba của mẫu ghép nhóm là 
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( ) ( )3 1

3 3 100
63

4 4168 174 168 170,77
26

m m m

m

n
C

Q u u u
n

+


− −

= + − = +  −   

+ Xác định phương sai và độ lệch chuẩn: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2 153 166,38 +18 159 166,38 +40 165 166,38 +26 171 166,38 +8 177 166,38 +3 183 166,38
s =

100

   = 42,8

5× × × × × ×− − − − − −

 

2 6,54s s= =  

 

Chủ đề 4. NGUYÊN HÀM – TÍCH PHÂN – ỨNG DỤNG 

BÀI 6. DIỆN TÍCH HÌNH PHẲNG  
Bài 1:  

Cách 1: 
Xét hệ trục tọa độ như hình vẽ mà trục đối xứng của parabol trùng 
với trục tung, trục hoành trùng với đường tiếp đất của cổng. 

Khi đó parabol có phương trình dạng 2y ax c= + . 

Vì ( )P  đi qua đỉnh ( )0;12,5I  nên ta có 12,5c = . 

( )P  cắt trục hoành tại hai điểm ( )4;0A −  và ( )4;0B  nên ta có 

0 16a c= +
25

16 32

c
a

−
 = = − . Do đó ( ) 225

: 12,5
32

P y x= − + . 

Diện tích của cổng là: 

4

2

4

25
12,5

32
S x dx

−

 
= − + 

 


200

3
=  (m2). 

Cách 2: 
Ta có parabol đã cho có chiều cao là h = 12, 5 m và bán kính đáy 
OD = OE = 4 m. 

Do đó diện tích parabol đã cho là: 
4 200

3 3
S rh= =  (m2). 

Bài 2:  
Chọn hệ tọa độ Oxy (như hình bên). Khi đó 

Diện tích hình chữ nhật là 1 4S =  . 

Diện tích phần đất được tô màu đen là
2

0

2 sin d 4S x x= =


. 

Tính diện tích phần còn lại: ( )1 2 4 4 4 1S S S= − = − = −  . 

Bài 3:  
Gắn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. 

Phương trình parabol có dạng ( ) 2:P y ax bx c= + + . 

Ta có: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

4;0

4;0

2;6

A P

B P

N P

− 



 

 

16 4 0

16 4 0

4 2 6

a b c

a b c

a b c

− + =


 + + =
 + + =

1

2
0

8

a

b

c


= −


 =

 =


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P

x

y

3,8

0 1,9-1,9 1

JI

.

 
Diện tích để trang trí hoa là: . 

Vậy số tiền để mua hoa trang trí: 
56

.200 000 3 733 300
3

  đồng. 

Bài 4:  

Gọi phương trình parabol ( ) 2:P y ax bx c= + + . Do 

tính đối xứng của parabol nên ta có thể chọn hệ trục 

tọa độ  sao cho  có đỉnh  . 

 

 

 

Ta có hệ phương trình:  . Vậy . 

Dựa vào đồ thị, diện tích cửa parabol là: 

. 

Số tiền phải trả là: 
9

.1 500 000 6 750 000
2

=  đồng. 

Bài 5:  

Ta chọn hệ trục tọa độ 

như hình vẽ. Trong đó 

, . 

Đường cong phía trên là 

một parabol có phương 

trình dạng y = ax2 + b, với 

a; b .  

Do Parabol đi qua các điểm I, J và chiều cao cổng là 
9

2
 m nên có . 

Diện tích S của cửa rào sắt là diện tích phần hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số 

, trục hoành và hai đường thẳng ; . 

( ) 21
: 8

2
P y x = − +

4

2

4

1 128 56
8 d 4.6

2 3 3
MNPQS x x S

−

 
= − + − = − = 

 


Oxy ( )P I Oy

( )( )

( )( )

( )( )

9
,

4

9 3
0

4 2

9 3
0

4 2

c I P

a b c A P

a b c B P


= 




− + = 



+ + = 


9

4

1

0

c

a

b


=


 = −

 =



( ) 2 9
:

4
P y x= − +

3

2
2

3

2

9
d

4
S x x

−

 
= − + 

 


3

2
2

0

9
2 d

4
x x

 
= − + 

 


9

3 4

0

9
2

3 4

x
x

 −
= + 

 

29
m

2
=

19 19
;

10 5
I
 
− 
 

19 19
;

10 5
J
 
 
 

270 9

361 2
y x= − +

270 9

361 2
y x= − +

19

10
x = −

19

10
x =

 

3
;0

2
B
 
 
 

3
;0

2
A
 
− 
 

9
0;

4
I
 
 
 

O

1

1

1−

2

y

x
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Ta có 

19

10
2

19

10

70 9 1 216

361 2 75
S x dx

−

 
= − + = 

 
 . 

Vậy ông X phải trả số tiền để làm cái cửa sắt là: 
1 216

  1 300 000  21 077 330
75

 
 
(đồng).  

Bài 6:  

Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ. 

Ta lập được phương trình các parabol là 

và . Khi đó mảnh vườn nằm ở miền 

trong hai parabol là hình phẳng giới hạn bởi 2 

đường và .  

Khi đó diện tích của mảnh vườn nằm trong hai parabol là:

3

2
2

0

4
2 2 4 2

9
S x dx

 
= − + = 

 
  m2. 

Diện tích hình chữ nhật là: 12 m2. 

Khi đó tỉ số diện tích phần mảnh vườn nằm ở miền trong hai parabol với diện tích phần còn 

lại là: . 

Bài 7:  

a) Diện tích một cánh hoa là diện tích hình phẳng được 

tính theo công thức sau: 
20

2

1

0

1
20

20
S x x dx

 
= − 

 
    

20

3 3

0

2 1 400
20

3 60 3
x x

 
= − = 
 

 (cm2). 

b) Diện tích hoa văn trang trí bằng bốn lần diện tích một cánh hoa được tính theo công thức sau: 

 . 

Bài 8:  

Chọn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. 

Phương trình parabol có dạng ( )2.y a x P= . 

( )P  đi qua điểm có tọa độ (−6; −18)
 

suy ra 

. 

Từ hình vẽ ta có: . 

22

9
y x=

22
2

9
y x= − +

22

9
y x= 22

2
9

y x= − +

4 2 2 3 2

712 4 2

+
=

−

20

2

1

0

1
4 4 20 d

20
S S x x x

 
= = − 

 


20

3 3

0

2 1
4 . 20.

3 60
x x

 
= − 

 

1600

3
= ( )2cm

( )
2 1

18 . 6
2

a a− = −  = − ( ) 21
:

2
P y x = −

1

2

xAB

CD x
=

y

x

 20

20

20 20

y = 20x

y = 
1

20
x2
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Diện tích hình phẳng giới bạn bởi Parabol và đường thẳng AB: 2

1

1

2
y x= −

 
là 

. 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi Parabol và đường thẳng CD: 2

2

1

2
y x= −

 
là 

 

Từ giả thiết suy ra . Vậy . 

Bài 9:  

Do tam giác ABC là tam giác đều có cạnh 4 3  cm 

nên 
3

4 3. 6
2

CD = =  (cm) 
2

4
3

OC CD = = (cm) 

và OD = 2 (cm). 

Gắn trục toạ độ Oxy như hình vẽ, ta có ( )2 3; 2 ,A − −

( )2 3; 2 ,B − ( )0;4 .C  

Phương trình đường parabol đi qua 3 điểm A, B, C có đỉnh  

C có dạng ( )2 4y ax P= + . 

Thay toạ độ điểm ( )2 3; 2B −  vào ( )P  suy ra   

Phương trình đường tròn tâm O bán kính OA = 4 là 2 2 16x y+ = .  

 Phương trình một phần cung nhỏ AB có dạng 216y x= − −  

Vậy diện tích phần gạch chéo bằng ( )
2 3

2 2

2 3

1
4 16 37,54

2
x x

−

  
− + − − −   
  

 (cm2). 

Bài 10:  

Ta xác định hệ tọa độ đặt vào tâm khu đất như hình vẽ. 
Khi đó phương trình đường tròn khu đát có tâm O và bán 

kính 10 m là: 2 2 100x y+ = . 

Ta có phần nửa cung tròn phía trên Ox có phương trình:
2100y x= − . 

Khi đó diện tích trồng rau bằng hai lần diện tích hình phẳng 

giới hạn bởi trục hoành, đồ thị ( )y f x=  và hai đường thẳng 

5;x = − 5.x =  Do đó: . 

Đặt 10sin 10cos .x t dx tdt=  = Đổi cận 5 ;
6

x t
−

= −  = 5 .
6

x t


=  =  

1

2 2

1 1

0

1 1
2 d

2 2

x

S x x x
  

= − − −  
  


13

2 3

1 1

0

1 1 2
2 .

2 3 2 3

x

x
x x x

 
= − + = 

 

2

2 2

2 2

0

1 1
2 d

2 2

x

S x x x
  

= − − −  
  


23

2 3

2 2

0

1 1 2
2 .

2 3 2 3

x

x
x x x

 
= − + = 

 

3 3

2 1 2 12 2S S x x=  = 1

3
2

1

2

x

x
 = 1

3
2

1

2

xAB

CD x
= =

1

2
a = − ( ) 21

: 4
2

P y x = − +



5
2

5
2 100 dS x x

−
= −
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6

6

1
100 sin2 50 3 100

2 3
t t −

 
= + = + 

 






. 

Vậy diện tích phần đất còn lại là: 2 200
10 50 3

3
S


 − = −  (m2). 

Bài 11:  
Gọi 

1S  là diện tích hình vuông, 
2S  là diện tích khoét đi. 

Ta có 2

1 20 400S = = (cm2) và 
2 2 2 .6.4 48S ab  = = = (cm2). 

(vì mỗi phần bị khoét đi là nửa elip có a = 6, b = 4). 
Vậy diện tích bề mặt hoa văn là 

1 2 400 48S S S = − = − (cm2). 

Bài 12:  

Giả sử phương trình elip ( )
2 2

2 2
: 1.

x y
E

a b
+ =  

Theo giả thiết ta có 

 

. 

Diện tích của elip ( )E  là 
( ) 12
E

S ab = =  (m2). 

Ta có: 
( )
( )

3
M d E

MQ
N d E

 = 
=  

= 
 với d: 

3 3
2 3;

2 2
y M

 
=  − 

 
 và 

3
2 3;

2
N
 
 
 

. 

Khi đó, diện tích phần không tô màu là 

4

2

2 3

3
4 16 4 6 3

4
S x dx 

 
= − = − 

 
 (m2). 

Diện tích phần tô màu là ( ) 8 6 3
E

S S S  = − = + . 

Số tiền để sơn theo yêu cầu bài toán là 

( ) ( )100 000 4 6 3 200 000 8 6 3T  =  − +  +  7 322 000 đồng. 

Bài 13:  
Vì elip có độ dài trục lớn 
2 10 5,a a=  =  độ dài trục bé 

2 6 3b b=  =  nên elip có diện tích 

là 
( ) 15
E

S ab = = . 

Gắn hệ trục tọa độ Oxy sao cho 1 2A A  

trùng Ox,
 1 2B B  trùng Oy khi đó elip có 

phương trình chính tắc 
2 2

1
25 9

x y
+ =

23
25

5
y x =  −  

Vì ( )4 , 2MQ d O MN=  =  nên MN có phương trình là y = 2 và ( )0;2N x , 0 0x  . 

Vì điểm ( )
2 2

2 20
0 0

2 125 5 5
1

25 9 9 3

x
N E x x  + =  =  = .  

( )26 6

6 6

2 100cos t d 100 1 cos 2 dS t t t
 

 − −= = + 

1 2

1 2

8 2 8 4

6 2 6 3

= = =  
   

= = = 

A A a a

B B b a

( )
2 2

23
: 1 16
16 9 4

 + =  =  −
x y

E y x

PQ

NM

A2
A1

B1

B2

x

y

-3

5-5

2

3

PQ

NM

B1

B2

A1
A2

O 1
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Suy ra 
5 5

;2 ,
3

M
 
−  
 

5 5
;2 .

3
N
 
  
 

 

Nên diện tích phần lát gạch trắng là: gán biến X. 

Suy ra diện tích phần lát gạch xanh là  . 

Vậy chi phí cần tìm là: T = Y.300 000 + X.100 000 ≈ 12 072179 đồng. 

Bài 14:  

Chứng minh: Diện tích hình phẳng giới hạn 

bởi elip ( )
2 2

2 2
: 1

x y
E

a b
+ =  là .ab  

Thật vậy, phần đường elip nằm trên trục hoành 

có phương trình . 

Do Ox, Oy là trục đối xứng của elip ( )E  nên 

diện tích hình phẳng giới hạn bởi elip ( )E  là . 

Đặt x = asin t với ;
2 2

t
  

 − 
 

 ta được ( )2 22 2

0 0
4 1 sin sin 4 cos .S b td a t ab tdt ab

 

= − = =   

Xét mảnh vườn: a = 50, b = 40. 

Diện tích trồng cây con là: ( ).40.50 2 500
4

c OABS S


= − = −  (m2). 

Diện tích trồng rau là: ( ) ( ).40.50 2 500 3 2 500rS   = − − = +  (m2). 

Thu nhập từ mảnh vườn là: ( ) ( )2 500.2 000 3 2 500.4 000 23 991 000 − + +   (đồng). 

Bài 15:  

Ta chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ 

Khi đó phương trình đường tròn là: 

2 2 236 36x y y x+ =  =  −  

Phương trình elip là: 

2 2 2

1 4 1
25 16 25

x y x
y+ =  =  −  

Do tính đối xứng nên diện tích phần 

trồng cỏ sẽ là:  

4 2
2

0

4 36 4 1  d 30,03
25

x
S x x

 
= − − − 

 
 
 (m2). 

5 5

3
2

1

0

3
4. 25 2 d

5

CasiOS x x
 

= − − ⎯⎯⎯→ 
 



( )2 1 15 CasiO

E
S S S X Y= − = − ⎯⎯⎯→

2

2
1

x
y b

a
= −

2

20
4 1

a x
S b dx

a
= −
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BÀI 7. THỂ TÍCH VẬT THỂ TRÒN XOAY GIỚI HẠN BỞI CÁC ĐỒ THỊ HÀM XÁC ĐỊNH  

Bài 1:  

Xét hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ (trục 

hoành trùng với trục của trống, gốc tọa độ 

O trùng với tâm trống, đơn vị: m). 

Theo giả thiết elip ( )E  có phương trình là 

2 2
21

1 1
11 2

4

x y
y x+ =  =  − . 

Thể tích của cái trống là ( )
20,5 0,5

2 2

0 0

1 1 11
2 1 d 1 d

2 2 48
V x x x x

 
= − = − = 

 
 


  . 

Vậy thể tích của cái trống trường là 
11

48


 (m3). 

Bài 2:  

Xét hình phẳng (H) (hình vẽ). Thể tích 

khối được giới hạn bởi bề mặt của trống 

là thể tích khối tròn xoay khi quay hình 
phẳng (H) quanh trục hoành. 

Gọi phương trình parabol đi qua 3 điểm 

A, B, C là  

( )2( ) :   , , , 0P y ax bx c a b c a= + +    

Thay tọa độ các điểm ( ) ( ) ( )0;0,5 , 0,5;0,35 , 0,5;0,35A B C−  vào phương trình của ( )P  ta 

được: 
2

0,5 0,6

0,25 0,5 0,35 0 ( ) : 0,6 0,5

0,25 0,5 0,35 0,5

c a

a b c b P y x

a b c c

= = − 
 

− + =  =  = − + 
 + + = = 

 

Thể tích cần tìm 

( )
0,5

2
2

0,5

409
0,6 0,5

2 000
V x dx




−

= − + = (m3). 

Bài 3:  

Chọn hệ trục tọa độ Oxy  như hình vẽ. Khi đó đường 

Elip có phương trình: 
2 2

1
25 9

x y
+ = . Thùng rượu là vật 

thể tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi đường elip, 

trục Ox, các đường thẳng 4; 4x x= − =   quay xung 

quanh trục Ox . 

Ta có ( )
2 2

2 29
1 25

25 9 25

x y
y x+ =  = −  suy ra thể tích thùng rượu là 

4

2

4

V y dx
−

=   ( )
4

4 3
2

4 4

9 9 1416
25 25

25 25 3 25

x
x dx x

  

− −

 
= − = − = 

 
 (m3)

1416

25


= (lít). 

x

y

-3

-4-5

3

4 5O 1
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Bài 4:  

Vì đáy bình và miệng bình có đường kính lần lượt là 2 và 4 nên 
bán kính của đáy bình và miệng bình lần lượt là 1 và 2. 

Ta có 1 1 2x x− =  =  và 1 2 5x x− =  = . 

Vậy thể tích của bình cắm hoa là 

 ( ) ( )

5
5 5 22

2 2 2

15
1 d 1 d

2 2

x
V x x x x x

 
= − = − = − = 

 
 


   . 

Bài 5:  

Từ hình vẽ ta có được ( ) ( )2 33 3 3f x x f x x x d = −  = − +  

Ta có y = 4 là đường thẳng có hệ số góc bằng 0 nên y = 4 là tiếp tuyến 

tại điểm cực trị 
0x  có hoành độ âm của hàm số ( ) ( )0 4.f x f x =  

Từ hình vẽ ta thấy được ( )f x  có một điểm cực trị âm là 1x = −  

( ) ( ) 31 4 2 3 2.f d f x x x − =  =  = − +  

Xét phương trình . 

Khi đó thể tích vật thể được tạo ra khi xoay hình phẳng H quanh trục Ox là: 

( )
1

2
3

2

729
3 2

35
V x x dx




−

= − + =  

Bài 6: 

Cách 1: Ta xây dựng hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ 

Ta có 2 2

1 2 1 2 6OO O A O A= − = . 

Ta có ( ) ( )2 10;0 , 6;0O O − . 

Đường tròn ( )2;8O  có phương trình là: 2 2 64x y+ =  

264y x = − . 

Đường tròn ( )1;10O có phương trình là: ( )
2 26 100x y+ + =  ( )

2
100 6y x = − + . 

Thể tích cần tìm: ( ) ( )
8 4

22

0 0

608
64 100 6

3
V x dx x dx = − − − + =

  


  . 

Cách 2: Chọn hệ tọa độ Oxy với , , . 

Cạnh 2 2 2 2

1 2 1 2 10 6 8OO O A O A= − = − = ( ) ( )
2 2

1 : 8 100.O x y + + =  

Phương trình đường tròn ( ) 2 2

2 : 36.O x y+ =  

Kí hiệu ( )1H  là hình phẳng giới hạn bởi các đường ( )
2

100 8y x= − + , trục Ox, x = 0, x = 2. 

Kí hiệu ( )2H  là hình phẳng giới hạn bởi các đường 236y x= − , trục Ox, x = 0, x = 6. 

Khi đó thể tích V cần tính chính bằng thể tích 2V  của khối tròn xoay thu được khi quay hình 

( )2H  xung quanh trục  trừ đi thể tích 1V  của khối tròn xoay thu được khi quay hình 

( )1H  xung quanh trục Ox. 

( )
2

0
1

x
f x

x

= −
=  

=

2O O 2O C Ox 2O A Oy

Ox
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40

-40

H

K

E

B C

A D

Ta có . 

Lại có . 

Do đó . 

Bài 7:    

Cách 1: Sử dụng ứng dụng của tích phân 

Xét đường tròn có tâm ( )0;0O , bán kính 

5R = . Khi đó phương trình của đường tròn 

là: 2 2 2 225 25x y y x+ =  = − ( )C . 

Thể tích lu nước cần tính chính là thể tích của 

khối tròn xoay khi quay đường tròn ( )C

quanh trục Ox và bỏ đi phần chỏm cầu giới 

hạn bởi 2 mặt phẳng song song và vuông góc với trục Ox và cách O một khoảng là 3. 

Thể tích của lu nước là: ( )
3

2

3

25 132V x dx
−

= − =   (dm3). 

Cách 2: Sử dụng các công thức thể tích thông thường 

Gọi 1V là thể tích khối cầu 3

1

4 500
.5

3 3
V = =   (dm3). 

Gọi 2V là tổng thể tích 2 chỏm cầu bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với đường kính và cách 

tâm một khoảng 3 (dm) 2 2

2

2 104
2 2 .2 . 5

3 3 3

h
V h R

   
 = − = − =   

   
   (dm3). 

Khi đó thể tích V của lu nước cần tính là: 1 22 132V V V= − =   (dm3). 

Cách 3: 

Đặt hệ trục với tâm O là tâm của mặt cầu, đường thẳng đứng là Ox, đường ngang là Oy. 

Ta có phương trình của đường tròn lớn là 2 2 25x y+ = . 

Thể tích cái lu là thể tích của vật tròn xoay tạo thành khi 

quay hình giới hạn bởi các đường cong 225y x= − , 

trục Ox, đường thẳng 3, 3x x= − =  quay quanh Ox. 

( )
3 3

2

3

3
25 d 25 132

33

x
V x x x  

−

 
= − = − = 

− 
  (dm3). 

Bài 8:    

Phương trình đường tròn tâm E bán kính 60 cm là: 
2 2 2 2 260 60x y x y+ =  =  − . 

Thể tích thùng rượu được sinh ra khi quay hình 

phẳng giới hạn bởi 
23 600 ;x y= −  0;x =

40y =   quanh Oy. 

3

2

1 4
.

2 3
V r= 32

.6
3
= 144=

2

2

1

0

dV y x=  ( )
2

2

0

100 8 dx x  = − +
 

112

3


=

2 1V V V= −
112

144
3


= −

320

3


=

3 dm

3 dm

5 dm

y

x

-5

5

-5 -3 3 5O
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( )
40

2

40

3600 770737,4V y dy
−

= − = (cm3) 771  (lít). 

Bài 9:  

Với 2y x=   thay vào phương trình đường tròn ta được 

2

2 4

2

1 1
2

12

x x
x x

xx

 = =
+ =   

= −= − 
. 

Hơn nữa 

2

2 2

2

2
2

2

y x
x y

y x

 = − −
+ = 
 = −

. 

Thể tích cần tìm chính là thể tích vật thể tròn xoay ( )

2

1

2

1
:

1

y x

x
H

x

Ox

 = −

 = −


=



 quay quanh Ox bỏ đi 

phần thể tích ( )

2

2

1
:

1

y x

x
H

x

Ox

 =


= −


=



 quay quanh Ox. 

Do đó ( ) ( )
1 12 2

2 2

1 1

44
2 d d

15
V x x x x

− −

 
= − − = 

 
 


 . 

Bài 10:  

Chọn hệ trục Oxy như hình vẽ. 

Giả sử phương trình chính tắc của elip có dạng 

( )
2 2

2 2
: 1

x y
E

a b
+ = ( )0a b  . 

Theo giả thiết ta có 

 
10 2 10 5

6 2 6 3

AA a a

BB b b

 = = =  
   

 = = =  

( )
2 2

23
: 1 25

25 9 5

x y
E y x + =  =  − . 

Đường tròn tâm O bán kính OB có phương trình 2 2 29 9x y y x+ =  =  − . 

Gọi 1V  là thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường 23
25

5
y x= − , 

0,y = 0,x = 5x =  quay xung quanh trục Ox. 

Gọi 2V là thể tích khối tròn xoay do hình phẳng giới hạn bởi các đường 29y x= − , 0y = , 

0, 3x x= = quay xung quanh trục Ox. 

Thể tích khối tròn xoay cần tìm bằng: 

 

 

x

y

O
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( ) ( ) ( )
5 3

2 2

1 2

0 0

9
2 2 25 d 9 d 24

25
V V V x x x x

 
= − = − − − = 

 
    . 

Bài 11:  

 
Xét hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ parabol ( ) 2: , 0P y ax bx c a= + +   có đỉnh ( )0;3C , đi 

qua hai điểm ( )3;0A −  và ( )3;0B  nên có hệ phương trình 

1

0. 0. 3 3

9 3 0 0

9 3 0 3

a
a b c

a b c b

a b c c


= −+ + =


− + =  = 

 + + = = 


. 

Suy ra ( ) 21
: 3

3
P y x= − + . 

Diện tích mặt trước của lều trại là: 
3

2

3

1
3 d 12

3
S x x

−

 
= − = 

 
 (m2). 

+ Chọn hệ trục tọa độ Oxyz  như hình vẽ 

 

Khi đó thể tích phần không gian bên trong lều trại là 
3

0

12d 36V x= = (m3). 

* Ta có thể làm trắc nghiệm như sau: Công thức tính nhanh 

Diện tích phần gạch sọc là: 
2

3
S ah= , với a  là đáy, h  là chiều cao. 

Có 
2

.6.3 12
3

S = = (m2); 3h =  (m). 

Coi khối cần tính như khối trụ thì khối có thể tích là 12.3 36V = = (m3). 

Bài 12:  

Chọn hệ trục tọa độ Oxy như hình vẽ. 

Ta có hồ lô được tạo thành từ hình phẳng trên 

khi nó quay xung quanh trục Ox. 
Phương trình cung cong lớn là 

2 2 2169 169x y y x+ =  = − . 

Phương trình cung cong nhỏ là  

( ) ( )
2 2216 41 41 16x y y x− + =  = − − . 
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O R
2
R

2 2 2( ) :C x y R+ =

y

x

Thể tích hồ lô là ( ) ( )
12 22 26

22

13 12 22

169 41 16 5V x dx x dx dx
−

 = − + − − +
      . 

                                ( )38750 950 9760
20 10220,6 10,2

3 3 3
cm

 
= + + =   

 
  (lít). 

Bài 13:  

Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ. 

Thiết diện tạo bởi mặt phẳng ( )P

vuông góc với trục Ox và mặt cầu 

tâm ( ),O R  là hình tròn. 

Diện tích thiết diện là ( ) ( )2 2S x R x= − (Trong đó x là khoảng cách từ O đến mặt phẳng ( )P ) 

Thể tích cần tính là: ( ) ( )
3 3

2 2 2

2 2

5
2 2 2

3 12
2

R R

R R

R
x R

V S x dx R x dx R x R
 

= = − = − = 
 

 


  . 

Bài 14:  

Gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ: 

( )
3

2

0

5 75 đvtt .ADPEV V dy = = =  

Đường thẳng MN đi qua ( ) ( )2;4 , 3;3M N  

có dạng 6x y= − . 

( )
4

2

3

19
6 (đvtt).

3
ENMBV y dy


= − =  

Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay ( )H  quay quanh trục Oy . 

( )
19 244

75 đvtt .
3 3

ADPE ENMBV V V
 

= + = + =  

Bài 15:  

Chọn hệ trục Oxy  có O A ; ;B Ox D Oy  . 

Ta có: ( ) ( ) ( ) ( )0;0 ; 0;2 ; 3;0 ; 1;1A D B E  

Đường tròn tâm ( )0;1I  chứa cung ED có 

phương trình là: ( )
22 1 1x y+ − = . 

Nên cung trên của đường tròn tâm I có phương 

trình là: 21 1y x= + − . 

Thể tích của vật thể trang trí là: ( )
1 32

2 2 3

0 1

1 1 1 16,5 (cm )V x dx dx = + − +   . 

Bài 16:  

Gắn hệ trục tọa độ Oxy  với O B , tia ,Ox BC  

Đường tròn tâm ( )0;0 , 1B R =  là 2 2 2 21 1x y y x+ =  = −  

N
P

M

D

CB

A
x

y

E
3

5

4

N P

M

D

C

B

A≡O
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Đường tròn tâm ( )1;0 , 1A R− =  là 2 2 2 2( 1) 1 1 ( 1)x y y x+ + =  = − + . 

Phương trình hoành độ giao điểm của 2 đường tròn là

( )
22 1 1 3

1 1 1 ;
2 2 4

x x x D
− 

− = − +  = −   
 

. 

( ) ( )
1 0

2 2 3

1 1

2 2

11
1 1 (1 ) 2,9 cm

12
V x dx x dx  

− −

= − − − + =    

Bài 17:  

Khi quay hình chữ nhật ABCD quanh trục AB ta được 

khối trụ có 

+ Bán kính đáy 5r BC= = cm. 

+ Chièu cao 10h AB= = cm. 

Do đó thể tích khối trụ này có thể tích 
2

1 .5 .10 250V  = = (cm3). 

Mặt khác, chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ thì ( )5;5C  và parabol bên phải trục Ox có dạng 

( ) 2

1 : 2P y px= . 

Ta có ( ) ( ) 2

1 1

5
: 5

2
C P p P y x  =  =  hay 5y x= . 

Khi đó miền ( )R  khi quay quanh trục Ox có thể tích  

55

2 2

2

0 0

5
2 5 5 d 2 25 125

2
V x x x x

 
 = − = − =  

 
    

Vậy thể tích phần còn lại là 1 2 125V V V = − = (cm3). 

Bài 18:  

Thể tích của bồn chứa dầu là . 5V B h = = (cm3). 

Gọi 1V  là thể tích phần dầu bị rút ra. 

Chọn hệ trục Oxy như hình vẽ. Ta có diện tích 

phần tô đậm là 
3

2
2

0

1
2 1 d

2
S x x

 
= − − 

 


3 3 3

2 2 2
2 2

0 0 0

3
2 1 .d 2 2 1 .d

2
x x dx x x= − − = − −    

    
3

2 24

0
0

3 3
2 1 sin cos .dt 2 cos .d

2 2
t t t t= − − = − 




3 3 3

2
6 4 2 3 4

 
= − − = −  

 

 
. 

Vậy thể tích phần dầu bị rút ra là 

5

1

0

3 3
d .5

3 4 3 4
V x

   
= − = −      

   

 

. 

Vậy thể tích phần dầu còn lại trong bồn là 2 1

3
5 5 12.637

3 4
V V V




 
= − = − −   

 
 (cm3). 
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Bài 19:  

Cách 1: Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ 
Khi đó phương trình đường tròn có dạng 

2 2 225 25x y y x+ =  =  − .  

Một phần tư đường tròn 
225

0

y x

x

= −







 cắt các đường 

4y =  và 4x =  lần lượt tại ( )3;4  và ( )4;3 .  

Do đó thể tích của mô hình khi quay quanh trục XY là 

( ) ( )
3 5 4

2 2 2

0 4 3

520
2 25 25 4

3
V x dx x dx dx

 
= − + − + = 

 
  


  

Suy ra 
520

2 58
3 10

a a
b

b

=
 + =

=
. 

Cách 2: 

( )
4

2 2 3

c u

3

4 20 520
2 . 4 25 .5 . .

3 3 3
V V x dx = + − − = + =

 


  Ç
. 

Suy ra 
520

2 58
3 10

a a
b

b

=
 + =

=
. 

Bài 20:  
Gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ. Gọi phương 

trình parabol ( )P  là ( )2 0y ax bx c a= + + . 

Theo giả thiết, đường tròn thiết diện chu vi  

8 (cm): 42 8r r=  =  ( )cm . 

Vì parabol ( )P  đi qua ba điểm ( ) ( )0;0 , 4;4O A  

và ( )4;4B − , suy ra 

1

0 4

16 4 4 0

16 4 4 0

a
c

a b b

a b c


==


+ =  = 

 − = = 


. 

Nên phương trình parabol ( ) 21
:

4
P y x= .  

Thể tích phần cát ban đầu chính bằng thể tích khối tròn xoay sinh ra khi quay nhánh phải 

của parabol ( )P  quanh trục Oy và bằng thể tích cát chảy trong 20 phút. 

Ta có: 

Thể tích cát chảy trong 20 phút: 20.14,75 295= (cm3). 

Suy ra ( )
2

0

V= 2 d 295

h

y y = ( )3cm
2 295

22 95
2

h h ==


(cm). 

Vậy chiều cao của khối trụ bên ngoài là: 
3 295

2. 3 20,6
2 2

h = 


(cm). 
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BÀI 8. THỂ TÍCH VẬT THỂ TRÒN XOAY TÍNH THEO MẶT CẮT  
Bài 1:  

 

Bài 2:  

Ta có . 

Bài 3:  

Ta có  

Bài 4:  

 

Bài 5:  

Ta có:  

Đặt . 

Đổi cận: 

 

Khi đó: . 

Bài 6:  

Thể tích vật thể tính theo công thức: , với ( )S x  là diện tích thiết diện của vật thể. 

Do thiết diện của vật thể là hình vuông có cạnh là  nên  

 

Bài 7:  

Theo giả thiết, ta có . 

Bài 8:  

Thể tích vật thể B là: . 

 

( ) ( ) ( )
2

22 2 2 2

0 0 0 0 0

3
d d . 2 sin d 3.sin d 3 cos 3.

4
V S x x S x x x x x x x= = = = =− =   

   

( ) ( ) ( )
2 2

2

2 2

32
d 4 d

3
T

V S x x x x
− −

= = − = 

2

0 0 0 0 0

3
( ) ( ) .(2 sinx) 3.sinx 3 cos 2 3.

4
V S x dx S x dx dx dx x

   

= = = = =− =   

( )
1 2

2

1

16
2 1 d

3
V x x

−

= − =

( )
3

2

0

2 9 d 1V x x x= −

2 2 29 9 d dt x t x t t x x= −  = − − =

x

t 0

3

3

0

( )
30 3 3

2

3 0 0

2 . d 2 d 2 18
3

t
V t t t t t= − = = = 

3

1

( )dV S x x= 

4 x− ( ) 4S x x= −

( )
3

1

4 d 4V x x= − =

( ) ( ) ( )

3
3 3 22

1 1 1

d  3 d  3 d 3 2
2

b

a

x
V S x x x x x x x

 
= = − = − = − = 

 
  

3

0

cos dV x x x



= 
3

3
0

0

sin sin dx x x x





= −  3 3
0 0

sin cosx x x
 

= + =
3 3

6

 −



112 

Bài 9:    

Chọn hệ trục tọa độ như hình vẽ. 

Phương trình chính tắc elip ( )E  là: 
2 2

2 2
1

45 75

x y
+ = .  

Từ đó, suy ra 
2 2

2 2 2 2

2 2

45
1 .45 2 45 .

75 75

x
y MN x

 
= −  = − 
 

 

Diện tích thiết diện là: 

( )
22 2

2 2 2 2

2

1 1 1 45
1 45

4 2 4 2 4 2 2 752

R MN
S x R R x

       
= − = − = − = − −       

        

   
 

Thể tích cần tính là: ( )
75 75 2

2 2

2

75 75

45
d 1 45 d 115 586

2 75
V S x x x x



− −

  
= = − −   

  
  (m3). 

Bài 10:  

Đặt 6R = (cm), 10h = (cm). Gán hệ trục tọa độ như hình vẽ. 

Một mặt phẳng tùy ý vuông góc với trục Ox tại điểm x  

( 6 6x−   ) cắt vật thể theo thiết diện có diện tích là ( )S x . 

Ta thấy thiết diện đó là một tam giác vuông, giả sử là tam giác 

ABC vuông tại B như trong hình vẽ. 

Ta có ( ) ABCS x S=
1

.
2

AB BC= 21
tan

2
BC=   

                   ( )2 21

2

h
R x

R
= −

( )25 36

6

x−
= . 

Vậy thể tích lượng nước trong cốc là ( )
( )26 6

6 6

5 36
d d 240

6

x
V S x x x

− −

−
= = =  ( 3cm ). 

 

BÀI 9. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG CƠ BẢN 

Bài 1:  

Thời điểm vật dừng lại là 0 210 30 0 7( )v t t s=  − =  =  

Quãng đường mà vật di chuyển được từ thời điểm  đến thời điểm mà vật dừng lại là: 

( )
0

7

( ) 210 30 735( m)s t t dt= − =  

Bài 2:  

Xe ô tô dừng hẳn khi . 

Quãng đường ô tô dịch chuyển từ lúc đạp phanh đến lúc dừng hẳn: 
2

2

0

5
10 10

2

t
t

 
= − = 
 

(m). 

Bài 3:  

 . 

0t

( ) 0 10 5 0 2v t t t=  − =  =

( ) ( ) ( )
2 2

0 0

d 10 5 dS t v t t t t= = − 

( ) 2 4a t t t= + ( ) ( )
3

2d 2  
3

t
v t a t t t C = = + + ( )C
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Mà  .

 

Vậy 

3 3
2

0

2 15 69,75
3

t
S t dt

 
= + + = 

 
  (m). 

Bài 4: ( ) ( ) ( )3ln 1 6 10 3ln11 6 13,2v t t v= + +  = +   (m/s). 

Bài 5:  

    
( )

( )
( )2 5

1 2

0 3

sin sin1 1
d 0,35318 , d 0,45675

2 2

t t
S t m S t

 

   

   
= +  = +    

   
   (m). 

Vậy 
2 1S S . 

Bài 6:  

Khi vật dừng lại, vận tốc của vật bằng 0. Ta có ( )
0

5 0
5

t
t t

t

=
− =  

=
 

    Quãng đường vật đi được cho đến khi nó dừng lại: ( )

5
5 2 3

0 0

5 125
5

2 3 6

t t
s t t dt

 
= − = − = 

 
  

Bài 7:  

Ta có, vật dừng lại khi ( ) 0 160 10 0 16v t t t=  − =  = (s). 

Khi đó, quãng đường S  mà vật di chuyển trong khoảng thời gian từ thời điểm t = 0 (s) đến 

thời điểm vật dừng lại là ( )
16

0

160 10 1 280S t dt= − = (m). 

Bài 8:  

Lấy mốc thời gian ( )0t =  là lúc đạp phanh. 

Khi ô tô dừng hẳn thì: ( ) 0 5 20 0 4v t t t= − + =  =  (s). 

Vậy từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô di chuyển được: ( )
4

0

5 20 40s t dt= − + = (m). 

Bài 9:  

Lấy mốc thời gian là lúc bắt đầu đạp phanh. Giả sử  là thời điểm tàu dừng hẳn. 

Khi đó ( )0 0 00 240 20 0 12 ( s).v t t t=  − =  =  

Như vậy từ lúc đạp phanh đến lúc tàu dừng hẳn là 12 (s). 
Quãng đường tàu di chuyển được trong khoảng thời gian 12 (s) là  

12

0
(240 20 ) 1 440S t dt= − =  (m). 

Bài 10:  

Ta có: ( )0 16Av =  (m/s). 

Khi xe A dừng hẳn: ( ) 0 4Av t t=  = s. 

Quãng đường từ lúc xe A hãm phanh đến lúc dừng hẳn là = 32 m. 

Do các xe phải cách nhau tối thiểu 1 m để đảm bảo an toàn nên khi dừng lại ô tô A phải hãm 

phanh khi cách ô tô B một khoảng ít nhất là 33 m. 

( )0 15v C= = ( )
3

22 15
3

t
v t t = + +

0t

( )
4

0

16 4 ds t t= −
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BÀI 10. BÀI TOÁN MAX − MIN TRONG CHUYỂN ĐỘNG 

Bài 1:  

 

Xe dừng và bắt đầu chuyển động nên khi t = 0 thì . 

 là hàm số bậc 2 nên đạt GTLN khi 3
2

b
t

a
= − =  (s) 

Quảng đường xe đi trong 3 giây đầu là: ( )
3

2

0

6 18S t t dt= − =  (m). 

Bài 2:  

 và . 

Cho . 

Khi đó: ,  và . 

Vậy vận tốc lớn nhất của vật là 54 (m/s) tại thời điểm t = 6. 

Bài 3:  

( ) ( ) 23 18 1v t s t t t= = − + + . 

Dễ thấy hàm số ( )v t  là hàm bậc hai có đồ thị dạng parabol với hệ số 3 0a = −  . 

Do đó maxv  đạt tại đỉnh ( )3;28I  của parabol. 

Vậy thời gian để vận tốc của chất điểm đạt giá trị lớn nhất t = 3 (s). 

Bài 4:  

Vận tốc của đoàn tàu là ( ) 2( ) 12 3v t S t t t= = − . Ta dễ thấy hàm số 2( ) 12 3v t t t= −  là một 

Parabol có hệ số a âm nên ( )v t  đạt giá trị lớn nhất khi t = 2 (s). 

Lời bình: Chúng ta có thể dùng đạo hàm để tìm giá trị lớn nhể của hàm số ( )v t . Tuy nhiên, 

vì ( )v t  là hàm bậc hai nên chúng vận dụng tính chất của parabol để tìm giá trị lớn nhất và 

nhỏ nhất cho nhanh. Và rất hữu ích khi làm toán trắc nghiệm. 

 

BÀI 11. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG HAI PHƯƠNG TIỆN 

Bài 1:  

Quãng đường chất điểm A đi từ đầu đến khi B đuổi kịp là 
15

2

0

1 59
96

150 75
S t t dt

 
= + = 

 
  (m). 

Vận tốc của chất điểm B là ( )Bv t adt at C= = + . 

Tại thời điểm 3t =  vật B bắt đầu từ trạng thái nghỉ nên ( )3 0 3Bv C a=  = − . 

Lại có quãng đường chất điểm B đi được đến khi gặp A là 

( )

15
15 2

2

3 3

3 3 72
2

at
S at a dt at a

 
= − = − = 

 
  (m). 

( ) ( )26 2 /a t t m s= − ( ) ( ) 26 2 6v t t dt t t C = − = − +
0 0v C=  = ( ) 26v t t t = −

( ) 26v t t t= −

( ) 23
18

2
v t s t t= = − + ( ) ( ) 3 18a t v t t= = − +

( ) 0 6v t t =  =

( )0 0v = ( )10 30v = ( )6 54v =
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Vậy 
4

72 96
3

a a=  =  (m/s2). 

Tại thời điểm đuổi kịp A thì vận tốc của B là ( )15 16Bv = (m/s). 

Bài 2:  
Thời điểm chất điểm B đuổi kịp chất điểm A thì chất điểm B đi được 15 giây, chất điểm A đi 
được 18 giây. 

Biểu thức vận tốc của chất điểm B có dạng ( ) dBv t a t at C= = + mà ( )0 0Bv = nên 

( )Bv t at= . 

Do từ lúc chất điểm A bắt đầu chuyển động cho đến khi chất điểm B đuổi kịp thì quãng 
đường hai chất điểm đi được bằng nhau. Do đó 

18 15
2

0 0

1 58 225
d d 225 . 2

120 45 2
t t at t a a

 
+ =  =  = 

 
   

Vậy, vận tốc của chất điểm B tại thời điểm đuổi kịp A bằng ( ) 2.15 30Bv t = = (m/s). 

Bài 3:  

Ta có ( ) .dtBv t a at C= = + , ( )0 0 0Bv C=  =  ( )Bv t at = . 

Quãng đường chất điểm A  đi được trong 25 giây là 
25

2

0

1 13
dt

100 30
AS t t

 
= + 

 
  

25
3 2

0

1 13 375

300 60 2
t t

 
= + = 
 

. 

Quãng đường chất điểm B đi được trong 15 giây là 

15

0

.dtBS at=   
2 15

0

225

2 2

at a
= = . 

Ta có 
375 225 5

2 2 3

a
a=  = . 

Vận tốc của B tại thời điểm đuổi kịp A là ( ) ( )
5

15 .15 25 m/s
3

Bv = = . 

Bài 4:  
Khoảng thời gian xe 2 xuất phát đến lúc đạp phanh là: t = 2h. 
Quãng đường các xe đi được trong khoảng thời gian trên: 

Xe 1: Đi từ A đến C là ( )
2

0

2 1 6AC t dt= + = (km). 

Xe 2: Đi từ O đến D là OD = 2.10 = 2 (km). 
22 20 6 36CD = + − =  (km). 

Chọn mốc thời gian tại vị trí xuất phát, sau thời gian t1 hai xe gặp nhau. Hai xe đang ở các 
vị trí tức thời C, D. 

Li độ xe 1 là ( )
1

1

2

2 1

t

X t dt= +  (km). 

Li độ xe 2 là: ( )
1

2

2

5 20

t

X t dt CD= − + +  (km). 

Để 2 xe gặp nhau thì: ( ) ( )
1 1

1 2 1

2 2

2 1 5 20 36 6

t t

X X t dt t dt t=  + = − + +  =   (h). 

Vậy sau khoảng thời gian là 6h hai xe gặp nhau. 
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BÀI 12. BÀI TOÁN CHUYỂN ĐỘNG THEO QUÃNG ĐƯỜNG LÀ ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

Bài 1:  

Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của B, C lên trục Ot. 

Ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

60 10 30 60

0 0 10 30

1 1
. 10 15 .10 20.15 .30.15 650 (m)

2 2

OABH HBCK KCD

s v t dt v t dt v t dt v t dt

S S S

= = + +

= + +

= + + + =

   

 

Bài 2:  

Vận tốc chuyển động của vật trong 3 giây đầu là 

( )1 2v t = . 

Vận tốc chuyển động của vật từ giây thứ 3 đến giây 

thứ 7 là ( )2

3 1

4 4
v t t= − . 

Vận tốc chuyển động của vật từ giây thứ 7 đến giây thứ 10 là ( )3

1 22

3 3
v t t= − + . 

Ta có ( ) ( )S t v t = , suy ra 

( ) ( ) ( )
3 7 10

1 2 3

0 3 7

S v t dt v t dt v t dt= + +  
3 7 10

0 3 7

3 1 1 22 67
2

4 4 3 3 2
dt t dt t dt

   
= + − + − + =   

   
   . 

Bài 3:  

Gọi ( ) ( ) 2:P v t at bt c= + + . 

Vì ( )P  qua ( )0;1A  và có đỉnh ( )2;8I  nên ta có 

1
1 1

2 4 0 7
2

4 2 7 7
8 4 2

4

c
c c

b
a b b

a
a b

a b c a

= = =  
− =  + =  =  
  + = −= + +  =



 

được phương trình là ( ) 27
7 1

4
v t t t

−
= + + . 

Ngoài ra tại 3t =  ta có 
25

4
v = . 

Vậy quãng đuờng cần tìm là:

3 5

2

0 3

7 25
7 1 dt d 31,25 (km)

4 4
s t t t

− 
= + + + = 

 
  . 

Bài 4:  

Phương trình vận tốc của ô tô là: . .. 

Trong khoảng thời gian 6 phút đầu đồ thị của vận tốc là 

một đường parabol đi qua điểm ( )0;0 ,  ( )5;1000  và có 

hoành độ đỉnh bằng 5, do đó: 
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0 0 40

25 5 1000 5 200 400

10 0 0
5

2

c c a

a b c a b b

b a b c

a


 = = = − 
  

+ + =  + =  =  
  + = = − =


 ( )
240 400  khi 0 6

960               khi 6 10

t t t
v t

t

− +  
 = 

 
. 

Vậy quãng đường ô tô đi được trong 10 phút đầu là: 

( ) ( )
10 6 10

2

0 0 6

d 40 400 d 960d 8 160 (m)S v t t t t t t= = − + + =   . 

Bài 5:  

Gọi thời điểm khinh khí cầu bắt đầu chuyển động là 0t = , thời điểm khinh khí cầu bắt đầu 

tiếp đất là 
1t . 

Quãng đường khinh khí cầu đã di chuyển được từ lúc chuyển động tới khi tiếp đất là 

1
13

2 21
1 1

0

1

5,56

(12 )d 243 6 243 0 14,56
3

9

t
t

t
t t t t t

t

 −


− =  − + − =  

 =

  

Vì ( ) 0 0 12v t t     nên 
1 9t = . 

Vận tốc của khinh khí cầu lúc tiếp đất là: ( )9 27v = (mét/phút). 

Bài 6:   

Từ đồ thị ta có 

( )
2

3 2 3 2 3

2

, 2 6
4

,0
2

2

t

a t

t

t t

 

− −





= 

+  



. 

Mà ( )0 1v =  (m/s) nên ( ) ( )

2

2

2

3 2 3 2 3
,2 6

8

2
1 ,0

4
d

2

t

t t C

t

v a t

t

t t

 

− −


+

+




= = 


+  





 . 

Vì vận tốc là hàm số liên tục nên 

( ) ( )
2 2

3 2 3 3 2 2
lim lim 2 1 3 2 3

2 2t x
v t v t C C

− +→ →

− − +
=  + = + − +  = . 

Do đó ( )6 1 3 2 2 3v = + + (m/s). 

Bài 7:  

Parabol ( )2 0y ax bx c a= + +  đi qua điểm (0; 3) và có đỉnh  

I (2; 7) nên có 

0

2
2

4 2 7

c

b

a

a b c

=


− =


+ + =

2

1

4 4 3

3

a

b y x x

c

= −


 =  = − + +
 =
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Đường thẳng IA đi qua A (4; 3) nhận vectơ ( )2; 4IA = −  làm vectơ chỉ phương, suy ra có 

vectơ pháp tuyến là ( )4;2n =  

Phương trình đường thẳng IA là ( ) ( )4 4 2 3 0 2 11x y y x− + − =  = − +  

Quãng đường s mà vật di chuyển được trong 4 giờ là: 

( ) ( )
2 4

2

0 2

64
4 3 d 2 11 d

3
s t t t t t= − + + + − + =   (km). 

 

BÀI 13. BÀI TOÁN BƠM NƯỚC  

Bài 1:  

Gọi x là thời điểm bơm được số nước bằng 
3

4
 độ sâu của bể x tính bằng giây. 

4

3 3

0
0

3 3

1 3 3
 Ta có: 3 d .280 ( 3) 105 000

500 4 4

( 3) 3 3 3 140 000

x
x

t t t

x x

+ =  + =

 + + − =

  

4 33 343

334

( 3) 3 3 140 000 3 (3 3 140 000)

(3 3 140 000) 3 7234,8256.

x x

x x

 + = +  + = +

 = + −  

 

Bài 2:  

( )
3

2

0

6 2 d 90at bt t+ =  ( )
3

3 2

0
2 90at bt+ =  54 9 90a b+ =  (1) 

( )
6

2

0

6 2 d 504at bt t+ =  ( )
6

3 2

0
2 504at bt+ =  432 36 504a b+ =  (2) 

Từ (1), (2) 

2

3

6

a

b


=


 =

. Sau khi bơm 9 giây thì thể tích nước trong bể là: 

=

9

3 2

0

4
6 1 458

3
t t

 
+ = 

 
 (m3). 

Bài 3:  

Ta có: ( ) 3 31
( ) 3 8 (3 8) 3 8

4
h t h t dt t dt t t C= = + = + + +  . 

Lúc đầu 0t = , bể không có nước ( )0 0 4 0h C =  + =  4C = −  

31
( ) (3 8). 3 8 4

4
h t t t = + + − . 

( )10 27,94.h   

Bài 4:  

Ta có: ( ) ( ) ( )
2

2 3' d 3 d . .
2

t
h t h t t at bt t a t b C= = + = + +  . 

( )
9

2

0

4 12 dV t t t= +
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Do ban đầu hồ không có nước nên ( ) ( )
2

30 0 0 . .
2

t
h C h t a t b=  =  = + . 

Lúc 5  giây ( )
2

3 5
5 .5 . 150

2
h a b= + = . 

Lúc 10  giây ( )
2

3 10
10 .10 . 1100

2
h a b= + = . 

Suy ra ( ) ( )3 2 3 21, 2 20 20 20 8 400a b h t t t h= =  = +  = + = (m3). 

 

BÀI 14. BÀI TOÁN GẶP CHƯỚNG NGẠI VẬT  
Bài 1:  

Chiếc xe bán tải thực hiện hai giai đoạn: 

Giai đoạn 1: Chuyển động nhanh dần đều với vận tốc 
1( ) 3v t t= (m/s) trong 8 (s), do đó 

quãng đường chặng 1 của chiếc xe là 
8

1
0

3 96S tdt= =  (m).  

Lúc này, chiếc xe đang đạt vận tốc 1(8) 3 8 24v =  = (m/s). 

Giai đoạn 2: Chiếc xe chuyển động với gia tốc −36 (m/s2) nên phương trình vận tốc của xe 

là 2 ( ) 36 36v t dt t C= − = − + .  

Khi 0t =  của chặng 2 thì xe có vận tốc 1(8) 24v =  nên 2 (0) 24 24.v C=  =  

Vậy 2 ( ) 36 24v t t= − + . Xe dừng hẳn khi 
2

2
( ) 0

3
v t t=  = .  

Vậy quãng đường xe di chuyển trong chặng 2 là 
2

0

2

3 ( 36 24) 8S t dt= − + = (m). 

Vậy tổng quãng đường xe bán tải đi được từ khi khởi hành đến khi dừng hẳn là 

1 2 96 8 104S S S= + = + = (m) 

Bài 2:  

Giai đoạn 1: Quãng đường ô tô đi được trong 5 (s) đầu là 

55 2

1

0 0

7 d 7 87,5
2

t
s t t= = =  (mét). 

Giai đoạn 2: Phương trình vận tốc của ô tô khi người lái xe phát hiện chướng ngại vật là 

( )2 35 35v t t= −  (m/s).  

Khi xe dừng lại hẳn thì ( )2 0 35 35 0 1.v t t t=  − =  =  

Quãng đường ô tô đi được từ khi phanh gấp đến khi dừng lại hẳn là  

( )

1
1 2

2

0 0

35 35 d 35 35 17,5
2

t
s t t t

 
= − = − = 

 
  (mét). 

Vậy quãng đường của ô tô đi được từ lúc bắt đầu chuyển bánh cho đến khi dừng hẳn là 

1 2 87,5 17,5 105s s s= + = + = (mét). 

Bài 3:  

Giai đoạn 1: Xe bắt đầu chuyển động đến khi gặp chướng ngại vật. 

Quãng đường xe đi được là: ( )
12

1 1

0

dS v t t=   

12

0

2 dt t=   
12

2

0
t=  144  (m)= . 
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Giai đoạn 2: Xe gặp chướng ngại vật đến khi dừng hẳn. 

Ôtô chuyển động chậm dần đều với vận tốc ( )2 d 12v t a t t c= = − + . 

Vận tốc của xe khi gặp chướng ngại vật là: ( ) ( )2 10 12 2.12 24v v= = =  (m/s). 

12.0 24c− + = 24c = ( )2 12 24v t t =− + . 

Thời gian khi xe gặp chướng ngại vật đến khi xe dừng hẳn là nghiệm phương trình: 
12 24 0t− + = 2t = . 

Khi đó, quãng đường xe đi được là: 

( )
2

2 2

0

dS v t t=  ( )
2

0

12 24 dt t= − + ( )
2

2

0
6 24 24t t= − + =  (m). 

Vậy tổng quãng đường xe đi được là: 
1 2 168S S S= + = (m). 

Bài 4:  

Giai đoạn 1: Tại thời điểm t = 6 vật đang chuyển động với vận tốc 
0v  nên có ( ) 06v v=

0 0

5
.6 15,

2
a v a v− + =  = +  suy ra ( ) 0

5
15

2
v t t v= − + + . 

Giai đoạn 2: 

Gọi k là thời điểm vật dừng hẳn, vậy ta có ( ) ( ) 0
0

22
. 15 6.

5 5

v
v k v k +  = +  

Tổng quãng đường vật đi được là 0 0

6

5
80 6 15 d

2

k

v t v t
 

= + − + + 
 
  

( ) ( ) ( )

( )

( )

0 0

6

2 2

0 0

2

0 0 0 0
0 0

2

0 0

0

5
80 6 15

2

5
80 6 6 6 15 6

4

4 24 2 25
80 6 . 15

4 25 5 5 5

36. 400 0

10.

k

v t v t t

v k v k k

v v v v
v v

v v

v

 
 = + − + + 

 

 = − − + − + −

 
 = − + + + 

 
 

 + − =

 =

 

Bài 5:  

Ta có: 
2dt 6 dt 3v a t t C . 

Tại thời điểm 00t v C v  2

0 3v v t . 

Khi xe dừng hẳn 2 0
00 3 0

3

v
v v t t . 

Quảng đường vật đi được đến lúc dừng hẳn là: 
0 0

03 3

2 3 3
0 0

0
0 0

16 dt 3 dt

v v

v

v v t v t t . 

0 0 0 0
0 0 016 24 12

3 3 3 3

v v v v
v v v  (m/s). 
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Chủ đề 5. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN 

BÀI 15. XÁC SUẤT CÓ ĐIỀU KIỆN  

Bài 1. Gọi A là biến cố “Cây được chọn là cây có hoa” và B là biến cố “Cây được chọn là cây 

phượng vĩ”. Xác suất cần tính là ( | )P B A . 

Do trong công viên có 70%  là cây có hoa nên ( ) 0,7P A . 

Do số cây phượng vĩ chiếm 6,3%  trong tổng số cây nên ( ) ( ) 0,063P A B P B . 

Vậy 
( ) 0,063

( | ) 0,09.

( ) 0,7

P A B
P B A

P A

 

Bài 2. Gọi A là biến cố “bé được chọn là bé trai”, B là biến cố “bé thích sư tử”. 

Suy ra, A  là biến cố “bé được chọn là bé gái”, B  là biến cố “bé thích voi”. 

a) ( ) 200, ( ) 90.n A n A B  Do đó xác suất cần tìm là 
( ) 90 2

( | )

( ) 200 20

n A B
P B A

n A

. 

b) ( ) 160, ( ) 85.n A n A B  Do đó xác suất cần tìm là 
( ) 85 17

( | )

( ) 160 32

n A B
P B A

n A

. 

Bài 3. Số phần tử của không gian mẫu: 1

40( ) 40n C = = . 

Gọi A là biến cố “học sinh được chọn là nữ”  và B là biến cố “học sinh được chọn thích chơi 

thể thao”. 

Ta có: ( ) 15, ( ) 16 6 22n A n B= = + = . 

a) Ta có: 
( )

( | )

( )

P AB
P B A

P A

 

Trong đó: ( ) 6n AB . Suy ra 
( ) 6 3

( ) .

( ) 40 20

n AB
P AB

n

 

( ) 15 3
( )

( ) 40 8

n A
P A

n

.  

Vậy xác suất cần tìm là: 

3

( ) 220
( | )

3( ) 5

8

P AB
P B A

P A

. 

b) Ta có: 
( )

( | )

( )

P AB
P A B

P B

 

Trong đó: ( ) 6n AB . Suy ra 
( ) 6 3

( ) .

( ) 40 20

n AB
P AB

n

 

( ) 22 11
( )

( ) 40 20

n B
P B

n

.  

Vậy xác suất cần tìm là: 

3

( ) 320
( | )

11( ) 11

20

P AB
P A B

P B

. 
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Bài 4. ⦁ Tính ( | )P B A : 

Sau khi An lấy ra 1 viên bi trắng thì trong hộp còn lại 13 viên bi, trong đó có 7 viên bi trắng. 

Do đó, xác suất Bình lấy được viên bi trắng trong 13 viên bi còn lại chính là xác suất cần 

tìm. Do đó, 

1

7

1

13

7
( | ) .

13

C
P B A

C

 

⦁ Tính ( )P AB : 

Ta có: 
( )

( | )

( )

P AB
P B A

P A

. Suy ra ( ) ( ). ( | )P AB P A P B A . 

Trong đó 

1

8

1

14

( ) 4
( )

( ) 7

Cn A
P A

n C

. 

Vậy: 
4 7 4

( ) ( ). ( | ) .

7 13 13

P AB P A P B A . 

Bài 5. Gọi A là biến cố “chọn được hộp thứ nhất”  và B là biến cố “chọn được hộp thứ hai”. 

Gọi H là biến cố “lấy được viên bi đỏ” 

Xác suất cần tìm là: ( )P AH BH .    

Vì ,AH BH  là hai biến cố xung khắc nên ta có:  

( ) ( ) ( )P AH BH P AH P BH ( ). ( | ) ( ). ( | )P A P H A P B P H B . 

Trong đó: 

1
( ) ( )

2

4 6
( | ) , ( | )

9 10

P A P B

P H A P H B

 

Suy ra 
1 4 1 6 47

( ) . .

2 9 2 10 90

P AH BH . 

Vậy xác suất cần tìm là 
47

.
90

 

Bài 6. Gọi 
1
A  là biến cố “chọn được xạ thủ loại I” và

2
A  là biến cố “chọn được xạ thủ loại II”. 

Gọi B là biến cố “viên đạn bắn trúng đích” 

Ta thấy: B chỉ xảy ra khi biến cố 
1
A hoặc 

2
A đã xảy ra.  

Xác suất cần tìm là: 
1 2

( ) ( ) ( )P B P A B P A B
1 1 2 2
( ). ( | ) ( ). ( | )P A P B A P A P B A  

                                
2 8
.0,9 .0,8

10 10

  0,82.  

Bài 7. Đặt A: “vận động viên A thắng”; B: “vận động viên B thắng”. 

Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )0,8; | 0,6; | 0,3P P B A P B AA = = =  

a) Xác suất đội tuyển thắng 2 trận là ( ) ( ) ( )| 0,8.0,6 0,48P PA P BB A A=  = =  

b) Đội tuyển thắng ít nhất một trận nghĩa là có ít nhất một trong hai vận động viên A, hoặc B 

thắng. Xác suất cần tính là: ( ) ( ) ( ) ( ) 0,54 0,8 0,48 0,86AP A B P P P ABB = + − = + − =  

Bài 8. Đặt: A: “Công nhân đình công ở nhà máy A” ( ) 0,75P A =  

B: “Công nhân đình công ở nhà máy B” ( ) ( )0,69; 0,9P B P A B= =∣  
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a) Xác suất công nhân đình công ở 2 nhà máy là ( ) ( ) ( ). 0,65.0,9 0,585.P AB P A P A B= = =∣  

b) Nếu công nhân ở nhà máy A đình công thì xác suất để công nhân ở nhà máy B đình công là  

( )
( )

( )
0,585

0,78
0,75

P AB
P B A

P A
= = =∣  

Bài 9. Đặt A: “bản cân đối thu chi chứa sai lầm” ( ) 0,15P A = ; B: “bản cân đối thu chi chứa giá 

trị bất thường” ( ) ( )0,2; 0,6.P B P B A= =∣  

Xác suất 1 con số ở 1 bảng cân đối tỏ ra bất thường là 1 sai lầm: 

 ( )
( )

( )

( ) ( )

( )
0,15 0,6

0,45
0,2

P AB P A P B A
P A B

P B P B

 
= = = =

∣
∣  

Bài 10. Đặt A: “xảy ra hỏa hoạn”; B: “xảy ra gãy đồ”; C: “xảy ra sai lầm của con người”;  

D: “sự rò rỉ phóng xạ”. 

Ta có: ( ) ( ) ( )0,2; 0,5; 0,1P D A P D B P D C= = =∣ ∣ ∣  

          ( ) ( ) ( )0,001; 0,0015; 0,0012P DA P DB P DC= = =  

a) Xác suất có hỏa hoạn là ( )
( )

( )
0,005

P AD
P A

P D A
= =

∣
 

Xác suất có gãy đổ vật liệu là ( )
( )

( )
0,003

P BD
P B

P D B
= =

∣
 

và xác suất sai lầm của con người ( )
( )

( )
0,0012

P CD
P C

P D C
= =

∣
 

b) Xác suất có sự rò rỉ phóng xạ xảy ra: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,001 0,0015 0,0012 0,0037P D P AD P BD P CD= + + = + + =  

c) Xác suất một sự rò rì phóng xạ được gây ra bởi sự sai lầm của con người là 

( )
( )

( )
0,0012 12

0,0037 37

P CD
P C D

P D
= = =∣  

Bài 11. Gọi 
i
A  là biến cố “lần thứ i lấy được quả cầu màu xanh” và 

i
B  là biến cố “lần thứ i lấy 

được quả cầu màu vàng”. 

a) Nếu lần thứ nhất lấy được quả cầu màu xanh thì trong hộp còn lại 4 quả cầu màu xanh và  

3 quả cầu màu vàng. Do đó, xác suất cần tìm là: 

1

3

2 1 1

7

3
( | )

7

C
P B A

C

. 

b) Xác suất cần tìm là: 
1 2 1 2
( )P A A B B . 

Vì 
1 2 1 2
,A A B B  là hai biến cố xung khắc nên ta có:  

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1
( ) ( ) ( ) ( ). ( | ) ( ). ( | )P A A B B P A A P B B P A P A A P B P B B . 

Trong đó: 
1 1

5 3
( ) , ( )

8 8

P A P B ,  
2 1 2 1

4 2
( | ) , ( | )

7 7

P A A P B B . 

Suy ra 
1 2 1 2

5 4 3 2 13
( ) . .

8 7 8 7 28

P A A B B . 
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Bài 12. a) Đặt: A: “Chọn được sinh viên nam” ( )
2

3
P A = ;  

B: “Chọn được sinh viên nữ” ( )
1

3
P B = ;  

C: “Chọn được sinh viên quê ở An Giang” 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
8

15
P C P AC P BC P A P C A P B P C B= + = + =∣ ∣  

Do đó, ( )
( )

( )

( ) ( )

( )
3

4

P AC P A P C A
P A C

P C P C
= = =

∣
∣  

b) Lớp có 60 sinh viên suy ra có 40 sinh viên nam và 20 sinh viên nữ 

Số sinh viên Nam quê ở An Giang: 24 

Số sinh viên Nữ quê ở An Giang: 8 

Nên tổng số sinh viên quê ở An Giang là 32 sinh viên 

F: “ít nhất một sinh viên quê ở An Giang” ( ) ( )
2

28

2

60

232
1 1

295

C
P F P F

C
= − = − =  

Bài 13. a) Gọi kA : “chọn k  học sinh nam trong 2 học sinh lần đầu”  0,1,2k  

( ) ( ) ( )
2 1 1 2

6 7 6 7
0 1 22 2 2

13 13 13

; ;
C C C C

P A P A P A
C C C

= = =  

A: “học sinh được chọn sau cùng là nam” 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2P A P A P A A P A P A A P A P A A= + +∣ ∣ ∣  

2 1 1 2

6 7 6 7

2 2 2

13 13 13

7 6 5 7

11 11 11 13

C C C C

C C C
=  +  +  =  

b) Xác suất học sinh chọn lần sau cùng là nữ là ( ) ( )
6

1
13

P A P A= − =  nên xác suất để 2 học 

sinh được chọn lần đầu là nam: ( )
( ) ( )

( )

2 1

7 6

2 1
2 2 13 11

2

7

6 22

13

C C

P A P A A C C
P A A

P A




= = =
∣

∣  

Bài 14. a) Gọi A là biến cố: “Tổng số nốt xuất hiện là 8”; B là biến cố: “Có ít nhất một con ra 

nốt 1”. 

Các trường hợp có tổng bằng 8 là (2, 3, 3); (2, 2, 4); (1, 1, 6); (1, 2, 5); (1, 3, 4) và các hoán 

vị của chúng. 

Từ đó số trường hợp có thể là 3 3 3 6 6 21+ + + + = . Do đó ( )
21

P
216

A =  . 

( )
( )

( )

P
P /

P

AB
A B

B
=  

Để tính ( )P AB , ta thấy các tổ hợp có tổng bằng 8 mà trong đó có “1” là (1, 1, 6); (1, 2, 5); 

(1, 3, 4). 
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Vậy ( )
3 6 6 15

P
216 216

AB
+ +

= = . Dễ thấy ( )
3

5 91
P 1

6 216
B

 
= − = 

 
. Vậy ( )

15
P /

91
A B = . 

b) Gọi A: “Có ít nhất một con ra lục”; B: “Số nốt trên 3 con khác nhau”. 

Ta có: ( )
( )

( )
( ) ( )

P 3 5 4 60 6 5 4 120
P / ;P ;P

P 216 216 216 216

AB
A B AB B

B

   
= = = = =  

Vậy ( )
1

P /
2

A B = . 

 Bài 15. a) 
iA : “lọ lấy ra từ hộp thứ i là tốt”  1,2,3i  

Nên, xác suất để được 3 lọ cùng loại 

( )1 2 3 1 2 3P A A A A A A  +   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3P A P A P A P A P A P A= +  

10 6 5 5 4 5 4

15 10 10 15 10 10 15
=   +   = .  

b) Đặt iH : “Lấy được hộp thứ i”  , , ;i A B C  X: “Lấy được 2 lọ hỏng và 1 lọ tốt”. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A B B C CP X P H P X H P H P X H P H P X H= + +∣ ∣ ∣  

 
2 1 2 1 2 1

5 10 4 6 5 5

3 3 3

15 10 10

1 1 1 5113

3 3 3 16380

C C C C C C

C C C
= + + = . 

Khi đó xác suất để hộp A được chọn 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
1200

0,2347
5113

A A A

A

P XH P H P X H
P H X

P X P X
= = = =

∣
∣  

Bài 16. Gọi B là biến cố “người đó không bị bệnh X” và D là biến cố “kết quả xét nghiệm 
dương tính”. 

Ta có: 

( ) 0,05, ( | ) 0,02, ( | ) 1 ( | ) 0,98.P B P D B P D B P D B  

( ) 0,95, ( | ) 0,03, ( | ) 1 ( | ) 0,97.P B P D B P D B P D B  

        
Do W BD  nên ( ) ( ) 0,285P W P BD . 

Do Y BD  nên ( ) ( ) 0,001P Y P BD . 

Bài 17. Gọi A là biến cố “quả trứng thuộc cơ sở R”, B là biến cố “quả trứng thuộc cơ sở S” và 

C là biến cố “quả trứng thuộc cơ sở T”. 

Gọi H là biến cố “quả trứng bị hỏng”. 

Ta có: 

( ) 0,25, ( | ) 0,05, ( | ) 1 ( | ) 0,95P A P H A P H A P H A . 
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( ) 0,35, ( | ) 0,04, ( | ) 1 ( | ) 0,96P B P H B P H B P H B . 

( ) 0,4, ( | ) 0,02, ( | ) 1 ( | ) 0,98P C P H A P H A P H A . 

                
Do M CH  nên ( ) ( ) 0,392P M P CH . 

Do N AH BH và ,AH BH  xung khắc nên  

( ) ( ) ( ) 0,0125 0,014 0,0265P N P AH P BH . 

 

BÀI 16. CÔNG THỨC XÁC SUẤT TOÀN PHẦN VÀ CÔNG THỨC BAYES  

Bài 1. Đặt A: “khách hàng cần tư vấn”; B: “khách hàng cần mua sách”. 

Theo đề ta có: ( ) ( ) ( )0,3; 0,2; 0,15P A P B P AB= = =  

a) Xác suất khách hàng không cần mua sách cũng không cần tư vấn là: 

( ) ( ) ( ) ( ).P A B P A P B P AB= + −
3 2 15 13

1 1 1
10 10 100 20

 
= − + − − − = 

 
 

b) Không mua sách, biết rằng người này đã hỏi nhân viên bán hàng. 

( )
( )
( )

( ) ( )

( )

3 15

110 100|
3 2

10

P AB P A P AB
P B A

P A P A

−−
= = = =  

Bài 2. Đặt A: “người dân trong thành phố dùng sản phẩm X”; B: “người dân trong thành phố 

dùng sản phẩm Y”. Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )0,207; 0,5; | 0,365P A P B P A B= = =  

a) Xác suất người dân đó dùng cả X và Y là: ( ) ( ) ( )/ 0,5 0,365 0,1825P AB P B P A B=  =  =  

b) Xác suất người dân đó dùng Y, biết rằng không dùng X là 

 ( )
( )
( )

( ) ( )

( )
0,5 0,1852

| 0,404
1 0,207

P A B P B P AB
P B A

P A P A

 − −
= = = =

−
 

Bài 3. Đặt A : “Hộ gia đình được chọn ngẫu nhiên có máy vi tính” 

B : “Hộ gia đình được chọn ngẫu nhiên có thu nhập hàng năm trên 20 triệu” 

Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )0,52; 0,6; | 0,75.P A P B P A B= = =  

a) Xác suất để hộ gia đình được chọn có máy vi tính và có thu nhập hàng năm trên 20 triệu là: 

( ) ( ) ( )| 0,6 0,75 0,45P AB P B P A B=  =  =  

b) Xác suất để hộ gia đình được chọn có máy vi tính nhưng thu nhập ít hơn 20 triệu là: 

( ) ( ) ( ) 0,52 0,45 0,07P AB P A P AB= − = − =  
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c) Xác suất để hộ gia đình được chọn có thu nhập hàng năm trên 20 triệu nhưng không có máy 

vi tính là: ( )
( )
( )

( ) ( )

( )
0,6 0,45

| 0,3125
1 0,52

P AB P B P AB
P B A

P A P A

− −
= = = =

−
 

Bài 4. Đặt A: “vận động viên A thắng”; B: “vận động viên B thắng”.  

Theo đề bài ta có: ( ) ( ) ( )0,8; | 0,6; | 0,3P P B A P B AA = = =  

a) Xác suất B thắng trận là: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,54B A AP P P B A P P B A= +  =∣ ∣  

b) Đặt D: “đội tuyển chỉ thắng 1 trận”. Xác suất đội tuyển chỉ thắng 1 trận là: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  . .P D P A B P A B P P AB P P ABA B= + = − + −  

          ( ) ( ) ( )2 0,8 0,54 2 0,48 0,38A BP P P AB= + −  = + −  =  

Bài 5. T: “sinh viên thi trượt môn Toán” ( ) 0,34P T =  và L: “sinh viên thi trượt môn Tâm Lý” 

( ) 0,205P L = , khi đó ( ) 0,5P L T =∣  

a) Xác suất sinh viên truợt môn cả môn Toán và Tâm: ( ) ( ) ( ) 0,34.0,5 0,17P TL P T P L T= = =∣  

b) Xác suất sinh viên đậu cả môn Toán và Tâm Lý 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0,625P TL P T L P T P L P TL= −  = − − + =  

c) Xác suất sinh viên đậu môn Toán, biết rằng trượt môn Tâm Lý: 

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
7

.
41

P TL P L P TL
P T L

P L P L

−
= = =∣  

Bài 6. Đặt: 

iM : “sản phẩm lấy ra do máy i sản xuất” với  1,2,3i

( ) ( ) ( )1 2 30,6; 0,3; 0,1P M P M P M= = =   

và T: “sản phẩm lấy ra là phế phẩm” ( ) ( ) ( )1 2 30,98; 0,97; 0,96P T M P T M P T M= = =∣ ∣ ∣  

a) T: “sản phẩm lấy ra là sản phẩm tốt” 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 0,975P T P M P T M P M P T M P M P T M= + + =∣ ∣ ∣  

Ý nghĩa, xác suất thể hiện tỉ lệ sản phẩm tốt của lô hàng. 

b) Xác suất lấy ra sản phẩm là phế phẩm: ( ) ( )1 0,025P T P T= − =  

Theo công thức Bayes 

( )
( ) ( )

( )
1 1

1

0,6.0,02
0,48

0,025

P M P T M
P M T

P T
= = =

∣
∣  

( )
( ) ( )

( )
2 2

2

0,3.0,03
0,36

0,025

P M P T M
P M T

P T
= = =

∣
∣  

( )
( ) ( )

( )
3 3

3

0,1.0,04
0,16

0,025

P M P T M
P M T

P T
= = =

∣
∣  

Bài 7. Đặt A: “người đó đọc quảng cáo” ( ) 0,8P A = ;  

B: “người đó mua tủ lạnh X” ( ) ( )/ 0,3; / 0,1P B A P B A= =  
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Trước tiên tính xác suất để người mua tủ lạnh X 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / 0,26P B P AB P AB P A P B A P A P B A= + =  +  =  

Xác suất để 1 người tiêu dùng đã mua loại tủ lạnh X mà có đọc quảng cáo: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
0,8.0,3 12

0,26 13

P AB P A P B A
P A B

P B P B


= = = =

∣
∣  

Bài 8. Đặt A: “người dân nghiện thuốc lá” ( ) 0,3P A = ; B: “người dân bị viêm họng” 

( ) ( )0,6; 0,4P AB A P B= =∣ ∣  

a) Trước tiên ta tính xác suất người này viêm họng 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,46P B P AB P AB P A P B A P A P B A= + =  +  =∣ ∣  

Xác suất để người nghiện thuốc lá nếu bị viêm họng là 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
0,3 0,6 9

0,46 23

P AB P A P B A
P A B

P B P B

 
= = = =

∣
∣  

b) Xác suất để người nghiện thuốc lá nếu không bị viêm họng là 

( )
( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
2

1 9

P AB P A P AB P A P A P B A
P A B

P BP B P B

− − 
= = = =

−

∣
∣  

Bài 9. Đặt A: “giảng viên nhận được bản giới thiệu sách mới” ( ) 0,8P A =  

B: “giảng viên mua sách” ( ) ( )0,3; 0,1P B A P B A= =∣ ∣  

Trước hết ta tính xác suất để giảng viên mua sách 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,26P B P AB P AB P A P B A P A P B A= + =  +  =∣ ∣  

Nên, xác suất để giảng viên nhận được bản giới thiệu trong số những người mua sách: 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )
0,8 0,3 12

|
0,26 13

P AB P A P B A
P A B

P B P B

 
= = = =

∣
 

Bài 10. Đặt A: “Người bị nhiễm HIV đến từ địa phương” ( ) 0,01P A =  

B: “người đến từ địa phương làm xét nghiệm X cho kết quả dương tính với HIV” 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,01 0,95 0,99 0,01 0,0194P B P A P B A P A P B A=  +  =  +  =∣ ∣  

Xác suất để người đến từ địa phương có tỉ lệ 1%  được xét nghiệm và cho kết quả dương 

tính là ( )
( ) ( )

( )
0,95 0,01 95

0,0194 194

P A P B A
P A B

P B

 
= = =

∣
∣  

Bài 11. Gọi A: “sản phẩm chất lượng cao” và B: “sản phẩm được công nhận” 

( ) ( ) ( )0,96, 0,02 và  0,05P A P B A P B A= = =∣ ∣  

Ta có ( )
( )
( )

( ) ( )

( )
0,02

P AB P A P AB
P B A

P A P A

−
= = =∣  suy ( ) 0,940P AB = .  

Lại có ( )
( )
( )

( ) ( )

( )
0,05

P AB P B P AB
P B A

P A P A

−
= = =∣  suy ra ( ) 0,9428P B =  

Xác suất để 1 sản phẩm đó được công nhận chất lượng cao đúng là sản phẩm chất lượng cao 

là ( )
( )

( )
0,9408

0,9978
0,9428

P AB
P A B

P B
= = =∣  
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Bài 12. a) Kí hiệu B1: “cặp sinh đôi là thật”, B2: “cặp sinh đôi là giả”, A: “cặp sinh đôi cùng giới”. 

Theo giả thiết ( )P A 0,34 0,3 0,64= + =  và ( )1P A|B 1= , ( )2

1
P |

2
A B =  

Đặt ( ) ( )1 2P ,P 1B x B x= = − . 

Theo công thức xác suất đầy đủ: ( ) ( ) ( ) ( )( 211 2P )P P | P P |A B A B B A B= +  

1
0,64 0,28

2

x
x x

−
 = +  =  

b) ( )
( ) ( )

( )
1 1

1

P P | 0,28
P 0,4375

P 0,64
|

B A B
B A

A
= = =  

Bài 13. Kí hiệu 
1E : “Từ chuồng 2 bắt được thỏ trắng”; 

2E : “Từ chuồng 2 bắt được thỏ đen”; 

A: “Bắt được thỏ trắng ở lần bắt sau”; B: “Bắt được thỏ trắng của chuồng 1 ở lần bắt sau”. 

Ta có ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2P P P | P P |A E A E E A E= +
3 11 7 10 103

10 16 10 16 160
=  +  = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2P P P | P P |B E B E E B E= +
3 10 7 10 100

10 16 10 16 160
=  +  =  

Vậy ( )
( )

( )

( )

( )

P P 100
P | A

P P 103

AB B
B

A A
= = =  

Bài 14. a) Lấy ngẫu nhiên ra 1 hộp, rồi lấy ngẫu nhiên từ đó ra 4 sản phẩm. 

Đặt iM : “lấy được hộp thứ i ,  1,2i  suy ra ( ) ( )1 2

1

2
P M P M= =  

Gọi C: “lấy được 3 sản phẩm loại A và 1 sản phẩm loại B” 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 1 3 1

5 2 5 3
1 1 2 2 4 4

10

1 1 8 3 101

2 2 15 7 210s

C C C C
P C P M P C M P M P C M

C C

    
=  +  = + = + =   

  
∣ ∣  

b) Gọi ( ) ( )1 2,P H P H  lần lượt là xác suất để sp loại B  thuộc hộp thứ nhất và hộp thứ hai 

Ta có ( )
( ) ( )

( )

3 1

S 2

4
1 1 10

1

1

2 56

101 101

210

C C

P M P C M C
P H

P C





= = =

∣
 

( )
( ) ( )

( )

3 1

5 3

4
2 2 5

2

1

2 45

101 101

210

C C

P M P C M C
P H

P C





= = =

∣
 

Thấy ( ) ( )1 2P H P H  nên sản phẩm loại B nhiều khả năng thuộc hộp thứ nhất.  

Bài 15. Gọi A là biến cố “sản phẩm lấy ra là phế phẩm”; B là biến cố “sản phẩm lấy ra từ nhà 

máy I”. 

Khi đó ta có:  

( )
9

45% ;
20

P B = = ( )
9 11

1 ;
20 20

P B = − = ( )
1

| 0,1% ;
1000

P A B = = ( )
1

| 0,2% .
500

P A B = =  
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Xác suất chọn được phế phẩm: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ). | . |P A P B P A B P B P A B= +
9 1 11 1 31

20 1000 20 500 20000
=  +  = . 

Bài 16. Gọi A là biến cố: “Cây bố có kiểu gen bb”; M là biến cố: “Cây con lấy gene b từ cây 

bố”; N là biến cố: “Cây con lấy gene b từ cây mẹ”; E là biến cố: “Cây con có kiểu gene bb”. 

Theo giả thuyết hai biến cố M và N là độc lập nên ( ) ( ) ( ).P E P M P N= . 

Tính ( )P M :  

Ta áp dụng công thức xác suất toàn phần ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). | . |P M P A P M A P A P M A= + , 

Trong đó ( ) ( )0,4; 0,6P A P A= = ; ( )| 1P M A = ; ( )
1

|
2

P M A = . 

Suy ra ( )
1

0,4.1 0,6 0,7
2

P M = +  = . 

Tương tự ta tính được ( ) 0,7P N = . Vậy ( ) ( ) ( ). 0,7.0,7 0,49P E P M P N= = = . 

Bài 17. Gọi A là biến cố: “học sinh chọn tổ hợp A00”; B là biến cố: “học sinh đó đỗ đại học”. 

Khi đó, ta có: ( ) 0,8P A = ; ( ) 0,2P A = ; ( )| 0,6P B A = ; ( )| 0,7P B A = . 

Xác suất học sinh đó đỗ đại học: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | 0,8.0,6 0,2.0,7 0,62P B P A P B A P A P B A= + = + =  

Xác suất học sinh đỗ đại học chon tổ hợp A00: ( )
( ) ( )

( )

| 0,8.0,6 24
|

0,62 31

P A P B A
P A B

P B
= = = . 

Bài 18. Gọi A là biến cố: “người được chọn ra mắc bệnh”; B là biến cố: “người được chọn có 

phản ứng dương tính”. 

Khi đó ta có: ( ) 0,1%P A = ; ( )| 100% 1P B A = = ; ( )| 5%P B A = ;  

Xác suất chọn đươc một người dương tính  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )| | 0,1%.1 99,9%.5% 0,05095P B P A P B A P A P B A= + = + = . 

Xác suất xét nghiệm được người có phản ứng dường tính thì mắc bệnh là 

( )
( ) ( )

( )

| 0,1%.1 20
|

0,05095 1019

P A P B A
P A B

P B
= = = . 

Bài 19. a) Gọi A là biến cố: “viên bi lấy ra từ hộp thứ hai có màu đỏ”. 

B là biến cố: “viên bi lấy ra từ hộp thứ nhất chuyển sang hộp thứ hai có màu đỏ”. 

B  là biến cố: “viên bi lấy ra từ hộp thứ nhất chuyển sang hộp thứ hai có màu xanh”. 

Khi đó, ta có: ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 6 3 7 6

; ; | ; |
10 5 10 5 11 11

P B P B P A B P A B= = = = = = . 

Xác suất hộp thứ hai lấy được bi đỏ: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 7 3 6 32

| |
5 11 5 11 55

P A P B P A B P B P A B= + =  +  =  

b) Xác suất bi lấy được từ hộp II có màu đỏ thuộc hộp I 

Gọi C là biến cố: “bi lấy được từ  thuộc hộp I”. 

Khi đó ta có: ( ) ( )
10 1 1

; |
20 2 2

P C P A C= = = . 
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Xác suất bi lấy được có màu đỏ thuộc hộp I: ( )
( ) ( )

( )

1 1
| 552 2|

32 128

55

P C P A C
P C A

P A


= = = . 

Bài 20. Gọi 
1E : “bóng đèn tốt”; 

2E : “bóng đèn hỏng”; A: “Bóng đèn được đóng dấu đã kiểm tra”. 

Ta có ( )P 0,8cE = ; ( ) ( ) ( )2 1 2P 0,2;P / 0,9 và P / 0,05E A E A E= = =  

Thành thử

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

( )( ) ( )( )2 2

P P | 0,8 0,9
P | 0,986

P P | P P | 0,8 0,9 0,2 0,05

l c

c

c c

E A E
E A

E A E E A E
= = =

+ +
 

Bài 21. Gọi 
1E : “Xạ thủ thuộc nhóm 1”; 

2E : “Xa thủ thuộc nhóm 2”; 
3E : “Xạ thủ thuộc nhóm 3”; 

4E : “Xa thủ thuộc nhóm 4”; A: “Xạ thủ bắn trượt”. 

Theo đầu bài ta có: ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4

5 7 4 2
P ;P ;P ;P ;

18 18 18 18
E E E E= = = =  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4P | 0,2;P | 0,3;P | 0,4 và P | 0,5.A E A E A E A E= = = =  

Áp dụng công thức Bayet, ta thu được: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
1

5
0,2

1018P .
5 7 4 2 57

0,2 0,3 0,4 0,5
18 18 18

|

18

E A = =

+ + +

 

Tương tự ( ) ( )2 3

21 16
P ,

7
| |P

57 5
E A E A= =  và ( )4

10
P /

57
E A =  

Vậy xạ thủ có khả năng ở nhóm hai nhất. 

Bài 22. Gọi A: “Bệnh nhân điều trị bệnh A”; B: “Bệnh nhân điều trị bệnh B”, C: “Bệnh nhân 

điều trị bệnh C”; H: “Bệnh nhân được chữa khỏi bệnh”. 

Theo bài ra ta có: ( ) ( ) ( )P 0,5;P 0,3;P 0,2;A B C= = =  

( ) ( ) ( )P | 0,7;P | 0,8;P | 0,9H A H B H C= = =  

Từ đó theo công thức Bayet: ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

(0,5 0,7 5
P | 0,4545

0,5 0,7 0,3 0,8 0,2 0,9 11
A H = = 

+ +
 

Bài 23. Gọi A là biến cố: “Chai rượu thuộc loại A”, B là biến cố: “Chai rượu thuộc loại B” và 

H là biến cố: “Có 4 người kết luận rượu loại A, 1 người kết luận rượu loại B”. 

Ta cần tính ( )P A / H . 

Áp dụng công thức Bayes: ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

P P |
P |

P P | P P |

A H A
A H

A H A B H B
=

+
 

 

( ) ( )

( ) ( )
4 4

4 4

5 5

1
P P

2

3 1 1 3
P | C ,P | C

4 4 4 4

A B

H A H B

= =

   
= =    

   

 

Thay vào ta thu được ( )
27

P | 0,9642.
28

A H =   
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