Câu 1. 


Góc nghiêng của Mặt Trời tại một vị trí trên Trái Đất là góc nghiêng giữa tia nắng lúc giữa trưa với mặt đất. Trong thực tế, để đo trực tiếp góc này, vào giữa trưa (khoảng 12 giờ), em có thể dựng một thước thẳng vuông góc với mặt đất, đo độ dài của bóng thước trên mặt đất. Khi đó, tang của góc nghiêng Mặt Trời tại vị trí đặt thước bằng tỉ số giữa độ dài của thước và độ dài của bóng thước. Góc nghiêng của Mặt Trời phụ thuộc vào vĩ độ của vị trí đo và phụ thuộc vào thời gian đo trong năm (ngày thứ mấy trong năm). Tại vị trí có vĩ độ  và ngày thứ  trong năm, góc nghiêng của Mặt Trời  còn được tính theo công thức sau:







trong đó  nếu  nếu  nếu .


a) Hãy áp dụng công thức trên đề tinh góc nghiêng của Mặt Trời vào ngày  trong năm không nhuận (năm mà tháng 2 có 28 ngày) tại vị trí có vĩ độ .
b) Hãy xác định vĩ độ tại nơi em sinh sống và tính góc nghiêng của Mặt Trời tại đó theo hai cách đã được đề cập trong bài toán (đo trực tiếp và tính theo công thức) và so sánh hai kết quả thu được.

Chú ý. Công thức tính toán nói trên chính xác tới .
Góc nghiêng của Mặt Trời có ảnh hưởng tới sự hấp thụ nhiệt từ Mặt Trời của Trái Đất, tạo nên các mùa trong năm trên Trái Đất, chẳng hạn, vào mùa hè, góc nghiêng lớn nên nhiệt độ cao.
Lời giải


a) Ngày  là ngày thứ 283 của năm không nhuận. Do đó, góc nghiêng của Mặt Trời vào ngày này tại vĩ độ  bằng






b) Chú ý. Vĩ độ của nơi có góc nghiêng Mặt Trời  vào ngày thứ  trong năm bằng
Câu 2. 



Một tàu đánh cá xuất phát từ cảng , đi theo hướng  với vận tốc . Đi được 90 phút thì động cơ của tàu bị hỏng nên tàu trôi tự do theo hướng nam với vận tốc . Sau 2 giờ kể từ khi động cơ bị hỏng, tàu neo đậu được vào một hòn đảo.
a) Tính khoảng cách từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu.
b) Xác định hướng từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu.
Lời giải
a) Tính khoảng cách từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu.
[image: ]

















Trong đó:  là nơi động cơ bị hỏng,  là ví trí neo đậu của tàu trên hòn đảo. Khoảng cách từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu là đoạn  (hay b). Ban đầu tàu di chuyển theo hướng  nên . Sau khi động cơ bị hỏng, tàu trôi theo hướng Nam do đó  song song với .  Quãng đường tàu đi được sau 90 phút hay 1,5 giờ (ngay trước khi hỏng động cơ) là: ) hay c . Quãng đường tàu trôi tự do là:  (km) hay a . Áp dụng định lí cosin cho tam giác ABC ta có: .  .  . Vậy khoảng cách từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu là khoảng 110,23 km.
b) Xác định hướng từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu.


Theo sơ đồ, hướng từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu là  với .

Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta có:



Vậy hướng từ cảng A tới đảo nơi tàu neo đậu là .
Câu 3. 





Trên nóc một tòa nhà có một cột ăng-ten cao . Từ một vị trí quan sát A cao 7 m so với mặt đất có thể nhìn thấy đỉnh  và chân  của cột ăng-ten, với các góc tương ứng là  và  so với phương nằm ngang 
[image: ]

a) Tính các góc của tam giác .
b) Tính chiều cao của tòa nhà.
Lời giải

a) Tính các góc của tam giác .
[image: ]


Gọi H là hình chiếu của  lên đường thẳng .




Xét tam giác , vuông tại H ta có:






Từ  và , suy ra: .


Vậy ba góc của tam giác  lần lượt là: .
b) Tính chiều cao của tòa nhà.

Áp dụng định lý sin cho tam giác , ta được:



Xét tam giác , vuông tại H ta có:



Mà: 



Vậy chiều cao của tòa nhà là: 
Câu 4. Từ bãi biển Vũng Chùa, Quảng Bình, ta có thể ngắm được Đảo Yến. Hãy đề xuất một các xác định bề rộng của hòn đảo (theo chiều ta ngắm được).
[image: ]
Lời giải
Bước 1:


Đánh dấu vị trí quan sát tại điểm , chiều rộng của hòn đảo kí hiệu là đoạn .


Gọi H là hình chiếu của  trên .



Trên tia đối của tia , lấy điểm , ghi lại khoảng cách .
[image: ]
Bước 2:

Tại A, quan sát để xác định các góc .


Tiếp tục quan sát tại , xác định góc .

Bước 3: Giải tam giác AMC, tính .


Áp dụng định định lí sin trong tam giác AMC ta có:



Bước 4:




Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta có:


Câu 5. 

Để tránh núi, giao thông hiện tại phải đi vòng như mô hình trong Hình. Để rút ngắn khoảng cách và tránh sạt lở núi, người ta dự định làm đường hầm xuyên núi, nối thẳng từ  tới . Hỏi độ dài đường mới sẽ giảm bao nhiêu kilômét so với đường cũ?
[image: ]
Lời giải
Bước 1:

Áp dụng định lí cos trong tam giác  ta có:


Bước 2:
Lại có: Theo định lí sin thì



Bước 3:
Áp dụng định lí cos trong tam giác ACD ta có:


Bước 4:

Độ dài đường mới giảm số kilomet so với đường cũ là: 
Câu 6. 








Để đo chiều cao của một tòa nhà, người ta chọn hai điểm  và  thẳng hàng với chân  của tòa nhà, cách nhau . Sử dụng giác kế, từ  và  tương ứng nhìn thấy đỉnh  của tòa nhà dưới các góc  và  so với phương nằm ngang. Hỏi chiều cao của tòa nhà đo được là bao nhiêu mét?
Lời giải





Do  nên . Áp dụng định lí  cho tam giác  ta được .
Từ đó suy ra chiều cao của tòa nhà bằng



[image: ]


Nhận xét. Việc sử dụng các hệ thức lượng trong tam giác giúp ta có thể giải được những bài toán về đo đạc trong thực tế, như đo chiều cao của một vật thể, đo khoảng cách giữa hai điểm mà không thể đo trực tiếp được (xem bài tập , .
Câu 7. 






Một tàu cá xuất phát từ đảo , chạy  theo hướng  đến đảo  để lấy thêm ngư cụ, rồi chuyền hướng  chạy tiếp  đến ngư trường .


a) Tính khoảng cách từ vị trí xuất phát  đến  (làm tròn đến hàng đơn vị, theo đơn vị đo kilômét).


b) Tìm hướng từ  đến  (làm tròn đến hàng đơn vị, theo đơn vị độ).
Lời giải


a) Từ giả thiết suy ra . Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta được




Suy ra 
[image: ][image: ]


b) Áp dụng định li sin cho tam giác  ta được .



Suy ra  và do đó  chếnh về hướng tây một góc  so với phương bắc.



Vậy hướng từ  tới  là .
Câu 8. 


Một tàu du lịch xuất phát từ bãi biển Đồ Sơn (Hải Phòng), chạy theo hướng  với vận tốc . Sau khi đi được 30 phút, tàu chuyển sang hướng  giữ nguyên vận tốc và chạy tiếp 36 phút nữa đến đảo Cát Bà. Hỏi khi đó tàu du lịch cách vị trí xuất phát bao nhiêu kilômet?
Lời giải



Coi điểm xuất phát là , điểm tàu chuyển hướng là  và đích đến là . Theo giả thiết



[image: ]



Do tàu chạy từ  tới  với vận tốc  trong 30 phút, nên






Do tàu chạy từ  đến  với vận tốc  trong 36 phút, nên






Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta được

Suy ra .
Câu 9. 


Một cây cổ thụ mọc thẳng đứng bên lề một con dốc có độ dốc  so với phương nằm ngang. Từ một điểm dưới chân dốc, cách gốc cây  người ta nhìn đỉnh ngọn cây dưới một góc  so với phương nằm ngang. Hãy tinh chiều cao của cây.
Lời giải

Áp dụng định li sin cho tam giác . 
[image: ]

Đáp số: Chiều cao của cây là .
Câu 10. 





Trên biển, tàu  ở vị trí cách tàu  về hướng . Sau đó, tàu  chuyển động thẳng đều với vận tốc có độ lớn  về hướng đông, đồng thời tàu A chuyển động thẳng đều với vận tốc có độ lớn  để gặp tàu	B.
[image: ][image: ]
a) Hỏi tàu A cần phải chuyển động theo hướng nào?


b) Với hướng chuyển động đó thì sau bao lâu tàu  gặp tàu  ?
Lời giải
a)
Gọi t (đơn vị: giờ) là thời gian đi cho đến khi hai tàu gặp nhau tại C



Tàu  đi với vận tốc có độ lớn  nên quãng đường t


Tàu A đi với vận tốc có độ lớn  nên quãng đường 


Theo định lí , ta có: 







Vậy tàu  chuyển động theo hướng tạo với vị trí ban đầu của tàu  góc .
b) Xét tam giác ABC, ta có:



Theo định lí sin, ta có




Vậy sau khoảng 2 giờ thì tàu  đuổi kịp tàu .
Câu 11. Trên sân bóng chày dành cho nam, các vị trí gôn Nhà (Home plate), gôn 1 (First base), gôn 2 (Second base), gôn 3 (Third base) là bốn đỉnh của một hình vuông có cạnh dài 27,4 m. Vị trí đứng ném bóng (Pitcher's mound) nằm trên đường nối gôn Nhà với gôn 2, và cách gôn Nhà 18,44 m. Tính các khoảng cách từ vị trí đứng ném bóng tới các gôn 1 và gôn 3.
[image: ]
Lời giải

Kí hiệu gôn Nhà, gôn 1, gôn 2, gôn 3 và vị trí ném bóng lần lượt là các điểm  như hình vẽ.
[image: ]

Ta có: 



Xét tam giác OCD ta có:

Định lí cos: 

Trong đó 





Dễ thấy  c.g.c) 
Câu 12. 





Trên biển, một tàu cá xuát phát từ cảng , chạy vể phương đông  tới , rồi chuyền sang hướng  chạy tiếp  nữa tới đảo .


a) Tính khoảng cách từ  tới  (làm tròn đến hàng đơn vị, theo đơn vị kilômét).


b) Xác định hướng từ  tới  (làm tròn đến hàng đơn vị, theo đơn vị độ).
Lời giải





a) Do ban đầu tàu chạy theo hướng đông từ  tới , rồi chuyển sang  chạy tới , nên .
[image: ][image: ]


Áp dụng định lí côsin ta được  và do đó .

b) Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta được







Suy ra . Vậy từ  tới  là hướng .
Câu 13. 


Trên sườn đồi, với độ dốc  (độ dốc của sườn đồi được tính bằng tang của góc nhọn tạo bởi sườn đồi với phương nằm ngang) có một cây cao mọc thẳng đứng. Ở phía chân đồi, cách gốc cây , người ta nhìn ngọn cây dưới một góc  so với phương nằm ngang. Tính chiều cao của cây đó (làm tròn đến hàng đơn vị, theo đơn vị mét).
Lời giải




Coi người quan sát từ điểm  cách gốc cây  một khoảng bằng , nhìn ngọn cây C dưới góc .
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Do sườn đồi có độ dốc , nên sườn đồi tạo với phương nằm ngang một góc .


Từ đó  và .

Áp dụng định lí sin cho tam giác , ta được


Câu 14. Một công viên có dạng hình tam giác với các kích thước như Hình. Tính số đo các góc của tam giác đó.
[image: ]
Lời giải

Đặt 

Ta có: .
Áp dụng định lí cosin, ta có:


Suy ra:




Vậy .
Câu 15. 
Tính diện tích một lá cờ hình tam giác cân có độ dài cạnh bên là 90 cm và góc ở đỉnh là .
[image: ]
Lời giải
[image: ]
Kí hiệu các điểm A, B, C như hình trên.

Từ giả thiết ta có: 

Áp dụng công thức , ta có:


Câu 16. 


Hai tàu kéo cách nhau , cùng kéo một chiếc xà lan như Hình 3. Biết chiều dài của hai sợi cáp lần lượt là  và , tính góc được tạo bởi hai sợi cáp.
[image: ]
Lời giải

Gọi vị trí của xà lan và hai con tàu lần lượt là . Theo hệ quả của định lí côsin, ta có:



Vậy góc được tạo bởi hai sợi cáp là: .

Suy ra: .
Câu 17. 


Tính diện tích một cánh buồm hình tam giác có chiều dài một cạnh là  và hai góc kề cạnh đó có số đo lần lượt là  và  (Hình 5).
[image: ]
Lời giải


Gọi ba đỉnh của cánh buồm là . Đặt .

Ta có: .

Áp dụng định lí sin, ta có: .

Suy ra: ;

Ta có .
Câu 18. 







Tính khoảng cách giữa hai điểm  và  của một hồ nước (Hình 7). Cho biết từ một điểm  cách 2 điểm  và  lần lượt là  và  người quan sát nhìn thấy một góc .
[image: ]
Lời giải


 
Câu 19. 

Tính diện tích bề mặt của một miếng bánh mì kebab hình tam giác có hai cạnh lần lượt là  và góc tạo bởi hai cạnh đó là .
Lời giải

Diện tích miếng bánh mì kebab là: .
Câu 20. 











Để lắp đường dây diện cao thế từ vị trí  đến vị trí B, do phải tránh một ngọn núi nên người ta phải nối đường dây từ vị trí  đến vị trí  dài , sau đó nối đường dây từ vị trí  đến vị trí  dài . Góc tạo bởi hai đoạn dây  và  là . Tính chiều dài tăng thêm vì không thể nối trực tiếp từ  đến .
[image: ]
Lời giải
Áp dụng định lí cosin, ta có:



Vậy chiều dài tăng thêm vì không thể nối trực tiếp là:



Câu 21. 
Một người đứng cách thân một các quạt gió 16 m và nhìn thấy tâm của cánh quạt với góc nâng  (Hình). Tính khoảng cách từ tâm của cánh quạt đến mặt đất. Cho biết khoảng cách từ mắt của người đó đến mặt đất là 1,5m.
[image: ]
Lời giải
Kí hiệu các điểm A, B, C như hình
[image: ]
Cách 1:

Ta có: 

Áp dụng định lísin, ta có: 




Vậy khoảng cách từ tâm của cánh quạt đến mặt đất là 
Cách 2:


Vậy khoảng cách từ tâm của cánh quạt đến mặt đất là


Câu 22. 


Tính chiều cao  của một ngọn núi. Biết tại hai điểm C, D cách nhau 1 km trên mặt đất (B, C, D thẳng hàng), người ta nhìn thấy đỉnh A của núi với góc nâng lần lượt là  và  (Hình).
[image: ]
Lời giải


Tam giác  vuông tại  nên ta có:


Tam giác ADB vuông tại B nên ta có:












Vậy chiều cao của ngọn núi là 2,45 km.
Câu 23. 








Hai người quan sát khinh khí cầu tại hai địa điểm  và  nằm ở sườn đồi nghiêng  so với phương ngang, cách nhau  (Hình 10). Người quan sát tại  xác định góc nâng của khinh khí cầu là . Cùng lúc đó, người quan sát tại  xác định góc nâng của khinh khí cầu đó là . Tính khoảng cách từ  đến khinh khí cầu.
[image: ]
Lời giải
[image: ]
Gọi A là vị trí của khinh khí cầu, Pt là đường sườn đồi như hình.
Ta có:


Tại , góc nâng của khinh khí cầu là 

Tại Q, góc nâng của khinh khí cầu là 



Áp dụng định lí sin trong tam giác APQ, ta có:




Vậy khoảng cách từ'  đến khinh khí cầu là 215,56 m.
Câu 24. 


Một người đứng ở trên một tháp truyền hình cao 352 m so với mặt đất, muốn xác định khoảng cách giữa hai cột mốc trên mặt dất bên dưới. Người đó quan sát thấy góc được tạo bởi hai đường ngắm tới hai mốc này là , góc giữa phương thẳng đứng và đường ngắm tới một điểm mốc trên mặt đất là  và đến điểm mốc khác là  (Hình). Tính khoảng cách giữa hai cột mốc này.
[image: ]
Lời giải
[image: ]
Gọi các điểm A, B, C, H như hình trên.

Xét tam giác  ta có:



Mà 
Tương tự, ta có:



Áp dụng định lí cosin cho tam giác , ta có:


Vậy khoảng cách giữa hai cột mốc này là 141,8 m.
Câu 25. 

Tính khoảng cách từ vị trí của một người đang gọi điện thoại di động đến trạm phát sóng  với số liệu đã cho trong Hình 
[image: ]
Lời giải


Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có: 

Suy ra .


Vậy khoảng cách từ vị trí của người đó đến trạm phát sóng  là .
Câu 26. 

Tính chiều dài của đường hầm  với số liệu cho trong Hình 
[image: ]
Lời giải





Gọi vị trí của người quan sát là điểm  và gọi  lần lượt là hai đầu đường hầm. Ta có tam giác  với  và .


Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có: 

Suy ra .


Vậy chiều dài của đường hầm  khoảng .
Câu 27. 


Hai máy bay cùng cất cánh từ một sân bay nhưng bay theo hai hướng khác nhau. Một chiếc di chuyển với tốc độ  theo hướng tây và chiếc còn lại di chuyển theo hướng hợp với hướng bắc một góc  về phía tây với tốc độ . Hỏi sau 90 phút, hai máy bay cách nhau bao xa? Giả sử chúng đang ở cùng độ cao.
Lời giải

Gọi  lần lượt là vị trí sân bay và hai máy bay sau 90 phút.
[image: ]
Ta có:



Suy ra .

Vậy sau 90 phút, hai máy bay cách nhau khoảng .
Câu 28. 

Người ta dự định làm hai đường cao tốc  và  từ Châu Đốc đến Hà Tiên và từ Châu Đốc đến Long Xuyên
như Hình 5. Hãy tính góc tạo bởi hướng của hai cao tốc.
[image: ]
Lời giải



Vậy góc tạo bởi hướng của hai cao tốc là .
Câu 29. 




Để xác định chiều cao của một toà nhà cao tầng, một người đứng tại điểm , sử dụng giác kế nhìn thấy đỉnh toà nhà với góc nâng , người đó lùi ra xa một khoảng cách  thì nhìn thấy đỉnh toà nhà với góc nâng . Hãy tính chiều cao của toà nhà, biết rằng khoảng cách từ mặt đất đến ống ngắm của giác kế đó là  m (Hình 6).
[image: ]
Lời giải

Đặt  là chiều cao từ giác kế đến đỉnh toà nhà.

Ta có: .

Gọi:  ta có:



Suy ra .

Vậy chiều cao của toà nhà là .
Câu 30. 

Một vệ tinh quay quanh Trái Đất, đang bay phía trên hai trạm quan sát ở hai thành phố Hồ Chí Minh và Cần Thơ. Khi vệ tinh nằm giữa hai trạm này, góc nâng của nó được quan sát đồng thời là  tại thành phố Hồ Chí Minh và  tại Cần Thơ. Hỏi khi đó vệ tinh cách trạm quan sát tại Cần THơ bao xa? Biết rằng, khoảng cách giữa hai trạm quan sát là 127 km
[image: ]
Lời giải

Ta có .


Áp dụng định lí sin trong tam giác , ta có: 
Vậy vệ tinh cách trạm quan sát tại thành phố Cần Thơ khoảng 147 km.
Câu 31. 





Tính khoảng cách  giữa nóc hai toà cao ốc. Cho biết khoảng cách từ hai điểm đó đến một vệ tinh viễn thông lần lượt là  và góc nhìn từ vệ tinh đến  và  là  Hình 8.
[image: ]
Lời giải


Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có: 

Suy ra .

Vậy khoảng cách giữa nóc hai toà cao ốc khoảng .
Câu 32. 


Một chiếc tàu khởi hành từ bến cảng, đi về hướng bắc , sau đó bẻ lái  về hướng tây bắc và đi thêm  nữa (Hình 9). Tính khoảng cách từ tàu đến bến cảng.
[image: ]
Lời giải

Ta có: . 


[image: ]

Áp dụng định lí côsin, ta có: 

Vậy con tàu cách bến cảng khoảng .
Câu 33. 




Tính khoảng cách  giữa hai nóc tòa cao ốc. Cho biết khoảng cách từ hai điểm đó đến một vệ tinh viễn thông lần lượt là 370 km,  và góc nhìn từ vệ tinh đến  và  là .
[image: ]
Lời giải
Áp dụng định lí cosin, ta có:




Vậy khoảng cách giữa hai tòa nhà là .
Câu 34. 









Hai chiếc tàu thủy  và  cách nhau  và thẳng hàng với chân  của tháp hải đăng  ở trên bờ biển (Hình). Từ  và , người ta nhìn thấy tháp hải đăng  dưới các góc  và . Tính chiều cao của tháp hải đăng đó.
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác  và , ta có:





Vậy tháp hải đăng cao khoảng 568,5 m.
Câu 35. 








Muốn đo chiều cao của một ngọn tháp, người ta lấy hai điểm A, B trên mặt đất có khoảng cách  cùng thẳng hàng với chân  của tháp để đặt hai giác kế. Chân của hai giác kế có chiều cao là . Gọi  là đỉnh tháp và hai điểm  cùng thẳng hàng với  thuộc chiều cao  của tháp. Người ta do được . Tính chiều cao  của tháp.
[image: ]
Lời giải
Ta có:



Áp dụng định lí sin trong tam giác , ta có:





Áp dụng định lí sin trong tam giác , ta có:






Do đó, chiều cao  của tháp là: 
Câu 36. 



Hai máy bay rời một sân bay cùng một lúc. Một chiếc bay với vận tốc  theo hướng lệch so với hướng bắc  về phía tây. Chiếc còn lại bay theo hướng lệch so với hướng nam  về phía tây với vận tốc (Hình 1). Hỏi hai máy bay đó cách nhau bao xa sau 3 giờ?
[image: ]
Lời giải

Ta có: .

Áp dụng định lí côsin, ta có: 

Vậy hai máy bay cách nhau khoảng .
Câu 37. 


Một tháp viễn thông cao  được dựng thẳng đứng trên một sườn dốc  so với phương ngang. Từ đỉnh tháp người ta neo một sợi cáp xuống một điểm trên sườn dốc cách chân tháp  như Hình 2. Tính chiều dài của sợi dây cáp đó.
[image: ]
Lời giải


Ta có:  .
[image: ]

Áp dụng định lí côsin, ta có: 
Câu 38. 







Để đo khoảng cách từ vị trí  đến vị trí  ở hai bên bờ một cái ao, bạn An đi dọc bờ ao từ vị trí  đến vị trí  và tiến hành đo các góc . Biết . Hỏi khoảng cách từ vị trí  đến vị trí  là bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác , ta có: .




Áp dụng định lí sin trong tam giác BAC ta có: 






Vậy khoảng cách từ vị trí  đến vị trí  là .
Câu 39. 

Hai tàu đánh cá cùng xuất phát từ bến  và đi thẳng đều về hai vùng biển khác nhau, theo hai hướng tạo với nhau góc . Tàu thứ nhất chạy với tốc độ 8 hải lí một giờ và tàu thứ hai chạy với tốc độ 12 hải lí một giờ. Sau 2,5 giờ thì khoảng cách giữa hai tàu là bao nhiêu hải lí (làm tròn kết quả đến hàng phần mười)?
Lời giải
[image: ]
Gọi B, C lần lượt là vị trí của tàu thứ nhất và tàu thứ hai sau 2,5 giờ.
Sau 2,5 giờ:

Quãng đường tàu thứ nhất đi được là:  (hải lí)

Quãng đường tàu thứ hai đi được là:  (hải lí)

Áp dụng định lí cosin trong tam giác  ta có:


Vậy hai tàu cách nhau 31,5 hải lí.
Câu 40. 






Bạn A đứng ở đỉnh của tòa nhà và quan sát chiếc diều, nhận thấy góc nâng (góc nghiêng giữa phương từ mắt của bạn  tới chiếc diều và phương nằm ngang) là ; khoảng cách từ đỉnh tòa nhà tới mắt bạn  là 1,5 m. Cùng lúc đó ở dưới chân tòa nhà, bạn B cũng quan sát chiếc diều và thấy góc nâng là ; khoảng cách từ mặt đất đến mắt bạn  cũng là . Biết chiều cao của tòa nhà là  (Hình). Chiếc diều bay cao bao nhiêu mét so mặt đất (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
[image: ]
Lời giải
Gọi các điểm:
[image: ]
O là vị trí của chiếc diều.
H là hình chiếu vuông góc của chiếc diều trên mặt đất.
C, D lần lượt là hình chiếu vuông góc của A, B trên OH.


Đặt , suy ra .




Xét tam giác , ta có:  Xét tam giác OBD, ta có:  Mà: 


 

Suy ra .
Vậy chiếc diều bay cao 26,1 m so với mặt đất.
Câu 41. 




Từ một tấm bìa hình tròn, bạn  cắt ra được một hình tam giác có các cạnh  và góc  (Hình 4). Tính độ dài cạnh  và bán kính  của miếng bìa.
[image: ]
Lời giải



Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta có:  

Suy ra .

Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta có:

.

Suy ra .
Câu 42. 



Từ một tấm tôn hình tròn có bán kính , bạn Trí muốn cắt ra một hình tam giác  có các góc . Hỏi bạn Trí phải cắt miếng tôn theo hai dây cung  có độ dài lần lượt bằng bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm)?
Lời giải


Xét tam giác  (Hình 58), ta có: .
[image: ]


Áp dụng định lí  ta có: .


Suy ra:  



Vậy bạn Trí phải cắt miếng tôn theo hai dây cung  có độ dài lần lượt là xấp xỉ  và .
Câu 43. 




Một cây cao bị nghiêng so với mặt đất góc . Từ vị trí  cách gốc cây , người ta tiến hành đo đạc và thu được kết quả:  với  là vị trí ngọn cây (Hình 10). 
[image: ]


Tính khoảng cách từ gốc cây (điểm ) đến ngọn cây (điểm ) (làm tròn kêt quả đến hàng phần mười theo đơn vị mét).
Lời giải

Xét tam giác  (Hình 59), ta có:
[image: ]

.

Áp dụng định lí sin ta có: .

Do đó: .
Vậy chiều dài của cây là xấp xỉ 19,4 m.
Câu 44. 







Tàu  cách cảng  một khoảng  và lệch hướng bắc một góc . Tàu  cách cảng  một khoảng  và lệch hướng bắc một góc  (Hình 11). Hỏi khoảng cách giữa hai tàu là bao nhiêu ki-lô-mét (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm)?
[image: ]
Lời giải



Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta có: 




Suy ra . Vậy khoảng cách giữa hai tàu là khoảng .
Câu 45. 









Để tính khoảng cách giữra hai địa điểm  và  mà ta không thể đi trực tiếp từ  đến  (hai địa điểm nằm ở hai bên bờ một hồ nước, một đầm lầy,...), người ta tiến hành như sau: Chọn một địa điểm  sao cho ta đo được các khoảng cách  và góc . Sau khi đo, ta nhận được:  và  (Hình 31). Tính khoảng cách  (làm tròn kết quả đến hàng phần mười đơn vị mét).
[image: ]
Lời giải

Đổi: 1 km = 1000 m. Do đó  m.

Áp dụng định lí cosin trong tam giác  ta có:




Vậy khoảng cách  là 1433,2 m.
Câu 46. 




Một người đi dọc bờ biển từ vị trí  đến vị trí  và quan sát một ngọn hải đăng. Góc nghiêng của phương quan sát từ các vị trí A, B tới ngọn hải đăng với đường đi của người quan sát là  và . Biết khoảng cách giữa hai vị trí A, B là  (Hình). Ngọn hải đăng cách bờ biển bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
[image: ]
Lời giải

Gọi C là vị trí ngọn hải đăng và H là hình chiếu của C trên .

Khi đó  là khoảng cách từ ngọn hải đăng tới bờ biển.
[image: ]






Ta có:   Áp dụng định lí sin trong tam giác  ta có:  
Tam giác ACH vuông tại H nên ta có:



Vậy ngọn hải đăng cách bờ biển .
Câu 47. 







Gia đình bạn An sở hữu một mảnh đất hình tam giác. Chiều dài của hàng rào  là , chiều dài của hàng rào  là . Góc giữa hai hàng rào  và  là  (Hình 21.
[image: ]
a) Diện tích mảnh đất mà gia đình bạn An sở hữu là bao nhiêu mét vuông (làm tròn kết quả đến hàng phần mười)?

b) Chiều dài hàng rào  là bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến hàng phần mười)?
Lời giải


a) Diện tích mảnh đất của gia đình bạn An (tam giác ) là: .

b) Áp dụng định lí côsin ta có: 

Suy ra .


Vậy chiều dài hàng rào  là khoảng .
Câu 48. 






Hai người  và  cùng quan sát một con tàu đang neo đậu ngoài khơi tại vị trí . Người  đứng trên bờ biển, người  đứng trên một hòn đảo cách bờ một khoảng . Hai người tiến hành đo đạc và thu được kết quả:  (Hình 22). Hỏi con tàu cách hòn đảo bao xa (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị mét)?
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác . Ta có: .

Áp dụng định lí sin ta có: .

Suy ra .
Vậy con tàu cách hòn đảo khoảng 102,7 m.
Câu 49. 





Một người đi dọc bờ biển từ vị trí  đến vị trí  và quan sát một con tàu  đang neo đậu ngoài khơi. Người đó tiến hành đo đạc và thu được kết quả:  (Hình 23). Tính khoảng cách từ vị trí  đến con tàu  (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị mét).
[image: ][image: ]
Lời giải


Xét tam giác . Ta có: .

Áp dụng định lí sin ta có: .

Suy ra .



Vậy khoảng cách từ vị trí  đến con tàu  là khoảng .
Câu 50. 





Lúc 6 giờ sáng, bạn  đi xe đạp từ nhà (điểm ) đến trường (điểm ) phải leo lên và xuống một con dốc (Hình 24). Cho biết đoạn thẳng  dài , .

a) Tính chiều cao  của con dốc theo đơn vị mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị).


b) Hỏi bạn An đến trường lúc mấy giờ? Biết rằng tốc độ trung bình lên dốc là  và tốc độ trung bình khi xuống dốc là .
Lời giải


a) Xét tam giác  ta có: . 


Áp dụng định lí  ta có: .


Xét tam giác vuông  ta có .

Vậy chiều cao con dốc là khoảng .

b) Áp dụng định lí sin ta có: .

Ta có: .

Như vậy, thời gian bạn  đi từ nhà đến trường là:


Vậy bạn An đến trường lúc khoảng 6 giờ 6 phút.
Câu 51. 
Quan sát cây cầu dây văng minh hoạ ở Hình 
[image: ][image: ]



Tại trụ cao nhất, khoảng cách từ đỉnh trụ (vị trí ) tới chân trụ trên mặt cầu (vị trí ) là , độ dài dây văng dài nhất nối từ đỉnh trụ xuống mặt cầu



(vị trí ) là , khoảng cách từ chân dây văng dài nhất tới chân trụ trên mặt cầu là  (Hình 26). Tính độ dốc của cầu qua trụ nói trên (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị độ).
Lời giải

Độ dốc của cầu là góc nghiêng giữa đường cầu qua trụ và phương nằm ngang, tức là góc .


Xét tam giác , áp dụng định lí côsin ta có: 



Xét tam giác  ta có:  (tính chất góc ngoài tam giác). Vậy độ dốc của cầu qua trụ theo đề bài là khoảng .
Câu 52. 

Một người đứng ở vị trí  trên nóc một ngôi nhà cao  đang quan sát một cây cao cách ngôi nhà 


 và đo được  (Hình 27). Tính chiều cao của cây đó (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị mét).
[image: ]
Lời giải





Xét tam giác vuông  ta có:  (định lí Pythagore) và . Do đó, . Suy ra .




Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta có:  . Vậy cây cao khoảng .
Câu 53. 



Một mảnh đất hình chữ nhật bị xén đi một góc (Hình), phần còn lại có dạng hình tứ giác  với độ dài các cạnh là , . Diện tích mảnh đất  bằng bao nhiêu mét vuông (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác  vuông tại , ta có:


Diện tích tam giác  là: .

Áp dụng định lí Pythagore ta có: .

Xét tam giác :

Ta có: .

Áp dụng công thức Heron, ta có diện tích tam giác  là:

.


Vậy diện tích mảnh đất  là: .
Câu 54. 






Để đi từ vị trí  đến vị trí , người ta phải đi qua vị trí  (Hình). Biết quãng đường ,  và góc . Tính khoảng cách giữa hai địa điểm  theo đường chim bay (làm tròn kết quả đền hàng phần mười theo đơn vị ki-lô-mét).
[image: ]
Lời giải

Áp dụng định lí côsin cho tam giác , ta có:



Suy ra .



Vậy khoảng cách giữa hai địa điểm  và  theo đường chim bay là xấp xỉ .
Câu 55. 










Để đo khoảng cách từ vị trí  bên bờ sông đến bến đò ở vị trí  bên kia sông, bạn  đã di chuyển dọc bờ sông từ vị trí  tới vị trí  cách  một khoảng bằng  và đo các góc lệch giữa  với  (Hình). Biết . Tính khoảng cách  (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị mét).
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác , ta có: 

Áp dụng định lí sin, ta có: 
Câu 56. 


Từ một miếng bìa hình tròn, bạn Nam cắt ra một hình tam giác  có độ dài các cạnh  (Hình). Tính bán kính  của miếng bìa ban đầu (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị theo đơn vị xăng-ti-mét)
[image: ]
Lời giải




Áp dụng định lí côsin cho tam giác , ta có: . Mà  nên 

Áp dụng định lí sin, ta có: .
Câu 57. 







Để đo khoảng cách từ vị trí  trên bờ sông đến vị trí  của con tàu bị mắc cạn gần một cù lao giữa sông, bạn Minh đi dọc bờ sông từ vị trí  đến vị trí  cách  một khoảng bằng  và đo các góc . (Hình). Tính khoảng cách  theo đơn vị mét (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác , ta có: .

Áp dụng định lí sin, ta có: 

Câu 58. 




Từ một tấm bìa hình tròn, bạn Thảo cắt ra một hình tam giác có các cạnh ,  và  (Hình). Tính độ dài cạnh  và bán kính  của miềng bìa (làm tròn kết quả đến hàng phần mươii theo đơn vị xăng-ti-mét).
[image: ]
Lời giải

Đặt .

Áp dụng định lí côsin ta có: 

Suy ra .




Giải phương trình trên ta được  hoặc . Vì  nên .

Suy ra . Áp dụng định lí sin ta có:

.

Câu 59. 

Hai tàu đánh cá cùng xuất phát từ bến  và đi thẳng đều về hai vùng biển khác nhau, theo hai hướng tạo với nhau góc  (Hình). Tàu thứ nhất đi với tốc độ 8 hải lí một giờ và tàu thứ hai đi với tốc độ 10 hải lí một giờ. Hỏi sau bao lâu thì khoảng cách giữa hai tàu là 60 hải lí (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị giờ)?
[image: ]
Lời giải





Giả sử sau  (giờ)  tàu thứ nhất ở vị trí , tàu thứ hai ở vị trí  và khoảng cách  (hải lí).



Ta có:  (hải lí);  (hải lí). Áp dụng định lí côsin, ta có: 

.
Vậy sau 3,8 giờ thì khoảng cách giữa hai tàu là 60 hải lí.

Câu 60. 



Từ một tấm tôn hình tròn có bán kính , bạn Tuấn muốn cắt ra một vật nhọn có hình tam giác cân  với góc ở đỉnh  bằng Hình). Hỏi bạn Tuấn phải cắt miếng tôn như thế nào?
[image: ]
Lời giải

Áp dụng định lí sin cho tam giác , ta có:







Đầu tiên, bạn Tuấn sẽ cắt đường tròn theo dây cung  có độ dài xấp xỉ . Tiếp theo, từ điểm chính giữa  của cung lớn , cắt đường tròn theo các dây cung  ta được miếng tôn hình tam giác thoả mãn yêu cầu bài toán.

Câu 61. 





Một hồ nước khá rộng nằm trong góc tạo bởi hai con đường giao nhau tại . Chú Nam dự định bơi từ vị trí  đến vị trí  (Hình). Biết ,  và sức bơi tối đa của chú Nam là . Chú Nam băn khoăn không biêt đưa ra lời khuyên cho chú Nam.
[image: ]
Lời giải



Áp dụng định lí côsin cho tam giác , ta có:  .



Vì 3,6  nên chú Nam không nên bơi từ  đến .
Câu 62. 

Từ một miếng bìa hình tròn, bạn Dũng cắt ra được một hình tam giác  có độ dài các cạnh là  và các đỉnh tam giác đều nằm trên mép miếng bìa. Tính bán kính của miếng bìa ban đầu (làm tròn kết quả đến hàng phần mười theo đơn vị xăng-ti-mét).
Lời giải




Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta có:  (Vì 

Áp dụng định lí sin cho tam giác  ta có:





Vì  nằm trên mép bìa nên đường tròn đó (mép bìa) ngoại tiếp tam giác , tức là bán kính miếng bìa xấp xỉ .
Câu 63. 











Muốn đo chiều cao của tháp Chàm Por Klong Garai ở Ninh Thuận, người ta lấy hai điểm  và  trên mặt đất có khoảng cách  cùng thẳng hàng với chân  của tháp để đặt giác kế. Chân  của giác kế có chiều cao . Gọi  là đỉnh tháp và  thuộc chiều cao  của tháp và thẳng hàng với . Người ta đo được các góc  và như hình. Tính chiều cao của tháp Chàm Por Klong Garai theo đơn vị mét (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm)
[image: ]
Lời giải

Xét tam giác , áp dụng tính chất góc ngoài của tam giác ta có:



Áp dụng định lí sin cho tam giác , ta có:




Xét tam giác  vuông tại , ta có:



Vậy chiều cao của tháp là: .
Câu 64. 


Bạn Nam thả hai con diều cùng một lúc. Con diều thứ nhất Nam thả hết  dây, con diều thứ hai hết  dây. Nam ước tính góc giữa hai đường dây diều là  (hình bên). Tính khoảng cách giữa hai con diều. 
[image: ]
Lời giải



Xét  như hình vẽ, với ; .
[image: ]
Áp dụng Định lí côsin, ta có:


 
Câu 65. 








Để đo khoảng cách từ vị trí  đến vị trí  ở hai bên bờ sông, bạn An chọn vị trí  ở cùng bờ với vị trí  và tiến hành đo các góc  và . Biết  (hình bên). Hỏi khoảng cách từ vị trí  đến vị trí  là bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai)?
[image: ]
Lời giải

Ta có . Áp dụng Định lí sin ta có

.



Vậy khoảng cách từ  đến  là .
Câu 66. 



Để đo độ cao của một ngọn núi, bác Nam tiến hành đo góc nâng (góc nghiêng giữa phương từ mắt của bác Nam tới đỉnh núi và phương nằm ngang) tại hai vị trí cách nhau  dưới chân núi. Góc nâng hai lần đo là  và . Hỏi ngọn núi có độ cao bao nhiêu mét? Biết chiều cao từ mặt đất đến mắt bác Nam là .
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác  như hình vẽ, ta có .
[image: ]

Suy ra .
Áp dụng Định lí sin ta có

.

Ta có .

Vậy chiều cao của ngọn núi là: .
Câu 67. 

Một máy bay đang bay ở độ cao 1675m so với mặt nước biển phát hiện có hai tàu đánh cá trên biển. Phi công đo được các góc tạo bởi phương ngang với phương ngắm hai tàu cá lần lượt là  và  như hình bên. Hãy tính khoảng cách giữa hai tàu cá đó.
[image: ]
Lời giải

Xét tam giác  như hình bên, 
[image: ]



.  .

Ta có . Áp dụng Định lí sin ta có


Câu 68. 







Một chiếc du thuyền đang dừng nghỉ trên biển. Để đo khoảng cách từ bờ biển đến du thuyền đó, bạn Hùng chọn hai vị trí  và vị trí  cách nhau dọc bên bờ biển. Từ hai vị trí  và , Hùng đo được góc nghiêng hợp bởi phương  và phương quan sát du thuyền lần lượt là  và . Hãy tính khoảng cách từ bờ biển đến du thuyền đó.
[image: ]
Lời giải

Áp dụng Định lí sin cho tam giác  ta có
[image: ]



Câu 69. 







Để kéo dây điện từ cột điện vào nhà phải qua một cái ao, anh Nam không thể đo độ dài dây điện cần mua trực tiếp được nên đã làm như sau: Lấy một điểm  như trong hình, người ta đo được độ dài từ  đến  (nhà) là , từ  đến  (cột điện) là  và . Hãy tính độ dài dây điện nối từ nhà ra đến cột điện.
[image: ]
Lời giải


Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta có: 
Vậy độ dài dây điện nối từ nhà ra cột điện dài 28,62 m.

Câu 70. 

Để đo đường kính một hồ hình tròn, người ta làm như sau: Lấy ba điểm  như hình vẽ, sao cho . Hãy tính đường kính của hồ nước đó.
[image: ]
Lời giải

Áp dụng định lí côsin cho tam giác  ta có:



Ta lại có: .

Do đó, .

Vậy đường kính của hồ nước khoảng .

Câu 71. 



Để đo chiều cao của một cột cờ trên đỉnh một toà nhà anh Bắc đã làm như sau: Anh đứng trên một đài quan sát có tầm quan sát cao  so với mặt đất, khi quan sát anh đo được góc quan sát chân cột là  và góc quan sát đỉnh cột là , khoảng cách từ chân toà nhà đến vị trí quan sát là . Tính chiều cao cột cờ và chiều cao của toà nhà.
[image: ]
Lời giải

Trong tam giác , ta có:


, suy ra .


, suy ra 

Vậy chiều cao của toà nhà là: .

Trong tam giác  ta có:


, suy ra .


Lại có góc , áp dụng định lí cosin trong tam giác , ta có:




Vậy chiều cao của cột cờ khoảng 6,34 m.
Câu 72. 




Hai chiếc tàu thủy  và  cách nhau . Từ  và  thẳng hàng với



chân  của tháp hải đăng  ở trên bờ biển người ra nhìn chiêu cao  của



tháp dưới các góc  và . Tính chiều cao  của tháp?
[image: ]
Lời giải




 và  vuông tại  nên .

Suy ra: 



Vậy tháp hải đăng có chiều cao xấp xỉ .
Câu 73. 


Biết hai lực cùng tác động vào một vật tạo với nhau góc . Cường độ của hai lực đó là  và . Tính cường độ của lực tổng hợp?
Lời giải




Giả sử vật được đặt ở vị trí , hai lực tác động vào  lần lượt là các vectơ  có độ lớn là .





Vẽ hình bình hành , ta có hợp lực tác động vào  là: . Do  là hình bình hành nên .


Ta có: . Xét tam giác , theo định lí cô-sin ta có:







Vậy độ lớn của lực tổng hợp tác động vào vật  là xấp xỉ .
Câu 74. 

Một cái cây dạng thẳng đứng bị gió mạnh làm gãy không hoàn toàn (hai đoạn thân bị gãy vẫn dính liền nhau như hình vẽ). Một người muốn đo chiều cao của cây trước khi gãy, người ấy đó được đoạn thẳng nối từ gốc cây đến ngọn cây (đã ngã) là , hai góc . Tính chiều dài của cây trước khi bị gãy (giả sử sự biến dạng lúc gãy không ảnh hưởng đến tổng độ dài của cây)?
[image: ]
Lời giải

Ta có: .


Theo định lí sin: ; .

Vậy chiều cao ban đầu của cây xấp xỉ bằng .

Câu 75. 






Trên nóc một tòa nhà có một cột ăng-ten cao . Từ vị trí quan sát  cao  so với mặt đất, có thể nhìn thấy đỉnh  và chân  của cột ăng-ten dưới góc  và  so với phương nằm ngang. Tính chiều cao của tòa nhà đó?
[image: ]
Lời giải


Xét tam giác  có .

Áp dụng định lí sin cho tam giác , ta có:





Xét tam giác  vuông tại  : .


Suy ra: . Vậy chiều cao tòa nhà xấp xỉ .
Câu 76. 











Muốn đo chiều cao của tháp chàm Por Klong Garai ở Ninh Thuận người ta lấy hai điểm  và  trên mặt đất có khoảng cách  cùng thẳng hàng với chân  của tháp để đặt hai giác kế. Chân của giác kế có chiều cao . Gọi  là đỉnh tháp và hai điểm  cùng thẳng hàng với  thuộc chiều cao  của tháp. Người ta đo được góc  và . Tính chiều cao  của tháp.
[image: ]
Lời giải


Ta có: , nên .


Xét tam giác , có: .


Xét tam giác  vuông tại , có:


Câu 77. 






Trên ngọn đồi có một cái tháp cao  (hình vẽ). Đỉnh tháp  và chân tháp  lần lượt nhìn điểm  ở chân đồi dưới các góc tương ứng bằng  và  so với phương thẳng đứng. Tính chiều cao  của ngọn đồi.
[image: ]
Lời giải



. Nên  cân tại 

Trong tam giác vuông .
Câu 78. 







Từ hai vị trí  và  của một tòa nhà, người ta quan sát đỉnh  của ngọn núi. Biết rằng độ cao , phương nhìn  tạo với phương nằm ngang góc , phương nhìn  tạo với phương nằm ngang góc  (tham khảo hình vẽ). Ngọn núi đó có độ cao so với mặt đất gần nhất với giá trị nào sau đây?
[image: ]
Lời giải



 có  và .

Khi đó .





Gọi  là khoảng cách từ  đến mặt đất: .

Vậy ngọn núi cao khoảng .
Câu 79. 



Hai chiếc tàu thủy cùng xuất phát từ vị trí , đi thẳng theo hai hướng tạo với nhau một góc . Tàu thứ nhất chạy với tốc độ , tàu thứ hai chạy với tốc độ . Hỏi sau 3 giờ hai tàu cách nhau bao nhiêu km?
Lời giải

Ta có quãng đường tàu thứ nhất đi được là .

Quãng đường tàu thứ hai đi được là .




 với  là vị trí tàu thứ nhất chạy đến sau 3 giờ, nghĩa là là vị trí tàu thứ hai chạy đến sau 3 giờ, nghĩa là 




. Vậy khoảng cách hai tàu sau 3 giờ chạy là .
Câu 80. 
Từ vị trí  người ta quan sát một cây cao.

Biết .
Khi đó chiều cao của cây (làm tròn đến hàng phần mười) bằng bao nhiêu?.
[image: ]
Lời giải



Vì tam giác  vuông tại  nên ta có .





Câu 81. 










Thành phố Hải Đông dự định xây dựng một trạm nước sạch để cung cấp cho hai khu dân cư  và . Trạm nước sạch đặt tại vị trí  trên bờ sông. Biết , khoảng cách từ  và  đến bờ sông lần lượt là  (hình vẽ). Gọi  là tổng độ dài đường ống từ trạm nước đến  và . Tìm giá trị nhỏ nhất của .
[image: ]
Lời giải

Kẻ .
[image: ]




Gọi  đối xứng với  qua  là trung của . 


 (không đổi). Đẳng thức xảy ra khi .



Vậy .
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