CHỦ ĐỀ 2: QUAN HỆ SONG SONG
VẤN ĐỀ 1. HAI ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG
1. Vị trí tương đối giữa hai đường thẳng phân biệt
Định nghĩa:

- Hai đường thẳng gọi là đồng phẳng nếu chúng cùng nằm trong một mặt phẳng.
- Hai đường thẳng gọi là chéo nhau nếu chúng không đồng phẳng.
- Hai đường thẳng gọi là song song nếu chúng đồng phẳng và không có điểm chung
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Như vậy: Hai đường thẳng a và b song song với nhau
xác định một mặt phẳng ký hiệu là mp(a;b)
2. Hai đường thẳng song song
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■ Tính chất 1: Trong không gian, qua một điểm nằm ngoài một đường thẳng cho trước, có một và chỉ một đường thẳng song song với đường thẳng đã cho.
■ Tính chất 2: Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thứ ba thì song song với nhau:
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■ Định lý: Nếu ba mặt phẳng đôi một cắt nhau theo ba giao tuyến thì ba giao tuyến đó hoặc đồng quy hoặc đôi một song song với nhau.
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=> Hệ quả: Hai mặt phẳng phân biệt lần lượt chứa hai đường thẳng song song thì giao tuyến (nếu có) của hai mặt phẳng nói trên sẽ song song với hai đường thẳng đó hoặc trùng với một trong hai đường thẳng đó. d 
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Hai đường thẳng phân biệt cùng song song với một đường thẳng thì song song với nhau.
	Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy là hình thang với đáy lớn AB. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA và SB.

a) Chứng minh: MN//CD.

b) Tìm giao điểm P của SC với (AND). Kéo dài AN và DP cắt nhau tại I.
Chứng minh SI//AB//CD. Tứ giác SIBA là hình gì? Vì sao? 


Lời giải
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a) Ta có MN là đường trung bình của tam giác SAB
nên MN//AB mặt khác AB//CD
=> MN//CD.

b) Gọi 
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 và 
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 khi đó SE cắt SC tại P.

Xét 3 mặt phẳng (SAB);(SCD) và (ABCD) có các giao tuyến chung là SI, AB và CD song song hoặc đồng quy.

Do AB//CD nên SI//AB//CD.

Ta có: 
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Khi đó: 
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 là hình bình hành.
	Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N, P, Q, R, S lần lượt là trung điểm của AB, CD, BC, AD, AC, BD.

a) Chứng minh MNPQ là hình bình hành.

b) Từ đó suy ra ba đoạn MN, PQ, RS cắt nhau tại trung điểm của mỗi đoạn.


Lời giải
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a) Vì MQ là đường trung bình của tam giác ABCD nên ta có 
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Tương tự ta cũng có: 
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Do vậy MQNP là hình bình hành từ đó suy ra MN và PQ cắt nhau tại trung điểm I của mỗi đường.

b) Tương tự chứng minh trên ta cũng có tứ giác RNSM cũng là hình bình hành do có
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 suy ra RS và MN cũng cắt nhau tại trung điểm I của MN.
Vậy ba đoạn MN, PQ, RS cắt nhau tại trung điểm I của mỗi đoạn.
	Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành, gọi M, N, P, Q lần lượt nằm trên BC, SC, SD, AD sao cho MN//SB, NP//CD, MQ//CD.

a) Chứng minh rằng: PQ//SA.

b) Gọi K là giao điểm của MN và PQ. Chứng minh rằng: SK//AD//BC.
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Lời giải

a) Ta có: 
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Lại có: 
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(Định lý Ta-let)

Từ (l) và (2) suy ra 
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b) Xét 3 mặt phẳng (SAD); (SBC) và (ABCD) cắt nhau theo các giao tuyến là SK,AD,BC.

Suy ra SK, AD, BC song song hoặc đồng quy.

Mặt khác 
[image: image13.wmf]AD//BCSK//AD//BC.
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	Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình bình hành.

a) Tìm giao tuyến của các cặp mặt phẳng (SAD) và (SBC); (SAB) và (SCD).

b) Lấy M thuộc SC. Tìm giao điểm N của SD và (ABM). Tứ giác ABMN là hình gì?
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Lời giải

a) Trong (SAD) dựng đường thẳng d di qua S và song song với AD.

Ta có: 
[image: image14.wmf]d//AD,AD//BCd//BC.
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Suy ra d thuộc (SBC).

Nên d là giao tuyến của (SAD) và (SBC).

Tương tự, trong (SAB) dựng đường thẳng 
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 đi qua S, song song với AB thì 
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 là giao tuyến của (SAB) với (SCD).

b) Giả sử 
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Xét ba mặt phẳng (ABM); (ABCD); (SCD) lần lượt cắt nhau theo 3 giao tuyến là AB, MN,CD nên chúng song song hoặc đồng quy.

Mà 
[image: image19.wmf]AB//CDAB//CD//MN
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 ABMN là hình thang.
	Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD đáy là hình thang (AB là đáy lớn). Gọi I, J, K lần lượt là trung điểm của AD, BC, SB.

a) Tìm giao tuyến (SAB) và (SCD); (SCD) và (IJK).

b) Tìm giao điểm M của SD và (IJK).

c) Tìm giao điểm N của SA và (IJK).

d) Xác định thiết diện của hình chóp và (IJK). Thiết diện là hình gì? 


Lời giải
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a) Do 
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 giao tuyến của (SAB) và (SCD) đi qua điểm S và song song với AB và CD.

Giả sử 
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với 
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Ba mặt phẳng (ABC); (IJK) và (SAB) lần lượt cắt nhau theo 3 giao tuyến là IJ, AB và PK nên chúng song song hoặc đồng quy.

Mặt khác 
[image: image23.wmf]AB//IJPK//AB//IJ.
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b) Do 
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 mà 
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 là trung điểm của SA. Khi đó PI là đường trung bình trong tam giác SAD
suy ra 
[image: image26.wmf]PI//SDSD
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 không cắt (IJKP).

c) Chứng minh ở câu b, ta có N trùng với P tức là N là trung điểm SA.

d) Ta có thiết diện hình chóp với mặt phẳng (IJK) là tứ giác IPKJ.

Có 
[image: image27.wmf]KP//IJ

 (chứng minh trên) suy ra thiết diện IPKJ là hình thang.
	Ví dụ 6: Cho hình chóp S.ABCD, đáy là bình hành. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của SB, BC, SD.

a) Tìm giao tuyến của (SCD) và (MNP).

b) Tìm giao điểm của CD và (MNP).

c) Tìm giao điểm của AB và (MNP).

d) Tìm giao tuyến của (SAC) và (MNP) suy ra thiết diện của hình chóp với mặt phẳng (MNP).


Lời giải
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a) Do 
[image: image28.wmf]MN//SC

 (tính chất đường trung bình) nên giao tuyến của (SCD) và (MNP) phải là 
[image: image29.wmf]d//MN//SC.


Do đó d qua P và song song với SC nên d là đường trung bình tam giác SCD. Gọi Q là trung điểm CD thì PQ là giao tuyến cần tìm.

b) Ta có 
[image: image30.wmf](
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Suy ra Q là giao điểm của CD và (MNP).

c) Trong mp(ABCD), gọi K là giao điểm của NQ và AB.

Ta có 
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Vậy K là giao điểm của AB với (MNP).

d) Gọi I là giao điểm của AC và BD.

Trong mp(SCD) có MP là đường trung bình tam giác SBD.

Gọi 
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Trong mp(SAC), gọi 
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 thiết diện của mặt phẳng (MNP) với khối chóp là ngũ giác MNQPR.
	Ví dụ 7: Cho hình chóp S.ABCD, đáy là hình thang với các cạnh đáy là AB và CD. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AD và BC và G là trọng tâm tam giác SAB.

a) Tìm giao tuyến của (SAB) và (IJG).

b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng (IJG). Thiết diện là hình gì? Tìm điều kiện đối với AB và CD để thiết diện là hình bình hành.


Lời giải
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a) Giả sử 
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. Ba mặt phẳng (SAB); (IJG) và (ABCD) cắt nhau theo ba giao tuyến là các đường thẳng MN, AB và IJ nên chúng song song hoặc đồng quy.

Mặt khác 
[image: image37.wmf]AB//IJMN//AB//IJ.
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Do vậy 
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 với MN là đường thẳng qua G và song song với AB.

b) Thiết diện của hình chóp với mặt phẳng (IJG) là tứ giác MNIJ.

Ta có: MNIJ là hình bình hành khi 
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Lại có: 
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Do đó 
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Vậy 
[image: image42.wmf]AB3CD
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 thì thiết diện là hình bình hành.
VẤN ĐỀ 2. ĐƯỜNG THẲNG SONG SONG VỚI MẶT PHẲNG
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■ Định nghĩa: Một đường thẳng được gọi là song song với một mặt phẳng nếu chúng không có điểm chung.

Hình bên ta có: 
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■ Định lý 1 : Nếu một đường thẳng a không nằm trong mặt phẳng 
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 và song song với một đường thẳng b nằm trên 
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 thì a song song với 
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■ Định lý 2: Cho đường thẳng a song song với mặt phẳng 
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. Khi đó nếu một mặt phẳng 
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 chứa a và cắt 
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 theo giao tuyến b thì a song song với b.
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Hệ quả: Nếu hai mặt phẳng 
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 và 
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 cùng song song với một đường thẳng b thì giao tuyến (nếu có) của chúng cũng song song với b.
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■ Định lý 3: Với hai đường thẳng a và b chéo nhau cho trước, có duy nhất một mặt phẳng 
[image: image53.wmf](
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 chứa a và song song với b.

Với hai đường thẳng phân biệt a và b không song song với nhau, và một điểm O cho trước, có duy nhất một mặt phẳng 
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Phương pháp giải toán:

Để chứng minh đường thẳng d song song với mặt phẳng (P) ta sẽ chứng minh đường thẳng d không nằm trong (P) đồng thời song song với một đtrờng thẳng nằm trong mặt phẳng (P).
	Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy ABCD là hình bình hành. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, CD.

a) Chứng minh MN song song với các mặt phẳng (SBC), (SAD).

b) Gọi P là trung điểm của SA. Chứng minh SB,SC đều song song với (MNP).

c) Gọi 
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 lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC, SBC. Chứng minh rằng: 
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Lời giải
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a) Vì M, N là trung điểm của AB, CD nên 
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Ta có: 
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Tương tự ta có: 
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b) Vì P là trung điểm của SA nên 
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Ta có: 
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Tương tự chứng minh trên ta có: 
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c) Gọi I là trung điểm của BC 
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	Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD. G là trọng tâm của 
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Lời giải

Gọi N là trung điểm của AD

Vì G là trọng tâm của tam giác ABC nên 
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Ta có: 
[image: image71.wmf](
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	Ví dụ 3: Cho tứ diện ABCD. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, CD và G là trung điểm của đoạn MN.

a) Tìm giao điểm 
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b) Qua M kẻ đường thẳng Mx song song với 
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c) Chứng minh rằng: 
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Lời giải

a)Trong mp(ABN): Gọi 
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b) Xét trong mp(ABN): Kẻ 
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Do M là trung điểm của AB nên 
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 là đường trung bình trong 
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Do G là trung điểm của MN mà 
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Suy ra 
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c) Ta có: 
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	Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của AB, CD, SA.

a) Chứng minh rằng 
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b) Chứng minh rằng 
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c) Gọi I, J lần lượt là trọng tâm của các tam giác ABC và SBC.

Chứng minh rằng: 
[image: image96.wmf](

)

(

)

(

)

IJ//SAB,IJ//SADvàIJ//SAC.

   




Lời giải
[image: image272.png]


a) Ta có: ABCD là hình bình hành và M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD nên 
[image: image97.wmf]MN//AD//BC.


Do đó 
[image: image98.wmf](

)

MN//SBC

 và 
[image: image99.wmf](

)

MN//SAD.


b) Trong tam giác SAB có M, P lần lượt là trung điểm của AB và SA nên MP là đường trung bình suy ra


[image: image100.wmf](

)

MP//SPSP//MNP.

Þ


Dễ thấy AMCN là hình bình hành nên giao điểm O của chúng là trung điểm của AC và 
[image: image101.wmf](

)

MNOMNP.

ÞÎ


Trong mặt phẳng (SAC) có PO là đường trung bình của 
[image: image102.wmf]SAC

D

 nên 
[image: image103.wmf](

)

PO//SCSC//MNP.

Þ


c) Gọi K trung điểm của BC 
[image: image104.wmf]AI2

AK3

SJ2

SK3
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 (tính chất trọng tâm tam giác)
Do đó 
[image: image105.wmf](

)

(

)

//SA//SAB,//SAD

IJIJIJ

Þ

 và 
[image: image106.wmf](

)

//SAC

IJ

.
	Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của BC, SC, và K là điểm trên SD cho cho 
[image: image107.wmf]1

SKKD.

2

=


a) Chứng minh rằng 
[image: image108.wmf](

)

OJ//SAC

 và 
[image: image109.wmf](

)

OJ//SAB.


b) Chứng minh rằng 
[image: image110.wmf](

)

OI//SCD

 và 
[image: image111.wmf](

)

IJ//SBD.


c) Gọi M là giao điểm của AI và BD. Chứng minh rằng 
[image: image112.wmf](

)

MK//SBC.




Lời giải

[image: image273.png]


a) Do ABCD là hình bình hành nên O là trung điểm của AC và BD.

Ta có: OJ là đường trung bình trong tam giác SAC nên 
[image: image113.wmf]OJ//SA

 suy ra 
[image: image114.wmf](

)

OJ//SAC

 và 
[image: image115.wmf](

)

OJ//SAB

.
b) OI là đường trung bình trong tam giác ABC nên 
[image: image116.wmf](

)

OI//ABOI//CDOI//SCD.

ÞÞ


Tương tự IJ là đường trung bình trong tam giác SBC nên 
[image: image117.wmf](

)

IJ//SBIJ//SBD.

Þ


c) Do 
[image: image118.wmf]MAIBO

=Ç

 nên M là trọng tâm 
[image: image119.wmf]ABC

D



[image: image120.wmf]2BD

BMBO

33

Þ==


Lại có: 
[image: image121.wmf]11

SKKDSKSD

22

=Û=

 hay 
[image: image122.wmf]SK1

.

SD3

=


Do đó 
[image: image123.wmf](

)

SKBM1

MK//SBMK//SBC.

SDBD3

==ÞÞ


	Ví dụ 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi tâm O. Gọi M. N, P lần lượt là trung điểm của SB, SO, OD.

a) Chứng minh rằng 
[image: image124.wmf](

)

(

)

MN//ABCD,MO//SCD.

 


b) Chứng minh rằng 
[image: image125.wmf](

)

NP//SAC

, tứ giác NPOM là hình gì?

c) Gọi I là điểm thuộc SD sao cho 
[image: image126.wmf]SD4ID

=

. Chứng minh rằng 
[image: image127.wmf](

)

(

)

PI//SBC,PI//SAC.

 




[image: image274.png]


Lời giải

a) Do M, N lần lượt là trung điểm của SB,SO.

Do đó MN là đường trung bình của tam giác SBO nên

[image: image128.wmf](

)

MN//BOMN//ABCD.

Þ


Tương tự MO là đường trung bình của tam giác SBD nên 
[image: image129.wmf](

)

MO//SDMO//SCD.

Þ


b) NP là đường trung bình của tam giác SOD nên 
[image: image130.wmf](

)

NP//SDNP//SAD.

Þ


Tứ giác NPOM là hình bình hành vì 
[image: image131.wmf]MN//OP

 và 
[image: image132.wmf]1

MNOPOB.

2
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c) Ta có 
[image: image133.wmf](

)
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4IP//SBIP//SBC.
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	Ví dụ 7: Cho hình chóp S.ABCD. M, N là hai điểm trên AB, CD. Mặt phẳng (P) qua MN và song song với SA.

a) Tìm các giao tuyến của (P) với (SAB) và (SAC).

b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng (P).

c) Tìm điều kiện của MN để thiết diện là hình thang.


Lời giải

[image: image275.png]


a) Trong mặt phẳng (SAB), qua M kẻ đường thẳng song song với SA, cắt SB tại P.

Trong mặt phẳng (ABCD) gọi 
[image: image134.wmf]IMNAC.

=Ç


Trong mặt phẳng (SAC) kẻ đường thẳng song song với SA, cắt SC tại Q, ta có 
[image: image135.wmf](

)

(

)

SACPIQ

Ç=



[image: image136.wmf](

)

(

)

SABQMP.

Ç=


b) Thiết diện là tứ giác MNQP.

c) Thiết diện là hình thang khi 
[image: image137.wmf]QP//MN.


Mặt khác ba mặt phẳng (SBC); (ABCD); (MNP) cắt nhau theo 3 giao tuyến là PQ, MN và BC nên chúng song song hoặc đồng quy.

Để 
[image: image138.wmf]QP//MNMN//BC//PQ

Þ

. Vậy 
[image: image139.wmf]MN//BC

 thì thiết diện là hình thang.
	Ví dụ 8: Trong mặt phẳng (P), cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image140.wmf]·

ABC60
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, 
[image: image141.wmf]ABa

=

. Gọi O là trung điểm của BC. Lấy điểm S ở ngoài (P) sao cho 
[image: image142.wmf]SBa

=

 và 
[image: image143.wmf]SBOA

^

. Gọi M là một điểm trên cạnh AB. Mặt phẳng (Q) qua M và song song với SB và OA, cắt BC, SC, SA lần lượt tại N, P, Q. Đặt 
[image: image144.wmf](

)

xBM0xa.

=<<


a) Chứng minh MNPQ là hình thang vuông.

b*) Tính diện tích hình thang đó. Tìm x để diện tích lớn nhất.


[image: image276.png]


Lời giải

a) Trong mặt phẳng (SAB), từ M kẻ đường thẳng song song với SB, cắt SB tại Q.

Trong mặt (ABC), từ M kẻ đường thẳng song song với AO, cắt BC tại N.

Trong mặt phẳng (SBC), từ N kẻ đường thẳng song song với SB, cắt SC tại P.

Thiết diện là tứ giác MNPQ.

Ta có: 
[image: image145.wmf]MN//AO

MQ//SBMNMQ

SBOA
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 thiết diện là hình thang vuông tại M và N.

b) Áp dụng định lý Talet ta có: 
[image: image146.wmf]MQMQMAax

BMxMAaxMQax

SBaABa

-

=Þ=-Þ===Þ=-



[image: image147.wmf]1MNMNBMx
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[image: image148.wmf]BNMNNPNPNC2ax2ax
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[image: image149.wmf](
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Do đó áp dụng bất đẳng thức 
[image: image150.wmf]2
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 ta có:

[image: image151.wmf](
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Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image152.wmf]2a
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	Ví dụ 9: Cho hình chóp S.ABCD. Gọi M, N là hai điểm bất kì trên SB, CD. Mặt phẳng (P) qua MN và song song với SC.

a) Tìm các giao tuyến của (P) với các mặt phẳng (SBC), (SCD), (SAC).
b) Xác định thiết diện của hình chóp với mặt phẳng (P).


Lời giải

[image: image277.png]


a) Trong mặt phẳng (SBC), từ M kẻ đường thẳng song song với SC cắt BC tại Q.

Trong mặt phẳng (SCD), từ N kẻ đường thẳng song song với SC cắt SD tại P.

Khi đó giao tuyến của (P) với (SBC) và (SCD) lần lượt là MQ và NP.

Gọi 
[image: image153.wmf]IACNQ

=Ç

. Từ I kẻ đường thẳng song song với SC cắt SA tại H.

Khi đó 
[image: image154.wmf](

)

(

)

PSACIH.

Ç=


b) Thiết diện của mặt phẳng (P) với khối chóp là ngũ giác MQNPH.
	Ví dụ 10: Cho tứ diện ABCD. Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD. Mặt phẳng (P) đi qua một điểm M trên đoạn IJ và song song với AB và CD.

a) Tìm giao tuyến của (P) với (ICD).
b) Xác định thiết diện của tứ diện ABCD với (P).


Lời giải

[image: image278.png]


a) Mặt phẳng (P) qua M và song song với CD nên giao tuyến của (P) và (ICD) cũng song song với CD.
Trong mặt phẳng (ICD), qua M kẻ đường thẳng 
[image: image155.wmf]d//CD

 cắt IC và ID lần lượt tại R và S khi đó giao tuyến của (P) với (ICD) là RS.

b) Qua R và (S) lần lượt kẻ các đường thẳng song song với SA cắt các cạnh bên AC, BC, BD, AD lần lượt tại E, P, N, F khi đó thiết diện của tứ diện ABCD với (P) là tứ giác EFNP.
VẤN ĐỀ 3. HAI MẶT PHẲNG SONG SONG

[image: image279.png]


■ Định nghĩa: Hai mặt phẳng được gọi là song song nếu chúng không có điểm chung.

[image: image280.png]


■ Định lý: Nếu mặt phẳng 
[image: image156.wmf](

)

a

 chứa hai đường thẳng a và b cắt nhau và cùng song song với 
[image: image157.wmf](

)

b

 thì 
[image: image158.wmf](

)

a

song song với 
[image: image159.wmf](

)

b

.
[image: image281.png]A\
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■ Tính chất 1: Qua một điểm A nằm ngoài mặt phẳng 
[image: image160.wmf](

)

b

 cho trước, có duy nhất một mặt phẳng 
[image: image161.wmf](

)

a

 song song với 
[image: image162.wmf](

)

b

.
[image: image282.png]



[image: image163.wmf]Þ

 Hệ quả: Cho điểm A không nằm trên mặt phẳng 
[image: image164.wmf](

)

a

. Khi đó các đường thẳng đi qua A và song song với 
[image: image165.wmf](

)

a

 cùng nằm trên mặt phẳng 
[image: image166.wmf](

)

b

 đi qua A và song song với 
[image: image167.wmf](

)

a

.
[image: image283.png]



■ Tính chất 2: Cho hai mặt phắng 
[image: image168.wmf](

)

a

 và 
[image: image169.wmf](

)

b

 song song với nhau. Khi đó một mặt phẳng nếu cắt 
[image: image170.wmf](

)
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 và 
[image: image171.wmf](

)

b

 lần lượt theo các giao tuyến a, b thì a song song với b.

Phương pháp giải toán:

Để chứng minh hai mặt phẳng (P) và (Q) song song với nhau ta chứng minh hai đường thẳng a và b cắt nhau nằm trong mặt phẳng (P) song song với lần lượt hai đường thẳng 
[image: image172.wmf]a

¢

 và 
[image: image173.wmf]b

¢

 cắt nhau nằm trong mặt phẳng (Q).
	Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA, SD.

a) Chứng minh 
[image: image174.wmf](

)

(

)

OMN//SBC.


b) Gọi P, Q lần lượt là trung điểm của AB, ON. Chứng minh 
[image: image175.wmf](

)

PQ//SBC.




Lời giải

[image: image284.png]


a) Ta có MO là đường trung bình trong tam giác 
[image: image176.wmf]SACMO//AC.

Þ


Mặt khác N và O lần lượt là trung điểm của SD và BD nên NO là đường trung bình trong 
[image: image177.wmf]SBDNO//SB.
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Ta có: 
[image: image178.wmf](

)

(

)

MO//SC

NO//SB

OMN//SBC.

MONOO

SCSBS
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b) Do P và O lần lượt là trung điểm của AB và AC nên 
[image: image179.wmf](

)

OP//AD//BCOP//SBC.

Þ


Lại có 
[image: image180.wmf](

)

ON//SBOQ//SBC.
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Do vậy 
[image: image181.wmf](
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)

OPQ//SBCPQ//SBC.
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	Ví dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD, có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SA và CD.

a) Chứng minh rằng 
[image: image182.wmf](

)

(

)

OMN//SBC.


b) Gọi I là trung điểm của SD, J là một điểm trên (ABCD) và cách đều AB, CD. Chứng minh rằng 
[image: image183.wmf](

)

IJ//SAB.




Lời giải

[image: image285.png]


a) Ta có N và O lần lượt là trung điểm của CD và AC nên NO là đường trung bình trong 
[image: image184.wmf]BCDNO//BC

DÞ

.
Tương tự MO là đường trung bình trong tam giác SAC nên 
[image: image185.wmf]MO//SC

.
Lại có: 
[image: image186.wmf](
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)

NO//BC

MO//SC

OMN//SBC
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BCSCS
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b) Ta có P và Q lần lượt là trung điểm của BC và AD thì PQ là đường thẳng cách đều AB và CD do vậy điểm 
[image: image187.wmf]JPQ

Î

. Do IQ là đường trung bình của 
[image: image188.wmf]SAD

D

 nên 
[image: image189.wmf]IQ//SA

.

Ta có: 
[image: image190.wmf](
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)

PQ//SAB;IQ//SABIPQ//SAB
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Mặt khác 
[image: image191.wmf](
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)

IJIPQIJ//SAB.
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	Ví dụ 3: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi M, N, P, Q là trung điểm của BC, AB, SB và AD.

a) Chứng minh rằng: 
[image: image192.wmf](

)

(

)

MNP//SAC.


b) Chứng mình rằng: 
[image: image193.wmf](

)

PQ//SCD

.


c) Gọi I là giao điểm của AM và BD; J là điểm thuộc SA sao cho 
[image: image194.wmf]AJ2JS.

=


Chứng minh 
[image: image195.wmf](

)

IJ//SBC.




Lời giải

[image: image286.png]


a) Ta có PN là đường trung bình trong 
[image: image196.wmf]SAB

D


Suy ra 
[image: image197.wmf]PN//SA.


Tương tự ta có: 
[image: image198.wmf](

)

(

)

MP//SCMNP//SAC.

Þ


(hai mặt phẳng có cặp cạnh song song cắt nhau).

b) Ta có: 
[image: image199.wmf](

)

(

)

MQ//CD

MPQ//SCD

MP//SC
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Lại có 
[image: image200.wmf](

)

(

)

PQMNQPQ//SCD.
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c) Do 
[image: image201.wmf]IAMBD

BM//AD
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Theo định lý Talet ta có: 
[image: image202.wmf]MIBM1

IAAD2
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Mặt khác: 
[image: image203.wmf]MISJ
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Do 
[image: image204.wmf](

)

SMSBC
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 suy ra 
[image: image205.wmf](

)

//SBC.
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	Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N là trung điểm của SA, CD.

a) Chứng minh rằng 
[image: image206.wmf](

)

(

)

OMN//SBC.


b) Tìm giao điểm I của ON và (SAB).

c) Gọi 
[image: image207.wmf]GSIBM

=Ç

, H là trọng tâm của 
[image: image208.wmf]SCD

D

. Chứng minh rằng 
[image: image209.wmf](

)

GH//SAD.


d) Gọi J là trung điểm AD, 
[image: image210.wmf]EMJ

Î

. Chứng minh rằng 
[image: image211.wmf](

)

OE//SCD

.


Lời giải

[image: image287.png]


a) Ta có: OM là đường trung bình trong tam giác SAC suy ra 
[image: image212.wmf]OM//SC.


Lại có: ON là đường trung bình trong tam giác BCD nên 
[image: image213.wmf]ON//BC.


Do vậy 
[image: image214.wmf](

)

(

)

OMN//SBC.


b) Trong mặt phẳng (ABCD), gọi 
[image: image215.wmf]IONAB

=Ç

 khi đó I chính là giao điểm của ON và (SAB).

c) Dễ thấy G, H lần lượt là trọng tâm tam giác SAB và SCD do đó 
[image: image216.wmf]SGSH2
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==



[image: image217.wmf](

)

GH//IN//ADGH//SAD.
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d) Do O và J lần lượt là trung điểm của AC và AD nên 
[image: image218.wmf]OJ//CD

 (tính chất đường trung bình).

Mặt khác O và M lần lượt là trung điểm của AC và SA nên 
[image: image219.wmf]OM//SC.


Do vậy 
[image: image220.wmf](
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(

)
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)

OMJ//SCDOE//SCD.
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	Ví dụ 5: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của SB, SC; lấy điểm 
[image: image221.wmf]PSA.

Î


a) Tìm giao tuyến (SAB) và (SCD).
b) Tìm giao điểm SD và (MNP).
c) Tìm thiết diện hình chóp và mặt phẳng (MNP). Thiết diện là hình gì?
d) Gọi 
[image: image222.wmf]JMN

Î

. Chứng minh rằng 
[image: image223.wmf](

)

OJ//SAD.




Lời giải

[image: image288.png]



a) Do AB song song với CD nên giao tuyến của (SAB) và (SCD) là đường thẳng d đi qua S và song song với AB và CD.

b) Trong mặt phẳng (SAB), kéo dài PM cắt AB tại Q, trong mặt phẳng (PMQR), kéo dài QN cắt SD tại R, giao điểm của SD và (MNP) là R.

c) Thiết diện hình chóp và mặt phẳng (MNP) là tứ giác MPRN.

Do 3 mặt phẳng (MNP); (ABC); (SAD) cắt nhau theo 3 giao tuyến là PR; MN;AD nên chúng song song hoặc đồng quy.

Mặt khác 
[image: image224.wmf]MN//ADMN//AD//PR

ÞÞ

 MPRN là hình thang.

d) Ta có: OM là đường trung bình trong tam giác 
[image: image225.wmf]SBDOM//SD.

Þ


Tương tự ta có: 
[image: image226.wmf](

)

(

)

ON//SAOMN//SAD.

Þ


Mặt khác 
[image: image227.wmf](

)

(

)

OJOMNOJ//SAD

Þ

Ì

 (điều phải chứng minh).
	Ví dụ 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành. Gọi I, J, G, P, Q là trung điểm của DC, AB, SB, BG, BI.
a) Chứng minh rằng 
[image: image228.wmf](

)

(

)

IJG//SAD.


b) Chứng minh rằng 
[image: image229.wmf](

)

PQ

//SAD.


c) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (IJG).
d) Tìm giao tuyến của hai mặt phẳng (ACG) và (SAD).


Lời giải
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a) Ta có IJ là đường trung bình của hình bình hành ABCD nên 
[image: image230.wmf](

)

IJ//ADl.


Lại có JG là đường trung bình tam giác 
[image: image231.wmf](

)

SABJG//SA2.

Þ


Từ (l) và (2) suy ra 
[image: image232.wmf](

)

(

)

IJG//SAD.


b) Gọi E là trung điểm của JB thì 
[image: image233.wmf]1

B

BS4

EBP

//AS.

BA

EP

==Þ


Mặt khác EQ là đường trung bình cùa tam giác BIJ nên 
[image: image234.wmf]EQ//IJEQ//AD.

Þ


Ta có: 
[image: image235.wmf](

)

(

)

EP//SA

EPQ//SAD.

EQ//AD

ì

Þ

í

î


c) Trong mặt phẳng (ABC) gọi 
[image: image236.wmf]OIJAC.

=Ç


Ta có: 
[image: image237.wmf]SA//JG

 nên giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (IJG) song song với SA
Khi đó giao tuyến của hai mặt phẳng (SAC) và (IJG) là đường thẳng đi qua O và song song với SA.
d) Gọi K là trung điểm của SA thì 
[image: image238.wmf]GK//AB

 (tính chất đường trung bình)

Suy ra 
[image: image239.wmf]GK//CDG,K,C,D

Þ

 đồng phẳng.
Trong mặt phẳng (GKCD) gọi 
[image: image240.wmf](

)

(

)

MACG

MDKCG.

MSAD

Î

ì

ï

=ÇÞ

í

Î

ï

î


Do đó giao tuyến của hai mặt phẳng (ACG) và (SAD) là AM.
	Ví dụ 7: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình bình hành tâm O. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của BC, CD, SC.

a) Chứng minh rằng 
[image: image241.wmf](

)

(

)

MNP//SBD.


b) Tìm giao tuyến (SAB) và (SCD).

c) Tìm giao tuyến của (MNP) và (SAD). Suy ra giao điểm của SA và (MNP).

d) Gọi 
[image: image242.wmf]IAPSO,JAMBD

 

=Ç=Ç

 Chứng minh rằng 
[image: image243.wmf](

)

IJ//MNP.




Lời giải
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a) Ta có MN là đường trung bình trong tam giác BCD nên 
[image: image244.wmf]MN//BD.


Tương tự NP là đường trung bình trong tam giác SCD nên 
[image: image245.wmf]NP//SD.


Do vậy 
[image: image246.wmf](

)

(

)

MNP//SBD.


b) Do 
[image: image247.wmf]AB//CD

 nên giao tuyến của (SAB) và (SCD) đi qua S và song song với AB và CD.

c) Gọi 
[image: image248.wmf]EMNAD.

=Ç


Do 
[image: image249.wmf]NP//SD

 nên giao tuyến 
[image: image250.wmf]D

 của (MNP) và (SAD) đi qua E và song song với SD.

Trong mặt phẳng (SAD) gọi 
[image: image251.wmf](

)

FSAFSAMNP.

=DÇÞ=Ç


d) Ta có: 
[image: image252.wmf]JAMBO;JSOAP

=Ç=Ç

 do đó I, J lần lượt là trọng tâm tam giác SAC và ABC

Khi đó 
[image: image253.wmf](

)

AI2

MPIJ//MNP.

APAM3

//

AJ

IJ
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