Định lý Hall và SDRs

Bài toán mở đầu của chúng ta là:

Cho 
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chàng trai, nếu một nhóm chàng trai bất kì quen với ít nhất [image: image2.png]


cô gái ([image: image3.png]


). Chứng tỏ rằng đây là điều kiện cần và đủ để tổ chức một đám cưới tập thể sao cho mỗi chàng trai cưới một cô gái mình quen
 

Có thể mô hình lại bài toán bằng tập hợp. Gọi [image: image4.png]


là tập các cô gái mà chàng trai thứ [image: image5.png]


quen. Khi đó với mọi [image: image6.png]


thỏa mãn

 

[image: image7.png]A, UA, U UA | =k



(Điều kiện Hall)

 

khi và chỉ khi tồn tại [image: image8.png]XA,



sao cho [image: image9.png]; 7 @,



với [image: image10.png]|




 

Đây là cũng là nội dung của định lý Hall (Định lý này được phát biểu bởi Philip Hall năm 1935, và nó được biết đến đầy đủ với chứng minh và các kết quả của Marshall Hall năm 1948) còn gọi là định lý Đám cưới (Hall’s Marriage Theorem)

 

Một bộ [image: image11.png]


như vậy gọi là một hệ đại diện phân biệt cho hệ tập hợp [image: image12.png]


(system of distinct representatives, viết tắt là SDR), phần tử [image: image13.png]; & A;



gọi là đại diện cho [image: image14.png]


, lưu ý rằng [image: image15.png]; 7 @,



với [image: image16.png]|



. Như vậy nếu như hệ tập [image: image17.png]


thỏa mãn điều kiện Hall thì tồn tại một SDR cho hệ đó và điều ngược lại nếu một hệ có SDR thì nó thỏa mãn điều kiện Hall. Một SDR nếu có nói chung là không duy nhất, bài toán cần quan tâm là có bao nhiêu SDR của một hệ tập hợp cho trước.

 

Cho [image: image18.png]


, kí hiệu [image: image19.png]perA =) o @15(1)024(2)--Cna(n)




 

Xét họ các tập [image: image20.png]


là các tập con của [n]. Ma trận liên thuộc của hệ này là [image: image21.png]


được xác định như sau:

[image: image22.png]



 

Rõ ràng [image: image23.png]perA



chính bằng số SDR của họ [image: image24.png]


do [image: image25.png]


bằng 1 khi và chỉ khi [image: image26.png]


với mọi i tức là [image: image27.png]{o(1). o(2).




là SDR của [image: image28.png]



 

Trong phần đầu tiên, ta sẽ bàn tới chứng minh của định lý Hall. Phần tiếp theo sẽ nói đến một số vấn đề tổ hợp được phát triển liên quan đến các SDR.

 

A – Chứng minh Định lý Hall.
 

I. Lời giải thứ nhất.
 

Để đơn giản ta viết [image: image29.png]


thay cho [image: image30.png]


. Điều kiện Hall viết lại như sau:

 

                               [image: image31.png]|Ar| = |1



với mọi [image: image32.png]ICE=

1,2,

.n}




 

+ Nếu hệ [image: image33.png](A; )icE



có SDR, hiển nhiên Điều kiện Hall được thỏa mãn.

 

+ Ngược lại, giả sử Điều kiện Hall được thỏa mãn cho hệ [image: image34.png](A; )icE



, chú ý là mọi hệ con [image: image35.png](A )ick



với [image: image36.png]


cũng thỏa mãn Điều kiện Hall. Ta chứng minh sự tồn tại SDR cho hệ này theo quy nạp theo số các tập trong hệ. Nếu hệ chỉ gồm 1 tập thì định lý là hiển nhiên. Giả sử định lý đúng với tất cả các trường hợp số các tập trong hệ bé hơn n.

 

Ta chia ra hai trường hợp:

 

1. Có một tập con [image: image37.png]


của E khác trống và khác [image: image38.png]


sao cho [image: image39.png]


.

 

Đặt [image: image40.png]


là tập có số phần tử bé nhất như vậy.  Đặt [image: image41.png]


. Điều kiện Hall cũng thỏa mãn với hệ con [image: image42.png](A;)er



nên theo giả thiết quy nạp, hệ này có SDR là [image: image43.png](z;);es



 
 

Với tập [image: image44.png]KcCE\J



,  do Điều kiện Hall nên [image: image45.png]Al = [J UK



.

 

Chú ý là [image: image46.png]


và [image: image47.png]


. Suy ra [image: image48.png]


tức là Điều kiện Hall thỏa mãn cho hệ [image: image49.png](A )i




 

Tương tự cũng từ giả thiết quy nạp hệ [image: image50.png](A )i



có SDR là [image: image51.png]


.
Khi đó [image: image52.png](@ )ies U(xj)jem g



là một SDR của hệ [image: image53.png](A; )icE




 

2. Trường hợp ngược lại

 

Do Điều kiện Hall được thỏa mãn nên [image: image54.png]1A;| = {i} =1



, với [image: image55.png]


. Tồn tại [image: image56.png]r, € A,



.

 

Với [image: image57.png]


đặt [image: image58.png]Aj\ Az}



. Xét [image: image59.png]Jc{l1.2,..,n—-1}



 khác trống, thế thì:

 

[image: image60.png]AL = A - 1= |J -1



(chú ý là không có dấu bằng do giả sử ban đầu) hay [image: image61.png]



 

Vậy hệ [image: image62.png]


cũng thỏa mãn Điều kiện Hall. Theo nguyên lý quy nạp suy ra hệ này có SDR là [image: image63.png]


. Và cuối cùng [image: image64.png]


chính là SDR của [image: image65.png](A; )icE



.

 

Định lý được chứng minh hoàn toàn. 

 

Sau đây là một cách chứng minh khác ngắn ngọn, trực tiếp hơn:

 

II. Lời giải thứ hai. (Rado)

 

Giả sử hệ [image: image66.png]


thỏa mãn Điều kiện Hall. Ta bắt đầu bỏ đi phần tử thuộc mỗi tập [image: image67.png]


 sao cho Điều kiện Hall vẫn được thỏa mãn. Cuối cùng thu được hệ tối giản [image: image68.png]


 vẫn thỏa mãn Điều kiện Hall, với [image: image69.png]b, CA;



, từ tối giản ở đây hiểu là nếu như bỏ đi một phần tử từ một tập [image: image70.png]


bất kì nào đó thì Điều kiện Hall không còn được thỏa mãn.

 

Ta chứng minh rằng [image: image71.png]| B;|




.  Thật vậy, không mất tính tổng quát giả sử [image: image72.png]


có chứa phần tử khác nhau là [image: image73.png]


. Do nếu bỏ đi [image: image74.png]


hoặc [image: image75.png]


thì điều kiện Hall không còn thỏa mãn nên có hai tập chỉ số [image: image76.png]


  sao cho:

 

Với [image: image77.png]By \{u}) UU;-p B



thì [image: image78.png]1 X| < |P]



và [image: image79.png]



 

Mặc khác

 

[image: image80.png]XUY =B U(Uicpno Bi)




 

và 

 

[image: image81.png]U B;CXNY
erno



 

 

Từ Điều kiện Hall suy ra [image: image82.png]XUY|=21+ |PUQ



và  [image: image83.png]XNY|=|PNQ)|



 

 

Áp dụng Nguyên lý bao hàm loại trừ và nhận xét trên thì

[image: image84.png]\P|+|Q| = | X|+|Y|

XNY|+ | XUY| = 14+ |PNQ|+ |PUQ|





 

Điều vô lý này dẫn đến khẳng định [image: image85.png]


.

 

Các tập [image: image86.png]


như vậy phải đôi một không giao nhau, vì ngược lại nếu có [image: image87.png]1,



 sao cho [image: image88.png]


thì hợp của hai tập này [image: image89.png]


có số phần tử là 1, trái với điều kiện Hall.

 

Như vậy chọn được [image: image90.png]


, sao cho [image: image91.png]T #F @



để lập thành SDR của hệ [image: image92.png]


. 

 

III. Lời giải thứ ba
 

Có lẽ lời giải thứ hai ở trên là sáng sủa nhất. Đã có rất nhiều lời giải cho định lý thú vị này mà cho đến nay nó vẫn là một chủ đề rất cuốn hút. Cách đây mấy năm có một lời giải mới của một sinh viên và 1 giảng viên người Trung Quốc khá độc đáo và sáng tạo. Xin trình bày lại trên ý tưởng của Hui-Qin và Zhi-Wei, ĐH Najing.

 

Định lý 1. [image: image93.png]


là tập con của tập [image: image94.png]


. Giả sử [image: image95.png]


là SDR của [image: image96.png]


. Với [image: image97.png]


có chứa phần tử [image: image98.png]


thì có đúng [image: image99.png]Ui A —

[J]+1



cách chọn phần tử [image: image100.png]= _\



để hợp với [image: image101.png]


và sắp lại để tạo thành một SDR [image: image102.png]


của [image: image103.png]


, với [image: image104.png]


đại diện cho [image: image105.png]


.

 

Xét một graph [image: image106.png]G(V.E



 với các đỉnh đánh số là [image: image107.png]


sao cho [image: image108.png](i.j) € E



 (đỉnh [image: image109.png]


  kề với [image: image110.png]


) nếu và chỉ nếu [image: image111.png]1 <



và [image: image112.png]a; € A,



. Đặt 
 

[image: image113.png]


tồn tại một đường đi từ j đến n [image: image114.png]


và [image: image115.png]



 

Như vậy ta có nhận xét: [image: image116.png]a; & A



khi và chỉ khi tồn tại [image: image117.png]e J



để [image: image118.png]a; € A



hay tồn tại [image: image119.png]e J



để [image: image120.png]


, điều này cũng tương đương với tồn tại một đường đi từ [image: image121.png]


đến [image: image122.png]


hay [image: image123.png]1 = .



.

 

Suy ra [image: image124.png]



 

Đặt [image: image125.png]


. Hiển nhiên [image: image126.png]


và [image: image127.png]



 

Xét a thuộc X sao cho [image: image128.png]


là một SDR của [image: image129.png]


với [image: image130.png]


 đại diện cho [image: image131.png]


. Rõ ràng thì [image: image132.png]a5



vì [image: image133.png]


đại diện cho [image: image134.png]


nào đó với [image: image135.png]e J




 

Mặt khác:

 

- Nếu [image: image136.png]


thì tồn tại [image: image137.png]


sao cho [image: image138.png]a € A,



. Nếu [image: image139.png]


thì đặt [image: image140.png]


và [image: image141.png]


tạo thành [image: image142.png]


thỏa mãn yêu cầu.

 

- Nếu [image: image143.png]


thì tồn tại một đường đi từ đỉnh j đến n, đặt đường đi đó là [image: image144.png]JosJ1s

Tk



, với [image: image145.png]


và [image: image146.png]


. Chú ý là [image: image147.png]I={jo.j1sndu} CJ



. Ta đặt [image: image148.png]


, hiển nhiên [image: image149.png]


với mọi [image: image150.png]


. Nếu [image: image151.png]1 &1



ta đặt [image: image152.png]


, khi đó [image: image153.png]


là SDR thỏa mãn điều kiện bài toán.

 

Vậy định lý đã được chứng minh.

 

Điều thú vị suy ra từ mệnh đề này là với bất kì một SDR nào đó của hệ [image: image154.png]


thì có tối thiểu [image: image155.png]1+d(n)



cách để mở rộng thành một SDR của hệ [image: image156.png]


. Ở đây :

 

                                             [image: image157.png]d(n) = min,
nercti.np (| Al = 1))

el




 

Như vậy định lý Hall chỉ là hệ quả của đánh giá tuyệt đẹp trên!

 

IV. Các hệ quả.
 

Các định lý sau là hệ quả của định lý Hall cũng có nhiều ứng dụng quan trọng

 

Định lý 2. Xét hệ [image: image158.png]


các tập con của tập [image: image159.png]


. Nếu như:

 

i/ [image: image160.png]Al =m. 1 =1, 2,





 

ii/ Mỗi phần tử của [image: image161.png]


có mặt đúng [image: image162.png]


lần trong [image: image163.png]



 

Thế thì hệ trên có một SDR

 

Chứng minh
 

[image: image164.png]UA, . 1<y << <n



. Có tổng cộng [image: image165.png]


phần tử trong [image: image166.png]


. Mỗi phần tử thuộc [image: image167.png]


xuất hiện đúng m lần trong [image: image168.png]


suy ra mỗi phần tử trong [image: image169.png]S C AN



xuất hiện không quá m lần. Vậy [image: image170.png]


, Điều kiện Hall được thỏa mãn nên hệ có SDR. 

 

Định lý 3.  Xét hệ [image: image171.png]


thỏa mãn Điều kiện Hall. Với [image: image172.png]m




thế thì số SDR tối thiểu của hệ này là [image: image173.png]


. (Ở đây ta sử dụng kí hiệu chỉnh hợp [image: image174.png]


)

 

Chứng minh
 

Nếu [image: image175.png]


, đây là điều hiển nhiên. Giả sử định lý đúng với các giá trị bé hơn [image: image176.png]



 

Ta xét hai trường hợp như đã đặt ra trong phép chứng minh đầu tiên của định lý Hall:

 

1. Khi đó [image: image177.png]m<|J|<n



nên hệ [image: image178.png](A )ic



có tối thiểu m! SDR theo giả thiết quy nạp. Mỗi SDR của [image: image179.png]


 có thể mở rộng thành 1 SDR của [image: image180.png]


, (điều này suy ra từ cách xây dựng quy nạp trong trường hợp đầu của phép chứng minh đầu tiên của định lý Hall)

 

2. Có tối thiểu m cách chọn x_n Mỗi tập hợp trong hệ [image: image181.png]


có tối thiểu [image: image182.png]


 phần tử và thỏa mãn Điều kiện Hall nên theo giả thiết quy nạp có tối thiểu [image: image183.png]M — 1 pinfm—1.n-1}



SDR cho này.

 

Vậy theo nguyên lý quy nạp, định lý được chứng minh hoàn toàn.

 

Chú ý là theo kết quả trong lời giải thứ 3 của định lý Hall thì cũng dễ dàng suy ra định lý trên.

 

B – Ứng dụng
 

1. Định lý Birkhoff – von Neumann
 

Ma trận ngẫu nhiên kép là ma trận vuông với các số hạng không âm sao cho tổng các số hạng trên mỗi hàng và tổng các số hạng trên mỗi cột đều bằng 1.

 

Ma trận thế là ma trận nhận được bằng cách hoán vị các dòng của ma trận đơn vị. Đối với ma trận cấp $n$, nếu như đánh số các dòng của ma trận đơn vị thì một ma trận thế nhận được bằng cách hoán đổi các dòng sẽ tương ứng với một phép thế cấp $n$. Do đó số các ma trận thế bằng [image: image184.png]



 

Định lý 4. (Birkhoff – von Neumann) Một ma trận là ngẫu nhiên kép nếu và chỉ nếu nó được biểu diễn qua một tổ hợp lồi tuyến tính các ma trận thế. Có nghĩa là [image: image185.png]


khi và chỉ khi tồn tại biểu diễn biễu diễn [image: image186.png]D _oes. Aols




với [image: image187.png]


là ma trận thế tương ứng với phép thế [image: image188.png]


và [image: image189.png]



 

Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp định lý này sử dụng Điều kiện Hall cho SDR hay hệ các đại diện phân biệt

 

Chứng minh
 

Đặt N là số tất cả các số hạng dương trong [image: image190.png]


, rõ ràng [image: image191.png]


. Nếu như [image: image192.png]


thì các số hạng này bằng 1, bản thân nó là một ma trận thế. Ta quy nạp theo giá trị của [image: image193.png]



 

Bây giờ giả sử mệnh đúng với các giá trị bé hơn [image: image194.png]


, ta chứng minh mệnh đề đúng với trường hợp ma trận ngẫu nhiên kép [image: image195.png]X = (xj)n



có [image: image196.png]


số hạng dương. Đặt [image: image197.png]7| ;= 0}



với [image: image198.png]


. Xét các tập [image: image199.png]


nào đó với [image: image200.png]


, chú ý rằng [image: image201.png]


bằng tổng của tất cả các số hạng dương ở các cột [image: image202.png]


 của X, và dĩ nhiên nó sẽ nhỏ hơn hoặc bằng tổng các số hạng ở những dòng mà có ít nhất một số hạng dương nằm ở các cột [image: image203.png]


, tổng này lại chính là số các dòng như vậy và bằng [image: image204.png]


.

 

Có nghĩa là điều kiện Hall đã được thỏa mãn, khi đó tồn tại một SDR, ta đặt SDR này là [image: image205.png]


đại diện cho [image: image206.png]


. Thế thì [image: image207.png]


là một phép thế cấp [image: image208.png]


. 

 

Đặt [image: image209.png]Ae
mindr;
(i) b




.

 

Nếu [image: image210.png]


thì [image: image211.png]


là ma trận thế, trường hợp ngược lại ta đặt:

 

[image: image212.png]


, [image: image213.png]


là ma trận thế ứng với phép thế [image: image214.png]



 

Như vậy [image: image215.png]



 

[image: image216.png]


là ma trận ngẫu nhiên kép với số các phần tử dương bé hơn [image: image217.png]


. Theo nguyên lý quy nạp, định lý được chứng minh hoàn toàn. [image: image218.png]



 

2. Hình vuông Latin
 

Hình vuông Latin bậc là n là bảng số vuông [image: image219.png]


lập từ các số [image: image220.png]1.2, 5,




sao mỗi hàng và mỗi cột của nó là hoán vị của các số này. Rõ ràng là mỗi số từ tập [image: image221.png]


xuất hiện đúng một lần trên mỗi hàng hoặc cột.

 

Ngoài ra còn có định nghĩa về hình chữ nhật Latin kích thước [image: image222.png]


([image: image223.png]m =



), đó là đó là một bảng chữ nhật mà mỗi hàng của nó là một hoán vị của [image: image224.png]


và mỗi cột của nó là một chỉnh hợp chập [image: image225.png]


của [image: image226.png]


.

 

Tập các số hạng của bảng vuông có thể là một tập [image: image227.png]


phần tử khác nhau, ta chọn tập [image: image228.png]


mà không mất tính tổng quát và đơn giản hóa sự biểu diễn.

 

Với [image: image229.png]


bất kì bạn có thể chỉ ra một hình vuông Latin bậc [image: image230.png]


như sau:

 

 

Bài toán đặt ra là ước lượng số hình vuông Latin cấp n, kí hiệu là [image: image231.png]


. Ta quan tâm đến cận trên và cận dưới của [image: image232.png]



 

Định lý 5.  [image: image233.png]L(n) =2 nl(n —1)1...2111




 

Chứng minh.
 

Ta có nhận xét sau: Từ một hình chữ nhật Latin kích thước [image: image234.png]


([image: image235.png]


) có ít nhất [image: image236.png]


cách thêm vào một hàng để trở thành một hình chữ nhật Latin [image: image237.png]


.

 

Thật vậy, gọi [image: image238.png]


là tập các số của [image: image239.png]


không có mặt ở hàng thứ [image: image240.png]


của hình chữ nhật Latin.

 

Rõ ràng các số [image: image241.png](zq. 79,



 được thêm vào như hàng thứ [image: image242.png]N+ 1



để bảng số mới là hình chữ nhật Latin, khi và chỉ khi nó là một SDR của [image: image243.png]


.

 

Ta có [image: image244.png]


, theo Hệ quả định lý Hall thì có ít nhất [image: image245.png]


SDR. Kết quả định lý thu được là do quy nạp theo nhận xét trên. [image: image246.png]



 

Ta sẽ tiếp tục về câu chuyện cận dưới của [image: image247.png]



 

Như phần đâu đã nhấn mạnh số SDR của một hệ tập con bằng permanent ma trận nhị phân liên thuộc của hệ đó. Tuy công thức permanent có vẻ tương tự như định thức, nhưng thật sự là không có nhiều quy tắc tính toán tường minh cho permanent.

 

Ta sử dụng kết quả sau đây về cận dưới của ma trận ngẫu nhiên kép được Van der Waerden đưa ra năm 1926 và một thời coi như một giả thuyết cho đến khi có những chứng minh độc lập của Egorychev, Falikman năm 1981.

 

Định lý 6. (Van der Waerden) Nếu ma trận A ngẫu nhiên kép, thế thì [image: image248.png]


, đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi mỗi số hạng của A đều bằng [image: image249.png]



 

Ta có một kết quả chặt hơn hệ quả của định lý Hall đã nêu:

 
Định lý 7.  Nếu [image: image250.png]


là tập con của [image: image251.png]


và thỏa mãn:

 

i.  [image: image252.png]Al =m




 

ii. Mỗi phần tử của [image: image253.png]


chứa trong đúng [image: image254.png]


tập hợp của [image: image255.png]



 

Khi đó số SDR của hệ [image: image256.png]


tối thiểu là [image: image257.png]nim-

—




 

Chứng minh
 

Chú ý là ma trận liên thuộc [image: image258.png]


của họ [image: image259.png]


có tổng các hàng và tổng các cột bằng [image: image260.png]


.

 

Theo định lý Van der Waerden ta có [image: image261.png]! ! :
—perA = per(—4) 2
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Từ đó [image: image262.png]nim-

perd 2
nn




 

Đây cũng là điều phải chứng minh. [image: image263.png]



 

Cũng tương tự như cách chứng minh định lý 1, từ kết quả định lý 6 ta thu được ước lượng chặt hơn cho biên dưới của [image: image264.png]



 

 

C – Một vài bài toán luyện tập

 

1. Giả sử [image: image265.png]


là một hệ các tập con của tập hữu hạn [image: image266.png]


. Giả sử rằng ma trận nhị phân liên thuộc của hệ này khả nghịch. Chứng tỏ rằng hệ này có một SDR.

 

2. Nếu [image: image267.png]


là một hệ các tập con của tập [image: image268.png]


hữu hạn thỏa mãn [image: image269.png]JAilz 1 =r

el




 

với mọi [image: image270.png]


, chứng minh rằng có một hệ con kích thước [image: image271.png]


mà có một SDR.

 

3. Cho [image: image272.png]


là hai phân hoạch (có thứ tự) của một tập [image: image273.png]


hữu hạn.

 

[image: image274.png]M = (my; ),



gọi là ma trận liên thuộc với các số hạng [image: image275.png]m;; = |A; N B, i, € {1,




.

 

Chứng minh rằng $latex M$ là ma trận ngẫu nhiên kép nếu và chỉ nếu [image: image276.png]



 

4. Chứng minh rằng  [image: image277.png]s

< =0
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