Phương trình hàm và giải tích                                                                    Trang9

       PHƯƠNG TRÌNH HÀM 

VÀ

 GIẢI TÍCH
Phương trình hàm là một chuyên đề phong phú với nhiều phương pháp giải. Các yếu tố giải tích là một công cụ rất mạnh để giải quyết một số bài toán phương trình hàm… Trong đề tài nhỏ này, xin giới thiệu một số phương pháp giải phương trình hàm dựa vào các yếu tố giải tích.
A. PHƯƠNG TRÌNH HÀM VÀ GIỚI HẠN, TÍNH LIÊN TỤC
Với những bài toán dữ liệu đề bài cho tính liên tục của hàm số thì việc xây dựng dãy biến số hội tụ là công cụ rất mạnh vì ta có thể đưa giới hạn vào trong hay ra ngoài hàm số, đó là một cách giải một số bài phương trình hàm
Ví dụ 1
Tìm tất cả các hàm số f: 
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1. f là đơn ánh

2.  2x-f(x)
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3. f
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Giải:

Thay x bởi f(x) ta được:

f
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Vì f là đơn ánh nên 2f(x)- f(f(x))=x

Thay x bởi 
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Ta được: 2
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Ta có : 
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Ta cố định x

Nếu f(x)>x thì với n đủ lớn :   
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Nếu f(x)<x thì với n đủ lớn :  
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Suy ra :  f(x)=x      
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Ta thấy hàm f(x) vừa tìm thoả mãn hệ đề bài cho.

Vậy :    f(x)=x      
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Nhận xét : Bài toán này có liên hệ mật thiết với yếu tố dãy số.

 Bằng phép thay thế f(x) cho x, ta được một dãy hàm.

 Có thể thấy yếu tố đơn ánh trong bài toán trên đóng vai trò rất quan trọng. Vì nhờ nó ta có thể rút các biến ra ngoài.

Ví dụ 2 :

Tìm tất cả các hàm số xác định trong tập hợp các số thực sao cho :

f(x)=f(x2+
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Giải :

Giả sử f(x) là một hàm số thoả mãn điều kiện của bài toán.

Ta dễ dàng nhận thấy f(x) là hàm số chẵn :

Cho 
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 EMBED Equation.3  [image: image23.wmf]0
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. Có hai trường hợp :

I. 0
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Xét dãy 
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[image: image27.wmf]Chứng minh bằng quy nạp ta được 
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Hơn nữa 
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 Dãy (1) đơn điệu tăng và bị chặn nên nó hội tụ
Giả sử 
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 Thế thì 
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Vì f(x) liên tục nên : 
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Nhưng 
[image: image36.wmf](

)

(

)

N

n

x

f

x

f

x

f

n

n

n

Î

"

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

+

4

1

2

1



[image: image37.wmf](

)

(

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

=

=

Þ

2

1

.....

1

0

f

x

f

x

f

x

f

n

  
[image: image38.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

Î

"

2

1

,

0

0

x


II. 
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Xét dãy số sau :
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 Dễ dàng chứng minh dãy số này hội tụ vì :
[image: image41.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]2
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f liên tục nên :
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Vì thế f(x) là hàm hằng trên 
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 và vì nó là hàm chẵn nên nó là hàm hằng trên R
Ngược lại, mọi hàm hằng đều thoả mãn yêu cầu đề bài.

B. PHƯƠNG TRÌNH HÀM VÀ TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 
Tính đơn điệu của hàm số là một công cụ mạnh  để  đánh giá hàm số, nhờ đó ta có thể định khoảng giá trị hàm số, chứng minh hàm số tồn tại hoặc không tồn tại.
Ví dụ 1 : 

Cho R+ là tập hợp các số thực dương. Tìm hàm số :
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Giải :

Giả sử tồn tại hàm f(x) thoả mãn đề bài. Từ đẳng thức đề bài ta có :
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f là một hàm giảm.
Cố định x>0, chọn n
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 sao cho :nf(x+1)
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Khi k=1,2,….,n-1 ta có :
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Cộng các bất đẳng thức trên ta được :
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 với m>2f(x) ta có :
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Vậy : không tồn tại hàm thoả mãn đề bài.

Ví dụ 2 : 

Có tồn tại hay không một hàm : f :R
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, khả vi liên tục sao cho :

 f(x)>0 
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Giải:
Giả sử tồn tại hàm số thoả mãn đề bài. Ta có: f’(x)=f(f(x))>0
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 f(x) đơn điệu tăng nghiêm ngặt. Do đó f’(x)=f(f(x))>f(0)
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 Hàm số h(x)= f(x)-(x+1)f(0) tăng ngặt ( Do h’(x)=f’(x)-f(0)>0)
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 h(x)<h(0)=0  
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lấy x
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 ta được f(x)<0. Vô lý !.

Vậy không tồn tại hàm f thoả mãn đề bài.
Ví dụ 3 :
Cho f liên tục trên R thoả mãn :

f(2004)=2003     (1)

f(x).
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với f
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Tính f(2002).

Giải :
Đặt 
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Từ (2) 
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Trong (2), lấy x=2004  
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Do f liên tục trên R nên 
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f là đơn ánh trên D

Mà f liên tục trên D nên f đơn điệu ngặt trên D

Nếu f đơn điệu tăng trên D thì 
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Vậy f đơn điệu giảm trên D.

Giả sử 
[image: image81.wmf]D

x

Î

$

0

 sao cho 
[image: image82.wmf](

)

0

0

1

x

x

f

>


Ta có :
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Từ (1) và (2) suy ra :
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Vậy không tồn tại 
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Tương tự, ta chứng minh được không tồn tại 
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Vậy : 
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)

x

x

f

1

=

     
[image: image92.wmf](

)

2002

1

2002

=

Þ

Î

"

f

D

x

.

Nhận xét :
Từ kết quả bài toán trên, ta được một kết quả khá ‘‘đẹp’’.

Với hàm liên tục f :
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Dễ dàng chứng minh : f đơn ánh,f liên tục nên f đơn điệu và 
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Ví dụ 4 :

Tìm tất cả các hàm số :
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Giải :

Cho x=y=1 
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Cho y=1 
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Cho x=1 thì 
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Nếu 
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Cho x>y
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 f là đơn điệu tăng nghiêm ngặt trên [1,
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Giả sử 
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Mâu thuẫn !

Vậy không tồn tại 
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Nếu 
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Mâu thuẫn !
Vậy không tồn tại 
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Thử lại ta thấy f(x) vừa tìm thoả mãn đề bài.
C. PHƯƠNG TRÌNH HÀM VÀ TÍNH KHẢ VI.
Tính khả vi là một công cụ rất mạnh và hiệuquả trong việc giải các bài toán phương trình hàm, tuy nhiên tính khả vi đôi khi không đựơc cho cụ thể mà phải qua quá trình chứng minh thông qua các dữ liệu khác.

Vì lớp bài toán này rất rộng trong đề tài này, chỉ xin giới thiệu vài bài toán phương trình hàm sử dụng tính khả vi tương đối cơ bản.

Ví dụ 1 :

Tìm tất cả các hàm số 
[image: image125.wmf]R

R

f

®

:

 khả vi và thoả mãn điều kiện :
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Giải :

Lần lượt lấy đạo hàm hai vế (1) theo x và y, ta có :
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Thử lại ta thấy hàm này thoả điều kiện bài toán.

Vậy : f(x)= ax+b     
[image: image137.wmf]R
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Ví dụ 2 :
Tìm tất cả các hàm số f(x) liên tục trên [0,1], khả vi trong (0,1), thoả mãn điều kiện :
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Giải :
Đặt  
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Rõ ràng g(x) là hàm liên tục trên [0,1] ; khả vi trong (0,1), ta có :
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 đồng biến trên (0,1), mà g(x) liên tục trên  [0,1] nên g(x) đồng biến trên [0,1].
Lại có g(0)=g(1)=0
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Mà  
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Thử lại ta thấy 
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Nhận xét :
Bài toán trên có thể tồng quát thành :  Tìm tất cả các hàm số liên tục trên [a,b], khả vi trong (a,b) thoả :

f(a)=f(b)=c

mf’(x)+nf(x)
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Bằng cách giải tương tự ta thu được :
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Ví dụ 3 :
Tìm tất cả các hàm số liên tục :
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, khả vi tại x=0 thoả mãn :

f’(0)=1        (1)

f’(x+y)=f(x)+f(y)+ axy  (2)
Giải :
Cho x=y=0 ta được :  f(0)=2f(0) 
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 f(0)=0

Với 
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Do đó : 
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Hay f’(x)=1+ax
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Thay vào (2) ta được c=0   
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Vậy, hàm số thoả mãn đề bài là : 
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D.PHƯƠNG TRÌNH HÀM VÀ TÍCH PHÂN

       Các bài toán phương trình hàm có yếu tố tích phân thường mang đậm          màu sắc giải tích.

Để giải lớp bài toán này thường phải kết hợp nhiều kiến thức về giải tích.
Ví dụ 1 :
Tìm tất cả các hàm số f(x) xác định và liên tục trên R thoả :
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Giải :
Cho y=0 ta được :   
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Do f liên tục 
[image: image170.wmf]Þ

 f khả vi liên tục trên R

Bằng phương pháp quy nạp ta được : f khả vi vô hạn lần trên R
Đạo hàm lần lượt đối với x và y ta được :
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Cho x= -2y vào (**), ta được :


[image: image173.wmf](

)

(

)

0

'

3

'

f

y

f

=

-

     
[image: image174.wmf]R

Î

"

y



[image: image175.wmf](

)

(

)

b

ax

x

f

const

x

f

+

=

Þ

=

Þ

'


Thay f(x)=ax+b vào (*) và cho x=0 ta được a=b

Lại thay f(x)= ax+a vào (*) ta được a=0  
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Thử lại ta thấy f(x)=0 thoả điều kiện đề bài
Vậy  f(x)=0  
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Ví dụ 2:
Tìm tất cả các hàm liên tục f: 
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Giải:
Xét 
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Rõ ràng 
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Mà 
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 Thử lại, ta thấy f(x) thoả mãn đề bài.

Vậy  f(x)=0    
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Ví dụ 3:
Tìm tất cả các hàm f : [0,1]
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 liên tục, thoả:
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Giải:
Ta sẽ chứng minh: f(x)=0      
[image: image204.wmf][
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Thật vậy, giả sử: 
[image: image205.wmf][

]

1

,

0

0

Î

$

Þ

¹

c

f


Sao cho f(c)=0; giả sử: f(c)>0  (nếu f(c)<0 thì thay f bởi -f)

f liên tục tại c nên 
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Xét P(x)=(x-a)(b-x)+1

Ta có :   
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Vì f liên tục trên [0,1] nên f bị chặn.

Giả sử 
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Ta có:
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Tương tụ, ta có:
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Mà 
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Mặt khác, do tính chất tuyến tính, ta dễ dàng chứng minh:


[image: image222.wmf](

)

(

)

(

)

0

1

0

=

ò

dx

x

f

x

P

n

      
[image: image223.wmf]N

n

Î

"


Mâu thuẫn! 

Do đó ta có f(x)=0 thoả mãn đề bài.
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