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Bài toán xuất phát (Bài 37 sách bài tập chương trình nâng cao)

Cho tam giác ABC với các cạnh AB=c,BC=a,CA=b.Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC.Chứng minh rằng :     
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I. Các cách giải cho bài toán 1 và bài toán tổng quát:
   1) Các cách giải :

Cách giải 1: 
Gọi D là chân đường phân giác góc A

Do D là đường phân giác giác trong góc A nên ta có 
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Do I là chân đường phân giác nên ta có : 
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Từ (1)(2) ta có điều phải chứng minh

Cách giải 2: 
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Qua C dựng đường thẳng song song với AI cắt BI tai B’;song song với BI cắt AI tại A’

Ta có 
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Theo định lý Talet và tính chất đường phân giác trong ta có : 
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Tương tự : 
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Từ (1)(2) thay vào (*) ta có : 
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  ĐPCM

Cách giải 3 : 
Dựng hình bình hành AEFI
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Ta có 
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Gọi H,K lần lượt là hình chiếu của I ,B lên đường thẳng AC

Theo định lý Talet thì : 
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Tương tự  
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Như vậy  
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Hay 
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  ĐPCM

Cách giải 4: Ứng dụng của một hệ thức véc tơ
Ta có: 
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(Do
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 và 
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 là hai véc tơ đối nhau) 
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Mặt khác 
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Cách giải 5: Sử dụng khái niệm tích vô hướng  

Đặt   
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  Ta có : 
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Tương tự ta có 
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,Vì 
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là hai véc tơ không cùng phương nên 
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Cách giải 6:     Chuyển qua véc tơ đơn vị
Đặt:  
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  là các vectơ đơn vị cùng hướng với  
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  khi đó:                                                  [image: image308.emf]I
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image28.wmf]123
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 EMBED Equation.DSMT4  
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Gọi điểm D được xác định bởi 
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Qua D kẻ đường thẳng song song với IC cắt IB tại E.Dễ thấy
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        Áp dụng định lý sin ta có : 
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  ,  tương tự 
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Cách giải 7 : Sử dụng phép chiếu song song 
Đặt 
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. Gọi D là giao điểm của IA với BC.

Chiếu 
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 theo phương (IA) lên BC . Lúc đó :
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 thành 
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 ,mặt khác theo tính chất đương phân giác ta có :


[image: image41.wmf]DBc

b.DBcDC0

DCb

=Þ+=

uuuruuurr

 hay 
[image: image42.wmf]u'0

=

urr


Tương tự ta chiếu 
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 theo phương (IC) lên AB, suy ra 
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Rõ ràng IA, IC là 2 phương phân biệt nên : 
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Cách giải 8 : Sử dụng phép quay.

Xét phép quay véc tơ Q tâm I góc quay 900
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 Ta có : IF’=IA=2R1 (với R là bán kính đường tròn ngoại tiếp tứ giác AFIE)
Áp dụng định lí sin với tam giác AEF ta được :
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Vì EF vuông góc với IA nên EF//IF’ (2)
Từ (1) và (2) suy ra : 
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Tương tự 
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Do đó : 
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        Suy ra 
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2) Tổng quát : 

 Việc tổng quát bài toán gặp khó khăn do tính đối xứng trong biểu thức véc tơ.Nhưng liên hệ với lời giải 6 ta có thể tổng quát như sau :

  Cho đa giác lồi 
[image: image53.wmf]12n

AA...A

(
[image: image54.wmf]n3

³

) với I là tâm đường tròn tiếp xúc các cạnh của đa 
giác; gọi 
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 là véc tơ đơn vị cùng hướng với véc tơ 
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           Chứng minh rằng : 
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       Lời Giải : 
 Đặt 
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Ta có : 
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· Nếu n lẻ : 
[image: image65.wmf](

)

(

)

n1

111

1

AAA

1cosn2cos-cose.v0

222

+

æöæö

÷÷

çç

-p--=p=-Þ=

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø

urr


· Nếu n chẵn : 
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Tương tự ta có : mà hai véc tơ 
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[image: image68.wmf]n

i

i

i1

A

cos.e0

2

=

=

å

urr


Chú ý: Liên hệ với lời giải 2 ta có kết quả tổng quát theo hướng khác

                                              (xem nhận xét 1.1)
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II. Khai thác bài toán 1 và sáng tạo bài toán mới :

II.1.Khai thác và sáng tạo các bài toán về đẳng thức vecto 
 Bài toán 1 là bài toán liên quan đến các đẳng thức vecto trong tam giác. Do đó thay đổi hình thức của bài toán (*) ta có những bài toán khác.Liên hệ giữa hệ thức (*) và các công thức quen thuộc giữa các yếu tố trong tam giác ta sẽ có được các kết quả.

     1. Ta thay đổi hình thức của các hệ số a,b,c:

+ Liên hệ với công thức diện tích S=2a.ha=2b.hb=2c.hc 
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Hay  
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  + Liên hệ với định lý hàm số sin : 
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hay   
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 + Liên hệ công thức : 
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Hay  
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+ Liên hệ công thức a=b.cosC+c.cosB ; b=c.cosA+a.cosC ; c=a.cosB+b.cosA
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image79.wmf](
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Hay  
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+ Liên hệ công thức 
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     Ta được kết quả
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+ Gọi 
[image: image85.wmf]123
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 lần lượt là bán kính đường tròn ngoại tiếp tam giác BIC;AIC;AIB

Khi đó ta có 
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 tương tự 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image89.wmf]123
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+ Viết hệ thức dưới dạng sau  
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 : Gọi
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Ta có : 
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     Mặt khác,từ lời giải 2 ta cũng kiến tạo được kết quả (8) trên thật vậy                 
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        (Trong đó h1;h2 lần lượt là khoảng cách từ B,C lên AI)

Tương tự 
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 suy ra 
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    Nhận xét 1.1 :   Điều thú vị là,khi khai thác từ lời giải 2 ở trên thì ta thấy điểm I là bất kỳ,do đó ta có kết quả mở rộng hơn sau

 Bài toán 1 : Cho tam giác ABC với các cạnh AB=c,BC=a,CA=b.M là điểm bất kỳ 

nằm trong tam giác,đặt  
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     Chứng minh rằng :     
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                          (1.1)
     Nếu gọi D,E,F lần lượt là trung điểm của BC,CA,AB thay 
[image: image99.wmf]MAMFMEMD;
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 thì ta có đẳng thức

                    
[image: image101.wmf](
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                           (1.2)

      Đặc biệt hóa bài toán 1 ta có các kết quả sau :

- M Trùng với trọng tâm G của 
[image: image102.wmf]ABC

V

,ta được kết quả quen thuộc

               
[image: image103.wmf]GA+GB+GC=O
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                                                                    (1.3)

- M trùng với trực tâm H của 
[image: image104.wmf]ABC

V

 không vuông ,ta có kết quả   

           +  
[image: image105.wmf]tanA.HA+tanB.HB+tanC.HC=0
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                                                 (1.4) 

 (Bài 27_tr42 Sách bài tập hình học nâng cao 10)

           +  
[image: image106.wmf]abc
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                                             (1.5)

 - M trùng O tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image107.wmf]ABC

V

,ta có kết quả sau :

           +  
[image: image108.wmf]a.cosA.OA+b.cosB.OB+c.cosC.OC=0
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                                      (1.6)

           +  
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              (1.7)

           +  
[image: image110.wmf]sin2A.IA+sin2B.IB+sin2C.IC=0
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                                                (1.8)

-  M trùng với I1 tâm đường tròn bàng tiếp góc BAC ta có kết quả sau :

           +   
[image: image111.wmf]111
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                                                               (1.9)



           +   
[image: image112.wmf]111
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                                                         (2.0)

           +   
[image: image113.wmf]111
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                                              (2.1)

- Nếu tam giác ABC đều,ta có  
[image: image114.wmf]abc
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uuuruuuruuurr

.Gọi  D,E,F lần lượt là hình chiếu của điểm M đến các cạnh BC,CA,AB.Đặt x=MD ;y=ME;z=MF thì ta được 

                            
[image: image115.wmf]xMA+yMB+zMC=0

uuuruuuruuurr

                                                  (2.2)

Từ đây suy ra : 
[image: image116.wmf]
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MDMEMFMO

2

++=

uuuruuuruuuruuur

        (Bài 9 SGK cơ bản)      (2.3)   

  Thật vậy :  
[image: image118.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf](
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Hay 
[image: image122.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image123.wmf]3
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  ĐPCM

-  Nếu M nằm ngoài tam giác ABC,chẳng hạn M nằm góc 
[image: image124.wmf]·
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 ta có kết quả sau:

                            
[image: image125.wmf]abc
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                                                 (2.4)

         Bằng cách tương tự hóa trong không gian ta có bài toán sau :

Bài toán 2 : Cho tứ diện ABCD,O là một điểm bất kỳ trong tứ diện.Đặt 
[image: image126.wmf]AOBCDBOACD
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image127.wmf]COABDCOABD
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.Chứng minh rằng : 


[image: image128.wmf]ABCD
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                                        (2.5)

   Giải : 

Dựng hình hộp MNOS.APQR nhận AO là đường chéo. Ta có :

  
[image: image129.wmf]AMAPAR
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Gọi K là giao điểm của BO với mặt phẳng (ACD),H,L lần lượt là hình chiếu của O,B lên mặt phẳng (ACD).Do đó 
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 EMBED Equation.DSMT4  
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 .tương tự ta có 
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Hay 
[image: image133.wmf]ABCD
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 ĐPCM

2. Ta thay đổi các véc tơ 
[image: image134.wmf]IA,IB,IC
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2.1 . Với M,N,P lần lượt là trung điểm của BC;CA;AB,Ta có :


[image: image135.wmf](
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 . Do đó :

        -  
[image: image136.wmf](
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[image: image137.wmf]ABC
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 (4)  (Bài 109 trang 32_200 bài vô địch toán )

      -  
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              Suy ra  
[image: image139.wmf]aIAbIBcIC0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image140.wmf](
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  (5)

2.2 [image: image316.emf]F
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. Với D,E,F lần lượt là tiếp điểm của cạnh BC,CA,AB với đường tròn nội tiếp tam giác

Từ cách giải 4 ta có hệ thức 
[image: image141.wmf](
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[image: image142.wmf](
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, Tương tự ta có :
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    Như vậy ta có :     
[image: image145.wmf]aIDbIEcIF0
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                                           (3.1)

Kết hợp (*) và (2.5) ta được kết quả  
[image: image146.wmf]aADbBEcCF0
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              (3.2)

Nhận xét 1.2 : Hệ thức (3.1) (3.2) ta có thể thay bởi hệ số tương ứng ở (1) đến (3) và
(6) đến (10)

Nhận xét1.4 :  Cho M bất kỳ nằm trong tam giác,gọi D’,E’,F’ lần lượt là hình chiếu M lên cạnh BC,CA,AB.Ta có :
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Như vậy ta có bài mở rộng sau :  

Bài toán 3 :  Cho tam giác ABC với các cạnh AB=c,BC=a,CA=b.M là điểm bất kỳ 
nằm trong tam giác ,D,E,F lần lượt là hình chiếu M lên cạnh BC,CA,AB.
Đặt  
[image: image148.wmf]MBCaMACbMABc
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.  Chứng minh rằng: 
[image: image149.wmf]222
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    (3.3)
  Đặc biệt : 

 - Tam giác ABC đều ta được 
                              
[image: image150.wmf]bccaab
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                                (3.4)      
Hay       
[image: image151.wmf]yzMDzx.MExy.MF0
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   (Trong đó x,y,z lần lượt là khoảng cách từ M lên BC,CA,AB)           
 - M Trùng với trọng tâm G của 
[image: image152.wmf]ABC
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,ta được kết quả: 
                                
[image: image153.wmf]222
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     (3.5)

 -  M Trùng với trực tâm H của 
[image: image154.wmf]ABC
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 không vuông,ta được kết quả

                              
[image: image155.wmf]cosA.HDcosB.HEcosC.HF0
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      (3.6)

 - M trùng với O tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image156.wmf]ABC
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[image: image157.wmf]tanA.ODtanB.OEtanC.OF0
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                                (3.7)

         Tương tự ta có bài toán trong không gian sau : 

 Bài toán 4: Cho tứ diện ABCD,O là một điểm bất kỳ trong tứ diện.Gọi A1,B1,C1,D1 
lần lượt là hình chiếu của O lên mặt phẳng (BCD);(ACD);(ABD);(ABC).Đặt 
[image: image158.wmf]ABCDBACDCABDDABC
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Chứng minh rằng :        
[image: image160.wmf]2
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                   (3.8)
    Lời giải :

Trước tiên ta chứng minh bài toán tương tự trong không gian của kết quả (3.1): Gọi I là tâm mặt cầu nội tiếp tứ diện,A’;B’;C’;D’ lần lượt là hình chiếu của I lên các mặt phẳng (BCD);(ACD);(ABD);(ABC).   chứng minh rằng :     
[image: image161.wmf]ABCD
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   Thật vậy : Đặt 
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Mặt khác IA’=IB’=IC’=ID’=r (bán kính mặt cầu nội tiếp tứ diện);


[image: image164.wmf]·
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 lần lượt là góc giữa hai mặt phẳng (ACD) và (BCD); (ABD) và (BCD); (ABC) và (BCD)
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Gọi A’’ là hình chiếu của A lên mặt phẳng (BCD) theo công thức hình chiếu ta có :

  
[image: image167.wmf]BA''CDCA''BDDA''BC
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 mặt khác 
[image: image168.wmf]A''CDA''BDA''BCA
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Nên 
[image: image169.wmf]v.IA'0
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 .Tương tự ta có 
[image: image170.wmf]v.IB'0;v.IC'0
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vì 
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 không cùng phương do đó  
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Vận dụng kết quả này ta có :


[image: image173.wmf]A1B1C1D1
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Mặt khác 
[image: image174.wmf]C
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Do đó 
[image: image175.wmf]2
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       Đặc biệt khi 
[image: image176.wmf]OG

º

,G là trọng tâm tứ diện ta có kết quả quen thuộc 
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(bài toán tương tự trong không gian của (3.5))

  Nhận xét 1.3 : 

Ta liên hệ với kết quả sau : Cho ba véc tơ 
[image: image178.wmf]a;b;c
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 đôi một không cùng phương và thỏa mãn điều kiện : 
[image: image179.wmf](
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 Chứng minh rằng : 
[image: image180.wmf]mnp
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   Thật vậy :

Dễ thấy 
[image: image181.wmf]m,m'0
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 thì suy ra ngay n,n’,p,p’ cũng phải khác không.

Từ giả thiết ta có :
[image: image182.wmf]np
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vì một véc tơ chỉ phân tích được một cách duy nhất qua hai véc tơ không cùng phương  nên    
[image: image183.wmf]nn'pp'mnp
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     ĐPCM

  Áp dụng kết quả này ta có các kết quả mới,chẳng hạn:

 Từ (1) và (2) ta được  
[image: image184.wmf]abc
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                                      (2.6)

 Từ (4) và (5) ta được 
[image: image185.wmf]ABC
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                               (2.7)

Từ (4) và (1.2) ta được 
[image: image186.wmf]abc
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                                     (2.8)

Từ (4) và (1.1) ta được 
[image: image187.wmf]INPIMN
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                                           (2.9)

   HD: Theo (4) ta có 
[image: image188.wmf]ABC
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Do 
[image: image189.wmf]cot0;cot0;cot0
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 nên I nằm trong tam giác MNP,kết hợp với (1.1) ta có  
[image: image190.wmf]INPIPMIMN
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 kết hợp hai đẳng thức suy ra điều phải chứng minh.

Từ (5) và (1.1)  ta được  
[image: image191.wmf]INPIMN
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                              (3.0)

                                               ..v.v..

II.2.Khai thác và sáng tạo các bài toán :chứng minh thẳng hàng,chứng minh đường thẳng đi qua điểm cố định,ba đường thẳng đồng quy,nhận dạng tam giác,hai tam giác cùng trọng tâm,…,
chẳng hạn :
1.chứng minh các điểm thẳng hàng
Từ điều kiện để ba điểm thẳng hàng :

Ba điểm A,B,C thẳng hàng  
[image: image192.wmf]OC=
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       Kết hợp (*) ta có kết quả :

    +   Với M,P là hai điểm di động thỏa mãn 
[image: image193.wmf]MPaMAbMBcMC
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 thì M,P đi qua điểm cố định                        







       (4.1)
  HD: 
[image: image194.wmf](

)

MPaMAbMBcMCMPabcMI

=++Û=++Þ

uuuruuuruuuruuuruuuruur

M,P,I thẳng hàng

    +   Ta viết (*) dưới dạng  
[image: image195.wmf]cab
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 Do đó trong tam giác ABC trên tia CI lấy điểm D sao cho 
[image: image196.wmf](
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 thì ba điểm A.B,D thẳng hàng.   (4.2)
2.Chứng minh ba đường thẳng đồng quy :
Cho tam giác ABC.Các điểm M,N,P thuộc các đường thẳng BC,CA,AB thỏa mãn 
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 thì AM,BN,CP đồng quy tại O,với O là điểm được xác định bởi 
[image: image198.wmf]OAOBOC0
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  (dễ dàng chứng minh)

  Để kiến tạo bài toán mới ta đi tìm các đường thẳng đi qua đỉnh và chia cạnh đối diện theo tỉ số là các hệ số một số các đẳng thức véc tơ trên , chẳng hạn :  
 +  Xét đường thẳng qua đỉnh chia đôi chu vi tam giác,giả sử đi qua A cắt BC tại M ta có :
      
[image: image199.wmf]ABBMACMCcBMbMC
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Do đó : 
[image: image201.wmf](
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  Các hệ số này gợi cho ta liên hệ (5) ta thu được kết quả :
Cho tam giác ABC.Gọi x,y,z lần lượt là đường thẳng đi qua A,B,C và chia đôi chu vi tam giác.Chứng minh rằng x,y,z đồng quy,hãy xác định điểm đó.                
(4.3)
    Hướng dẫn :

Dựng tam giác DEF sao cho A,B,C lần lượt là trung điểm của EF,FD,DE
và đặt EF=a’,FD=b’,DE=c’
Theo trên ta có : 
[image: image202.wmf](
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Mặt khác 
[image: image203.wmf]a'2a;b'2b;c'2c
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 do đó : 
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 tương tự ta có :
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 Theo (5) ta có : 
[image: image206.wmf](
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Do đó x,y,z đồng quy tại I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác DEF
+ Xét đường tròn bàng tiếp,giả sử đường tròn bàng tiếp góc A tiếp xúc BC tại M. 
Gọi B’,C’ là tiếp điểm của cạnh AB,AC với đường tròn bàng tiếp góc A

Khi đó 
[image: image207.wmf]AB'=AC'AB+BB'=AC+CC'c+BM=b+CM
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    Tương tự trên ta có kết quả : 

Cho tam giác ABC,các đường tròn bàng tiếp góc A,B,C tương ứng tiếp xúc với các cạnh BC,CA,AB tại M,N,P.Chứng minh AM,BN,CP cùng đi qua một điểm,xác định điểm đó.








 

(4.4)
· Từ kết quả ở nhận xét 1.2(trang 4) :

  + Kết hợp với  ta có kết quả : 

 Tam giác ABC có đặc điểm gì nếu thỏa mãn

       a)  
[image: image208.wmf]ADBECF0
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(4.5)

       b) 
[image: image209.wmf]AD'BE'CF'0
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(4.6)
3.Chứng minh hai tam giác cùng trọng tâm 
Từ kết quả : Điều kiện cần và đủ để hai tam giác ABC và A’B’C’ cùng trọng tâm là 
[image: image210.wmf]AA'BB'CC'0
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 (Bài 26 trang 24 SGK_nâng cao) và :

+ Kết hợp (*) ta được kết quả : 

Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp  tam giác ABC,trên tia IA,IB,IC lần lượt lấy các điểm  A’;B’;C’ sao cho AA’=a.IA;BB’=b.IB;CC’=c.IC.Chứng minh hai tam giác ABC,A’B’C’ cùng trọng tâm.  

    Nhận xét 4.1 : Tương tự kết hợp (1)-(3) điểm A’;B’;C’ được xác định bởi :

      -  
[image: image211.wmf]abc
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      - 
[image: image212.wmf]AA'=sinA.IA;BB'=sinB.IB;CC'=sinC.IC


      -  
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      - 
[image: image214.wmf]abc
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  (có thể thay I bởi điểm M bất kỳ)

 Thì hai tam giác ABC,A’B’C’ cùng trọng tâm.  

      Theo tính chất bắc cầu ta có kết quả :

Các điểm A’;B’;C’; A’’;B’’;C’’ được xác định bởi :


[image: image215.wmf]abc
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 thì hai tam giác A’B’C’;A”,B”,C” cùng trọng tâm

+ Kết hợp với (4) ta được kết quả :

Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp  tam giác ABC,MNP lần lượt là trung điểm của BC,CA,AB.Trên tia IM,IN,IP lần lượt lấy các điểm M’;N’;P’ sao cho 
[image: image216.wmf]A
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[image: image217.wmf]BC
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.Chứng minh tam giác ABC,MNP,M’N’P’ cùng trọng tâm.  

   Tương tự kết hợp (5) điểm M’,N’,P’ được xác định 
[image: image218.wmf](
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[image: image219.wmf](
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 thì tam giác ABC,MNP,M’N’P’ cùng trọng tâm.  

II.3.Khai thác và sáng tạo các bài toán bất đẳng thức hình học
Khai thác từ bất đẳng thức 
[image: image220.wmf]..
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,dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi
[image: image221.wmf],
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 cùng hướng.
Ta thu được kết quả : 

    Cho n điểm 
[image: image222.wmf]12n
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 thì khi đó với mọi điểm M ta có bất đẳng thức 
[image: image224.wmf]2

11

.

nn

iiiii

ii

OAMAOA

aa

==

³

åå

 ( hay 
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          Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi M trùng với O
     Chứng minh :
  Ta có : 
[image: image226.wmf]11
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  ĐPCM
  Áp dụng kết quả trên và kết hợp với 

+ (*) ta được :   
[image: image228.wmf]aIA.MA+bIB.MB+c.IC.MCabc
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+ (1) ta được : 
[image: image229.wmf](
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+ (2) ta được : 
[image: image230.wmf](
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+ Bài toán 1 ta được : Với mọi điểm M,N(M nằm trong tam giác ABC) ta có :

       
[image: image231.wmf](
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+ Bài toán 2 ta được : 

     
[image: image232.wmf](
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           (O,M là điểm bất kỳ,O nằm trong tứ diện ABCD)

+ Bài toán 4 ta được :  

      
[image: image233.wmf](
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            (O,M là điểm bất kỳ,O nằm trong tứ diện ABCD)

+ bài toán tổng quát (*) ta được kết quả :

         
[image: image234.wmf](
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II.4.Khai thác và sáng tạo các bài toán về hệ thức lượng trong tam giác
Các kết quả trên là đẳng thức véctơ nên ta bình phương vô hướng ta sẽ kiến tạo được bài toán mới . Chẳng hạn từ bài toán gốc:
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Mặt khác  
[image: image237.wmf]·

(

)

ABCC

cosAIBcos-cossin

22222

æöæö

p

÷÷

çç

=p-=+=-

÷÷

çç

÷÷

çç

èøèø

 tương tự 
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[image: image244.wmf](
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Tương tự ta có kết quả :
[image: image245.wmf]222
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II.5.Khai thác và sáng tạo các bài toán về điểm và quỹ tích điểm

  Với điểm M bất kỳ ta có :
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Khai thác hệ thức này theo các hướng khác nhau ta có kết quả mới :

1.Các bài toán quỹ tích

Từ (**) ta có thể phát biểu bài toán dưới dạng quỹ tích 

Cho tam giác ABC,k là số thực.Tìm tập hợp điểm M biết 
[image: image249.wmf]222
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    Hướng dẫn giải :

   Từ kết quả trên ta có :  
[image: image250.wmf](

)

2222

a.MAb.MBc.MCkabcMIkabc

++=Û++=-


 Từ đây dễ dàng suy ra tập hợp điểm M

-  Viết (**) dưới dạng 
[image: image251.wmf](
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         Khi đó ta có kết quả là :

Cho tam giác ABC.Tìm tập hợp điểm M biết     
[image: image252.wmf](
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Dễ thấy tập hợp điểm M là đường trung trực của IC.

  Giới hạn điểm M ta có kết quả :

Cho tam giác ABC,tồn tại hay không điểm M thỏa mãn 
[image: image253.wmf](
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Sao cho (nếu có hãy xác định)

a) M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC

b) M nằm trên đường tròn nội tiếp tam giác ABC

c) M nằm trên đường thẳng BC (AB,AC) 

d) M nằm trên đường thẳng d bất kỳ

 Hướng dẫn :

  Dễ thấy câu a,b và c(trừ trường hợp M nằm trên AB) thì M là giao điểm đường trung trực của IC với các đường trên.

Với  M nằm trên AB và câu d thì phải chia trường hợp

AB(d) song song với trung trực IC và  AB(d) cắt trung trực IC  

2.Tìm điểm thỏa mãn điều kiện cho trước

Từ (**) ta có thể phát biểu bài toán dưới dạng sau 

 Cho tam giác ABC,tìm vị trí điểm M để 
[image: image254.wmf]222
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 đạt giá trị nhỏ nhất.    

     Với O là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC ta có : 
[image: image255.wmf]·
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 Do đó ta có kết quả :

Cho tam giác ABC,tìm vị trí điểm M để 
[image: image256.wmf]222
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 đạt giá trị nhỏ nhất.
Biết

a) M nằm trên đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC

b) M nằm trên đường thẳng BC (AB,AC)

c) M nằm trên đường thẳng d bất kỳ

Hướng dẫn :

  a) P đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi MI2 đạt lớn nhất
[image: image257.wmf]Û
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Hay  M là giao điểm của tia IO với đường tròn (O)

    P đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi MI2 đạt nhỏ nhất
[image: image261.wmf]Û
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Hay  M là giao điểm của tia OI với đường tròn (O)

 c)  P đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi MI đạt nhỏ nhất hay M là hình chiếu của I lên d

                     (câu b là trường hợp đặc biệt của câu c)

      Nhận xét 3.2.3 : Xét các trường hợp đặc biệt của điểm M,từ (**) ta có: 

+ M trùng với O đẳng thức trở thành : 
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+ M trùng với I ta có : 
[image: image272.wmf]222
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  (2)  (Olimpic 30_4,đề đề nghị 2000)

Liên hệ các công thức 
[image: image273.wmf]rrrabc
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 kết hợp  (4) ta có :
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ta được kết quả :  
[image: image276.wmf]222
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Liên hệ định lý hàm sin ta có :  
[image: image277.wmf]222
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  Viết hệ thức dưới dạng 
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 Áp dụng BĐT Svac ta có
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    Kết hợp BĐT Bunhia 
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    Kết hợp công thức 
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+ M trùng với G đẳng thức trở thành 
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+ M trùng với H ta có :   
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Nếu  tam giác ABC nhọn,gọi A’,B’,C’ lần lượt là chân đường cao hạ từ A,B,C.Xét tam giác HA’C vuông tại A’ ta có :
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;tương tự ta có 
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Thay vào ta có : 
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