
TỨ GIÁC

A. Kiến thức

1. Tam giác 
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 ( Tổng 3 góc trong 1 tam giác )       
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 ( Bất đẳng thức tam giác)
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 ( Bất đẳng thức tam giác)
2. Tứ giác

a. Định nghĩa: Tứ giác ABCD là hình gồm 4 đoạn thẳng AB, BC, CD, DA trong đó bất kỳ 2 đoạn thẳng nào cũng không cùng nằm trên 1 đường thẳng

b. Tứ giác lồi: Là tứ giác luôn nằm trong 1 nửa mặt phẳng có bờ là đường thẳng chứa bất kỳ cạnh nào của tứ giác

c. Chú ý: Khi nói đến tứ giác mà không chú thích gì thêm, ta hiểu đó là tứ giác lồi

3. Tổng các góc của 1 tứ giác

- Định lý: Tổng các góc cảu một tứ giác bằng 3600
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- Chú ý: Để bốn góc cho trước thỏa mãn là bốn góc của một tứ giác khi bốn góc đó có tổng bằng 
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- Bất đẳng thức đường gấp khúc: 
[image: image6.wmf]AB + BC + CD > DA


- Mở rộng: Tổng bốn góc ngoài ở bốn đỉnh của một tứ giác bằng 3600.

4. Góc ngoài của tứ giác: Góc kề bù với 1 góc trong của tứ giác gọi là góc ngoài của tứ giác

- Ta có 
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B. Bài tập
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Bài 1: Cho tứ giác ABCD có: 
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, phân giác trong của góc ABC cắt AD tại E. phân giác trong của góc ADC cắt BC tại F. Chứng minh BE // DF

Lời giải
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+) Xét tam giác ABE, có: 
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Bài 2: Cho tứ giác ABCD có:
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. Phân giác trong của các góc BCD và CDA cắt nhau tại E, biết rằng CD = 2 DE . Chứng minh rằng : 
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Lời giải

+) Ta có: 
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+) Gọi M là trung điểm của CD 
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Bài 3: Cho tứ giác ABCD , có: 
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. chứng minh rằng BD là phân giác
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Lời giải:

+) Trên tia đối của tia AB lấy điểm E sao cho AE = BC

+) 
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   cân tại D 
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Bài 4: Cho tứ giác ABCD có BD là phân giác của góc ABC , AD = CD , AB < BC . Chứng minh rằng : 
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Lời giải

  +) Trên cạnh BC lấy điểm E sao cho BE = BA

+) 
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Bài 5:Cho tứ giác ABCD có: 
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a. Tính các góc của tứ giác ABCD
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b. AB cắt CD tại E, AD cắt BC tại F. Phân giác góc AED và góc AFB cắt nhau tại O, phân giác góc AFB cắt CD và AB tại M và N. Chứng minh rằng O là trung điểm của MN
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a. 
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b. 
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Bài 6: Cho tứ giác ABCD có 
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, AC là phân giác của góc A. 

Chứng minh rằng: CB = CD

[image: image950.emf]2

1

2

1

1

2

E

C

B

D

A

Lời giải

Dựng tam giác ACE cân tại C 
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Theo gt: 
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Có: 
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HÌNH THANG, HÌNH THANG CÂN
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A. HÌNH THANG

1. Định nghĩa: Hình thang là tứ giác có hai cạnh đối song song.
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+) AB: đáy nhỏ  
+) CD: đáy lớn
+) AD, BC: cạnh bên

Nhận xét
- Nếu một hình thang có hai cạnh bên song song thì hai cạnh bên bằng nhau

- Nếu một hình thang có hai cạnh đáy bằng nhau thì hai cạnh bên song song và bằng nhau

Dựa vào nhận xét ta có
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Hình thang ABCD ( AB // CD ), có:

+) 
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2. Hình thang vuông là hình thang có 1 góc vuông
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B. HÌNH THANG CÂN

1. Định nghĩa

Hình thang cân là hình thang có hai góc kề 1 đáy bằng nhau

ABCD là hình thang cân ( đáy AB, CD )
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2. Tính chất: Trong hình thang cân

- Hai cạnh bên bằng nhau
- Hai đường chéo bằng nhau

3. Dấu hiệu nhận biết

- Hình thang có 2 góc kề 1 đáy bằng nhau là hình thang cân

- Hình thang có hai đường chéo bằng nhau là hình thang cân

4. Chú ý: Hình thang có hai cạnh bên bằng nhau chưa chắc đã là hình thang cân ( Hình bình hành )

C. BÀI TẬP ÁP DỤNG

Bài 1: Cho tam giác ABC và đường thẳng d đi qua trọng tâm G của tam giác ABC và cắt các đoạn AB, AC. Chứng minh rằng tổng khoảng cách từ B và C tới d bằng khoảng cách từ A tới d
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Lời giải

Ta có tứ giác BEFC là hình thang ( BE // CF )

Gọi N là trung điểm của EF, M là trung điểm của BC
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+) Lấy P thuộc tia đối của MG sao cho MP = MG 
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+) Lấy K thuộc d sao cho NG = NK 
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Bài 2: Cho tam giác ABC có trọng tâm G và đường thẳng d nằm ngoài tam giác. Gọi D, E, F, H lần lượt là hình chiếu của A, B, C, D lên đường thẳng d. Chứng minh rằng: AD + BE + CF = 3GH
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Lời giải

+) Gọi M là trung điểm của BC

+) P là trung điểm của AG

+) K là hình chiếu của M lên d

Ta có : BE + CF = 2MK

AD + GH = 2PQ;  MK + PQ = 2GH

2( MK + PQ ) = 4GH;  BE + AD + CF = 3GH (dpcm)

Bài 3: Cho hình thang ABCD ( AB // CD ), trong đó CD = BC + AD. Hai đường phân giác của hai góc A và B cắt nhau tại K. Chứng minh rằng C, D, K thẳng hàng.
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Lời giải

Trên CD lấy điểm E sao cho CE = CB
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Mặt khác 
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[image: image55.wmf]12

ˆ

ˆ

AE

Þ=

 mà 
[image: image56.wmf]2212

ˆˆˆ

ˆ

()

EAsltAA

Þ=Þ=



[image: image57.wmf],
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Bài 4:Cho hình thang cân ABCD ( AB // CD ) có đường chéo BD vuông góc với cạnh bên BC và đồng thời DB là tia phân giác của 
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a. Tính các góc của hình thang cân ABCD


b. Biết BC = 6cm, tính chu vi và diện tích của hình thang cân ABCD
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Lời giải
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b) Tính được DC = 2.BC 
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Hạ đường cao BK, ta có 
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Bài 5: Cho tam giác đều ABC. Từ 1 điểm M nằm bên trong tam giác ta vẽ các tia gốc M song song với BC cắt AB ở D, song song với AC cắt BC tại E, song song với AB cắt AC tại F. Chứng minh rằng chu vi tam giác DEF bằng tổng các khoảng cách từ M đến ba đỉnh của tam giác.
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Lời giải

Chu vi tam giác ABC là : DE + DF + EF

Khoảng cách từ M đến 3 đỉnh là : MA + MB + MC

Ta cần chứng minh : DE + DF + EF = MA + MB + MC
+) Ta có hình thang BDME là hình thang cân (
[image: image65.wmf]0

ˆ

ˆˆ

//,60)

MDBEBEC

===


[image: image66.wmf]DEMB

Þ=


Chứng minh tương tự ta có : DF= MA, EF = MC


[image: image67.wmf]Þ

DE + DF + EF = MA + MB + MC ( đpcm)

Bài 6: Cho tam giác ABC cân tại A, điểm I thuộc đường cao AH, BI giao với AC tại D, CI giao với AB tại E

a. Chứng minh rằng: AD = AE




b. Xác định dạng của tứ giác BEDC

c. Xác định I sao cho: BE = ED = DC
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a. 
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b. 
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c. 
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Chứng minh tương tự: 
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Vậy CE và BD là giao điểm của góc C và B

Vậy I là giao điểm của 3 đường phân giác của tam giác ABC.

Bài 7: Cho hình thang ABCD ( AB // CD) tia phân giác góc C đi qua trung điểm M của AD. CMR:

a) 
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b) BC = AB + CD

Lời giải

a) Giả sử MC cắt AB tại E
Khi đó 
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Xét 
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Mà BM là đường trung tuyến 

=> BM là đường cao

Vậy BM 
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b) Vì
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Bài 8: Cho hình thang ABCD ( AB // CD), có 
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, DB là phân giác của góc 
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Lời giải

Đặt BC= a, ta có ngay: AD =  AB = BC = a

Mà: 
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Xét 
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Mà Chu vi hình thang là 20 cm nên ta có: 

 a + a + a + 2a = 20 => a = 4

ĐƯỜNG TRUNG BÌNH CỦA TAM GIÁC, HÌNH THANG
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A. ĐƯỜNG TRUNG BÌNH CỦA TAM GIÁC

1. Định nghĩa: Đường trung bình của tam giác là đoạn thẳng nối trung điểm hai cạnh của tam giác.

2. Các định lý

a. Định lý 1: Đường thẳng đi qua trung điểm một cạnh của tam giác và song song với cạnh thứ hai thì đi qua trung điểm của cạnh thứ ba
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b. Định lý 2: Đường trung bình của tam giác thì song song với cạnh thứ ba và bằng nửa cạnh ấy: 
[image: image88.wmf]1

//;

2

MNBCMNBC

=


[image: image963.emf]H

M

F

N

D C

B

A

B. ĐƯỜNG TRUNG BÌNH CỦA  HÌNH THANG

1. Định nghĩa: Đường trung bình của hình thang là đoạn thẳng nối trung điểm hai cạnh bên của hình thang

2. Các định lý

a. Định lý 1: Đường thẳng đi qua trung điểm 1 cạnh bên của hình thang và song song với hai đáy thì đi qua trung điểm của cạnh bên thứ hai

Nếu EA = ED và EF // AB // CD thì FB = FC

b. Định lý 2: Đường trung bình của hình thang song song với hai đáy và bằng nửa tổng hai đáy

Ta có: EF // AB // CD và 
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3. Mở rộng

- Trong hình thang có hai cạnh bên không song song, đoạn thẳng nối trung điểm của hai đường chéo thì song song với hai đáy và bằng một nửa hiệu hai đáy

[image: image964.emf]P

1 1

1

1

E

M

F

N

D C

B

A


Ta có: 
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C. BÀI TẬP VẬN DỤNG
Bài 1: Cho tứ giác ABCD. Gọi E, K, F lần lượt là trung điểm của AD, BC, AC

a. Chứng minh EK // CD, FK // AB

b. So sánh EF và 
[image: image92.wmf]1
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c. Tìm điều kiện của tứ giác ABCD để 3 điểm E, F, K thẳng hàng, chứng minh 
[image: image93.wmf]1
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Lời giải

b. Xét 
[image: image94.wmf]EFK
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c. Để E, F, K thẳng hàng, khi đó EF đồng thời song song với AB, CD. Tức là tứ giác ABCD là hình thang ( AB // CD )
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Bài 2: Tính độ dài đường trung bình của một hình thang cân biết rằng các đường chéo của nó vuông góc và chiều cao = 10cm
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Lời giải
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 đường trung bình của tam giác = 10cm.

Bài 3: Cho tam giác ABC có AB = c, BC = a, AC = b. Qua A kẻ đường thẳng song song với BC cắt tia phân giác góc B và C tại D và E. Từ A kẻ AP vuông góc với BD; AQ vuông góc với CE. PQ lần lượt cắt EB, CD tại M, N. Tính MN, PQ theo a, b, c

Lời giải
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 cân tại A 
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 là đường cao, phân giác, trung trực, đường trung tuyến 
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+) Tương tự 
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 cân tại A và 
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 có BP là phân giác và đường cao 
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 cân tại B 
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 là trung điểm của AH

Tương tự: Q là trung điểm của AF 
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Bài 4: Cho hình thang ABCD ( AB // CD), Gọi E là giao điểm của AD và BC, Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của AE, BE, AC, BD. CMR: MNPQ là hình thang
[image: image967.emf]I
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Lời giải

Dễ dạng chứng minh được MN // AB

- Gọi R là trung điểm của AD khi đó ta có: RQ // AB

RP // DC // AB

Nên RP // AB => R, Q, P thẳng hàng => PQ // AB

Vậy MNPQ là hình thang

Bài 5: Cho tam giác ABC vuông tại A, Vẽ AH vuông góc với BC tại H, Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AH CH, CMR :
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MN vuông góc với AB và BM vuông góc với AN

Lời giải

Vì MN là đường trung bình

=> MN // AC mà AC 
[image: image114.wmf]^

AB

=> MN 
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AB => M là trực tâm của 
[image: image116.wmf]D
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[image: image117.wmf]D

ABN có M là trực tâm => BM 
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Bài 6: Cho đoạn thẳng AB và trung điểm O của nó, trên cùng 1 nửa mặt phẳng có bờ AB, vẽ hai tia Ax và By vuông góc với AB, Một góc vuông đỉnh O cắt Ax tại C, cắt By tại D

a) AC + BD = CD






b) CO là tia phân giác của 
[image: image119.wmf]·
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 Lời giải

a) Gọi I là trung điểm của CD

AC // BD  => OI là trung bình của hình thang ABCD 

=>
[image: image120.wmf]2
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Lại có 
[image: image122.wmf]D

 COD vuông  => OI là đường trung tuyến 

=> OI = CI = ID => 2OI = IC + ID = CD

b) Ta có 
[image: image123.wmf]D

 OCD vuông tại O có OI là đường trung tuyến nên OI = IC

=>
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Mà: 
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 Vậy OC là tia phân giác góc 
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Bài 7: Cho tứ giác ABCD có AD = BC, đường thẳng đi qua trung điểm M và N của các cạnh AB và CD cắt AD và BC lần lượt ở E và F, CMR :
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Lời giải

Gọi I là trung điểm của BD

Ta có: MI, NI lần lượt là đường trung bình
[image: image130.wmf]22
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Vậy 
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Bài 8: Cho tam giác ABC, AM là đường trung tuyến, vẽ đường thẳng (d) đi qua trung điểm I của AM cắt các cạnh AB, AC, Gọi A’, B’, C’ lần lượt là hình chiếu của A, B, C trên đường thẳng (d).  CMR: 
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Lời giải

Gọi H, K lần lượt là giao của (d) với AB và AC

Lấy N là hình chiếu của M trên đường thẳng (d)

=>
[image: image135.wmf]D

AA’I =
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MNI ( cạnh huyền - góc nhọn)

=> AA’ = MN

Hình thang BB’C’C có MN là đường trung bình nên:
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Bài 9: Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn, các đường cao BD và CE, gọi I và K theo thứ tự là hình chiếu của B và C trên đường thẳng ED, CMR: IE = DK

Lời giải

Gọi M là trung điểm của BC, kẻ MN 
[image: image138.wmf]^

ED

Tứ giác BIKC là hình thang => NI = NK  (1)
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BEC vuông có EM =
[image: image140.wmf]1

2

BC


[image: image141.wmf]D

 BDC vuông có DM =
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BC => EM = DM

=>
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EDM cân có MN đường cao và là trung tuyến

=> NE = ND





(2)

Từ (1) và (2) => IE = DK

Bài 10: Cho tam giác ABC có G là trọng tâm, đường thẳng (d) không cắt các cạnh của tam giác ABC, Gọi A’, B’, C’, G’ lần lượt là hình chiếu của A, B, C, G trên đường thẳng (d).

CMR: 
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Lời giải

Gọi M là trung điểm của AC, và D đối xứng với G qua M, 

M’ là hình chiếu của M trên (d), Khi đó ta có :
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=> G là trung điểm của BD 

=> GG’ là đường trung bình của hình thang BB’D’D

=> MM’ là đường trung bình của hình thang GG’D’D

Nên: 
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=> DD’ + GG’ = AA’ + CC’ => DD’ = AA’ + CC’ - GG’

Thay (1) vào ta được:  2GG’ = BB’ + AA’ + CC’ - GG’

=> 3GG’ = AA’ + BB’ + CC’  =>  ĐPCM

Bài 11: Cho tam giác ABC có trọng tâm G ( G nằm bên trong tam giác), Vẽ đường thẳng (d) đi qua G, cắt AB, AC, Gọi A’, B’, C’ là hình chiếu của A, B, C trên (d), khi đó AA’, BB, CC’ có mỗi quan hệ gì?

[image: image974.emf]1

1

1

2

1

H

K

Q

E

D

P

G

F

C

B

A

Lời giải

Gọi I trên AG sao cho AI = IG

Kẻ MM’ 
[image: image148.wmf]^

(d)

Khi đó ta có: 
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GII’ = 
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GMM’ (cạnh huyền = góc nhọn)

=> II’ = MM’ mà II’ = 
[image: image151.wmf]1
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AA’ => AA’ = 2. MM’

Hình thang BB’C’C có MM’ là đường trung bình

Nên ta có: 2. MM’ =  BB’ + CC’

Nên ta có: AA’ = BB’ + CC’

Bài 12: Cho tam giác ABC, Gọi D là trung điểm cạnh AB, trên BC lấy các điểm E, F sao cho

BE = EF = FC, trên tia đối của tia BA lấy điểm G sao cho BG = BD

CMR: AF, CD, GE đồng quy
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Lời giải

Gọi I là giao điểm của CD và GE

=> E là trọng tâm của 
[image: image152.wmf]D

DGC => DI = IC


[image: image153.wmf]D

DEC có IF là đường trung bình nên IF // DE

Lại có: DE là đường trung bình 
[image: image154.wmf]D

ABF => DE // AF

Khi đó A, I, F thẳng hàng hay AF có đi qua I

Bài 13: Cho tam giác ABC có BC = a, các đường trung tuyến BD, CE, lấy các điểm M, N trên các cạnh BC sao cho BM = MN = NC, gọi I là giao điểm của AM và BD, K là giao điểm của AN và CE. Tính IK
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Lời giải

Vì DN là đường trung bình của 
[image: image155.wmf]D

 ACM => DN // AM
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BDN có: 
[image: image157.wmf]//
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=> I là trung điểm của BD

Chứng minh tương tự =>

K là trung điểm của EC

Kéo dài IK cắt AB và AC lần lượt tại G và H

Khi đó 
[image: image158.wmf]D

 BED có GI đi qua trung điểm I của BD 

và // ED nên GE = GB


[image: image159.wmf]D

CED có KH đi qua trung điểm K của EC và // ED 

Nên HD = HC

Khi đó ta có: 
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Còn 
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Nên IK= GH - GI - HK=
[image: image162.wmf]311
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Vậy 
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Bài 14: Cho hình thang ABCD có 
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, Gọi M  là 1 điểm nằm trên đáy nhỏ AD, kẻ Mx vuông góc với BM và Mx cắt CD tại N. CMR: MB = MN
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Lời giải

Kẻ DK //AB, chứng minh 
[image: image165.wmf]D

BDC vuông tại D
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Gọi H là trung điểm của BN,

Chứng minh MH
[image: image167.wmf]^

BN vì 
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Và 
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Từ (1) và (2) =>
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Mà: 
[image: image174.wmf]·

·

·

·

00

9090

MBHMNHHMNMNH

+==>+=


Bài 15: Cho tam giác ABC nhọn, trực tâm H, M là trung điểm của BC, qua H kẻ đường thẳng vuông góc với HM, cắt AB, AC theo thứ tự tại E và F

a) Trên Tia đối tia HC, lấy điểm D sao cho HD = HC, CMR E là trực tâm của tam giác DBH

b) CMR: HE = HF

Lời giải

a) Ta có MH là đường trung bình 
[image: image175.wmf]D

BCD

=> MH// BD

Mà EF // MH => EF 
[image: image176.wmf]^
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Ta lại có: BA
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DH  =>
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BDH có E là trực tâm
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b) Gọi G là giao điểm của DE và BH

=> K là giao điểm BH và AC

=>
[image: image179.wmf]D

DHG = 
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CHK ( cạnh huyền - góc nhọn) 

=> HG = HK=>
[image: image181.wmf]D

HE  = 
[image: image182.wmf]D

HKF ( c. g. c) => HE = HF
Bài 16: Cho hình thang ABCD (AB // CD), Gọi E và F theo thứ tự là trung điểm của BD và AC, vẽ đường thẳng đi qua E và vuông góc với AD và đường thẳng qua F vuông góc với BC, cắt nhau tại I, CMR: IC = ID
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Lời giải

Gọi N là trung điểm của DC

 => FN là đường trung bình của 
[image: image183.wmf]D
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Chứng minh tương tự: 
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 => I là trực tâm

=> IN 
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 EF, mà EF // DC => IN 
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 DC


[image: image188.wmf]D

IDC có IN vừa trung tuyến vừa đường cao 

=>
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IDC cân => ID = IC
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Bài 17: Cho hình thang ABCD, (AB<CD), Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của AB, BD, AC, đường thẳng vuông góc với MN tại N và đường thẳng vuông góc với MP tại P cắt nhau tại E, CMR: EC = ED

Lời giải

Gọi Q là trung điểm của CD

MN là đường trung bình 
[image: image190.wmf]1
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PQ là đường trung bình 
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Bài 18: Cho 3 điểm A, B, C theo thứ tự nằm trên đường thẳng d, ( AB > BC), Trên cùng 1 nửa mặt phẳng bờ là đường thẳng d, vẽ các 
[image: image192.wmf],
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 đều, Gọi M, N, P, Q, I theo thứ tự là Trung điểm của các đoạn thẳng BD, AE, BE, CD, DE

a) CMR: 3 điểm I, M, N thẳng hàng


b) CMR: 3 điểm I, Q, P thẳng hàng
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c) CMR: MNPQ là thình thang cân


d) 
[image: image193.wmf]1
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Lời giải

a) Dễ thấy AD // BE

IN là đường trung bình 
[image: image194.wmf]D

ADE => IN  // AD

IM là đường trung bình 
[image: image195.wmf]D

DBE  => IM  // BE // AD

=> 3 điểm I, M, N thẳng hàng

b) Chứng minh tương tự

c) Trong 
[image: image196.wmf]D

AEB có NP là đường trung bình 

=> NP // (d)

Tương tự MQ // (d) => MQ // NP

=>
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Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image198.wmf]¶

µ

µ

¶

·

11

0000

22

180606060

DB

QPN

PB

ì

=

ï

=>=--=

í

=

ï

î


d) Vì MNPQ thang cân => NQ = MP, Mà MP là đường trung bình 
[image: image199.wmf]D

BED nên:
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Bài 19: Cho 
[image: image201.wmf]ABC

D

 đều, Trên tia đối của tian AB, lấy D, trên tia đối của tia AC lấy điểm E sao cho AD=AE, Gọi M, N, P, Q theo thứ tự là các trung điểm của BE,  AD,  AC,  AB, CMR:

a) Tứ giác BCDE là hình thang cân



b) Tứ giác CNEQ là hình thang

c) 
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Lời giải
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C

B

A

a) 
[image: image203.wmf]D

AED đều =>
[image: image204.wmf]µ
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Lại có 2 đường chéo bằng nhau => là hình thang cân

b) 
[image: image205.wmf]D

ABC đều => CQ
[image: image206.wmf]^

AD


[image: image207.wmf]D

AED đều => EN 
[image: image208.wmf]^

AD => CQ // EN => là hình thang

c) Ta có: NP là đường trung bình =>
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Xét 
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BEP có 
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, MP là đường trung tuyến 

=>
[image: image212.wmf]11
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Xét 
[image: image213.wmf]D

ENB có 
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 và MN là đường trung tuyên 

=>
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Vậy 
[image: image216.wmf]D

NMP có 3 cạnh bằng nhau nên là tam giác đều

Bài 20: Cho tứ giác ABCD, Gọi P, Q theo thứu tự là trung điểm của AD và BC

a) CMR: 
[image: image217.wmf]2
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b) Tứ giác ABCD là hình thang khi và chỉ khi 
[image: image218.wmf]2
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Lời giải

b) Ta chứng minh ABCD là hình thang 
[image: image219.wmf]2
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Thật vậy : 
[image: image220.wmf]D

ADC có pR là đường trung bình
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RQ là đường trung bình 
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 ABC 
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Cộng theo vế (1) và (2) ta được : 
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Ngược lại :
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3 điểm P, Q, R thẳng hàng,

Mà : PQ // DC và RQ // AB => AB // CD => ABCD là hình thang

ĐỐI XỨNG TRỤC, DỐI XỨNG TÂM

A. LÝ THUYẾT

1. Định nghĩa:

- Hai điểm A và A’ được gọi là đối xứng với nhau qua đường thẳng d, nếu d là đường trung trực của đoạn thẳng AA’. (H1)

- Hai điểm A và A’ được gọi là đối xứng với nhau qua điểm O, nếu O là trung điểm của AA’.(H2)

[image: image984.emf]D C
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2. Tính chất:

-. Mọi điểm nằm trên đường thẳng (d) đều cách đều hai đầu mút A và A’.

3. Quy ước:

-. Điểm nằm trên trục đối xứng (d) thì điểm đối xứng với nó qua (d) là chính nó.

- Điểm đối xứng với điểm O qua tâm O chính là điểm O.

B. Bài tập

Bài 1: Cho 
[image: image226.wmf]D

ABC có 
[image: image227.wmf]µ
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, các đường phân giác BD và CE cắt nhau tại I, qua E kẻ đường thẳng vuông góc với BD cắt BC ở F, CMR:

a, E và F đối xứng nhau qua BD




b, IF là phân giác 
[image: image228.wmf]·
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c, D và F đối xứng nhau qua IC

[image: image985.emf]I
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Lời giải

a) 
[image: image229.wmf]D

EBF cân tại B, BD là tia phân giác góc 
[image: image230.wmf]µ

B

, 

nên BD là đường trung trực EF.

Vậy E, F đối xứng với nhau qua BD

b) Tính 
[image: image231.wmf]·
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 nên 
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vậy IF là tia phân giác 
[image: image233.wmf]·
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c)
[image: image234.wmf]D

IDC =
[image: image235.wmf]D

IFC (g.c.g) => IF =ID, CF= CD

Do đó: CI là đường trung trực của DF

Vậy D, F đối xứng với nhau qua CI

Bài 2: Cho 
[image: image236.wmf]D

ABC nhọn, trong đó 
[image: image237.wmf]µ
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, Lấy D là điểm bất kì trên BC, gọi E, F lần lượt là điểm đối xứng của D qua cạnh AB, AC. EF cắt AB, AC lần lượt tại M, N

a, CMR: AE=AF và Tính 
[image: image238.wmf]·
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b, CMR: AD là tia phân giác 
[image: image239.wmf]D
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Lời giải

a) Ta có: D và E đối xứng với nhau qua AB

nên AB là đường trung trực của ED=> AE=AD

Tương tự AD= AF

khi đó AE=AF, Ta có: 
[image: image240.wmf]·
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b) Do đối xứng nên ta có: 
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 và 
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Vậy AD là phân giác góc 
[image: image245.wmf]·
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Bài 3: Cho tứ giác ABCD, có các đường chéo AC và BD cắt nhau tại O, AD vuông góc AC, BD vuông góc với CB, Gọi E là giao điểm của AD và BC, d là đường thẳng đi qua các trung điểm của EO và CD

a)  CMR: A và B đối xứng nhau qua đường thẳng d

[image: image987.emf]K
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b) Tứ giác ABCD sẽ như thế nào nếu D trùng EO

Lời giải

a, Ta có: Gọi I, K lần lượt là trung điểm của OE và BC


[image: image246.wmf]D

AOE vuông tại A có AI là trung tuyến 

Nên AI= IE=IO
(1)


[image: image247.wmf]D

BOE vuông tại B có BI là đường trung tuyến 

Nên BI=EI=IO
(2)

Từ (1) và (2) ta có: IA = IB

Tương tự 
[image: image248.wmf]D

ADC vuông tại A có AK là đường trung tuyến 

=> AK = DK=CK


[image: image249.wmf]D

BDC có BK là đường trung tuyến của tam giác vuông 

nên BK = KD= KC

Nên KA= KB hay K nằm trên đường trung trực AB

Vậy IK là trung trực của AB hay A và B đối cứng với nhau qua (d)

b, Ta thấy EO là đường thẳng chứa đường cao của 
[image: image250.wmf]D

EDC

Nếu d trùng với EO thì d vừa là đường trung trực AB và CD nên ABCD là hình thang cân

Bài 4: Cho 
[image: image251.wmf]D

ABC, kẻ các đường cao BD và CJ, Gọi H là trực tâm của 
[image: image252.wmf]D

, E là trung điểm của AH, D là trung điểm của BC, CMR: I và J đối xứng với nhau qua ED
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[image: image253.wmf]D

BIC vuông tại I có ID là trung tuyến ứng với cạnh huyền BC

=>
[image: image254.wmf]2
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Chứng minh tương tự: 
[image: image255.wmf]2
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Chứng minh tương tự: JE= EI

=> ED là đường trung trực của IJ

=> IJ đối xứng nhau qua ED 

Bài 5: Cho 
[image: image256.wmf]D

ABC, kẻ đường cao AH, Gọi D và E theo thứ tự là các điểm đối xứng với H qua AB và AC, đường thẳng DE cắt AB, AC lần lượt tại M, N

a)  CMR:
[image: image257.wmf]D

DAE cân





b)  CMR: HA là phân giác 
[image: image258.wmf]·
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c) CME : 3 đường thẳng BN, CM, AH thẳng hàng

d) CMR : BN, CM là các đường cao của 
[image: image259.wmf]D

 ABC

Lời giải

b, Do Tính chất đối xứng ta => AB là phân giác 
[image: image260.wmf]·
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AC là phân giác 
[image: image262.wmf]·

ENH
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Kẻ AK 
[image: image263.wmf]^

HN=> AK= AJ

(2)

Từ (1) và (2) ta có: AI = AK

Vậy A cách đều 2 cạnh góc 
[image: image264.wmf]·
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=> HA là phân giác góc 
[image: image265.wmf]·
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c, Chứng minh tương tự ta cũng có: 

CM là tia phân giác 
[image: image266.wmf]·
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BN là tia phân giác góc 
[image: image267.wmf]·
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Trong 
[image: image268.wmf]D

MHN các đường phân giác trong HA, MC, NB cùng đồng quy tại 1 điểm

d, AB là phân giác góc 
[image: image269.wmf]·
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 MC là phân giác góc 
[image: image270.wmf]·
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, mà 2 góc 
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 kề bù => MC
[image: image272.wmf]^

AB => MC là đường cao 
[image: image273.wmf]D

 ABC

Chứng minh tương tự BN là đường cao của 
[image: image274.wmf]D

ABC

Bài 6: Cho hình thang vuông ABCD, (AB//CD). Gọi E , F theo thứ tự là các điểm đối xứng của B và điểm A qua đường thẳng DC, G, H theo thứ tự là các điểm đối xứng của C và E qua AD

a, CMR: D là trung điểm của BH

b, CMR: AH// BF, CH// BG
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Lời giải

a, Gọi I là giao BE và DC, do tính chất đối xứng ta có:

BI =IE,  Mà DF =AD và AD=BI=> DF =BI

Ta cũng có: DI= HF

Hai tam giác vuông 
[image: image275.wmf]D

BID và 
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DFH bằng nhau 

cho ta DB= DH 
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Và 
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=> H, B, D thẳng hàng

(2)

Từ (1) và (2) => D là trung điểm BH

b, Dễ dạng chứng minh được 
[image: image278.wmf]D

ADH =
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FDB =>
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Dễ chứng minh được 
[image: image281.wmf]D

BDG = 
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HÌNH BÌNH HÀNH

A. LÝ THUYẾT
[image: image991.emf]1
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1. Định nghĩa: Hình bình hành là tứ giác có các cặp cạnh đối song song


[image: image284.wmf]ABCD
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 là hình hình hành 
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- Chú ý: Hình bình hành là hình thang đặc biệt có hai cạnh bên song song

2. Tính chất: Trong hình bình hành

- Tính chất về cạnh: Các cạnh đối bằng nhau 

- Tính chất về góc: Các góc đối bằng nhau

- Tính chất về đường chéo: Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

3. Dấu hiệu nhận biết 

- Tứ giác có các cạnh đối song song là hình bình hành

- Tứ giác có các cạnh đối bằng nhau là hình bình hành

- Tứ giác có hai cạnh đối vừa song song vừa bằng nhau là hình bình hành

- Tứ giác có các góc đối bằng nhau là hình bình hành

- Tứ giác có hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường là hình bình hành

4. Mở rộng

- Hai hình bình hành có một đường chéo chung thì các đường chéo của chúng đồng quy tại trung điểm của đường chéo chung.
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B. BÀI TẬP

[image: image993.emf]C
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Bài 1: Cho tứ giác ABCD. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AB, CD. Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của AF, CE, BF, DE. CMR: Tứ giác MNPQ là hình bình hành

Lời giải

Ta có : QF, NF là đường trung bình của tam giác DEC
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[image: image287.wmf]QFNE
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 là hình bình hành 
[image: image288.wmf],
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Cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

Gọi I là trung điểm của EF 
[image: image289.wmf]I

Þ

 là trung điểm của QN

Chứng minh tương tự: Tứ giác MEPF là hình bình hành 
[image: image290.wmf]I

Þ

là trung điểm của MP 
[image: image291.wmf]dpcm

Þ


Bài 2: Cho tứ giác ABCD và điểm I thuộc miền trong tứ giác. Gọi M, N, P, Q lần lượt là các điểm đối xứng với I qua trung điểm của các cạnh AB, BC, CD, DA. CMR: MNPQ là hình bình hành

Lời giải
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Bài 3:Cho tam giác ABC và một điểm I thuộc miền trong của tam giác. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của BC, CA, AB. Gọi D, E, F lần lượt là các điểm đối xứng với I qua M, N, P. Chứng minh rằng các đường thẳng AD, BE, CF đồng quy

Lời giải

+) Tứ giác FAIB là hình bình hành ( hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường )
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+) Tứ giác BICD là hình bình hành
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Từ (1)(2) 
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 là hình bình hành 
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 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường (3)

Tương tự: ABDE là hình bình hành 
[image: image297.wmf],

ADBE

Þ

cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường (4)

Từ (3)(4) ta có điều phải chứng minh

Bài 4: Cho 
[image: image298.wmf]ABC
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, O là 1 điểm thuộc miền trong tam giác. D, E, F là trung điểm của AD, BC, CA. L, M, N lần lượt là trung điểm của OA, OB, OC. CMR: EL, FM, DN đồng quy
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Lời giải

+) DMFN là hình bình hành, do:
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[image: image300.wmf],
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cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

Tương tự: 
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Bài 5: Cho hình bình hành ABCD,
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. O là giao điểm hai đường chéo. Từ D hạ DE, DF lần lượt vuông góc với AB và BC (
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Lời giải

+) Gọi O là giao điểm của AC và BD

Vậy O là trung điểm của AC, BD
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Xét tam giác vuông DEB, có: 
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Tương tự: 
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Bài 6: Cho 
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Dựng hình bình hành BEMC
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Vậy M, E, F thẳng hàng

+) 
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Mặt khác: 
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Từ (1)(2) 
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Bài 7: Cho hình bình hành ABCD. Về phía trong hình bình hành dựng các tia Ax, By, Cz, Dt lần lượt tạo với AB, BC, CD, DA các góc bằng nhau và bằng 
[image: image319.wmf]µ

. Các tia này cắt nhau tạo thành tứ giác MNPQ. CMR: AC, BD, MP, NQ đồng quy

Lời giải
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+) Đi chứng minh tứ giác MNPQ là hình bình hành
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Tương tự: 
[image: image321.wmf]22

ˆˆ

//(2):

BDMQNPMNPQhinhbinhhanh

=ÞÞà


+) Thêm: AMCP là hình bình hành
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Bài 8:Cho tứ giác ABCD, E là trung điểm của AD, F là trung điểm của BC. G là đỉnh của hình bình hành CADG và H là đỉnh của hình bình hành CABH

a. Chứng minh BD // GH                                         


 b. HD = 2EF

Lời giải

a. Có DG // BH và DG = BH nên tứ giác BDGH là hình bình hành 
[image: image323.wmf]()
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b. Gọi I là trung điểm của BD, J là trung điểm của BH 
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Bài 9: Cho tam giác ABC. Gọi A’ đối xứng với A qua C, B’ đối xứng với B qua A, C’ đối xứng với C qua B. Gọi BM là trung tuyến của tam giác ABC, B’M’ là trung tuyến của tam giác A’B’C’

a. Chứng minh tứ giác ABM’M là hình bình hành

b. G là giao điểm của BM và B’M’. Chứng minh rằng G là trọng tâm tam giác ABC và A’B’C’

Lời giải

a. 
[image: image328.wmf]11
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b. Gọi I là trung điểm của B’G, J là trung điểm của BG

Suy ra IJ là đường trung bình của tam giác GBB’ 
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Suy ra G là trung điểm của IM’ ; MJ 
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Bài 10*: Cho tam giác đều ABC, một đường thẳng song song với BC cắt AB, AC tại D và E. Gọi G là trọng tâm của tam giác ADE, I là trung điểm của CD. Tính số đo các góc tam giác GIB

Lời giải

+) Qua C kẻ đường thẳng song song với BD cắt ED tại K

+) 
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Suy ra GI là trung tuyến, đường cao 
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Bài 11*: Cho tam giác ABC, H là trực tâm, I là giao điểm các đường trung trực, K là điểm đối xứng với H qua trung điểm BC. CMR: K đối xứng với A qua I

Lời giải

M là trung điểm của BC và HK
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Gọi I’ là trung điểm của AK
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[image: image341.wmf]'//''

INCKINAC

Þ^


Goi P là trung điểm của AB 
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Có: 
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 đối xứng với A qua I.

Bài 12*: Cho 
[image: image345.wmf]ABC
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, về phía ngoài tam giác vẽ các tam giác đều ABD, ACE. Gọi I, M, N lần lượt là trung điểm của DE, AB, AC. CMR: 
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Lời giải

Dùng phương pháp phóng to tam giác IMN
Gọi F là điểm đối xứng với A qua I 
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Bài 13: Cho HBH ABCD, Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AD, BC, đường chéo AC cắt BE, DF lần lượt tại P và Q, gọi R là trung điểm của đoạn thẳng BP, CMR:

a) AP = PQ = QC





b) Tứ giác ARQE là hình bình hành

Lời giải
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a, Trong 
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BDC có CO và DF là hai đường trung tuyến 

nên Q là trọng tâm
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Tương tự 
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ABD có P là trọng tâm
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Từ (1) và (2)  ta có AP= QC

Ta lại có :
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Vậy AP = PQ = QC

b, Vì P là trọng tâm 
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ABD nên 
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Tứ giác ARQE có hai đường chéo cắt nhau tịa trung điểm mỗi đường nên là HBH

Bài 14: Cho HBH ABCD có 
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, Tia phân giác góc D đi qua trung điểm I của AB, Kẻ AH vuông góc với DC, CMR:

a) AB = 2AD


b) DI = 2AH


c) AC vuông góc AD
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Lời giải

a) 
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=> AD = AI= 
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b) Kẻ AH 
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Bài 15: Cho HBH ABCD, lấy hai điểm E, F trên BD sao cho 
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a) CMR: AECF là HBH

b) Gọi K là giao điểm của CE và AB, I là trung điểm của AK, xác định vị trí điểm E sao cho AI = IK = KB
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Lời giải

a) Xét 
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 ABE và 
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 CDF ta có:

AB = CD, 
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CDF (c. g.c) => AE= CF

Chứng minh tương tự AF = CE

=> AECF là hình bình hành

b) Ta có:
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 E là trung điểm OB

Bài 16: Cho tam giác ABC, trên tia đối của tia BC, lấy điểm D, trên tia đối của tia CB lấy điểm E sao cho BD=BC=CE, Qua D kẻ đường thẳng // với AB cắt AC ở H, qua E kẻ đường thẳng // với AC cắt AB ở k, chúng cắt nhau ở I

a) Tứ giác BHKC là hình gì?



b) Tia IA cắt BC tại M, CMR : MB=MC

c) Tìm điều kiện của 
[image: image378.wmf]D

ABC để tứ giác DHKE là hình thang cân
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Lời giải

a, Tứ giác BHKC là hình bình hành vì 

có 2 đường chéo BK và HC cắt nhau tại trung điểm

 của mỗi đường

b, Tứ giác AHIK cũng là hình bình hành

nên AK// IH và AK= IH

AB // IH và AB = IH

=> ABHI là hình bình hành

=> IA // HB => AM là đường trung bình của 
[image: image379.wmf]^

HBC 

=> BM = MC

c, Tứ giác DHKE là hình thang vì HK  // DE, 

để là hình thang cân 
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Bài 17: Cho hình thang vuông ABCD 
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, có CD= 2AB, gọi H là hình chiếu của D trên AC, M là trung điểm của HC, CMR: 
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Lời giải

Gọi N là trung điểm của HD, ta có: MN là đường trung bình
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,//

2

MNDCMNDC

Þ=


Mà: 
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nên AB // MN và AB = MN => ABMN là hình bình hành

=> AN // BM
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 ADM có DH 
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[image: image390.wmf]·

0

90

BMD

=


Bài 18: Cho hình thang vuông ABCD, 
[image: image391.wmf]µ
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, CD=2AB=2AD, Gọi H là hình chiếu của D lên AC. Gọi M, P, Q lần lượt là trung điểm của CD, HC và HD

a)  CMR: Tứ giác ABMD là hình vuông và tam giác BDC là tam giác vuông cân

b) CMR: DMPQ là hình bình hành

c) CMR: AQ vuông góc với DP
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Lời giải

a) Chứng minh tứ giác ABMD có 4 cạnh bằng nhau, 

lại có 
[image: image392.wmf]µ
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BCD có MB = MC = MD nên là tam giác vuông , 

lại có 
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Do đó: 
[image: image395.wmf]D

BDC là tam giác vuông cân ở B

b) Tứ giác DMPQ là hình bình hành vì có PQ// DM 

và PQ = DM

c) Chứng minh Q là trực tâm của 
[image: image396.wmf]D

ADP

Bài 19: Cho tam giác ABC có góc A tù, AC > AB, H là chân đường cao hạ từ A, về phía trong góc 
[image: image397.wmf]·

BAC

, dựng D và E sao cho AD vuông góc với AB, AD = AB, AE vuông góc với AC và AE = AC, M là trung điểm DE. CMR: A, H, M thẳng hàng
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 Lời giải

Dựng hình bình hành DAEF  
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 M là trung điểm A
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 AE = DF

Mà AE
[image: image400.wmf]^

AC => DF
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Ta có: 
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Mà: 
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ADF =
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ABC (c.g.c) 
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Gọi FD cắt BC tại I, cắt AC tại N và AF cắt BC tại H’
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Hay AF
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 BC tại H 
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 A, F, H thẳng hàng 
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 A, H, M thẳng hàng

Bài 20: Cho HBH ABCD có AB và BD cắt nhau tại O, Gọi (d) là đường thẳng đi qua A và không cắt đoạn BD, gọi BB’, CC’, DD’ là khoảng cách từ B, C, D đến đường thẳng (d), ( B’, C’, D’ nằm trên (d) ). CMR: BB’ + DD’ = CC’
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Lời giải

Vẽ OO’ 
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(d)  (O’ 
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(d) )

Khi đó ta có: BB’D’D là hình thang 

có OO’ là đường trung bình nên:

2.OO’= BB’ + DD’ 

(1)

Tương tự 
[image: image415.wmf]D

ACC’ có OO’ là đường trung bình nên:

2.OO’ = CC’


(2)

Từ (1) và (2) 
[image: image416.wmf]Þ

BB’ + DD’ = CC’

Bài 21: Cho HBH ABCD và đường thẳng (d) nằm bên ngoài HBH, Gọi A’, B’, C’, D’ lần lượt là hình chiếu của A, B, C, D trên (d). CMR: AA’+ CC’ = BB’ + DD’
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Lời giải

Vì ABCD là hình bình hành

Nên hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm mỗi đường

Gọi O là giao của hai đường chéo AC và BD

O’ là hình chiếu của O xuống (d)

Khi đó ta có: OO’ là đường trung bình của 

hình thang AA’C’C  nên: 2OO’ = AA’ + CC’ (1)

Tương tự OO’ là đường trung bình của hình thang DD’B’B 

Nên: 2.OO’ = DD’ + BB’ (2)

Từ (1) và (2) =>  AA’  + CC’ = BB’ +  DD’

Vậy HM
[image: image417.wmf]^

BN  =>
[image: image418.wmf]D

BMN có MH vừa là đường cao 

vừa là trung tuyến nên MB = MN

Bài 22: Cho 
[image: image419.wmf]D

ABC có ba góc nhọn (AB<AC), gọi H là trực tâm, O là giao điểm của 3 đường trung trực của tam giác, D là điểm đối xứng của A qua O

a)  CMR: Tứ giác BHCD là HBH

b)  Gọi M là trung điểm của BC, CMR : AH=2.MO
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Lời giải

a) Từ AO= OC = OD
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 Chứng minh 
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ta có: DC
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AC, BH
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AC  ( H là trực tâm của 
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ABC)


[image: image425.wmf]Þ

 BH  // DC

Chứng minh tương tự ta cũng có: CH// DB

Vậy BHCD là Hình bình hành

b, M là trung điểm của BC
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M là trung điểm của HD

Mà O là trung điểm của AD 
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 OM là đường trung bình của 
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 OM  =
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AH = 2OM

Bài 23: Cho HBH ABCD, Các đường cao AE và AF, biết AC = 25cm, EF = 24cm, Tính khoảng cách từ A đến trực tâm H của 
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AEF

[image: image1015.emf]2

2

2

1

1

1

2

1

Q

P

N

M

I

E

D

A

B

C

Lời giải

Kẻ CN vuông góc với AB, 

Tứ giác EHFC có EH // CF, HF // FC

nên EHFC là hình binh hành  
[image: image433.wmf]Þ

 AN = HF (= EC)

Tứ  giác ANFH có AN = HF, AN // HF

nên là hình bình hành 
[image: image434.wmf]Þ

 AH + NF, AH// NF

Lại có AH 
[image: image435.wmf]^

EF nên NF 
[image: image436.wmf]^
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[image: image437.wmf]D

EFN vuông tại F có EF = 24cm, NE  = AC = 25cm nên
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Bài 24: Cho tam giác ABC đều, một đường thẳng // với BC cắt AB, AC ở D và E, Gọi D là trọng tâm của tam giác ADE, I là trung điểm của CD, Tính số đo các góc của tam giác GIB

[image: image1016.emf]1

Q P

N

M

E

A

B

C

D

Lời giải

Qua C vẽ đường thẳng song song với BD, cắt DE tại K

Ta có: BDKC là hình bình hành => B, I, K thẳng hàng

Chứng minh 
[image: image439.wmf]D

GDB= 
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GEK (c.g.c)

Để 
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GBK cân tại G có 
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do đó các góc của 
[image: image443.wmf]D

GBI lần lượt là 
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Bài 25: Cho 
[image: image445.wmf]D

ABC, D trên AB, E trên AC sao cho BD=CE, Gọi M, N là trung điểm của BC, DE, Vẽ các hình bình hành BDNI và CENK

a) CMR: I, M, K thẳng hàng

b) MN cắt AC tại Q, cắt BA tại P, CMR: 
[image: image446.wmf]D
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Lời giải

[image: image1017.emf]R

Q

P

A

B

C

D

a, Tứ giác BDNI là hình bình hành 
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Tứ giác NECK là hình bình hành 
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Từ đó ta có KC//DE và BI= KC

=> Tứ giác BICK là hình bình hành 

có M là trung điểm của BC

=> M đi qua trung điểm IK => I, K, M thẳng hàng

b, Ta có: NI=DB, NK= CE mà BD = CE => NI = NK

=>
[image: image449.wmf]D

NIK cân tại N

Mà MN là đường trung tuyến => NM là phân giác 
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Lại có: NK // QC 
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( đồng vị)

và NI // BD 
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 ( đối đỉnh) 
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ÔN TẬP HÌNH CHỮ NHẬT

A. Tóm tắt lý thuyết
[image: image1018.emf]2

2

1

2

1

E

M

B

A

D

C

1. Định nghĩa: Hình chữ nhật là tứ giác có bốn góc vuông


[image: image456.wmf]ABCD
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 là hình chữ nhật 
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- Nhận xét: Hình chữ nhật cũng là 1 hình bình hành, 1 hình thang cân

2. Tính chất: Hình chữ nhật có tất cả các tính chất của hình bình hành và hình thang cân

- Tính chất về cạnh: Các cạnh đối bằng nhau, song song với nhau 

- Tính chất về góc: Bốn góc bằng nhau

- Tính chất về đường chéo: Hai đường chéo bằng nhau và cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

3. Dấu hiệu nhận biết 

- Tứ giác có ba góc vuông là hình chữ nhật

- Hình thang cân có 1 góc vuông là hình chữ nhật

- Hình bình hành có 1 góc vuông là hình chữ nhật

- Hình bình hành có hai đường chéo bằng nhau là hình chữ nhật

4. Ứng dụng vào tam giác vuông

[image: image1019.emf]a
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- Trong tam giác vuông, đường trung tuyến ứng với cạnh huyền bằng nửa cạnh huyền, ta có: 
[image: image458.wmf]1
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- Nếu một tam giác có đường trung tuyến ứng với 1 cạnh bằng nửa cạnh ấy thì tam giác đó là tam giác vuông: 
[image: image459.wmf]1
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B. Bài tập 
Bài 1: Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi H là hình chiếu của B lên AC. Trên tia đối của tia BM lấy điểm E sao cho BE = AC. Chứng minh rằng: 
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Lời giải

+) Ta có ABCD là hình chữ nhật 
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Cân tại B 
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Mặt khác 
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 ( góc ngoài tam giác )
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Bài 2: Cho hình chữ nhật ABCD. Trên các đoạn AB, BC, CD, DA lần lượt lấy các điểm M, N, P, Q. Chứng minh rằng:  
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Lời giải

Gọi E, F, I lần lượt là trung điểm của MQ, NP, QN

Vì 
[image: image467.wmf],
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Bài 3: Cho hình chữ nhật ABCD và điểm E thuộc đoạn BD, gọi F là điểm đối xứng với A qua E. Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của F lên BC, CD. CMR: E, H, K thẳng hàng
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Lời giải

Ta có HKCF là hình chữ nhật 


[image: image469.wmf],
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 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường
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+) Gọi M là trung điểm của DK nên EM là đường trung bình hình thang ADKF
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EMFKEMCDDEK

®®^®D

 cân tại E 
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Từ (1)(2) 
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Bài 4: Cho hình chữ nhật ABCD. Gọi H là hình chiếu của A lên BD, gọi M, N lần lượt là trung điểm của HD, BC. CMR: 
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Lời giải

Gọi e là trung điểm của AH nên ME là đường trung bình của  
[image: image476.wmf]11
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Là hình bình hành 
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[image: image479.wmf]AMB

D

có E là trực tâm 
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Bài 5: Cho hình chữ nhật ABCD. Qua điểm E thuộc đoạn AC kẻ đường thẳng song song với BD nó cắt AD, CD ở M và N. Dựng hình chữ nhật NDMF. Chứng minh E là trung điểm của BF
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Lời giải
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 cân tại E 
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+) Tương tự: 
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+) BPND là hình bình hành
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Bài 6:Cho hình chữ nhật ABCD có AB > AD. Lấy điểm E thuộc đoạn AD, các điểm I, K thuộc đoạn CD sao cho DI = CK = AE. Đường thẳng qua K và vuông góc với EK cắt đoạn BC tại M. Chứng minh rằng: 
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Lời giải

+) Gọi N, H là trung điểm của EM, CD 
[image: image486.wmf]NH
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 là đường trng bình hình thang EDCM 
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Cân tại N 
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 vuông tại I 
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Bài 7: Cho hình chữ nhật ABCD, kẻ 
[image: image492.wmf]BHAC

^

, gọi M là trung điểm của AH, K là trung điểm của CD. CMR: 
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Lời giải

Qua M kẻ đường thẳng vuông góc với BC, cắt BH tại I

Ta có: 
[image: image494.wmf]////
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M là trung điểm của AH nên MI là đường trung bình của 
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là hình bình hành 
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Trong 
[image: image497.wmf]MBC

D

 có I là trực tâm 
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Bài 8: Cho hình chữ nhật ABCD, M là điểm bất kỳ nằm trong hình chữ nhật, vẽ ME 
[image: image499.wmf]^

AB tại E, MF 
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 AD tại F, CK 
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 AM tại K. Chứng minh rằng :

a) 
[image: image502.wmf]222

MEMFMA

+=




b) 
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     c) 
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Lời giải

a) Tứ giác AEMF là hình chữ nhật 
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b) Gọi G là giao điểm của EM và CD, 

H là giao điểm của FM và BC

=> Tứ giác DFMG, GMHC, EBHM là hình chữ nhật,

Do vậy 
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c) Gọi O là giao của 2 đường chéo AC và BD 

=>
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Bài 9: Cho H là hình chiếu của B trên đường chéo AC của HCN ABCD, M và K theo thứ tự là trung điểm của AH và CD

a) Gọi I và O theo thứ tự là trung điểm của AB và IC. CMR: 
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b) Tính số đo 
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Lời giải

Ta có: BIKC là Hình chữ nhật nên O là trung điểm của IC và BK

Xét 
[image: image512.wmf]D

IMC vuông, Ta có : MO= 
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[image: image518.wmf]MBK
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Bài 10: Cho 
[image: image520.wmf]D

ABC vuông cân tại A có AH là đường cao, Gọi M là 1 điểm bất kỳ trên cạnh BC, I và K là hình chiếu vuông góc của M trên AB, AC, CMR: 
[image: image521.wmf]D

IHK vuông cân

Lời giải

Chứng minh AIMK là hình chữ nhật

Vì 
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 ABC vuông cân tại A

=> AK= IM = BI

mà BH = HA =>
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=> IH = HK

Mà 
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Bài 11: Cho 
[image: image527.wmf]D

ABC vuông tại A (AC > AB), đường cao AH, trên HC lấy HD = HA, đường 
[image: image528.wmf]^

 BC tại D cắt AC tại E

a) CMR: AE = AB






b) M là TĐ của BE, Tính 
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Lời giải

a, Chứng minh AE = AB

Kẻ EF 
[image: image530.wmf]^

AH => tứ giác HDEF là hình chữ nhật 
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 b, 
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ABE vuông cân tại A 
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BDE vuông cân tại D 
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Từ đó ta có: AM = MD

Xét 
[image: image536.wmf]()
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Bài 12: Cho 
[image: image538.wmf]D

ABC cân tại A, từ 1 điểm D bất kỳ trên đáy BC, vẽ đường thẳng vuông góc với BC cắt các đường thẳng AB, AC ở E và F, Vẽ các HCN BDEH, CDFK, Gọi I, J lần lượt là tâm các HCN BDEH và CDFK, M là trung điểm của AD

a)  CMR: Trung điểm HK là 1 điểm có định không phụ thuộc vào vị trí của D trên BC
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b) CMR: 3 điểm I, J, M thẳng hàng và 3 đường thẳng AD, HJ, KI đồng quy

Lời giải

a) Ta có: 
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Chứng minh tương tự ta có: JD // AB

Khi đó AIDJ là hình bình hành => AJ // ID, AJ = ID

=> Chứng minh AHIJ là hình bình hành

=> IJ // AH và IJ = AH và IJ // AK và IJ = AK

Khi đó 3 điểm A, H, K thẳng hàng 

và A là trung điểm của HK

b) Tứ giác AIDJ là hình bình hành

=> M là trung điểm của AD, 

thì M nằm trên đường chéo của HBH

Bài 13: Cho HCN ABCD và E là điểm nằm trên đường chéo AC, trên tia đối của tia EB lấy F sao cho EF = BE, Gọi M, N là hình chiếu của F trên 2 đường thẳng AD, DC. CMR:

a) DF // AC và MN // BD





b) 3 điểm E, M, N thẳng hàng

Lời giải

a, Dễ thấy OE là đường trung bình của 
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[image: image547.wmf]¶
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 ( đồng vị) => MN // DB

b, I là trung điểm DF => IE là trung bình 

=> IE // DB mà MN // BD

Vậy M, N, E thẳng hàng

Bài 14: Cho hình chữ nhật ABCD, điểm P thuộc đường chéo BD ( P khác B và D), Gọi M là điểm đối xứng của C qua P

a) Chứng minh AM song song với BD

b) Gọi E, F lần lượt là hình chiếu của M trên AD và AB. Chứng mỉnh ba điểm E, F, P thẳng hàng

c) Chứng minh tỉ số độ dài hai đoạn thẳng MF và FA không phụ thuộc vào vị trí của P
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a) Ta có: O là trung điểm của AC (ABCD là hình chữ nhật)

P là trung điểm của CM ( Vì M đối xứng với C qua P)

Nên Op là đường trung bình của 
[image: image548.wmf]D

 ACM, do đó: OP//AM=> AM//BD

b) Vì OP là đường trunh bình của 
[image: image549.wmf]D

ACM nên OP//AM và OP=
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Do đó: OP//AI và OP=AI=> tứ giác AIPO là hình bình hành=> PI// AC
(1)

Kẻ ME//AB cắt AC tại K, ta có: 
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Nên AE là phân giác 
[image: image553.wmf]·

KAM

, mặt khác: 
[image: image554.wmf]AEKMAKM

^=>D

 cân 

E là trung điểm của KM, 

do đó EI là đường trung bình của 
[image: image555.wmf]D

AMK=> EI//OA=>EI// AC (2)

Ta lại có: E, I, F thẳng hàng (3)

Từ (1), (2) và (3) ta có: E, F, P thẳng hàng.

Bài 15: Cho 
[image: image556.wmf]D

 ABC vuông tại A, đường cao AH, trung tuyến AM, Gọi D và E theo thứ tự là chân đường vuông góc kẻ từ H đến AB, AC
,CMR:

a, AH= DE




b, 
[image: image557.wmf]·
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c, 
[image: image558.wmf]AMDE

^


d, DI//EK, với I là trung điểm của HB, K là trung điểm của HC

Lời giải

a) Tứ giác ADHE có 3 góc vuông nên là HCN => AH= DE

[image: image1034.emf]2
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b)
[image: image559.wmf]D

ABC vuông tại A, Có AM là đường trung tuyến => AM= MB= MC

=>
[image: image560.wmf]D

AMC cân tại M =>
[image: image561.wmf]·
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Mặt khác 
[image: image562.wmf]·
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Vì cùng phụ với 
[image: image563.wmf]·
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c) Chứng minh AM
[image: image564.wmf]DE
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, Ta có: 
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d, Ta có: 
[image: image567.wmf]D

HEC có EK = KH = KC =>
[image: image568.wmf]D

 EKC cân tại K 

=>
[image: image569.wmf]¶
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=> EK //AM => KE  
[image: image570.wmf]^

DE. Chứng minh tương tự=>
[image: image571.wmf]//
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Bài 16: Cho 
[image: image572.wmf]D

ABC đều có cạnh bằng 4cm, M và N là các điểm lần lượt chuyển động trên hai cạnh BC và AC sao cho BM= CN

a) Tính diện tích 
[image: image573.wmf]D

ABC 
b) Xác định vị trí của M, và N để độ dài MN nhỏ nhất . Tìm độ dài nhỏ nhất đó?

[image: image1035.emf]F
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Lời giải

a) Tính được độ dài đường cao: 
[image: image574.wmf](
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Suy ra diện tích: 
[image: image575.wmf]2
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b) Gọi P và Q là chân đường vuông góc 

kẻ từ M và N xuống AB

Ta có: 
[image: image576.wmf]D

ANQ vuông ở Q, có: 
[image: image577.wmf]µ
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Tương tự đối với 
[image: image578.wmf]D

MPB có : 
[image: image579.wmf]1
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Cộng theo vế ta được : 
[image: image580.wmf](
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Kẻ 
[image: image581.wmf]^

MHQN

. Tứ giác MPQH là hình chữ nhật

Ta có: 
[image: image582.wmf](
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Như vậy khi M, N di chuyển ta luôn có: 
[image: image583.wmf]1
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Và 
[image: image584.wmf]1
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 , Khi M, N lần lượt là trung điểm của BC và AC

Suy ra vị trí của M,N cần xác định lần lượt là trung điểm BC và AC, 

Khi đó độ dài nhỏ nhất của MN là : 
[image: image585.wmf]1
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Bài 17: Cho 
[image: image586.wmf]D

ABC nhọn, Trực tâm H, giao điểm của các đường trung trực là O, Gọi P, Q, N theo thứ tự là trung điểm của các đoạn thẳng AB, AH, AC

a) CMR: OPQN là HBH



b) 
[image: image587.wmf]D

ABC cần có điều kiện gì để OPQN là HCN

Lời giải

a) Gọi O là giao của 3 đường trung trực nên 
[image: image588.wmf],

OPABONAC

^^


Trong 
[image: image589.wmf]D

 AHC, QN là đường trung bình nên QN// HC

Và PO //HC ( cùng vuông góc với AB)

Chứng minh tương tự ta có: OPQN là hình bình hành

[image: image1036.emf]I
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b) Tứ giác BCQN là hình chữ nhật có 2 đường chéo là NC và BQ => NC = BQ=>
[image: image590.wmf]11
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Xét 
[image: image591.wmf]D

MQB có MP là đường trung tuyến nên MP = 
[image: image592.wmf]1
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Nên 
[image: image593.wmf]D

MBQ vuông tại M => MB 
[image: image594.wmf]^

MQ

HÌNH THOI

A. Tóm tắt lý thuyết
[image: image1037.emf]H1
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1. Định nghĩa: Hình thoi là tứ giác có bốn cạnh bằng nhau


[image: image595.wmf]ABCD

à

 là hình thoi 
[image: image596.wmf]ABCD
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2. Tính chất: Hình thoi có tất cả các tính chất của hình bình hành 

- Tính chất về cạnh: 

+) Có bốn cạnh bằng nhau           +) Các cạnh đối song song

- Tính chất về góc: Các góc đối bằng nhau

- Tính chất về đường chéo: 

+) Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

+) Hai đường chéo vuông góc với nhau

+)Hai đường chéo là các đường phân giác của các góc ở đỉnh của hình thoi

3. Dấu hiệu nhận biết 

- Tứ giác có bốn cạnh bằng nhau là hình thoi

- Hình hình hành có hai cạnh kề bằng nhau là hình thoi

- Hình bình hành có hai đường chéo vuông góc với nhau là hình thoi

- Hình bình hành có một đường chéo là đường phân giác của một góc ở đỉnh là hình thoi

4. Chú ý:

- Hình thoi có 1 tâm đối xứng là giao điểm của hai đường chéo

- Hình thoi có hai trục đối xứng là các đường chéo của hình thoi

B. Bài tập
[image: image1038.emf]O
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Bài 1: Cho hình thoi ABCD và điểm E nằm ngoài hình thoi và không nằm trên đường thẳng CD sao cho CD = CE. Dựng hình bình hành ACEF. Chứng minh rằng B là trực tâm 
[image: image597.wmf]DEF
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Lời giải

Vì ABCD là hình thoi 
[image: image598.wmf]CBCD
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Có : 
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Lấy K đối xứng với E qua C
[image: image600.wmf]EBK

®D

 vuông tại B  

( đường trung tuyến bằng nửa cạnh huyền )

+) Có 
[image: image601.wmf]KCFA
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 là hình bình hành (
[image: image602.wmf]//,
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[image: image603.wmf],
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 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường   


[image: image604.wmf],

BDFK
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 cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường   

[image: image605.wmf]BFDK
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 là hình hình hành 
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Từ (1)(2) 
[image: image607.wmf]B
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 là trực tâm 
[image: image608.wmf]EDF
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Bài 2: Cho tam giác ABC có AB < AC, phân giác trong AD. Lấy các điểm M, N lần lượt thuộc các đoạn AB, AC sao cho BM = CN. Gọi P, Q lần lượt là rung điểm của MC, MB. Chứng minh rằng 
[image: image609.wmf]ADPQ

^


Lời giải

Gọi E, F lần lượt là trung điểm của MN, BC
[image: image1039.emf]O
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+) Gọi k là giao điểm của FE và AB

Vì 
[image: image613.wmf]ˆˆ
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mà: 
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  ( góc có cạnh tương ứng song song )

Từ (1)(2)(3)  
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Bài 3: Cho hình thoi ABCD có 
[image: image616.wmf]0
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. Đường thẳng MN cắt AB ở M, cắt BC ở N. Biết BM + NB có độ dài bằng 1 cạnh của hình thoi. CMR 
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Lời giải

+) 
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Bài 4: Cho hình bình hành ABCD có AB = 2AD, 
[image: image622.wmf]µ
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, vẽ BH vuông góc với AD, 
[image: image623.wmf]HAD

Î

. Gọi M, N theo thứ tự là trung điểm của CD và AB

a) CMR: ANMD là hình thoi






b) Tính 
[image: image624.wmf]·

HMC


[image: image1041.emf]F

M

E

D H

B

C

A

Lời giải

b) Ta có:
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, Tính 
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Ta có: 
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Mà : 
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Xét 
[image: image629.wmf]D

HAN cân tại N =>
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Bài 5: Cho 
[image: image633.wmf]D

ABC nhọn, vẽ các đường cao AD và BE, Tia phân giác Ax của 
[image: image634.wmf]·

DAC

 cắt BE và BC lần lượt ở M và N, Tia phân giác By của 
[image: image635.wmf]·

EBC

 cắt AD và AC lần lượt tại P và Q. CMR:

a) AN
[image: image636.wmf]^
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b) Tứ giác MPNQ  là hình thoi
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Lời giải

a) Ta có: 
[image: image637.wmf]·
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 ( cùng phụ góc C)
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[image: image639.wmf]D

EBQ vuông 
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[image: image641.wmf]·
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b)
[image: image642.wmf]D

APQ có AO vừa là đường phân giác vừa là đường cao

=> AO là đường trung trực

=> MP = MQ, NP = NQ


[image: image643.wmf]D

BMN có BO vừa là đường phân giác vừa là đường cao => là đường trung trực ( đpcm)

Bài 6: Cho 
[image: image644.wmf]D

ABC đều, đường cao AD, M là điểm nằm giữa B và D, gọi N là Trung điểm của AM, vẽ ME vuông góc AB tại E, MF vuông góc AC tại F. CMR: DENF là hình thoi
Lời giải
Ta có: MN = EN = DF= FN 
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[image: image649.wmf]D

NED đều, 
[image: image650.wmf]D

NDF đều

Vậy DENF là hình thoi

Bài 7: Cho tam giác đều ABC, trực tâm H, kẻ đường cao AD, một điểm M thuộc cạnh BC, từ M kẻ ME vuông góc với AB và MF vuông góc với AC, Gọi I là trung điểm của AM, CMR:

a) DEIF là hình thoi

b) Đường thẳng HM đi qua tâm đối xứng của hình thoi DEIF

[image: image1044.emf]K
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Lời giải
a) 
[image: image651.wmf]D

 ADM vuông  có 
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Tương tự: 
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Tương tự : 
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[image: image657.wmf]D

EID đều => EI = ED = IP

Chứng minh tương tự: IF = FD = ID

=> Tứ giác EIFD là hình thoi

b) Gọi O là giao điểm của hai đường chéo

 của hình thoi DEIF và N là trung điểm AH, 

Ta có:


[image: image658.wmf]D

AMH có IN là đường trung bình => IN // MH,  


[image: image659.wmf]D

IDN có OH là đường trung bình => OH // IN

Như vậy O, H, M thẳng hàng => MH đi qua giao điểm O của ID và EF

Bài 8: Cho 
[image: image660.wmf]D

ABC, trên tia AB ta lấy 1 điểm D, trên tia AC lấy 1 điểm E sao cho BD=CE, Gọi M, N, P, Q lần lượt là trung điểm của BC, CD, DE, EB

a) CMR: MNPQ là hình thoi

b) CMR: các đường chéo của hình thoi MNPQ song song với các phân giác trong và ngoài của góc A

[image: image1045.emf]1
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Lời giải
b, Vì MNPQ là hình thoi, MP và NQ là hai đường chéo 

=> MP 
[image: image661.wmf]^

NQ

Gọi I, J lầ lượt là giao NQ với AB và AC

=> PQ // AD =>
[image: image662.wmf]µ
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Tương tự: 
[image: image663.wmf]¶
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[image: image664.wmf]D

IAJ cân tại A

=> Phân giác Ax là đường cao 

=> Ax 
[image: image665.wmf]^

IJ, Mà MP 
[image: image666.wmf]^

IJ 

=> Ax // MP

Dễ dàng chứng minh được NQ // Ay.

Bài 9: Cho hình thoi ABCD, trên tia đối của tia BA, ta lấy điểm M, trên tia đối của tia CB lấy N, trên tia đối tia DC lấy P, trên tia đối tia AD lấy Q sao cho BM = CN = DP = AQ

a, CMR: MNPQ là hình bình hành

b, CMR : MNPQ là hình thoi và ABCD có cùng tâm đối xứng

c, Hình thoi ABCD phải có ĐK gì để MNPQ là hình vuông
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a) 
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b) 
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=> P, O, M thẳng hàng

Chứng minh tương tự ta có: Q, O, N thẳng hàng 

=> HBH MNPQ có tâm O

c, Để MNPQ là hình thoi thì Hình bình hành MNPQ 

có hai cạnh kề bằng nhau: QM= QD. Thật vậy:


[image: image671.wmf]D

 QAM= 
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Bài 9: Cho HBH ABCD, các đường chéo cắt nhau ở O, gọi E, F, G, H theo thứ tự là giao điểm của các đường phân giác của các 
[image: image676.wmf]D

OAB, 
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OCD, 
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OAD

CMR: EFGH là hình thoi
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Lời giải

Vì OH , OF là hai tia phân giác của các góc đối đỉnh 

nên H, O, F thẳng hàng

Tương tự ta có: G, O, E thẳng hàng

Lại có OH
[image: image680.wmf]^

OG 

( Hai tia phân giác của hai góc kề bù)

Xét 
[image: image681.wmf]D

OAE =
[image: image682.wmf]D

OCG (c.g.c) => OG =OE

Chứng minh tương tự : OH= OF

=> EFGH là hình bình hành 

có hai đường chéo vuông góc với nhau 

=> là hình thoi

HÌNH VUÔNG

A. Tóm tắt lý thuyết
[image: image1048.emf]2
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1. Định nghĩa: Hình vuông là tứ giác có bốn góc vuông và bốn cạnh bằng nhau


[image: image683.wmf]ABCD
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 là hình vuông 
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2. Nhận xét : Từ định nghĩa hình vuông ta suy ra

- Hình vuông là hình chữ nhật có bốn cạnh bằng nhau

- Hình vuông là hình thoi có 4 góc vuông


[image: image685.wmf]Þ

 Hình vuông vừa là hình chữ nhật vừa là hình thoi   

3. Tính chất: Hình vuông có tất cả các tính chất của hình bình thoi và hình chữ nhật

- Tính chất về cạnh: 

+) Có bốn cạnh bằng nhau                                                

+) Các cạnh đối song song

- Tính chất về góc: Bốn góc bằng nhau

- Tính chất về đường chéo: 

+) Hai đường chéo bằng nhau

+) Hai đường chéo cắt nhau tại trung điểm của mỗi đường

+) Hai đường chéo vuông góc với nhau

+) Hai đường chéo là các đường phân giác của các góc ở đỉnh của hình thoi

3. Dấu hiệu nhận biết 

- Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau là hình vuông

- Hình chữ nhật có hai đường chéo vuôn góc với nhau là hình vuông

- Hình chữ nhật có 1 đường chéo là đường phân giác của một góc là hình vuông

- Hình thoi có một góc vuông là hình vuông

- Hình thoi có hai đường chéo bằng nhau là hình vuông

4. Nhận xét: Một tứ giác vừa là hình chữ nhật vừa là hình thoi thì tứ giác đó là hình vuông

5. Tính chất đối xứng của hình vuông

- Hình vuông có 1 tâm đối xứng là giao điểm của hai đường chéo

- Hình vuông có bốn chục đối xứng: 

+) 2 đường chéo của hình vuông

+) 2 đường thẳng nối trung điểm  các cạnh đối diện của hình vuông

B. Bài tập và các dạng toán

Bài 1: [ HSG – Hà Nội – 2009 ]
Cho hình vuông ABCD và 1 điểm E bất kỳ nằm giữa hai điểm A và B. Trên tia đối của tia CB lấy điểm F sao cho CF = AE

a. Tính 
[image: image686.wmf]ˆ

EDF


b. Gọi G là điểm đối xứng với D qua trung điểm I của EF. Tứ giác DEGF là hình gì? Vì sao?

c. Chứng minh ba đường thẳng AC, DG, EF đồng quy tại 1 điểm

Lời giải

[image: image1049.emf]2
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a. 
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b. Xét 
[image: image688.wmf]DEGF
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 có: 
[image: image689.wmf]IF, DI = IGDEGF
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 là hình bình hành , lại có 
[image: image690.wmf]0
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 là hình chữ nhật   mà 
[image: image691.wmf]ADECDFEDFDDEGF
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 là hình vuông ( dấu hiệu nhận biết )

c. Ta có EF giao DG tại I, ta đi chứng minh I thuộc đường trực của AC

Có: 
[image: image692.wmf]1
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 thuộc đường trung trực của BD 
[image: image693.wmf]IAC
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( AC là đường trung trực của BD) 

Bài 2: Cho hình vuông ABCD. Trên tia đối của tia CB lấy điểm M , trên tia đối của tia DC lấy điểm N sao cho BM = DN. Vẽ hình bình hành AFMN. Chứng minh rằng

a. 
[image: image694.wmf]ABMADN
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b. Tứ giác AMFN là hình vuông

c. Kẻ 
[image: image695.wmf],
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, chứng minh rằng : 
[image: image696.wmf]0
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d. B, D, O thẳng hàng ( O là trung điểm của FA )

[image: image1050.emf]2
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a. 
[image: image697.wmf]ˆˆ
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b. Hình bình hành AMFN, có: AM = AN 
[image: image698.wmf]AMFN
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là hình thoi. Lại có 
[image: image699.wmf]0
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là hình vuông

c. 
[image: image700.wmf]0
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Ta đi chứng minh 
[image: image701.wmf]0
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 là hình vuông

Có:
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[image: image703.wmf]CHFK
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 là hình vuông  
[image: image704.wmf]00
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d. Ta đi chứng minh 3 điểm B, D, O nằm trên đường trung trực của AC

Ta có: ABCD là hình vuông 
[image: image705.wmf]Þ

 B, D nằm trên đường trung trực của AC

O là trung điểm của AF 
[image: image706.wmf]Þ

 O là trung điểm của MN 
[image: image707.wmf]OAOM
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Lại có 
[image: image708.wmf]1
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 nằm trên đường trung trực của AC


[image: image709.wmf],,
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 thẳng hàng.       

Bài 3: Cho đoạn thẳng AB và điểm M thuộc đoạn thẳng đó. Vẽ về một phía của AB các hình vuông AMCD, BMEF

a. Chứng minh 
[image: image710.wmf]AEBC

^


b. Gọi H là giao điểm của AE và BC. Chứng minh ba điểm D, H, F thẳng hàng

[image: image1051.emf]K
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c. Chứng minh đường thẳng DF luôn đi qua một điểm cố định khi M di chuyển trên đoạn thẳng cố định AB

Lời giải

a. Có MD // BE ( hai góc đồng vị bằng nhau )

mà: 
[image: image711.wmf]MDACACBE

^Þ^

. Lại có 
[image: image712.wmf]ECABC
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 là trực tâm tam giác ABE  
[image: image713.wmf]AEBC

Þ^


b. Gọi O và O’ lần lượt là tâm của hai hình vuông AMCD và BMEF

Tam giác vuông AHC có OH là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền AC 
[image: image714.wmf]11
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[image: image715.wmf]0
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Chứng minh tương tự, ta được 
[image: image716.wmf](2),,
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 thẳng hàng.

c. Gọi I là giao điểm của AC và DF

Chứng minh được OI là đường trung bình của tam giác DMF, hay I là trung điểm DF

Kẻ IK vuông góc AB ( K thuộc AB ) 
[image: image717.wmf]K
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 là trung điểm của AB, vậy K cố định

Mặt khác 
[image: image718.wmf]11
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 ( Không đổi )
[image: image719.wmf]I
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cố định. Vậy DE luôn đi qua I cố định.

Bài 4: Cho hình vuông ABCD và điểm M thuộc đoạn BC. Lấy điểm N thuộc đoạn CD sao cho 
[image: image720.wmf]0
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. Chứng minh rằng: 
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Lời giải

Trên tia đối của tia DC lấy điểm  E sao cho : DE = BM

Ta có: 
[image: image722.wmf]13
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Bài 5: Cho hình vuông ABCD và điểm M thuộc đoạn BD. Gọi E, F lần lượt là hình chiếu của M lên AB, AD. Chứng minh rằng: BF, DE, CM đồng quy.
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+) Ta có: 
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 là hình chữ nhật    

+) Ta có: 
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[image: image729.wmf](1)
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Tương tự:  
[image: image730.wmf](2)
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+) Gọi K là giao điểm của CM và EF
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Từ (1)(2)(3)
[image: image732.wmf]®

 ba đường cao trong 
[image: image733.wmf]CEF

D


Bài 6:Cho hình vuông ABCD, E là điểm bất kỳ trên AB. Phân giác góc CDE cắt BC tại K. Chứng minh rằng: CK + EA = DE

Lời giải
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+) Trên tia đối của tia CK lấy điểm F sao cho CF = AE
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+) Xét 
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134134

ˆˆˆˆˆˆˆˆˆ

180180(90)()90

DFKDEKFDKDDDDDD

=--=---+=+--



[image: image739.wmf]0
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Bài 7: Cho hình vuông ABCD. Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AB, BC. M là giao điểm của CE và DF. Chứng minh rằng : AM = AB
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+) Gọi N là trung điểm của CD

+) 
[image: image742.wmf]AECN
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Có : 
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 Chứng minh : 
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Bài 8:Cho hình vuông ABCD. Gọi M, N là trung điểm của AB, AD.  BN và CM cắt nhau 

tại P. Chứng minh rằng: DP = AB
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[image: image748.wmf]00

12

ˆ

ˆˆ

9090

CBBPC

®+=®=


+) Kéo dài BN cắt CD tại E
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[image: image749.wmf]()
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Bài 9: Cho 
[image: image752.wmf]ABC
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. Về phía ngoài tam giác dựng các hình vuông ABDE, ACFG. Chứng minh rằng đường cao AH của 
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Gọi P, Q là hình chiếu của E, G lên AH
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[image: image755.wmf](1)
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Tương tự: 
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Bài 10:Cho 
[image: image759.wmf]ABC
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, M là trung điểm của BC. Về phía ngoài tam giác dựng các hình vuông ABDE, ACFG. Gọi P, Q lần lượt là tâm của các hình vuông đó. CMR: 
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Lời giải

+) PM và QM là đường trung bình của các 
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[image: image766.wmf]MPMQ

ECBGMPQ

MPMQ

^

ì

®^®®D

í

=

î

 vuông cân.  

Bài 11:Cho 
[image: image767.wmf]ABC
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, về phía ngoài tam giác dựng các hình vuông ABGH, ACEF, BCIJ. Gọi 
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 lần lượt tâm các hình vuông, M là trung điểm của BC, D là trung điểm của HF. CMR:
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e. 
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Xét 
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Mà: 
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b. +) 
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c. Tứ giác 
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d. Hạ 
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AM cắt FH tại D1. 
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Bài 12: Cho hình vuông ABCD, các điểm E, F lần lượt trên các cạnh BC, CD sao cho 
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b) Chu vu tam giác CEF bằng 1 nửa chu vi tứ giác ABCD
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[image: image1060.emf]3

2

1

G

M

F

E

D

H

B

C

A

a, 
[image: image793.wmf]D

ABE = 
[image: image794.wmf]D

ADN ( 2 cạnh góc vuông)

=>
[image: image795.wmf]µ

¶

12

AA

=


=>
[image: image796.wmf]·

·

000

90904545

MAEMAF

0

==>=-=


b, 
[image: image797.wmf]D

AEF = 
[image: image798.wmf]D

AMF (c.g.c)

=> EF = MF, EF = MD+DF=BE+DF

Chu vi 
[image: image799.wmf]D

CEF = CE+EF+CF

= CK+BE+DF+CF= BC+CD

=
[image: image800.wmf]1
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chu vi ABCD

Bài 13: Cho tam giác ABC vuông tại A, kẻ đường cao AH và trung tuyến AM, đường phân giác góc A, cắt đường trung trực BC tại D, Từ D kẻ DE vuông góc với BA và DF vuông góc với AC

a) CMR: AD là phân giác 
[image: image801.wmf]·
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b) 3 điểm E, M, F thẳng hàng

c) Tam giác BDC là tam giác vuông cân

[image: image1061.emf]2

2

1

1

3

2

1

d

O

E

F

N

A

B

D

C

M

H

Lời giải

a) Ta có: 
[image: image802.wmf]µ
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Mà AM= 
[image: image803.wmf]1
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BC=> AM= MC=>
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=> AD là tia phân giác

b) AH // DM =>
[image: image805.wmf]¶
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[image: image806.wmf]¶
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 cân

=> AM= MD

Chứng minh Tứ giác AEDF là hình vuông 

=> EA= ED => FA=FD

Ta có: M, E, F đều nằm trên đường trung trực của AD

=> Thẳng hàng

c, 
[image: image807.wmf]D

BED = 
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[image: image811.wmf]D

BDC vuông cân

Bài 14: Cho tam giác ABC vuông tại A, và AB<AC, kẻ đường cao AH, trong nửa mặt phẳng có chưa A bờ BC vẽ hình vuông AHDE

a)  CMR: D nằm trên HC

b) Gọi F là giao của DE và AC, đường thẳng qua F và // với AB cắt đường thẳng qua B và // với AC tại G, CMR: ABGF là hình vuông

c) CMR: AG, BF, HE đồng quy





d) DEHG là hình thang
Lời giải

a) AC > AB =>
[image: image812.wmf]µ
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Mà: 
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=> HC>AH=> AH= HD=> HC>HD=> D nằm giữa H,C

b, Ta có:


[image: image814.wmf]µ

¶

¶

µ

µ

µ

00

122313

90,90

AAAAAA

+=+==>=


 kết hợp với AE= AH=>
[image: image815.wmf]D

AEF = 
[image: image816.wmf]D

AHB => AB= AF

Tứ giác ABGF là hìn bình hành có 1 góc vuông => HCN có AB = AF => là hình vuông

[image: image1062.emf]x
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c) Gọi M là giao điểm BF, AG, 

Khi đó 
[image: image817.wmf]D

BDF có DM = 
[image: image818.wmf]1
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BF

Tương tự AM= 
[image: image819.wmf]1
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BF 

=> M nằm trên đường trung trực AD

Ta lại có: AE= ED, HA= HD

=> E, H cũng nằm trên đường trung trực 

của AD hay H, M, E thẳng hàng

Bài 15: Cho hình vuông ABCD và 1 điểm E bắt kỳ nằm giữa 2 điểm A và B, trên tia đối của tia CB lấy 1 điểm F sao cho CF =AE

a) Tính 
[image: image820.wmf]·
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b)  Gọi G là điểm đối xứng với D qua trung điểm I của EF, tứ giác DEGF là hình gì?

c) CMR: AC, DG, EF đồng quy

[image: image1063.emf]1
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Lời giải

a)
[image: image821.wmf]D

AED = 
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b) Tứ giác DEGF có I là trung điểm của EF (gt)

I là trung điểm của DG

Do đó: DEGF là hình bình hành

lại có: 
[image: image825.wmf]·
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=> Là hình chữ nhật, lại có tiếp DE= DF

=> Là hình vuông

Bài 16: Cho hình vuông ABCD, M là điểm bất kì trên cạnh BC, trong nửa mp bờ AB chứa C đựng hình vuông AMHN, Qua M dựng đường thẳng d song song với AB, d cắt AH ở E, Cắt DC ở F

a) CMR: B) M=ND

b) CMR: N, D, C thẳng hàng

c) EMFN là hình gì?

d) Chứng minh 
[image: image826.wmf]DFBMFM
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  và chu vi 
[image: image827.wmf]D

MFC không đổi khi M thay đổi trên BC 

[image: image1064.emf]H2

H1

( d )

O

A

A'

A A'

Lời giải

a) Tứ giác ABCD là hình vuông=>
[image: image828.wmf]µ
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(1) 

Vì AMHN là hình vuông 
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(2)

Từ (1) và (2) ta có: 
[image: image830.wmf]µ
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Ta có : 
[image: image831.wmf]D

 AND=
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b, ABCD là hình vuông 
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Nên N, D, C thẳng hàng

c, Gọi O là giao điểm của hai đường chéo AH và MN 

của hình vuông AMHN

=> O là tâm đối xứng của hình vuông AMHN

=> AH là đường trung trực của đoạn MN, mà E, F 
[image: image835.wmf]Î
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=> EN=Em và FM=FN
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(4)

Từ (3) và (4) => EM=NE=NF=FM=> MENF là hình thoi

(5)

d, Từ  (5) suy ra FM=FN=FD+DN, mà DN=MB (cmt) => MF=DF+BM

Gọi chu vi của 
[image: image837.wmf]D

MCF là P và cạnh hình vuông ABCD là a

Ta có : 
[image: image838.wmf]PMCCFMFMCCFBMDF
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 , Vì ( MF=DF+MB) 
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Hình vuông ABCD cho trước => a không đổi=> P không đổi

Bài 17: Cho hình vuông ABCD, Gọi E là 1 điểm bất kỳ trên cạnh BC ( E khác B và C), Qua A kẻ Ax vuông góc với AE, Ax cắt CD tại F, trung tuyến AI của 
[image: image840.wmf]D

AEF cắt CD ở K, đường thẳng kẻ qua E, song song với AB cắt AI ở G

a) Chứng minh AE=AF và tứ giác EGFK là hình thoi

b) Chứng minh 
[image: image841.wmf]D

AKF đồng dạng với 
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CAF và 
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c) Khi E thay đổi trên BC, chứng minh chu vi của 
[image: image844.wmf]D

EKC không đổi

[image: image1065.emf]N

M

F

E

B

A

C

D

Lời giải

a) Xét 
[image: image845.wmf]D

ABE vuông tại B và 
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ADF vuông tại D có:
AB=AD, 
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=> AE=AF Vì AE=AF và AI là đường trung tuyến
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AEF=> AI 
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 EF

Hai 
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IEG vuông tại I và 
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IFK vuông tại I có:

IE=IF, 
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Nên 
[image: image855.wmf]D

IEG=
[image: image856.wmf]D

IFK=> EG=FK

Tứ giác EGFK có hai cạnh đối EG và FK song song và 

bằng nhau nên là hình bình hành.

Hình bình hành EGFK có hai đường chéo GK và EF 

vuông góc nên là hình thoi

b) Xét 
[image: image857.wmf]D

AKF và 
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CAF có: 
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c) Theo câu a ta có:  
[image: image862.wmf]D

ABE =
[image: image863.wmf]D

ADF nên EB=FD, Tứ giác EGFK là hình thoi nên EK= KF

Do đó chu vi 
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EKC là: 
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Bài 18: Cho hình vuông ABCD cạnh a, trên AB lấy
[image: image866.wmf]2
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, trên BC lấy BN sao cho
[image: image867.wmf]2
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a) CMR: AN vuông góc DM

b) Gọi I và J lần lượt là trung điểm của NM, DN và K là giao AN và DN, Tính IK , KJ và IJ

Lời giải

a, Ta chứng minh 
[image: image868.wmf]D

ABN =
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DAM=>
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b, Ta có : 
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O

E

K

D

C

A

B


[image: image874.wmf]1

5

26

a

KIMN

==


Tương tự ta có : 
[image: image875.wmf]10
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Tương tự 
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Bài 19: Cho hình vuông ABCD, Từ điểm M tùy ý trên đường chéo BD, kẻ ME, MF lần lượt vuông góc với AB và AD, CMR:

a, CF=DE, CF
[image: image877.wmf]^

DE



b, CM=EF, OM
[image: image878.wmf]^

EF

c, CM, BF, DE đồng quy



d, Xác định M để diện tích AEMF lớn nhất

[image: image1067.emf]E
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Lời giải

a) BD là đường chéo của hình vuông ABCD 

=> BD là phân giác góc D

=>
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CDF =
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DAE (c.g.c) => CF = DE và 
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b, AM =EF, BD là đường trung trực của AC 

=> MA =MC=> MC= EF

Kéo dài FM cắt BC tại N => Tứ giác BEMN là hình vuông, 

=> MN= ME

=>
[image: image884.wmf]D

EMF= 
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MNC(c. g. c) =>
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c)
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EFC có CH
[image: image890.wmf]^

EF=> CM trùng CH là đường cao ứng với cạnh EF

Lại có ED
[image: image891.wmf]^

CF tại O=> ED là đường cao ứng với cạnh CF

Chứng minh tương tự câu a=> CE
[image: image892.wmf]^

BF=> BF là đường cao ứng với cạnh CE

=> 3 đường CM, BF, DE đồng quy

CÁC BÀI TẬP TỔNG HỢP VỀ TỨ GIÁC ĐẶC BIỆT

Bài 1: Cho 
[image: image893.wmf]ABC
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, về ra phía ngoài tam giác dựng các hình vuông BCDE, ACIG và hình bình hành BEQK, CDPE. Chứng minh rằng 
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Lời giải
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Tương tự: 
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Cân tại A

Ta có: 
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 ( Tổng ba góc tam giác )
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Bài 2: [ HSG: 14/04/2014 ]
Cho hình thang ABCD vuông tại A và D, biết CD = 2AB = 2AD và 
[image: image901.wmf]2
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. Gọi E là trung điểm của CD
a. 
[image: image902.wmf]ABED
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 là hình gì? Vì sao




b. Tính 
[image: image903.wmf]ABCD
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 theo a   

c. Gọi I là trung điểm của BC, H là chân đường vuông góc kẻ từ D xuống AC. Tính 
[image: image904.wmf]ˆ
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Lời giải

a. Hình chữ nhật có hai cạnh kề bằng nhau nên là hình vuông

b. 
[image: image905.wmf]BEC
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 vuông cân  vuông cân 
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c. 
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 . Ta đi chứng minh : 
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Bài 3: [ HSG – Yên Dũng – Bắc Giang – 2014 ]

Cho 
[image: image910.wmf]ABC

D

. Gọi I là 1 điểm di chuyển trên cạnh BC. Qua I kẻ đường thẳng song song với cạnh AC cắt AB tại M. Qua I kẻ đường thẳng song song với AB cắt AC tại N

a. Gọi O là trung điểm của AI. CMR: M, O, N thẳng hàng

b. Kẻ MH, NK, AD vuông góc với BC lần lượt tại H, K, D. Chứng minh rằng MH + NK = AD

c. Tìm vị trí của điểm I để MN // BC
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Lời giải

a. 
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  tại trung điểm của mỗi đường 
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 thẳng hàng

b. Kẻ  
[image: image913.wmf]OEBC
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 ta đi chứng minh MHKN là hình thang vuông

Ta có: O là trung điểm của MN, mà :
[image: image914.wmf]////
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 là đường trung bình hình thang vuông 
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+) Xét 
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c. Ta có : 
[image: image918.wmf]//
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 là đường trung bình 
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mà : MI // AC, M là trung điểm của AB 
[image: image920.wmf]I
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 phải là trung điểm của BC

Bài 4: Cho hình vuông ABCD, M là điểm trên cạnh BC. Trong nửa mặt phẳng bờ AB chứa điểm C dựng hình vuông AMHN. Qua M dựng đường thẳng d song song với AB, d cắt AH ở E, cắt DC ở F

a. Chứng minh rằng: BM = ND

b. N, D, C thẳng hàng

c. FMNE là hình gì?

d. DF + BM = FM và chu vi 
[image: image921.wmf]MFC
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không đổi khi M thay đổi vị trí trên BC

Lời giải

a. 
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b. 
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  thẳng hàng

c. Ta có : MN là đường trung trực của AH
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 Vậy 4 cạnh bằng nhau nên là hình thoi.

d. 
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Bài 5: Cho hình vuông ABCD có độ dài cạnh là a. Gọi M và N theo thứ tự là hai điểm trên cạnh BC và CD sao cho 
[image: image928.wmf]0
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. Trên tia đối của tia DC lấy điểm K sao cho DK = BM

a. Chứng minh 
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b. Chứng minh AN là tia phân giác 
[image: image930.wmf]ˆ
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c. Tính chu vi 
[image: image931.wmf]CMN
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 theo a

d. BD cắt AM và AN lần lượt tại E và F. Chứng minh rằng ba đoạn BE, FE, FD lập thành ba cạnh của 1 tam giác vuông

Lời giải

a. 
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