LOI NOI DAU

Bat thic dang 1a mot van dé kha c6 dién cua toan hoc so cap va dang ngay
cang phat trién, né 1a mot trong nhitng phan dep va thi vi nhat cta toan hoc so
cap.Trong ciac BDT thi BPT c6 si kha quen thudc va duogc st dung nhi éu
trong cac chimg minh BDT. Nham nang cao k¥ ning giai toan BDT ,dic biét 1a
cac bai toan quy vé BDT COSI chung t6i thuc hién dé tai “KY THUAT TACH
VA GHEP BO SO TRONG BAT DANG THUC CO SI” mong rang gip cic
ban glal quyét mot cach nhanh chong cac bai toan BDT va ¢6 duoc cai nhin
sdu sac hon vé BPT.Qua dé gitp cho ngudi hoc tu tin hon khi gip
BDT.

Noi dung dé tai gdbm 3 chuong:
Chuong 1: Kién thirc co so.
Chuong 2: Tim gié tri 16n nhat gia tri nho nhat cia mot biéu thirc.
Chuong 3:Tach va ghép bo s trong chimg minh bat dang thic.

Va phﬁn cudi 1a mot so bai tap tham khao,tai liéu tham khdo.

Sau mdi bai toan chung t6i khai quat bai toan va c6 vi du twong tur .

Muc dich cta chung t6i 1 1am thé nao dé ngudi doc dé hiéu nhat va
rat duogc kinh nghiém cho ban than khi gap cac bai toan twong tu.Qua
d6 chung toi con chi ra nhitng sai 1dm ma rat nhiéu ban hay mac
phai,nguyén nhan chinh ¢ ddy 1a con chwa nim dugc ban chat dé ap
dung dugc BDT c6si.Xong thoi gian ¢6 han khong tranh khoi sai sot,chung
t61 rat mong duogc ¥ kién dong gop cua ban doc dé dé tai hoan thién hon.Ching
t61 xin chan thanh cam on sy hudng dan gitp d& cua thdy Duong Thanh Vi da
gitip chung t6i thyc hién dé tai nay.

Quy nhon,thang 11 nam 2009.
Nhom tac gia
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Chuongl: Kién Thirc Co Sé&

A) Gia tri 16n nhét gia tri nho nhét.
1.Dinh nghia
Gia st ham fxac dinh tréntap D (D C R)
a)Néu Iy, €D f(x) <f(x,) €D thi sé M=f(X,) duoc goi 1a gia tri 16n
nhat cua f(x) trén D.

Ky hieu 1a - Maxf(x) =M

b)Néu Ix, € D: f(x) = f(x,), VX E D thisd m=f(x,) duoc goi
1a gi4 tri nho nhat cua f(x) trén D.
Ky hi¢u: M lnf(x) =m.

Nhu vay mudn ching to M (‘hodc m) 1a gia tri 1on nhat(hodc gia tri nho nhit)
cua ham f trén tdp D can phai chi ro:

+) f(x) M (hoic f(x)=m) Vxe€ D

I €D a& f(x,) =M (hoic f(x,) =m).

2)Tinh chat

a)Néu P=A+B thi MaxP= MaxA+MaxB , ,
Trong d6 A vaB la ga’lc biéu thirc chira cac bién dgc lap véi nhau hodc néu
A ,B cung chtra chung bién va cung dat GTLN(GTNN ) tai mot gia tri xac dinh
X=X, .
Ban doc thu kiém ching nhan xét trén ©.

b) Néu A>0  thi Max 4°=(MaxA4)
Mind* =(MinA)

¢) Ham s6 f(x) xac dinh trén tip D,hai tdp 4.8 = D Khi d6 néu 4 c Bthi:

max f =max f
4 B

min f =min f
4 B



d) Cac ham'sé f (0), f (¥) f (¥) xéc dinh trén tap D Khi do

n
max(fl(x) +...+fn(_x)) <y maxfi.
D (= D

Déng thirc xay ra khi va chi khi ton tai Xo € D sao cho f i (%) dat max tai

X, Voimoi i=(1,..,n).

B) Bét thirc dang o si.

1)Bét dang thirc cosi cho 2 sé duong a va b.
atb 22@
dau ‘=" xay ra khi va chi khi a=b.
2)Bat dang thirc cdsi cho n (n>2) s6 duong (7, ,i=(1..n).

ata,+..+a =niaa,..a,

dau “=" xay ra khi va chi khi @, =a, =..... =a
Chu y:khi str dung BPT cosi diéu quan trong nhat 13 thay duoc dau dang thic
xay ra tai dau. Thong thuong d6i véi cac BDT dang d6i xtng thi ddu dang thirc
thuong xdy ra tai cc gia tri ma sao cho x=y=z chang hang.

no

1
Vidul: Cho x,y>0vax+y=I (1).Tim GTNN cua A=Xy + —
Xy
Sau ddy 1a 161 giai mot s ban o ‘ 7
Neéu khong cht y dén dau “=" xay ra thi s€ dan dén sai lam.Chang hang:
, 1
Ap dung BDT Cosi cho xy va — ta dugc:A =2.
Xy

Do d6 MinA=2.
O day la mot sai lam ma cac ban thuong gap.

1
Nhu vay minA=2 dat dugc tai ddu? Nhu trén thi né dat tai xy=— < xy =1
Xy

) 1
Diéu nay sai vi :1=x+y >2,/xy < xy SZ;



Tir d6 ta c6 sy phan tich va di dén 101 giai nhu sau:
Phan tich:

. 1 ) 1
Neéu ta cho x=y va thay vao (1) ta du:qc:x=y=5 khi d¢ thi Xy=75
Tir d6 ta di can bang cac dai luong can ap dung: kxy=—.

Xy
) 1
Véi Xy=7 ta suy ra k=16.
Tir d6 ta méi di dén 10 giai:

. 1
Viét lai A=16xy+— -15xy
Xy
, 1 ‘ 1 15
Tacé 16xy+— =8;vi 0 <xy <— nén -15xy >- —
Xy 4

17 1 1
ay 4 y 1 y X=Y 5

* Chay: Co rat nhiéu BDT doi hoi phai van dung ki thuat tach cac ~ dai
luong cho hop 1y.Nhiing sai 1am hay gip phai khi giai BDT la ddu dang thic
khong thé xay ra hodc xay ra tai cac gia tri ma khong thudc mién dang xét hay
con goi la xac dinh.

3) Mot s truong hop ddc biét tir BDT cosi
Véia,b 1a 2 s6 khong am ta cod
1 1 4
>4 hay —+— >
a b a+b

L1 .
a+b=2Jab va _*o ZzﬁVI vay (atb)

1 1
S
a b

dau “=" xay ra khi va chi khi a=b.

Tuong tu ta cling chiing minh dugc cho n sO khong am 4 ,a ,...,a,

1 1 1 n ,
—+—+.+—= (1.0)dau “=" xay ra tai
a a, a a+a+..+a

a =a, =...=a.



Chuong 2 Tim gia tri 16n nhat gia tri nhé
nhat cua mogt biéu thire.

1)Cho x,y,z >0.Tim GTNN ciia biéu thirc sau:

X z +z z+x x+
P = v 4 +2 + + J

yv+z z+x x+y X y z
Ta c6 cach giai sau:
Ap dung BDT c6si cho 6 s6 sau

X z +z Z+Xx x+
5 y 9 ’ y ’ ’ y ta du’O'C P 26
yt+z z+x x+y X Yy z
Vay MinP=6.

Céch giai nay 1a sai vi ngudi giai ¢3 bé qua mot phan quan trong trong dinh
nghia la phai chi ra dugc dau “=" xay ra khi nao.
Nhu trén thi dau “=" xdy ra khi va chi khi

X _y oz _y+z z+x x+y
y+z z+x x+y X v z
xX=y+z

Hay |y =z + X (v6 li vi x,y,z>0)

z=x+y

Sau day ta s€ xem mot cach giai dung nhu sau:
Ta viét lai biéu thic P

1 1 1 X+ +z z+Xx
P=(x+y+2) + + -3+ Yy +
xX+y y+z ZzZ+Xx Z X y
Ap dung BDT c¢6si 1an lugt cho 3 s6 (x+y),(y+2),(z+x) va 3 sb
1 1 | , ,
) r01 nhan lai theo vé ,ta c6 két qua sau:

>
xX+y y+z z+Xx



1((x+y)+(y+z)+(z+x)) : + ! + : 22
2 x+y y+z z+x) 2

(1

X+ +z Zz+x x z X
Mait khéc thi y+y + = Y

A
e i

z X y z z X X y Y
Ma theo BDT cosi ta co:

f+X+Z+£+£+£26(2)

zZ z X X y Yy

Tl‘l’(l)Vé(Z)tac()P>2- 3+6 :1_5
2 2

5
Vay MinP=3 tai x=y=z;

Bai toan nay la mdt truong hop dac bi¢t cua bai toan sau:
Cho a,,a,,...,a >0.Chung minh réng:

a a a +a, a+a _n
T e e R 2> +np

a +a, a +a, a a 2

1 n
Chiing minh nay danh cho ban doc.
Hudéng dan: 1am hoan toan giong nhu bai trén ©

6 10
2)Cho x,y>0 va x+y=4.Tim GTNN ciia A=2x +3y +—+— 3]
x oy
Mot ban giai nhu sau:
Ap dung BDT cosi ta duoc
6 10
2x+— >43;3y +— >24/30
X Y

Tir d6 suy ra la GTNN cua A 12 4+/3 + 2+/30
Dau ‘=" xay ra tai sz/g;y =, /?,

s : 10
Lo1 gidi trén 1a sai vi \/§+ ? <4,



*Chii y :nhu vy can phai hét sirc cha y GTNN hay GTLN cua biéu thirc dat
dugc tai cac gia tri bién c6 thudc mién dang x¢ét hay khong.
Lo1 giai dung nhu sau:

1 3x 6 Sy 10
Ta viét lai A——(x"‘y)"'
x 2y
Kh1 do ta duoc
—(x+y) >2; 3_x 6 >6,—— Sy 10 — >10;

2 X 2y

Twr d6 suy ra GTNN cua A 1a 18 tai x=2, y=2;
O day vi sao ma ta biét ma phan tich A nhu vay
Thi cau tra 101 la:
6 10
Taco A=k(x+y)+(2- k)x+(3- k)y+— +;

Khi d6 ta dugc A >4k + 2\/6(2 - k) + 2\/1 0(3- k); Vx,y thudc mién xac
dinh;

A 6 10
Dau ‘=’ xay ra tai x+ty=4 x=,|—— ,y=,[——
PEEEIAN Tk Tk

Giai ra ta dugc k=—;
Sau day 1a mot bai toan ciing can phai ¢6 k¥ thuat tach nhu trén

1+—
X

1+l

3)Cho biéu thire A=(1+ X) +(1+y)

Véix,y>0va x* +y° =1.Tim GTNN ciia biéu thirc A.

Bai nay danh cho ban doc.Hd lam tuong tuy ©

4Cho x,y,z=0 va x+y+z=1,(1)

Tim GTLN cua f(x,y,z)=~2 - x + \/2 -y+ V2-z;

Loi giai: ’

Ta nhan thay day 1a BDT dang d6i xing do doé ta thay néu cho x=y=z thay

1 5
vao(1) ta dugc X=y=7=3 va 2- 33 = :vi vy ta ap dung BDT c6si cho 2 s 2-x

5
va 3 ta co



21/2(2- X) S§+2- x
3 3

Tuong ty véiy,z

2‘/—(2 ¥) Sg +2-y
[5 5

2. —(2-z) £—+2-z
3( ) 3

: 1
Cong theo vé 3 BPT trén ta dugc Maxf(x,y,z)=+/15 tai x=y=z=§;

Con bai toan tong quat nay thi sao?
Cho
xl,xz,...,xn>0,xl+...+xn =1 o
CMR1- x +1- y +..+1- z <\[n(n- 1)
5)Cho x,y,z 20 va X + y™ + 2" =3 .Tim GTLN cia A=x" + )y’ + 2z,
Sau day la su phén tich con 101 gidi cu thé Xiq danh cho ban doc: ‘
bay la BDT doi xing cho nén ta nhan thay néu cho x=y=z thay vao di€u kién ta
dugc x=y=z=1 , ,
Ap dung BDT c6si chomso x” vanso 1 tadugc
mx’+nl >(m +n)"Nx™" =(m +n)x’ (1); (trong d6 m,n 1a s6 tu nhién)
Nhu vay ta ¢6 2009m=9(m+n) < 2000m=9n.
Vi thé ta chon dugoc m=9 va n=2000;
Tu (1) ta co 9x™” +3 x2000 =2009x’

Tuong ty ta co

9™ +2000 X1 >2009)”
9z +2000 X1 >20092’

Mit khac 2009A=2009x" + 2009y’ + 2009z’

S9(x2009 + y2009 + ZZOO9) + 3 ><2000

=3 %2009

Suy ra MaxA=3 khi x=y=z=1.

Nhén x¢ét trong chimg minh trén sy phan tich x khong phu thudc vao y,z(twong
tw v6iy,z) nén co the khai quat bai toan.

Ban doc thir tim bai todn tong quat xem c6 gi tha vi khong. ©



6) Chox,y>0va x +y =I
Tim GTLN ciia P=[x +3.[y

Ta phan tich nhu sau
Ap dung BPT c6si cho x° va msd k taco
X+ mk >(m+ Dk " =(m + D)k Jx

Vi thé ta c6 m+1=6 hay m=5;
Nhu vay ta co

5
X' +5k 26k°/x (D
Tuong tu cho »’va 5 sd 1 ta duge

V51 =60°\[y @

Trong do lg :kg =31l [2 :3](% 3);
Va dé dau dang thuc (1) va (2) xay ra thi
k= x";] =y’;khi d6 k+1=1;
1, _ 33
14337 1+33
Cong (1) va (2) theo vé ta duogc
X+ + 5k +51 26k x + 61"y =6k (Nx +3y);(I° =3k°)

nhu vady k =

1+5(k+1) 1 \/_5
Nhu vay ta cd A < 5 = 5 75(1+3Y3)°
6k° k¢ ( )

5
Vay MaxA=(] +33/3)° khi x=3/k sy=3/1
bay thudc loai bai tap khong dbi xtmg nén viéc tim dau d’allng thirc bao gio cling
kho hon rat nhiéu vi vay phai phan tich nhu trén dé tim dau dang thirc.

TVoi a,b,c>0va a+b+c=3;

Tim GTLN ciia biéu thirc A=6ab+7bc+11ca
Lo1 giai:

Déi v6i cac dang nay ta nén c6 sy phéan tich nhu sau
A=pa(b+c)+qgb(cta)+rc(a+b)=(p+q)ab+(q+r)bct+(r+p)ca
Vi vay ta chon p,q,r sao cho
p+q=6 ; qtr=7; r+p =11;
giai ra ta dugc p=5; g=1; r=6

10



Vi atb+c=3 nén ta c6 A=5a(3-a)+b(3-b)+6¢c(3-c)

3 3 3
—7.15(a- 2V +(b- ) +6(c- =)
(a 2) ( 2) (c 2)}
XétB=5x2+y2 +6ZZ;V('in=a' E;yzb_ E;Z=C' 3
2 2
- 9 3
Kh1d(')tacéx+y+12a+b+c__:_

Taco:

X'+l Z2xayt + B 22y vy =2z,

Nhu vay ta co: B+5a” + 5~ + 6y =2(5xa + yf5 +6zy)

1 6
Tachon @ =— 5 =—},
a chon 5/)) 5)/

Khido B+5a" + f°+6)y =10a(x+y+z) =15
vay thi A<27-(15a - 5a° - B - 6))

, , S 3
Dau ‘=’ xay rakhix+y+z=a + S+ y = + S +80t=§

L BPOR - SN £

ay X= — - R -

Y a1’ 417"V g
2079

Vay MaxA=———;
82

Chu y: khi gap dang toan : x+y+z=a va x,y,z>0

Tim GTLN cua A=mxy+nyz+pzx voi m,n,p>0;

Thi cac ban hay nghi t&1 viéc phan tich nhu cua chiing t61 ¢ trén.
* **Sau day 1a mot bai toan tuong tu danh cho ban doc

Cho cic sb x,y,z,t =0 va x+y+z+t=1.Tim GTLN cua biéu thirc

A=17xy+18xz+19xt+19yz+20yt+21zt;

1 1 1 7
9) Chox,y,z>0va —+—+— =1.Tim GTLN ciia biéu thirc sau:
X y z

11



. 1 N 1 N 1 ;
3x+2y+z 3y+2z+x 3z+2x+y
Lo1 giai:

1 1
4+

X y z

Ta sé& tim cach dua biéu thire P <M =M

Mubn vy ta tim cach dua tong & dudi miu trd thanh mau chi con lai 14 x hodc y
hodc z. Tt do6 ta co6 thé ap dung BDT (1.0) & trén . Vi vay ta phai c6 su phan tich
nhu sau:

| |

3x+2y+z _x+x+x+y+y+z

1(1 1 1 1 1 1 1 {3 2 1
<— |+ —F+—F+ | =— | T+ T+
36lx x x y y z| 36lx y z
Tuong tu ta cling co :
1 1{3 2 1
< —+—+—
3y+2z+x 36y z x
1 1 (3 2 1
< —+—+—
3z+2x+y 36|z x Yy
| 11 1) 1
Cong cac BDT lai ta dugc: P<—| —+—+— | =—
x y z| 6
Vay MaxP=é
Déu =" xiy ra khi v chi khi a=b=c= ;
Tir két qua trén ta co thé dua ra duoc két qua sau:
1 1 1 ‘
10)Cho x,y,z>0va —+—+— :l.Chd’ng minh rang:
X y z
1 1 1 1
+ + <

mx+ny+pz my+nz+px mz+nx+py _m+n+p
11)( Bé thi dai hoc khéi A nim 2007)
Cho x,y,z>0 va xyz=1.Tim GTNN cua P

12



x'(y+z) y' (z+x) z(x+y)
P= + +
% y+22\E z z+2x\/; X x+2y\/;
Lo giai :
Theo BDT cosi ta duoc

P> 2x2\/ﬁ N ZyEJZ N 222\/5
% y+22\/2 Nz +2xdx  x x+2y\/;

2x\/_M 2y\/7\/y§ 22\/_\/;
y y+22\/_ z z+2x\/_ X x+2y\/7

2xx 2y\/_ N 22z

= + d =1
y y+22\/_ Nz +2xdx  x x+2y\/7 (doyz=h)

f wx =2 (=20 +4b+¢)
a=y y+2zx/; 9

bat 1 b=z Z+2)C-\/; = <y\/; :;(-2b+4c+a)

C =X x+2y\/;

“ z Z:;(-2c+4a+b)
Khi do

2(-2a+4b+c -2b+4c+a -2c+4da+b
P> + +

9 a b C
_2f(e,a, b lb,c z_6}

91la b c a C

Mat khac theo BDT c6si ta co:
c a b b ¢ a
—+—+—-—=23va—+—-+—2=3
a b c a c

13



DodoP>2

= MinP =2 khi x=y=z=1. Chitng minh ndy danh cho ban doc.

Nhén xet:Thong thuong khi ching ta gap cac BDT c6 chira can bac hoac phép
toan cong,hoic biéu thirc ¢ dudi miu sd phire tap thuong gay nhiéu kho
khan.Khi d6 ta co thé nghi dén cac hudng sau day:

+Dit an phy dé biéu thic dudi mau trd nén don gian hon.

+Sir dung cac BPT dé dwa mau s trd nén don gian.

+Tim cach dua tir s6 co thira sb giéng nhu & mau dé rat gon.

Bai giai trén két hop rat tot cac phuong phap trén.

14



Chuong 3 Tach ghép b s0 trong chirng minh
bat thurc dang.

12) Véi a,b,c>0:chitng minh rdng:

5 5 5
a b c

o +—+— >ab’ +bc’ +ca’
c a

a b c
Nhan xét:That 1a khoé dé biét duoc can bao nhiéu s6 —

20 27 2
¢ a
a’ b’ c’
Ap dung BDT Cési cho m s6 b— nsd — ~.p s6 — (trong d6 m,n,p 13 cac s tu
¢’ a’

nhién) ta dugc:

a b c’ SN e :
m—+n—+p— >(m+n+p)""Na™ b """ =(m+n+ p)ab’
b> ¢ a
Vi vay

Sm-2p=m+n+p;5n-2m=2(m+n+p);Sp-2n=0;
Ta chon p=8,n=20 va m=11 do d6 (*) tr& thanh

11—+2Ob—+80— >39ab”;(1) Tuong tu ta co:
b’ c’ a’
5 bS CS
8—+11—+20— >39bh¢’ )
b’ c’ a’
20—+8b—+110— >39¢q” )
b’ c’ a’

Cong (1) (2) va (3) ta dugc dpecm ddu ‘=" xay ra tai a=b=c;
Dbi véi cac BDT khong dbi xung thi phirc tap hon rat nhiéu vi ddu dang thirc
khéng con xay ra tai x=y=z chang hang.

15



Chu y 1a BPT ddi xtng 14 vai trd cia X,y,z 1a nhu nhau trong BDT trén ca mién
dang xét.
Ban doc thir cho bai toan tuong tu va giai thir ©

13)Cho x,y,z =0 va xyz=1.Chitrng ming rdng:

X+y +z 2x+y+z. (1]

Nhan xét: , ’ ‘ ‘
Day 1a dang BDT d61 xting do do6 n€u ta cho x=y=z thay vao diéu kién ban dau
thi ta dugc x=y=z=1.

Va xuét phat tir {/F =x do d6 ta phai ap dung BDT cosi cho 3 s6 14 x* va

Ce__9

a,a.Nhung vi dé ddu “=" xay ra dugc thi a=x"=1.

Loi giai:

Nhu vay ta &p dung BPT cdsi cho 3 s61a x° ,1,1 ta duoc
x'+1+1>3x

Tuong tu ta cling c6 duoc :

v +1+1>=3y

2 +1+1 >3z

Cong cac BDT theo vé taduge: X + ) +2z +6 =3(x+ y +2)

Miic khéc thi x+y+z >33/xyz =3 hay 2(x+y+z) 26

Dodo: X' +y +z +2(x+y+z)=2x'+y +z2 +6=23(x+ y+2)
© X' +y +2z =x+y+z(dpem)

Tir bai toan trén ta c6 thé dua ra mot két qua tong quat sau:

14)Cho bé s6 thire khéng am a,a,,......a,  cotich bang 1.Chitng minh rang:
a"+a"+..+a" =>a"+a'+...+a" véi Vm,n€ N,m =n.

15) Cho a,b >0 va ¢’ + b’ =5 .Ching minh rang:

a +b° ~29 (*) [1]

Huéng dan chi tiét:

D¢ dang nhan thay dau xay ra tai a=2 ,b=1

Ta can lam nhu thé nao dé VI(*) >k(a” +b* )+ h =5k + h =9

Déau “=" xayratai a=2 suyra ¢’ =8§.

Nhu véy ta can ap dung BDT cosi cho m sé ¢’ van sb 8 ta duoc:

ma’ +n8 =(m+n)\ a8 =ka’ (1)

Tuong tu ta ap dung cho p s6 h* va qsé 1 ta dugc:

99__9

16



pb' +ql =(p+q)" Vb =kb> ()

Tu (1) va (2) ta co:
3m =2(m +n) m =2n m =2n
6p=2(p+q) <41 q=2p = 1q=2p

(m+n)8~ =p+q |38 =3p (P TN

Khi d6 ta chon n=1 thi m=2,p=2,q=4
Khi d6 (1) tro thanh 24° +8 >6/a°8 =64’ (3)

(2) trd thanh 2p° + 4 >6/b” =6b>4)
Cong (3) va (4) theo vé ta duoc:
2a +b')+12=26(a” +b")= a’ +b° =9

Déu “=" xay ra tai a=2 va b=1.

Chu y: cach giai cua ching 61 la gitp cho cac ban hiéu rd tai sao ma trong sach
viét tac gia lai dua ra nhitng sy tach ghép ma chung ta khong biét & ddu ma ra.
Chung t6i mong rang cac ban s& nhuan nhuyén vé cach lam nay thi cac ban s&
giai quyét dugc rat nhiéu bai tap.

Céc ban xem thém cach giai trong tai i ¢u [1].

Sau day la mot bai tdp danh cho ban doc :

17)Cho x,y>0 va X +3y’ =7 .Chiing minh rang:

x +5y" =37,
18)Cho a,b,c =20 va a+b+c=1
‘ a b c 3
Chitrng minh rang + + <—;
a+l b+1 c+l1 4
Lo1 giai:
a+l-1 b+1-1 c+1-1 1 1 1
Taco VI= + + =3-( + + )
a+1 b+1 c+1 a+l b+1 c+l1
9 93

a+b+c+3 4 4

. 1
Dau “=" xay ra khi va chi khi a=b= =c=73;

Nhan xé&t: bai todn trén chi 1a mot truong hop dac biét cua bai toan sau

17



19)Cho nso khong am a ,d,,...,d va co Za,_ =1

i=

‘ a @ . .4 _n
Chirng minh rang o
a+l a +1 a+]l n+l
Ar 2 . \ ? b 1
Dau “="xay ra khi vachikhi a =a, =... =a —=—;
n

Chung minh dang cho ban doc. ‘
20)Cho x,y,z>0 va x+y+z=1.Chung minh rang:
4 4
1 1

1+— 1+— 1+—
X y z
Nhén xét: day 1a BDT dang d6i xtrng do d6 néu cho x=y=z thay vao diéu kién
\ 1
ban dau ta dugc X=y=z=73.
T BDT ban diu ta ¢6 thé viét lai nhu sau:

I 1 1 9
Mitacs —+—+— =———

X y z Xxty+tz
Nhu vy ta can phai dua BDT gén ching minh co6
VT 16n hon hodc bang moét bi€u thirc ¢6 xuat hi¢n cac dai luong nhu

1 1 1

+ + >768.

X y z
1 1 _ .
Ta c6 x=— nén — =3 vi vAy ta m&i ¢ su phan tich nhur sau nhim ap dung
X
duoc BDT cosi
11 1) 1
[1+ +—+ )
3x 3x 3x 3x
1
Taco : 4 F =256
X
. . 1
Vi vay ta phai 4p dung duoc BPT cosi cho 256 ——,256,256 ta duoc
3x
1 256
256—— +256+256 >
3'x X

18



4

e 1 256
Khi d6 ta duoc 256+256+|1+—| =——
X X
Tuong tu ta cling co :
1) 256
256+256+| 1+—| =>=——
Y Y
1) _ 256
256 +256+ |1+ | >——
z z
Cong cac BDT lai theo vé ta duoc:
2566+ 1+—| +|1+—| + 1+l >256 l+l+l >256 X9
X y z X Vv z
1) 1 1)
Nhuvaytacod [ 1+—| +|[1+—| +|[1+—| =768
X y z
1

Dau “=" xay ra tai x=y=z=—;

Chu y rang day chi 1a sy hudng dan cho céc ban con trong 15i giai thi cac ban
khong phéi phan tich nhu thé nay.
Bai nay con c6 mot cach gidi kha hay va dugc trinh bay nhu sau:

1 1
Pata=| 1 +— | b= 1+ o=| 14—
X y z
I 1 1 9
Khi d6 atb+c=12do—+—+—=>———=9

X y z x+ty+z

Vi vay BPT can chimg minh trong duong véi
a' +b' +c' =768
Taco:

a'+4'+4'+4" >4'q

b'+4'+4'+4' >4°p

c'+4'+4'+4' >4'c
Cong cac BDT lai theo vé ta duoc:
a' +b' +c' =4 (a+b+c)- 4" X9 =>4"X12- 4" X9 =768
Ta thay 1am cach nay thi thdy gon hon nhung 2 cach 1am thi ban chat nhu nhau.
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Chu ¥: vi sao ¢ 101 giai nay ta phai ap dung BDT cosi cho ¢*va 3 sd 4 ma
khong phai 1a cac s6 khac va ciing khong phai 13 2 s6, 4 sé ma lai 14 3 s6 4°?
Thi cau tra 10i danh cho ban doc vi ching t6i dd hudng dan rat nhiéu vé van dé
nay.

Day chi 1a mot truong hgp dic bi¢t cua bai toan sau:

21)Cho a,b, X.>0 Vi =1,2,....,n vacé tong bang 1.Chirng minh rang:

m m m

b b b .
a+—| +|la+—| +...+|a+—| =a(a+nb)" véim>0
X X

1 2 n
Chung t6i hy vong sau mdi bai cac ban c6 thé tong quat 1én dugc dang ctia né tir
d6 ban doc moi ¢6 thé nam virng duoc cach giai khi gap dang bai twong tu vi du:
22)Cho a,b,c>0, chung minh rang:

- 2b + Scb 2;(1+\/§+\/§)—11

b+c c+a a+
23) Cho a,b =0 va a+b=1

\ 1 1
Chitng minh rang: a’ + b’ 25 ;al+bt =

Loi giai:

Nhan thay ddy 1a BDT dang ddi xtng vi vay néu ta cho a=b thay vao diéu kién ta
2 2

dugce a=b=5 nhuvaythitaco @’ +| —| =avab’ + 5 >h

. 1
Vivay @’ +b’ =1- — =— dau “=" xay ra tai a=b=—;
2 2 2

, 1
bPéivéi a’ + b’ Zg thi cling twong tu nhu trén.

Ta c6 nhan xét sau: bai toan trén la mot truong hop dac bi¢t cia bai todn sau:

voi a,b >0 va a+b=1;

24)Chitng minh rang a’" + b 222 -
Chung minh dang cho ban doc.

Nhan thay 2 bai toan trén chi n61 dén s6 mii chan va co6 tong bang 1.Néu ap dung
cho mii 1€ thi sao va c6 tong 1a mdt s6 duong bat ki thi BDT ¢6 con dung khong?
Sau day ta s€ giai quyét van dé trén

n

2;1—1

Cho a+b=k =0 va a,b >0.Chting minh rang a" + b" >
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Loi giai:
Ta nhan thiy rang dy 1a BDT dang d6i xtrng nén néu ta cho a=b va thay vao

L ‘ ko (kY
dieu kién ban dau thi ta duoc a=b=5 = q" =b" = E

k

Nhu vy ta can ap dung BBT cési cho ¢" vap sb 2] sao cho

a +p|l—=| =(p+)eya 2] =(p+Dawy 2]
Nhu vay p=n-1 khi do
a +(n-1) k >na k

2 2
b'+(n-1) k >nb k

2 2

, . k) k™

Cong 2 BDT theo vé tadugec " +b" +2(n - 1) 5 >2n 5

n

S a' +b = dau bang xay ra tai a=b=—;

n-1

Trong trudng hop néu c6 a,a,,..,a ZO,CZl ta +..+a =k

n

211-1

con ding khong ?

Thi BDT al" +a2” +....+aqa" =

Cau tra 101 danh cho ban doc ©. ‘
25) Cho a,b,c>0 .Chung minh rang :
2 2 2
a b c a+b+c
+ + =
b+c c+a a+b 2
Loi giai: , o
Nhan thay day 1a BDT dang do6i xing vi thé néu cho a=b=c thi
2

2

a a a 2 . . y. X A \ 9 e I4
=— dé tri¢t ti€u dugc dudi mau soé thi phai co b+c

2]

b+c 2a
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b+c

) a
Nhung b+c=2a, vi vy ma ta phai chia b+c cho 4 dé :5 =

b+c
_ _ .’ b+c
Khi d6 4p dung BDT cosi cho 2 s6 va ta duogc

b+c 4

a b+c
+
b+c 4
Tuong tu ta cling co
b’ c+a
+
c+a 4
c’ a+b
+
a+b 4

Cong cac BDT lai ta duoc diéu can chirng minh ,dau xay ra tai a=b=c.

Chu y: cling nhu sy phan tich ctia ta ¢ trén vi sao ma ta phai can
2

a b+c , : b+c
b + 4 ? Ma khong stir dung cac s khac chang han nhu  b+c hay
+C

>b

>C

69

lay tir tai liéu [2] bai 233, trong sach tac gia c6 cach chimg minh kh4 hay).

Tir d6 ma ta phai hét strc chti y dén ddu dang thire xdy ra tai dai lwong bao nhiéu
rdi méi di ap dung BPT c6si. Thong thuong thi cac BDT dang d6i xtg thi dau
“= xay ra d& dang xac dinh tai a=b=c chang han.

**Sau day 12 mot sd bai tap vé ky thuat tich ghép mong cac ban lam tbt.

27) cho a,b,c>0 va abc=1.Tim GTNN cua biéu thirc

5 5 5

- a N b . c
P (b+2)(c+2) (c+2)a+2) (a+2)(b+2)

Sau do6 ban doc co6 suy nghi gi vé GTNN cua bi€u thuc sau
n n m

) a N b N c |
Chrm)ctm) (ctm)a+m) (a+m)b+m)

‘ 9
28)Cho x,y>0 .Chung minh rang (1 +x)(1+1)(]+—) >256.
x Ay

29) Cho x,y,z,t =0 va x+y+z+t=1.Chitng minh rang:
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(x+y)(y+z)(zty)(t+x)xyzt S%

Chtrng minh:
Taco:
1
I=x+y+z+t =43/ xyzt = xyzt SZ (1)
Tuong ty:

2=(xHyHy+2)Hz (%) 243 (x + ) (v + 2)(z +1)(t + X)
= (EDOHDEHE+D S @

Nhan vé theo vé ctia (1) va (2) ta duoc:
1
(x+y)(y+z)(z+t)(t+x)xyzt SE

1

Dau “=" xay ra khi va chi khi x=y=z=t=—;

Pay chi 12 mét truong hop riéng ciia bai toan tong quat sau:

Cho a,,a,,.....,a =0vaa +a +...+a =1.Ching minh rang:
2n

2n "

n

(a +a)....(a +a)aa,..a <

Bai toan nay da‘mh‘ cho ban doc. ©
30)Churng minh rang voi moi so thuc duong x,y,z thoa x(x+y+z)=3yz ta co

(x+y) +(x+z) +3(x+y)(y+z)(z+x) S5(y +2)° (9
Lo1 giai:
TUr gia thiét ta c6 3yz=x(x+y+z) >3x3/x)z
Suy ra x <./ yz hay x =yz Si(y +Z)2V$1y thi2x <(y + z).
Vay (*) s€ twong duong voi
X +3x(y+2)+3x(y +2 +yz) <2y +2) (*%)
1 .3 3 )
VIS (v 42) D yE(y )+ () (v +2) - ]

=) #2024 2) 24 oz = (v )
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Dau “=" xay ra tai x=y=z;

31)Cho a,b,c>0 va a+b+c=1.Chitng minh rang:
1 1 1 1

————+—+—+— >30[2]
a +b +c ab bc ca
Ta c6 nhiing suy luan nhu sau:
O duéi mau sf} cua VT la bi’éu thl'rg co bécNIé 2,,cc‘)n 6"VP co6 bac 1a 0 thi chung
ta phai nghi dén viéc lam thé nao d€ dua mau s6 VT vé bac 0.
Mudn viy thi ta cin bién d6i dwa mau ¢ VT c6 chua tich k (a +bH+ C)” (trong
do k 1a hang s0). , , ‘ 7
D061 vai bai nay ta nghi dén n=2,vi ta thay c6 cac thanh phan & trong khai trién
sau:
(a+b+c) =a’ +b* +¢* +2(ab +bc +ca)
Theo cac két qua trén ta co:

1 1 1 9

+ + >

ab bc ca ab+bc+ca

Khi dé:
VT > ! + 9
a+b’+c” ab+bc+ca
o T > 1 N 1 | 7

+ +
a+b +c ab+bc+ca ab+bc+ca ab+bc+ca
Vi sao ma ta lai phan tich nhu thé nay?

3 5 2
Vi trong hang dang thirc (a +bh+ C) =a’+b +c’ + 2(ab +bc +ca)
can phai ¢6 2 lan tich
(ab+bc+ca),mat khac dé dau “=" xay ra khi a=b=c.

Taco:
1 1 1 9
5 5 T + Z
a+b +c ab+bc+ca ab+bc+ca a +b +c +2(ab+bc+ca)
9
;=9 M
(a+b+c)
Mit khéc: 3(ab+bc+ca) <(a+b+c) =1
Do do:
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7 21

ab+bc +ca _3(ab +bc + ca)
Tu (1) va (2) suyra VI >30 (dpcm)

=21 (2

Sau khi giai xong bai nay thi ta c6 suy nghi néu khong phai 1 3 s6 a,b,c ma lan
sO thi két qua s€ ra sao?
Cho a,a,,...,a > 0 va ¢6 tong bang 1.Chirng minh rang:
1 1 1 :
— -+ +...+—2=23n" +3
a’'+a +..+a’ aa, aa

no 1

Chtrng minh nay tuong tu ban doc ty nghién ctru.

Trong phan cudi ndy chung toi xin gidi thiéu véi cac ban mot sd bai toan BDT
ma chung t61 bi€n soan dugc cam nhan 1a kha hay.Cac ban hay thu giai va khai
quat bai toan ©
1)Chtrng minh bt dang thic sau

} 6 4 2
20002000 + '°%/1999 + '%§1908 < 1997/1994 + +1997/1995 + +1997/1996 +
/2000 J1999 /1998

Hd truéc hét ban hiy giai bai tong quat sau
cho0 <k <n v&1 n nguyén duong,k nguyén.CMR

n+kntk <gln- k+ Tzﬁk 2]

2)Tim phan nguyén clia sb

3 4 n+l
S = 2 +3 = 4| — . 0]
" 2 3 n

bs[g I=n. [2]

3)Cho ,>@,»q, >0 vag, +-+q, =1.CMR

| 1 | n
1+ +—).(+—)=(n+]) [
al a2 an
NHGia s q,-a,-d,la cac sb thuc duong co tich bé‘mg 1.Tim hé‘mg s6 thuc
k=k(n) nho nhét sao cho BDT sau luén dung.

1 1 1 n
+ +..+ >

(+a) (+a)*  (+g)" 2F

Tai liéu tham khao:

o[l
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1)SANG TAO BAT DANG THUC -PHAM KIM HUNG -NHA XUAT BAN

HA NOI [
2)10000 BAI TOAN SO CAP -PHAN HUY KHAI-HA NOI 1998 [2]

3) Tran Phuong, Nguyén Puc Tan — Sai 1am thuong gip va cac sang tao khi giai
toan. Nha xuat ban Pai hoc Qudc gia Ha Noi, nam 2008. [3]
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	LỜI NÓI ĐẦU
	Bất thức đẳng là một vấn đề khá cổ điển của toán học sơ cấp và đang ngày càng phát triển, nó là một trong những phần đẹp và thú vị nhất của toán học sơ cấp.Trong các BĐT thì BĐT cô si khá quen thuộc và được sử dụng nhi ều trong các chứng minh BĐT. Nhằm nâng cao kỹ năng giải toán BĐT ,đặc biệt là các bài toán quy về BĐT CÔSI chúng tôi thưc hiện đề tài “KỸ THUẬT TÁCH VÀ GHÉP BỘ SỐ TRONG BẤT ĐẲNG THỨC CÔ SI” mong rằng giúp các bạn giải quyết một cách nhanh chóng các bài toán BĐT và có được cái nhìn sâu sắc hơn về BĐT.Qua đó giúp cho người học tự tin hơn khi gặp BĐT.
	Nội dung đề tài gồm 3 chương:
	Chương 1: Kiến thức cơ sở.
	Chương 2: Tìm giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất của một biểu thức.
	Sau mỗi bài toán chúng tôi khái quát bài toán và có ví dụ tương tự .
	Mục đích của chúng tôi là làm thế nào để người đọc dễ hiểu nhất và rút được kinh nghiệm cho bản thân khi gặp các bài toán tương tự.Qua đó chúng tôi còn chỉ ra những sai lầm mà rất nhiều bạn hay mắc phải,nguyên nhân chính ở đây là còn chưa nắm được bản chất để áp dụng được BĐT côsi.Xong thời gian có hạn không tránh khỏi sai sót,chúng tôi rất mong được ý kiến đóng góp của bạn đọc để đề tài hoàn thiện hơn.Chúng tôi xin chân thành cảm ơn sự hướng dẫn giúp đỡ của thầy Dương Thanh Vĩ đã giúp chúng tôi thực hiện đề tài này.
	
	Quy nhơn,tháng 11 năm 2009.
	Nhóm tác giả
	
	
	Chương1: Kiến Thức Cơ Sở
	A) Giá trị lớn nhất giá trị nhỏ nhất.
	1.Định nghĩa
	Giả sử hàm f xác định trên tập D (D)
	a)Nếu thì số M= được gọi là giá trị lớn nhất của f(x) trên D.
	Ký hiệu là :.
	Trong đó A và B là các biểu thức chứa các biến độc lập với nhau hoặc nếu A ,B cùng chứa chung biến và cùng đạt GTLN(GTNN ) tại một giá trị xác định x=.
	Bạn đọc thử kiểm chứng nhận xét trên ☺.
	B) Bất thức đẳng cô si.
	
	1)Bất đẳng thức côsi cho 2 số dương a và b.
	Ví dụ1: Cho x,y>0 và x+y=1 (1).Tìm GTNN của A=
	Sau đây là lời giải một số bạn
	Nếu không chú ý đến dấu “=” xảy ra thì sẽ dẫn đến sai lầm.Chẳng hạng:
	Áp dụng BĐT Côsi cho xy và ta được:A2.
	Do đó MinA=2.
	Từ đó ta có sự phân tích và đi đến lời giải như sau:
	Phân tích:
	Nếu ta cho x=y và thay vào (1) ta được:x=y= khi đó thì xy=;
	Từ đó ta đi cân bằng các đại lượng cần áp dụng: kxy=.
	Với xy= ta suy ra k=16.
	Từ đó ta mới đi đến lời giải:
	Viết lại A=16xy+ -15xy
	Ta có 16xy+;vì nên -15xy
	Vậy MinA= khi xy= hay x=y=;
	3) Một số trường hợp đặc biệt từ BĐT côsi
	Với a,b là 2 số không âm ta có
	Tương tự ta cũng chứng minh được cho n số không âm
	Một bạn giải như sau:
	Áp dụng BĐT côsi ta được
	Từ đó suy ra là GTNN của A là 4
	Dấu ‘=’ xảy ra tại x=;
	Lời giải trên là sai vì ;
	Lời giải đúng như sau:
	Ta viết lại A=
	Khi đó ta được
	Từ đó suy ra GTNN của A là 18 tại x=2, y=2;
	Ở đây vì sao mà ta biết mà phân tích A như vậy
	Thì câu trả lời là:
	Ta có A=
	Khi đó ta được A thuộc miền xác định;
	Dấu ‘=’ xảy ra tại x+y=4 ,x= ,y=
	Giải ra ta được k=;
	Sau đây là một bài toán cũng cần phải có kỹ thuật tách như trên
	3)Cho biểu thức A=
	Với x,y>0 và .Tìm GTNN của biểu thức A.
	4)Cho x,y,z và x+y+z=1;(1)
	Tìm GTLN của f(x,y,z)=;
	Lời giải:
	Tương tự với y,z
	
	Cộng theo vế 3 BĐT trên ta được Maxf(x,y,z)= tại x=y=z=;
	Còn bài toán tổng quát này thì sao?
	Cho
	☺
	5)Cho x,y,z và .Tìm GTLN của A=;
	Sau đây là sự phân tích còn lời giải cụ thể xin dành cho bạn đọc:
	Áp dụng BĐT côsi cho m số và n số 1 ta được
	Như vậy ta có 2009m=9(m+n) 2000m=9n.
	Vì thế ta chọn được m=9 và n=2000;
	Từ (1) ta có
	Tương tự ta có
	Mặt khác 2009A=
	=32009
	Suy ra MaxA=3 khi x=y=z=1.
	Nhận xét trong chứng minh trên sự phân tích x không phụ thuộc vào y,z(tương tự với y,z) nên có thể khái quát bài toán.
	Bạn đọc thử tìm bài toán tổng quát xem có gì thú vị không. ☺
	6) Cho x,y>0 và
	Tìm GTLN của P=
	Ta phân tích như sau
	Áp dụng BĐT côsi cho và m số k ta có
	Vì thế ta có m+1=6 hay m=5;
	Như vậy ta có
	Tương tự cho và 5 số l ta được
	Trong đó (3);
	Và để dấu đẳng thức (1) và (2) xảy ra thì
	Cộng (1) và (2) theo vế ta được
	Như vậy ta có A==
	Vậy MaxA= khi x=;y=;
	7)Với a,b,c>0 và a+b+c=3;
	Tìm GTLN của biểu thức A=6ab+7bc+11ca
	Lời giải:
	Đối với các dạng này ta nên có sự phân tích như sau
	A=pa(b+c)+qb(c+a)+rc(a+b)=(p+q)ab+(q+r)bc+(r+p)ca
	Vì vậy ta chọn p,q,r sao cho
	Vì a+b+c=3 nên ta có A=5a(3-a)+b(3-b)+6c(3-c)
	Xét B=;với x=; y=; z=
	Khi đó ta có x+y+z
	Ta có :
	Như vậy ta có: B+
	Ta chọn
	Khi đó
	Vậy thì A-
	Dấu ‘=’ xảy ra khi x+y+z==
	Hay x=
	Vậy MaxA=;
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