KHAI THAC MOI QUAN HE GIUA HINH HQC KHONG GIAN VA
HINH HQC PHANG TRONG GIANG DAY TOAN O THPT

A.DAT VAN DE :

Trong qué trinh day va hoc toan, déi v6i hoc sinh phd thong thudng
ching ta phai phan tich , phan doan cac hudéng giai quyet bai toan, lién h¢ gitra
bai toan d6 voi cac bai toan quen thude, don gian hon dé co huéng giai quyét
tuong tu, nguoc lai ddi vé&i cac hoc sinh kha, g101 chung ta lai c6 thé tr mot bai
toan don gian di sau phan tich, m¢ rong, phat trién thanh nhiing bai toan mai.
Dac biét trong chuong trinh hinh hoc & THPT, vi¢c khai thac dugc céc lién hé
gitra khong gian hai chiéu ( hinh hoc phang: Tong hop va toa do) va khong gian
ba chiéu (hinh hoc khong gian: Téng hop va toa do) giip hoc sinh giai quyet
dugc nhiéu van dé toan hoc phu hop v6i nhidu d6i tuong hoc sinh, voi nhiéu
muc d6 kién thiac khac nhau,ndi dung kién thirc nay duogc xuét hién kha nhiéu
trong cac ki thi: Khao sat chat lugng, thi Hoc sinh gioi cac cap, thi Hoc sinh gioi
Quéc gia..... Viéc st dung phuong phap giai ddi voi mot bai toan hinh hoc
phing dé giai mot bai toan hinh hoc khong gian twong tu va mé rong mot sb bai
toan phang sang bai toan trong khong gian méi s& gitp hoat dong giang day va
hoc tap mdn hinh hoc dat hiéu qua cao hon.

B. MOT SO Vi DU MINH HOA
Bai toan 1:
Trén mit phang toa dd xOy cho diém A4(2;0), B(1;3). Tim toa d cua diém
M trén duong thang 4x +y -9 = 0 sao cho khoang MA + MB nhé nhat.
Bai toan 1':

Cho S ={x* +y* +2* +\/(x+2)2 +(y-2Y +(z-1) ,trongddx, v, z

1a cac sb thuc thay doi nhung luon thoa man x+y +z- 3 =0_ Tim gi4 tri nho
nhat ctia biéu thirc S.

Nhan xét 1: Véi cac cach nhin khac nhau, bai toan 1 kha quen thudc véi hoc
sinh tir tiéu hoc tré 1én va c6 nhiéu cach giai, ta dé ¥ cach giai bang hinh hoc ¢6
thé van dung vao khong gian dé giai bai toan 1' nén ta c6 thé giai bai toan nay
nhu sau:

Gidi_: Trong h¢ truc toa do Pé Cac o
vubng goc Oxyz, xét cac diém

A

0(0;0;0),4(-2;2;1) va mit phing
(P):x+y+z=0. D& thdy O va 4 W

nim cing phia véi nhau dbi véi (P) . o / s
Goi B 1a diém doi1 xtig cua O qua (P), 4 X
Véi mbi diém M(x;y;z) € (P) ta luén

cO MO = MB va S =MO + MA = AB /
(Khong d6i ). Dau "="xayra & M = | 4



Trong d6 I = AB(doan) /) (P), khi d6 S dat gia tri nho nhat. Tim toa do cua B ta

575

duoc B(2;2;2) = 4B =J/17 . Tim toa d6 diém [ ta dugc / nén véi cap

gia tri (x;3;2) =

2 7 .
- g;z;g] ta co S dat gia trinho nhatla S =J17.

Bai toan 2:

Cho x>+ +2x-2y+1=0 va 22+ - 6z+4t+11=0 Vv6ix, y, z t 1a
cac s6 thuc thay ddi. Tim Max, min cua biéu thirc S =(x - ) +( y- z).

Bai toan 2':

Cho X’ +1y*+z°+2x-2y+4z+4=0; 4> +b>+c>+2b-2c-1=0,
trongddx,y,z,a, b, clacac sb thuc thay ddi. Tim Max, min cua biéu thirc
S =(x-a) +(y- bY +(z- c).

Nhan xét 2: V&1 cach nhin nhan péli todn 2 dudi goc do hinh hoc ta CQ S 1a binh
phuong khoang cach gitra hai di€ém M(x,y) va N(z;z) khi M,N thay doi trén hai
dui(‘)’ng tron ¢6 dinh, ta cé cach nhin nhan bai toan 2' dudi géc dd twong tu nén co
thé dua 101 gidi cua bai todn 2' nhu sau:

Giai : Trong hé truc toa d6 P& Cac vudng goc Oxyz xét cac mit cau (I;R) va
(J;r) cotam I(-1;1;-2) , R =2 vaJ(0;-1;1), r =3 .

(LR): G+ + (-1 +(G+2) =2 xX*+y* + 22 +2x- 2y +4z+4 =0 (])

(J:r): X+ +1) +(z-1)V =3 X+  + 22 +2y- 22-1=0 )

Tu gid thiét ta co M (x;y;2)e(), ,N(a;b;c)e(T).
Dé thay S =MN’, d =] =12 + 22 + 2 =14 > R + r =/2 + /3 nén 2 mit cau

trén ngoai nhau = § dat Max , min & MN dat Max , min.
Khi M thay d6i trén (1) , N thay ddi trén (J) thi:

2
° MNMM :AB:d+R+r:\/1—4+\/§+\/§:> SMax :(\/ﬁ+\/§+\/§)
* MNmin :CD :d_ R- l":\/ﬁ- \/5' \/§:> Smin :(\/ﬁ' \/5' \/g)2



Bai toan 3:

Cho ABC Ia tam giac vudng tai A , vo1 do dai cac canh la a , b, c
duong cao AH =h ; b'=CH, ¢'=BH ; a, 3 1a goc gitta mot duong thang bat
ki v6i hai duong thang AB, AC tuong ing thi ta ludn co6 cac hé thuc :

a) b’ =ab',b’ +c* =a’

1 1 1

e

c) cos’a+cos’ B =I.
Bai toan 3':

Cho OABC 1a tr dién vudng dinh O , duong cao OH =h, OA =a, OB =
b,OC=c;goiS§, Si, Sz, Sc tht tu la dién tich cac tam gidc ABC, OBC,
OCA, OAB ; Sy, S'3 , S'c tht tu 1a dién tiﬁch céf: tam giac HBC, HC{I , HAB
vao, B,y thttula gbe gitta mot duong thang bat ki véi cac duong thang OA4
OB, OC . Taludn co:

a) ST =S.5,5=51+S,+5;

1 1 1 1

R

¢) cos’a +cos’Pp +costy=1.
Nhan xét 3:

Bai toan 3 rat quen thudc véi hoc sinh tir 16p 9 ca Vé,n(f)i (dung va cach
giai, v6i cach nhin m¢ rong trong khong gian ta c6 thé dat van dé ve kién thuc
va cach chirmg minh mo rong cua bai toan 3 thanh bai toan 3' mot cach dé dang,
van dé nay SGK 1op 11 cling c6 cac bai tap v€ van dé nay, ta c6 thé dua van dé
va ching minh tuong tu, chang han tuong ty phan 3-c ¢ hinh hoc phang, voi cac
chirng minh bang véc to ¢ 16p 10, ta ching minh 3'-c bang phuong phap véc to
nhu sau:

Chung minh 3'- c:
Trén 3 canh O4, OB, OC dat 3 véc to don vi e, e,,e; nhu hinh vé ( chung co6
d6 dai bang 1 va d6i mot vudng goc );goi  1a véc to chi phuong cho A , ludn cé

su biéu thi duy nhat u =xe, + ye, +ze,

, ~ cos(u o ) =
Taco COSx —‘ Cos\ u ;¢ ’ \/x2+y2+22
-0 i
COoS :‘COS ; ‘_
& (u ez) \/x2+y2+22
d

Bl
COS)/:‘ COS(u;e3 )‘—

2 2 2
X T+ Y 4z




Dé dang suy ra cos’o. + cos’p +cos’y=1.

( Céc bai tap 3'-a, 3'-b da c6 hudng chiing minh trong sach bai tap hinh hoc 11
hoic c6 thé chimg minh bang véc to )

Bai toin 4:

Chtng minh trong tam giac ABC bat ki, trong tim G, tryc tam H, tim
duong tron ngoai tiép O thang hang va GH =2GO (Pudng thang Ole).
Bai toan 4’ :

Chung minh réng, voil tor dién truc tAm ABCD, ta luon cé: trong tam G,
truc tAm H va tim O clia mit cau ngoai tiép tor dién th:fmg hang va GH = GO.
Nhén xét 4: Trong nhiéu cach chirng minh bai toan 4, ta & ¥ cach chimg minh
bang phép vi tu nén ta c6 thé nghi dén viéc dung phép vi tu dé giai bai toan 4'.
Hon ntra, trong khong gian, khong phai tir dién nao cing c6 cac dudng cao dong
quy tai mot diém nén ta chi xét nhitng t&r dién c6 tinh chat nay (tt dién truc
tam).

Giai:

Ta ciing s& dung phép vi tu dé giai bai toan trong khong gian. Yéu cau
ching minh GH = GO goi y cho ta nghi dén phép vi tu tAm G ti s6 -1.

Lan luot lay 4’ d6i xtng véi 4, B' d6i xtng véi B, C' dbi xtmg véi C, D'
d6i xtmg v6i D qua G. 4

Ta dé thidy AA' //=AB
(tinh chat phép vi tu) va dudng
trung binh EF (EF tho tu la
trung diém ctia CD va AB) ciing
di qua G . Trong hinh binh hanh
A'B'AB = E ciing la trung diém
cia A'B' = @ A'CB'D la hinh
binh haph. /-

Mat khéac trong ti di¢n
truc tim ABCD c6 hai canh dbi
dién vuong goc véi nhau nén 4B
1L CD = A'B'LCD
= ¢ A'CB'D la hinh thoi
= A'C = A'B.

Chting minh tuong tu ta
cling c6 A'C =A'D = A’ cach déu B, C, D. nnnnn
Tir gia thiét ta cling c6 O cach déu B,C,D nén A'O 14 tryc cua duong tron ngoai
tiép ABCD = A'O L (BCD) = A'0O L (B'C'D") (1).

Tuwong ty (1), ta cting c6 B'O L (4'C'D") (2); C'O L (B'A'D") (3) = O la truc
tam cua ti dién A'B'C'D".
Xétphépvity V', tacé: V,':40 A, B0 B, C0 C, DO D

_——

LG —_——
———-—

AV



Nhu vay, VG'1 :(ABCD)0 (A'B'C'D') nén phép vi tu s€ bién truc tdm
cua tr dién ABCD thanh truc tam O cua tir dién A’ B’ C’D’.

Suyra: V.':HI O hay GO =- GH = H, G, O thing hang va GO = GH.
Bai toan S:

Chung minh trong tam giac bat ki, 9 diém gém: chan ba dudng cao, ba
trung diém cua ba canh, ba trung diém céac doan ndi truc tim véi cac dinh déu
thudc mot duong tron (Puong tron Ole).

Bai toan 5°:

Cho ttr dién truc tim ABCD. Goi H,,H,,H,,H,;G,,G,,G,,G,;1,1,,1,,1,
lan luot 1a chan 4 duodng cao, trong tdm cdc mat va cac diém trén 4 doan théng
A - A s r ” 5 ~ IIH _IZH _]3H _I4H _1 Ja .
noi tryc tdm véi cac dinh thoa man 14 = 1B = IC = 1.D X Chung minh

12 diém d6 cung thudc mot mat cau.

(tr dién can xét phai c6 cac dudng cao dong quy nén 1a tir dién tryc tam)
Mot cach giéi bai toan 5: Gia st tam gléC ABC co H], Hz, H3, M], Mz, M3, ]1, ]2,
I5 1an luot 13 3 chan 3 dudng cao, 3 trung diém 3 canh, 3 trung diém céc doan
ndi truc tdm voi cac dinh. Goi Ei, E», Es, Fi,
F,, F5 lan luot 1a cac diém d6i xang voi H
qua H,, H», Hs, Ml’ M, Ms. Dé dang chung
minh dlI'Q'C 9 diém A, B, C, H1, Hz, H3, Ml,
M,, M5 cing thudc dudng tron (S) ngoai tiép
tam gidc ABC.

1
Ta ¢6 o A0 I, EU H,

K0 M= I,H,M, thuoc dudng tron (S
1
a anh cta duong tron (S) qua 2. Chimg minh tuong ty ta cling c6 1,,H,,M,;

I,,H,,M, ciing thudc (S") nén 9 diém da néu cung thudc (S’) (dpcm).
Nhan xét 5: Tu cach giai bai todn 5 & trén A
ta lga chon dugc cach giai bai toan 5'
tuong tu nhu sau:
Gidi bai toan 5':

‘GQi G, O’thﬁ’ ty 1a trong tdm, tam
mat cau ngoai ti€p tr di¢n tr bai todn 4 ta

oo [N]N]N]

da biét GH =0G . Goi E 1a diém sao cho

uuu uuuuy

HE =3HH, va F la diém sao cho
HF =3HG, .




uuu uuu uuu uuu LUy uuuy uuuy uuu

Taco AF =AH + HF =AH +3HG, = AH +3(4G, - 4H)

uuu [W]u]N} uuu uuu uuu

=44G- 24H= 2(2AG- AH)= 240

(Do G la trung diém ctia HO)= A, O, F thang hang va O 1a trung diém cua AF.
D’é théy H\G, /| EFma AH, | H,G; nén AE 1 EF = E, F thuoc mat cau

ngoai ti€p tr dién.

1 ) . ,
Xét phép vi tu Vg bién 3 di€m A4, E, F thudc mat cau (S) thanh 3 diém 7, ,

\ \ ) L
H,, G, thudéc mat cau (S’) anh ctia mét cau (S) qua phép vi tu V3

‘ Hoan toan tuong tu ta chirng minh duoc cac diém con lai cung thudc mat
cau (S") (dpcm).
Bai toan 6 :

Cho tam gidc ABC , ta ludn co:

[N NI} Uy [NINYH]

- Mot diém G duy nhét sao cho GA + GB + GC =0.

- 3 duong trung tuyén doéng quy 0 diém G, diém G chia mdi duong trung
tuyén theo ti s6 - 2.

Bai toan 6' :
Cho tir dién ABCD , ta ludn co :

- Mot diém G duy nhét sao cho G4 + GB + GC + GD =0.

- ba duong trung binh dong quy O dlem G, diém G chia mdi duong
trung tuyen theo ti 6 - 1 ; : bén duong trong tuyén cling dong quy & G , diém G
chia mdi dudng theo ti s6 - 3.
Bai toan 6" :
Trong khong gian ( hodc mat phrflng ) cho hé n diém 41, 4 , ..., Ay, ta ludn co:
o (000 00
a) Mot diém G duy nhat sao cho ), G4, =0
i=1
b) Tat ca cac duong trung tuyén back(k=0,1,...,n-1) dong quy &
diém G ( mdi duong trung tuyén bac k 1a doan thang nbi trong tam cua hé &
diém bat ki trong n diém di cho véi trong tim cua hé n - k dlem con lai).
¢) Piém G chia mdi duong trung tuyén bac k theo ti s6 (k-n)/k .
Nhén xét 6: Ca ba bai toan trén déu tuong tu nhau, c6 su mo rong dan khong
gian va va mo rong dan cac khai niém, tinh chat; véi mdi bai toan c6 cac cach
giai quyét khac nhau, bai toan 6 - bai toan 6' cling dd c6 huong giai quyet trong
SGK 16p 11, tuy nhién cach giai quyét bang cong cu véc to c6 thé giai quyét
duoc ca ba bal toan

Chirng minh 6" :

2 000 00
a) LAy 1 diém O cb dinh , diém G thoa man Y, G4, = 0 khi va chi khi

i=1



Q00 000 00 » 000 000 00 000 ¢ o000
3 (04-0G)=0 o Y04 -n0G=0 = 0G=-Y 04,12 1 véc to
i=1 i=1 ni=
khoéng ddi ), O cb dinh nén dang thirc ndy —diém G ludn xac dinh va duy nhit .

b), ¢) Léy kdiém X, X, .... . X; batki tir ho diém da cho va go1 trong

tam cua hé nay la G, va trong tam cua h¢ n - kdiém Xeo1 , Xiia , ..., X, con lai
¢ 00000 » 000000
1aGY,taco: ), GX, =0 (1) va D, G\X,=0()
i=1 i=k+L
¢ 0000 0000 ¢ 0000 0000
T ()tacs Y (GX, - GG)=0 = Y GX,- kGG, =0 (1)
i=1 i=1
» 0000 Ul og
Te(Q)tacé n ), GX,-(n- k)GG =0 (2)
i=k+1
2 000 00

Cong (1) va (2") vasirdung ), G4 =0 | ta dugc
i=1
yuuy uuuy uuuy buuy L, )

kGG +(n- k)GG =0 = kGG, =(k- n)GG, = 3 diém G, G',,G; thang hang
d6ng thoi G chia G\G", (trung tuyén béc k) theo ti s& (k-n)/k .

Vay b), ¢) dugc chiing minh.

Bai toan 7: Cho tam giac 4BC va M la mot diém thudc mién trong tam gidc.
Goi Si, S5, S 1an lugt 1a dién tich cac tam gidc MBC, MCA, MAB. Chlirng minh

S, MA +S,MB + S,MC =0.
Giai:
Goi S 1a dién tich cua tam giac ABC, tu M ta dyng hai duong thrfmg 1an luot song
song vo1 AB va AC, cat AB tai B’ va AC tai C’
. . L 0000 ¢ 000 g OO0
Biéu thirc can chirng minh bién doi vé dang AM ZFZ AB + ?AC (*)

UL uuu uuuu 14[;'DDD 14(j'DDD
T r: — ' L AB+ AC.
aco: AM = AB'+ AC 1B 1C

Dé chtg minh

C
AB' _MC' _S(M‘IC) _i. AC' _MB' _S(ng) _i
AB AB S(BAC) \) ’ AC AC S(CAB) S

minh (*).

nén ta c6 di€u phai chirng



Nhin xét 7: Bai toan 7 dugc mo rong trong khong gian khi xét cho tir dién bat
ki va dién tich ctia cac tam gidc can ching minh s& chuyén thanh thé tich cta cac
tr dién.

Bai todn 7°: Cho tt dién ABCD, O 13 mot diém bat ki thudc mién trong tr dién.
Goi V1, Va, V3, Vi lan luot 1a thé tich cta céc tir dién OBCD, OCDA, OABD va

oy oy [N]N]N) oy

OABC. Chimg minh ¥ 04 +V,0B +V,0C +V,0D =0.

Giai:
Tuong tu bai toan trong mit phang ta ciing bién d6i dang thirc can ching
000y 000 v, ooy )
minh vé dang 4O = V2 AB +— v 2 AC + 74AD (V6i V' 1a thé tich cua tir dién)

Twr do6 ta dinh hudng s€ giai bai toan
bang cach dung hinh hdp nhan 40 lam dudng
chéo chinh ba canh ké nim trén ba canh cua
tir dién xuét phat tir A (hinh bén).

oo oo 0a0 oo
Tacd AO —ﬂAB A—SAC ﬁAD
AB AC AD

AM _OR _OK _OK.di(4CD) _y,
AB AB BH BH.At(4CD) V -

T or ta of AS _V, AP _V, .
n n =— nén
uong tu ta cling co IC v aD y Mnta

Co

co dpem.
Bai toan 8: Ching minh rang diéu kién can va du dé tir giac ngoai tiép 1a tong
cac canh doi dién bang nhau ( BT hinh hoc 16p 9).

Nhan xét 8: Bai toan 8 kha quen thugc voi hoc sinh trong hinh hoc phang vé
kién thuc va cach chimg minh, ta m¢ rong tinh chat nay trong khong gian nhu
thé nao va cach chimg minh tuong tu hinh hoc phang ra sao?. Ta c6 bai toan mo
rong:

B@li toan 8': Chlﬁ:ng minh réng diéu kiér} can va giﬁ dé t&r dién c6 cac canh déu
tiép x0c véi 1 mat cau 1a tong cac canh doi dién bang nhau .

Chirng minh:
Piéu kién céan:

Gia st ¢6 1 mit cau tiép xuc véi1 6 canh cua
ttr dién ABCD & cac diém nhu hinh vé& | theo tinh
chat cia tiép tuyén voi mit cau ta cod : AP = AN =
AH =x;BM =BP=BF = y; CM=CN=CE
=z ; DE =DF =DH =t . Tt d6 tong 2 canh ddi
dién bat ki trong tir dién trén déu c6 gia tri 1a x +
y + z + t, ta ¢6 diéu phai chirmg minh .




Piéu kién du :
Gia su tr dién co tong cac canh dbi dién bang nhau , goi (C)) la dudng
tron noi tiép AABC & M, N, P va (C,) 1a dudng tron ndi tlep ABCD 6 M, E,
F nhu hinh ve.
- Trudce hét ta chimg minh M = M . That vdy, theo cong thirc tinh khoang
cach tir dinh C dén tiép diém M' cta canh BC véi dudng tron (C)) ndi tiép tam

: BC+CA- AB BC+CD- DB
gidctacd CM "= ; : tuong tutacdo CM = 5

Gia thiét= CM'=CM=> M' =M.

- D& chiig minh cac truc cta (Cy) va
(C,) déu nam trén mat phang qua M va
vuong goc vo1 BC , khong song song voi
nhau nén céc truc nay cat nhau & diém
O , va ciing dé dang chimg minh cac
doan théng OM , ON, OP, OF , OE
bang nhau va vudng goc vdi canh twong
tmng . Ttr d6 suy ra mit cau qua M, N,
E, F ¢c6 tam O dong thoi tiép xtic voi 5
canh BC, CD, DB, BA, CA cua tu dién
. - Lap luan tuong tu ta khi thay M boi
E ta cling c6 mat ciuqua M, N, E, F
ciing tiép xuc voi 5 canh BC, CD, DB
DA, CA cua ti dién , tir 6 mit cau noi trén sé tiép xGc voi ca 6 canh cua tir
dlen (BPCM).

Bai toan 9: Trong mat phang cho tam giac ABC cO R, r 1a ban kinh cac duong
tron ngoai tiép va noi tiép tam giac . Chimg minh rang ta lubn co R = 2r.

Chirng minh: (Bai toan ndy c6 nhiéu cach chting minh, xin dua ra cach chimg
minh dé c6 thé dung twong tu trong khong gian)

Xét phép vi tu tim G ti s6 k = -1/2 bién (O) thanh (O, :R)) di qua cac
trung diém 4,, B,, C, cua cac canh BC, CA, AB.

Goi A 1a duong thiang song song voi BC , tiép xtic v6i (0)) & A" - khac
phia véi 4 d6i voi BC ; goi 4, 1a giao diém ctia doan 44", v&i BC . Xét phép vi
tur tim A ti 86 ki = A4 A4, (0<k,;<1):




\\"""- 1 -“'”p‘ ﬂ

-~ - Al

Bl il

Nhu vay 757 :(0)01 (0,), (O,)di qua céc trung diém ctia ba canh cua AABC.

vie:(0)0 (0,) véi0<k <1va (OZ)tiép xtc voi canh BC, ¢6 diém
chung v6i cac canh C4, AB.

Vi (0,)0 (0,) v6i 0 <k, < 1 va (O))tiép xtic v6i canh BC, CA ¢o
di€m chung véi cac canh 4B.

Ve (00 (0,) véi0<ks < 1 va (O)tiép xtic véi ca ba canh BC, CA,
AB nén (O,) chinh 1a duong tron noi tiép tam giéc.

A A X : 1 1
Thuc hién lién tiép cac phép vi tu trén ta co r 25 k .k, k,.R SER

(vi 0<k;, ks ks < 1) = diéu phai chirng minh

A

A4

Dau"="xayrae A =4, = As = Ay ; .... © ABC 1a tam giac déu

Bai toan 9' : Trong khong gian véi moi tir dién ABCD ta ludn c6 R = 3r, trong
d6 R, r tht tu 12 ban kinh cac mat cu ngoai tiép va mit cau ndi tiép tor dién .
Nhan xét 9: Mot sd dé thi d3 mo rong bai toan 9 cho mdt vai tir dién dic biét
(hinh chop tam giac déu, tr dién gan déu,...) voi cach chimg minh dua vao viéc
tinh R, roi chimg minh bt dang thirc twong ing. Trudng hop tong quat, day 1a 1
bai toan kho, néu di biét cach ching minh bai toan trong hinh hoc phang thi ta
c6 ngay cach ching minh tuong ty trong hinh hoc khong gian mot cach nhe
nhang.
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Bai toan 10: Cho A4BC déu, chimg minh rang v6i moi diém M ludn cé MA +
MB + MC > 3R (c6 thé chimg minh bang kién thirc ¢ 16p 9 hodc xem cach giai
¢ bai toan 10")

Bai toan 10': Cho tt dién déu ABCD , chirng minh ré“mg véi moi diém M ludn
c6O MA+ MB+ MC+ MD > 4R.

Giai : Goi G 1a trong tdm cua tir dién , D& théy GA=GB=GC=GD=Rva

[N [N NN} ooy [NN}N) , . . 'X ,
GA+GB+GC +GD =0. Vo1 mo1 diém M ta co
uud uuy (NN} ooy [H]NYN] puug g

MAR = MA.GA > MAGA =(MG +.GA ).GA=MG GA +R*

[S]S]E ] [N]N]N}

= MA.R >MG GA +R’

[N [NE]E] [N S]] [N [N NN [N

Tuong tv MB.R >MG GB +R*; MC.R >MG GC +R*; MD.R >MG GD +R’

Cong 4 bat dang thuc trén ta suy ra di€u phai chung minh , dau "=" xay ra &
uuu Uy Jug dou ooy yuuug

MA cung chiéu véi cac véc to GA,GB,GC,GD Khi d6 suy ra MG phai cing

phuong vo1 4 véc to khong cung phuong la GA,GB,GC,GD nén M = G)

Bai toin 10" : Cho tam giac nhon ABC , tim diém M trong mit phing cta tam
giac sao cho MA + MB + MC nho nhat .

Cich 1 : (kién thic cta 16p 9) B

Dung céc diém M', C'sao cho cac tam giac
AMM', ACC'1a cac tam giac déu nhu hinh vé

( thuc chét 1a xét phép quay tim A goc quay

+ 90° dé co M' va C') . D& dang ching minh
AMAC' = AM'AC' => MC=M'C";

ma MA=MM nén MA+ MB+MC= BM *
+ MM+ MC' > BC' .Dau"="xdyra < B,
M, M, C' théng hang va theo thtr ty d6 . Khi

d6 MA + MB + MC dat min.

Khi M4 + MB + MC dat min , gia st M
=T7,M =T do AATT la tam giac déu nén
U718 =120°, ddng thoi tir giac ATCC' ndi tiép
nén ta cling co Y7rc =120°= T nhin
3 canh dudi cung goc120° nén T la
giao diém cua 2 cung chta goc 120°
cia mdi canh ( cung phia v&i dinh
con lai. Piém T nhu vay goi la diém
Tori xenli trong tam giac, vi tri clia

T Iudén xac dinh. A
Cidch 2 : Goi Tla diém nao d6 thoa
- uu uu (N[N [—lj

man Lk +E+E =0 (*), M la

4 TB TC



diém bat ki . Chimg minh ring MA + MB + MC > TA + TB + TC nén MA +
MB + MC nhé nhat & M = T . ( xem cach chirng minh tuong ty trong khong
gian )

(W] NN

- Chu y rang diéu kién (*) < E E rc

TA TB c
00 00
gon = cos(TA TB)—- 5 = T nhin 4B dudi goc 120° , tuwong tu ta ciing c6 T

nhin BC, CA dudi goc 120°.
Bal toan 10"": Trong khong gian cho tir dién ABCD , goi T la diém sao cho

[N uN) [N]NN)

]
TA TB TC ID =0 (**), M 1a diém bat ki.

T4 TB TC TD
Chtmg minh rang MA + MB + MC + MD > TA + TB + TC + TD.
Chirng minh : Véi moi diém M ta ludn co

LUy Lo uuy U DDD TA
MATA >MA TA =(MT +T4 )T4 = MTTA+TA> = a4 sMT 2 + 74
T4

binh phuong 2 vé va rat

Hoan toan tuong tu ta cling ¢co

=g (W] [NNIN]

oo jog i}
MB >MTQ+TB s MC >MTE+TC s MD >MTE+TD
B c D

cong cac bat dang thire trén va str dung (**) ta dugc :
= MA +MB+MC +MD > TA+ TB+ TC + TD (diéu phai chimg minh)

uuuy uuy [N [W]N N NN}

Dau "=" xdy ra © MA,TA,TB,TC,TD cing chleuc»M T.

[ETNH] LI —> [EIN (][N}
TA TB TC TD

Chii y : Tu E 5 SLCLID oy S - — | binh
TA TB TC TD TA TB TC TD

phuong 2 vé ta s& suy ra duoc 7 nhin 2 canh dbi dién duéi cac goc bang nhau .
Bai toan 10"": Cho hinh choép déu S.ABC c6 canh day la a , canh bén a3,
goi O 1a diém nhin cac canh dudi cing mot goc o .

1) Tinh cosa

2) M 1a diém bat ki trong khong
gian , chiing minh

4/6a
3

MA+ MB+ MC +MD >

(Tuong ty dé thi
HSG Qudc gia naim 1999)
Loi gidi :
1) bat cac véc to don vi co
géc O nhu hinh v€ , to¢ dién
S’A'B'C' ¢b d6 dai mdi canh 1a 2 -

-

A g

e T S S — §



2cosar nén no 1a tr dién déu = tam O clia mat cau ngoai ti€p ciing la trong tam
cua tir dién
oy [NIN]N) [N} N ] Uy [N]NN]
OS'+ OA'+OB'+0C' =0 (*)
uuu uuu [N]N]WE] uuuu

- 0S'=-(04'+0B'+0C")

’ ,/’ﬁinh phuong 2 vé ta dugc

I=1+1+1+6cosa
= cosa=-1/3

2) ap dung dinh li ¢6 sin cho cac tam giac SO4 , SOB, SOC tac6 04,
OB, OC déu la nghiém duong cua phuong trinh :

3a> = x>+ SO* - 2x.50.coso. < x* - 2x.50.cosa. - (3a*>-SO*)=0

nén ching bang nhau (PT trén chi c6 1 nghiém duong) = O nam trén dudng cao
SH cua hinh chop déu S.ABC = 04 = OB = OC . Tu (*) ta ¢6 O chinh la diém
T trong bai toan trén nén MA + MB + MC + MD > OS + 30A.

Trong ASHA , AOHA (vudng) c6 AH :—a;/g ; AO :_a33 :sin 4o =... :a46
HO =0A.cos HOH :M.l :&; SH =... :2a\/€

4 3 12 3
> 50 =si - 1o =26 _ a6 _Ta6

3 12 12

Txdd MA +MB+MC +MD > OS +304= 7‘;;% + 3av6 _4av/6 (BPCM)

4 3
Bai toan 11 : Trén 2 canh cua goc xOy ¢6 2 diém M, N thay ddi sao cho
b
OLM + ON =1, trong d6 a , b 1a cic dd dai cho trude.

Chung minh rang M N luon di qua 1 diém cd dinh.
Chung minh : Trén céc tia Ox, Oy dit cac doan OA4
=a, OB = b ; goi E 1a trung diém cua AB va F 1a
giao diém ctia OF v6i MN , ta c6

0 opF 000 oF 1,000 OOC

OF =2 0E =2~ (04 +0B)
OE OE 2

0od 00od 000
oF =98 [ 04 511, 9B on
20FE | OM ON
MaF, M, N théng hang nén c6 su biéu thi dang :

wo s o o OF OA OF OB _
= oi = . =
F +HON Vv 20E OM  20E ON

=

13



OF | a b q
+ =1 — , 12 i ) . .
= 20E | om ON] = OF = 2 OF = F chinh la diém thtr tu cua hinh binh
hanh OAFB)

Bai toan 11':
Hai diém M , N tht tu thay doi trén 2 nira duong thang chéo nhau Ax, By

520 cho —— +—— =I( a, b1a 2 d6 dai cho trudc ) . Chirng minh rang MN ludn
AM BN

cat 1 dudng thang ¢ dinh .

Gidgi : Dung tia Bx' // Ax , lay M'
trén Bx' sao cho MM'//AB ; trén Bx', By dat
cac doan BA'=a , BB'= b . Tu gia thiét =

a b
+

BM' BB'
M'N ludn di qua diém c6 dinh 7 ( dinh tht
tu cua hinh binh hanh BA'IB") .

Xét duong thang A qua I va // MM’
(//AB) , d& thay A chinh 13 duong thang co
dinh ludn cit MN .
Bai toan 11" :

Trén cac tia Ox, Oy, Oz tuong Uung
c6 cac diém M, N, P thay ddi sao cho ludn co

a b
+ +

OM ON OP
d6 dai cho trudc . Chirng minh rang mp(MNP)
ludn di qua 1 diém cd dinh.

=1 , theo két qua ¢ trén ta co

=1, trong d6 a , b, c la cac

Churng minh : Cach chung minh tuong tu bai
toan 11'".

Chu ¥ : Bai toan 11 va bai toan 11" ¢6 qthé dung
tinh chat vé ti so diép tich, ‘Ei sO t}lé tich va
cong dién tich, cong thé tich dé co két qua .
Bai toan 12 :

Cho tam gidc ABC c6 dd dai cac canh BCu =a, CA=b,AB =c . Tucac
dinh 4, B, C 1am gbc ta dung cac véc to don vi e,e,,e, tuong ing nguoc chiéu
v6i cac vée to duong cao ;ﬁ—; | ,%UIU; )5 ZEIU; , . Chung minh réng : azl + b;uz + c23 =0
Bai toan 12' :

Cho t&t dién ABCD ¢6 dién tich cac mat dbi dién véi céc djnh A,B, C,
D tuong ing 1a S, , Ss, Sc, Sp Tu cac dinh 4, B, C, D lam gbc ta dung cac

X
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u L u L \ . , , .
véc to don vi e,e,,e;,e, tuong ung nguoc chiéu voi cac véc to duong cao

uuuu uuuuy uuuy uuuy \ U L

AH ,BH,,CH,, DH, Chimg minh ring S ¢, + S,e, +Sce, + S, ¢, =0

[N L ] L
Chirng minh: Dat S, e +S,e, +S.e; +S,e, =x
uuu uuu Uoudu L uuy

= x.AB =(S,e +S,e,+S.e,+S,e,)AB =S ;e . AB + S, e,.AB

= 8S4.1.4AB .cos(m-a )+ Sgp.1.BA.cos B =-S4 AH, + Sz .AH,
= -Vasep + Vasep =0

uuu

= x1 AB tuong ty ta cling co

xﬁZE:, x1AD = x vudng goc
v6i 3 véc to khong dong phang =
x =0 (néu nguoc lai thi qua 4 ¢ 2
mit phang cing vudng goc véi 1
duong thang c6 phuong 14 x)
Bai toan 13:

Cho tam giac ABC co6 trong
tam G , ndi tiép duong tron (O).
Chimg minh rang 4 = 90° o
o0 ¢ 000
oG :g OA .

Chirng minh : Goi 4' 1a diém d6i xtmg véi 4 qua O ta c6
00 (000 o000 (000 OO 1 000
OG =—04 < GA=- —GA' & Al =- —BA'
3 2 2
& AC =BA' < t gidc ACA'B 1a hinh binh hanh (noi
tiép dudng tron) < ti gidc ACA'B 1a hinh chit nhat <
tam giac ABC vuong tai A .
Bai toan 13' :
Cho tir dién ABCD c¢6 trong tam G , noi tiép

mit cdu (O) , ta cO goc tam dién dinh 4 13 goc tam
000 ¢ 000
dién vuong < 0OG 25 OA

Chirng minh :

Piéu kién can : Dung hinh hop chit nhat dua trén
3 canh 4B, AC , tam hinh hop cling chinh Ia tam
O cua mit cau, dé dang chimg minh dudng chéo
AA' cta hinh hop (13 1 dudng kinh clia mit cau)
di qua trong tdim G' cua tam gidc BCD va




1 2
AG' :gAA'(Béi tap SGK 11) = AG' :§AO ma AG :%AG' ( tinh chat
1
trong tdm) nén AG :5 AO

1 000 000

o0 4 00
Piéu kién di : Gia st t¢ dién ABCD ndi tiép mit cau (O) va c6 OG ——OA

goi I 1a trung diém ciua CD , D' 1a diém d6i xing ctia D qua O, G' 1a tr(_)ng tam
cua A BCD .

o0 q000 OO0 OO0 0000 1 0000
Tx OG _EOA AG = =2 AG" (tinh chat trong tim) = G'O = EG'A
00 1 0000 00 00 Lo "

maG[—-—GB nén O[—EBA:>DC 20] =BA

= tur gidc ABD 'C 14 hinh binh hanh ( ¢6 4 dinh nam trén mit cau)

= 16 la t giac ndi tiép duogc trong 1 dudng tron = tir gidc ABD'C 1a hinh chir
nhat nén B4C =90°.

Chiing minh tuong tu ta cling co 84D :900;@,4 B =90°= gbc tam dién dinh A
la tam di€n vuong .

MOT SO BAI TOAN KHAC
(lién hé giira hinh hoc phing véi hinh hoc khong gian va ngwore lai)
Bai toan 14:

Cho A ABC véi trong tam G
a) Ching minh rang, v6i moi diém M ta co

MA? + MB? + MC? =3MG” +GA® + GB* + GC®

b)Tim quy tich diém M sao cho MA* + MB* + MC* =k (k 1a d6 dai cho trudc)
Bai toan 14':

Cho tir dién ABCD trong tam G
a) Ching minh rang, véi moi diém M ta co:

MA® + MB® + MC* + MD* =4MG* + GA* + GB* + GC* + GD”.

b) Tim quy tich M sao cho MA* + MB* + MC? + MD* =k*(k 1a o dai cho trudc)
Bai toan 15':

Chiing minh rang téng cac binh phuong d6 dai cac hinh chiéu cua cac
canh ctia mot tt dién déu trén mot mit phang bat ki bang 44>
Bai toan 16':
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Chting minh réng bdn diém 4, B, C, D lan lu’(_)’tﬁ thudc cac canh MN, NP,
PO, OM cua to dién MNPQ; dong phang khi va chi khi
AM BN CP DQ
AN "BP CQ DM
Bai toan 17:
Chtng minh rang trong mot tir gidc ndi tiép trong duong tron: Cac duong
thang qua trung diém mot canh va vudng goc véi canh ddi dién dong qui.
Bai toan 17':
_ Chimg minh rang trong mot tir dién cac mat phang di qua trung diém cua
moi canh va vudng goéc voi canh doi dién dong qui tai mot diem ( Bi€ém Monge).

=1 (Dinh li Ménélatyt trong khong gian).

C.KET LUAN

Trén day chi 1a mgt vai vi du minh hoa cho viéc khai thac sy lién hé gitra
bai toan trong hinh hoc phing véi bai todn mé rong trong khong gian, dé ching
ta c6 thé théy duoc céc tinh chat, cac cach chirng minh,... dugc mé rong, duoc
lién h¢ véi1 nhau mot cach kha 16gic giap cho viéc day va hoc toan c¢6 hi¢u qua
hon, kiéu tu duy nay dugc ap dung trong thuc té giang day va hoc tip tiy theo
yéu cau cua chuong trinh, ctia ngudi hoc, ngudi day ma ta Iya chon bai tap phu
hop. Trong viéc day toan & Truong THPT chuyén Lam Son, t61 da van dung
kiéu tu duy nay dé day cho nhiéu d6i twong, nhat 1a trong viéc on thi hoc sinh
gi61, hinh thanh cho hoc sinh théi quen lién hé gitta bai toan hinh hoc khong
gian v6i bai toan phang don gian hon va doi khi mé rong bai toan theo hudng
nguoc lai.

Pé hiéu sau hon vé van dé nay, nhét 1 viéc ung dung trong viéc giang
day va hoc tap toi rat mong nhan duoc nhimng ¥ kién dong gop rat kinh nghiém
ctia cac dong nghiép dé bai viét thém day du, co thé trd thanh mot tai liéu tham
khao t6t phuc vu cho viéc giang day cua gido vién va kich thich himg tht hoc
tap, tim to1 cua hoc sinh.
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XAC NHAN CUA THU TRUONG BON VI | Thanh Héa, ngay 17 thing 5 niam 2013

To1 xin cam doan day la SKKN cua minh
viét, khong sao chép ndi1 dung cua nguoi
khéc.

(Ky va ghi ro ho tén)
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