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Ly thuyét

1. Tinh dong bién, nghich bién caa ham sé

{% Pinh nghia:

i hiéu K 13 khodng; doan; ntra khoang. Gia strham sé =0 xac dinh trén
K.
Ham s6 7 =)

« Goila dong bién trén K néu X% €Ky X <X thy f(x,)f-:f(x:).

e \
\ A'y:f(X) PN o A~ A K \ A . . A \ & 2 . Ay

» Ham so dong bién trén K thi do thi di len tu trai sang phai (Hinh

1a).

y:f(x)

» Ham so nghich bién trén K thi dé thi di xuéng tir trdi sang phai

(Hinh 1b).
y y _

y=f(z)
y = f(x) '_\

\ ! -

2. Tinh don diéu cua ham sé

1
1
1
1
1
! 1
! 1
! 1
1 i

V-2 Dinh ly:
- g"
Cho ham sé6

A, ' 0 .. . A NN Y= - o A
Neu | (> véi moi X thuoc K thi ham s6 ¥ () dong bién trén K.
e OIS0 . L e av=fd .

B )

» Dinh li van ding trong trueong hop
K.

y:f(x)

c6 dao ham trén K.

£ (x)=0

tai mot s6 hiru han diém trong

. AN
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3. Khai niém cuc tri cua h

. Pinh nghia:

nii{ﬁ

%

b ¢4 thé 1a +*) va diém X e(a;b)-

3h>0 FOI< ) L
()

sao cho

thi ta n6i ham so

3h>0 sao cho

N

oi

™ Cho ham s6 Y =) xac dinh va lién tuc trén khoang

(a:b)

xe(x, - hx, +h) = (ab) vy X#X,

dat cuc dai tai X
fGI> flx,) v6i moi xe(x, - ;x, +h) = (a;b) v XEX,

~ O

\_

» Ham s6 Y =0 dat cuc dai tai ® thi % dwoc goi la diém cuc dai ctia ham
sé f (X)
Khi do, f(x,) dwoc goi la gid tri cuc dai cua ham s6 f(x) va ki hiéu la Jeo
hay Yeo
Piém M, (% F(x)) duoc goi la diém cuc dai clia dé thj ham sé.

» Ham s6 Y =) dat cuc tiéu tai * thi % dwoc goi la diém cuc tiéu cla
ham sé ! (X).

4. Cach tim cuc tri cia ham sé
Lo pinh Iy:
e y=f()
Gia st ham so6

ham trén cac khoang (ax,) va (x,;b)

thi % 14 mét diém cyc tiéu cta ham s6
iz M (x)>0 véi moi xe (ax,) va f(x)<o0 véi moi xe (x,;b)

X lign tuc trén khoang

(a;b)

chita diém * va cé dao

. Khi do:

” ’ 0o ,. ) ; . [ 0o . . :b
Néu f(x)< vOl moi xe(a XD) va f(x):- vOl moi xe(xu )

f(X)_

Y S

» Dinh 1i trén dwoc viét gon lai trong hai bang bién thién sau:

| a T b T | a Ty b
f(z) - + J'(@) + -
F(z) \ Fiw) f o)
Curc dai
Fao) / \
Curc tiéu

(a4 c6 thé la =~
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s Q\W 2

y:f(x)

» Twr dinh 1i trén ta c6 cac budc tim cuc tri cia ham sé nhu sau:

(1) Tim tap xac dinh cta ham sé.
f(x)

(2) Tinh . Tim céc diém ma tai dé ) bang 0 hoac ) khong ton
tai.

(3) Lap bang bién thién suy ra cac cuyc tri cua ham sé6.
» Néu fx)=0 nhung )

diém cuc tri ctia ham s6.

khong d6i dau khi X qua % thi % khong phai la

f(x) =3x

2 - — ’ D :D 2. 1) . R
Chang han, ham so6 ) =x co F) , nhung X =0 khéng phai la diém
cuc tri cua ham so.

YA

]Y




Chuong 01
UNG DUNG PAO HAM

egCéc dang bai tap

0 Dang 1. Xét tinh don diéu cia ham s6 cho béi mét cong thic

- )

» Buéc 1: Tim tap x4c dinh D cta ham s6.
» Buoc 2: Tinh dao ham ) cua cic ham s6. Tim céc diém :xl;x:;.,,;xn: €D
ma tai d6 dao ham F) bang 0 hoac khéng tén tai.
» Buoc 3: S&p x6p céc diém X%/ %n theo tht tw ting dan.
. Xét da}l ]:(A )1 va lap ba}ng 1131en thiein . L L )

-4 Viduy1.1.

r Xét tinh don diéu clia ham sg Y =+ +3X - 30X+0,
 Loi gidi
Tap x4c dinh D =i .

X==2
=] 3
=126 +0x-30 ~poy=0  |[Y 7o
3
r |0 -2 2 +o0
f'(x) - 0
f()

(-o05-2) .
va

Ham s6 dong bién trén khoang

Ham s6 nghich bién trén khoang '
Camd®

4 Vvidu1.2.

f(X xX-1
Xét tinh don diéu ctia ham sé6 X+1
o Loi gidi
A D=\ -1
Tap xAc dinh -1 .

fx)=

— =09y =1

(x+|
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lim f(x) = llm _I hmf(x} llm

X— dr

Ta co

}lﬂll f(x} ==, }EIIII f(x) =

Ham s6é dong bién trén khoang

fVvidu13.

Xét tinh don diéu ciia ham s Y =V- X +4
o Loi giai
Pidu kian: - X *420e-2=x=2
A 7 . D - - 2;2
Tap xac dinh [ ] .

. =X
}F:

(1), L)

%/\%

}

Ham s6 dong bién trén khoang

~ ~ : o A A 2 ,'2
Ham s6 nghich bién trén khoang (0 )
{ Vi du 1.4.
r YAt tinh don Aid11 ~112 ham cA V= ]'Dg (X B 1}{)
o Loi giai
> X=2
X-2x>0« 0
Piéu kién: X<t

Ta co:
X — 0

V= Ix—‘*xiln higs V= Dwx_l(!m:)

2

+oo

_l’_

AN/

\////

(- o0;

Ham s6 nghich bién trén khoang

/
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Ham s6 dong bién trén khoang (2;0).
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0 Dang 2. Xét tinh don diéu cia ham sé6 cho bgi d6 thi - bang
bién thién

B Phuwong )
&= -

/

» V6i do thi ham s0, quan sat: hudéng 1én - xudéng cua duong cong (chiéu tw trai
sang phai).

» V6i bang bién thién, quan sat: huéng 1én - xuéng cua miii tén (chiéu tur trai
sana phai).

4 Vvidu2.1.

Cho ham s6 Y =) xac dinh trén i va c6 bang bién thién nhu sau:
r |—o0 0 1 +00
y + 0 — 0 +
g \_2/
NP L mlen T Do E8Rce = Tdar =F y:f(X)

o Loi giai
Tuw BBT cta ham so, ta co:

(0;1)

» Trong mili tén “di xuéng” nén

(0;1).

Ham s6 nghich bién trén khoang

(-0;0) . (1;+)
va

» Trong mii tén “di 1én” nén

Ham s6 dong bién trén khoang (-0;0) va W+ OO).

Vi du 2.2.

Cho ham s6 7 =) lién tuc trén doan [ 3;3]
va c6 do thi nhw hinh bén. Xét tinh don diéu

y:f(x).

cua ham so6

o Loi giai
Tw do thi cua ham so, ta coé:
-3-1 _, (1;3)
va

» Trong do6 thi “di 1én” nén

Ham s6 déng bién trén khodng (-3-1) va (1;3).

= 1;1 A 0 Fo ~ ” A
» Trong (-11) do thi “di xuéng” nén

(-1;1)

Ham s6 nghich bién trén khoang
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0 Dang 3. Xac dinh cuc tri cia ham sé cho béi céng thuc

1‘7 \
—gPhuong )
» Buoc 1:

Tim tap xac dinh D ctia ham so6.

» Buoc 2: Tinh dao ham F)

Ny 8 ' =0 g ’
ma tai d6 dao ham &) hoac f&)
» Buoc 3: Sap xép cac diém 7%

X0 theo thi tu ting
ooam FO) e
Xét dau va lap bang bién thién.

LS T |

“ 4 Vi du 3.1.

|
2 7 \ ~ N 7 . ;x.‘;"-;x
e che hhm 56, Ui che i |

khong ton tai.

dan.

:ED

B . N ~ — < 2 +
Tim cire tri otia ham <8 ¥ ==X 3X° +1

o Loi giai
Tap xéc dinh: D =R,
X x=0 =1
y=ox-o0x;y =0« » - F_D
Pao ham: x=i=y=u

xr — 00

1 + oo
y."

+ 0 - 0 +
1 + oo
y /\/
— 00 0

Vay ham so dat cuc dai tai X=0= Vo =1 oy dat cuc tiéu tai
Vi du 3.2.

0 ) N o V=-% +2% - Tx-

Tim cire 18 cfia ham o V= X +2X - 2x- 1
 Loi giai

Tap xac dinh: D =R,

Vo-4x +0x -2; Y =0

1 5
X:—;:r }i‘:—_
Pao ham: z 1o
: |~ oo ! 1 + 00|
|
i
y' + 0 0 -
—16
Y / \"—2
oo \ o0
N DR
A \ ~ L, LTy cD '
Vay ham sé dat cuc dai tai 2

Xx=l= Ver =0
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Vi du 3.3.

y= X+2
Tim cuc tri ctia ham so 3x-1
o Loi gidi
-
Tap xac dinh:

Pao ham:

[SCANE
+
/

3
Vay ham s6 khong cé cuc tri.
W4
4 Vi du 3.4.
y X - 4x+4
Tim ci1re tri en1a ham <A 1- x
 Loi gidi
Tap x4c dinh: P =R\ {},
- i 3 }F =) = .
Pao ham: (- x) . Cho xX=-
T o 0 1 2 + oo
y - 0 - - 0 -
+ o0 + o0 0
4 — 0 — 00
~ N ~ . . =2 = N .2 . = =
Vay ham s6 dat cuc dai tai X=2= Yo =0 va dat cuc tiéu tai X=0= Yo 4.
Z
Vi du 3.5.
- ix
r Tim c1ve i c112 ham <A f(X) -

o Loi gidi
Tap xac dinh: D =R,

F(x) =27 (x* - 5x) In2 =27 (2x- 5)In2= f(x)=0= 2x-5=0= x =
Pao ham:
—00 ; +o0
f'(x) - 0 +

b |
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25

X=—= y :E 1
n hY ~ o 2 . '} L-:T
Vay ham so6 dat cyc tiéu tai <
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0 Dang 4. Xac dinh cuc tri cia ham sé cho béi bang bién thién
- db thi

,—%P!u,rong )

Y ... A
Diém cue dai Gia tri cue dai

Nh&n Xét,’ ciia do thi (cue dfli) cua
¢ ham so
N ~ f(X) \ J
» Ham so e

Diém cue

CcO CU‘C tr]. y d61 déu l)_.i(:"nll\m_r(‘ (:lai
N 5 7 ciia ham so

khong cuc tri | V' yhong d6i dau

chicd 1 cyc tri) V' ¢6i d4u 1 14n

tieu cua
ham sb

€0 2 cyc tri Y §6i ddu 2 lan
o i ’ . ~ 2 Gia tri eyce tidu Diém cuc tiéu
co 3 Cl;rc tr]: y d61 dau 3 lan (('1,{('L1i("11;('1%m cia do ihit
ham s6

» D61 véi mot ham s6 bat ki, ham s6 chi ¢ thé dat cyc tri tai nhitng diém * ma ta
F’(V \:ﬂ

Vi du 4.1.

y:f(x)

g z 5 2 S oA YA _ 7
Cho ham so c6 dao ham trén R va do y=r(z)
thi ham s6 ¥ =7 nhu hinh bén. P6 thi ham

~ = (X) . A / 3 .2 N
s6 Y r bao nhiéu cé di€m cuc ti€u va
o« 2 .
diém cuc dai? O

sY

o Loi giadi
X :XI

%A el . X =X,
Duwa vao do thi ta co: -
+ f (X) ll_ll

qua % ddi ddu tir “-” sang “+”

f(x) X=X, 7 L2

nén ham sé dat cuc tiéu 1 , 0

L f (%)

qua X =0 khong d6i dau
F(x)

nén ham sé khoéng cé cuc tri tai X =0,

+ £ (x) f(x) dat cuc dai X%

“" n

qua > d8i ddu tir “+” sang “-” nén ham sé
y=&)

Vay d6 thi ham so c6 1 cuc tiéu va 1 cuc dai.

]Y
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A Vi du a.2.

" Cho ham s6 ¥ =1 c6 bang bién thién nhu sau:
T |—o0 —1 0 1 +00
y + 0 - - 0 +
Y / 2\ +OO\ /—m
— 00 —00 4

g = (X) . .2 .2 .2 .
T—T'\JW\ (‘f’\\ y f 1‘\0(\ “h"A"" nf,\ I#'II\W\ kb el +'In'l'l TT'\J I#IA'I'V\ [akh ol 11'319

o Loi giai

X ==
}F' == | x=0
N ) .~  a , X =I

Dua vao bang bién thién ta co:
+ 6 qua X="1 d6i dau tir “+” sang “-” nén ham sé () dat cuc dai X="1.
+ f) va () khong xac dinh tai X =0 nén ham sé f() khong c6 cuc tri tai
xX=0
i+ f () qua X =1 d6i dau tir “-” sang “+” nén ham sé f(x) dat cuc dai X =1.
Vay d6 thi ham s6 y :f(X)Cé 1 cuc tiéu va 1 cuc dai.

4 Vi du 4.3.

y=f(x)=ac + b’ +cx+d

Cho ham s6 c6 bang bién thién nhu sau:

() + 0 = 0 +
fl) >

V=) A3 cha?

Dira van hana hiédn thidn hav thiét 1An cAna thite ham <A
o Loi giai

f(x)=3ac +2bx+c

Pao ham:
o e ran N R AR e LA x i s . (0;2)
Tw bang bién thién, ta nhan thay doé thi ham s6 co6 hai diém cuc tri la va
f(U}:E dZE ?C:[} ﬂ:i
f)=0 |c=0 d=2 s
4 (=] . . (=] = 4 ="
f3)=-4 |a¥+b3+2=-4 |27a+9b=-0 c—o
(3:-4) f(3)=0 3a3 +2b3=0 27a+6b=0 d=2
* 77, taco: ' ' Sl

4. .,
N L e e y=f(x)==x-2x+2
Vay cong thirc cua ham s6 can tim co dang: 9 .
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0 Dang 5. Toan thuc té ap dung tinh don diéu cua ham sé

— { Phuon \
= g

/
. s=f(t)

»  Néu ham so

thi )

bi€u thi quing duong di chuyén cta vat theo thoi gian ¢

biéu thi téc do tirc thoi cia chuyén dong tai Ly

1a gia téc tirc thoi tai thoi diém ¢ cta vat chuyén

s:f(t).

»  Dao ham cap hai

dong c6 phuong trinh

Vi du 5.1.

Trong 8 phut dau ké tlr khi xudt phat, d6 cao h
(tinh bang mét) cua khinh khi cau vao thoi

hi(mét)

) ABOf---==mmmmmmmmmmmmmmmmamenene :
h(t) =6t - 812 +324t 4054 . -

diém t phut duwoc cho bdi agal . /. I

D6 thi ciia ham sé h(t) duoc biéu dién nhw hinh
bén.

Trong céc khoang thoi gian nao khinh khi cdu ~ 0 3 6 8 i (phut)

o Loi giai
O [ (3 .
Tw do6 thi ham so6 , ta nhan xét:
+ Trong khoang thoi gian tir 3 phit dén 6 phut thi khinh khi cau gidm dan dé
cao.
+ Trong 3 phut dau tién va trong khoang thoi gian tir 6 phut dén 8 phut thi
khinh khi cau tang dan doé cao.

Vi du 5.2.

Xét mot chat diém chuyén déng doc theo truc OX. Toa do6 ctia chat diém tai
\ . ) . A , . 2. N A,Xt Zf:‘-ﬁt: qt
thoi diém t(glay) duoc xac dinh boi ham s6 &) * \Y
’ N A A k A o« 2 . N . « A2 7 « A t rd
x(¢) 1a van téc ctia chat diém tai thoi diém 1, ki hiéu v ). Trong khoang
thoi gian nao van toc ctia chat diém tana, tronag khodng thoi gian nao van
o Loi giai

v(t)=x(t)=3t- 12t+9 . [0;+0)

trén )

4i t =0, Khi dé

Xét ham
v'(t) =ot - 12 o v(t)=o0 _ t=2
) e v o (E)
Bang bién thién cua ham so6
t o 2 +oo
v'(t) - 0 +

v(t) ’ \ /
-3
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Vay trong khoang thoi gian 2 gidy dau tién thi van téc chat di€m giam dan va
sau thoi diém 2 gidy thi van téc chat di€ém tang dan.

Vi du 5.3.

. . ,-7 . .. . . km . L (km/h)

Mot vat chuyén dong voi van toc v(lan/h) phu thudc vao 4‘
t(h) c6 do thi ctia ham s6 dang ham béc ba nhw

t =1h

hinh bén. Biét rang tai thoi diém ™ vat c6 van téc

1 n e -~ 1

thoi gian

 Loi gidi

Gia str ham s6 van téc c6 dang: v(t)=a’ +bt' +t +d, t >0
v(t)=3a’ +2bt+c

Ta co: .

Dua vao dé thi ham s6, tai cdc thoi diém bt g6 thi ham véan toc di qua cac

. A(1;4), B(2;1)
diém cuc tri .

f‘.-’('):4 fﬂ+b+ﬂ+d:4 fﬂ:f_‘l
v(1)=0 |3a+2b+c=0 b=-27
1v(2)=1 = |sa+4b+2c+d=1" |c=36
Khi qg; (V(@)=0  [12a+abrc=0 d=-11
v(t) =6t - 27t* +36t - 11 (kayh)
Suy ra: .

A N A L. ae = . vl3)=63-273+303-11=l6 h
Vay van toc cua vat tai thoi diém t 3h1a: (3) km/ .
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\ o

0 Dang 6. Bai toan lién quan tinh don diéu cé chia tham sé

1‘7 \
L Phwong )
(1) Tim tham sé ™M d€ ham sé bac ba Y =¢ + b rocrd gon diéu trén tap xac
dinh
» Bwoc 1: Tap xac dinh: D =i ' Tinh dao ham y =3ac +2bx+c
» Buorc 2: biéu kién d€ ham don diéu:

=10

= yz=0vxe;| = |D <0

pé Y déng bién trén R

.

V' <0 ¥xe |G{D
= < =
2 . n D =0
bé Y nghich bién trén Ri Y
_ax+b
(2) Tim tham s6 M dé ham s6 =~ &+d don diéu trén ting khoang xac dinh
Cd . ad- d
DM Y ey
» Bwoc 1: Tap xac dinh: [ ¢ Tinh
» Buoc 2: biéu kién d€ ham don diéu:

na .y Adana hiagn tran tivne Fhaidna vac dinh = .}F >0« Cﬂ._ lx-:} 0

"4 Vi du 6.1.
I '\ vl
Sy =-—x - m +(3m+2)x- 2 \ i )
Cho ham s6 3 . Xac dinh diéu kién cua tham s6 ™M
A2 LN L & e A1 2 (_ 205 +Oc')

s Loi gidi

LV =-X"-2nK+3m+2
TaCO'}F X N +3m .

)N ~ . -~ A = '}'+ ) ! - oo .
Ham s6 nghich bién tren( i) o y <0 VXE(-og40)

a<o0 {—I-:D,b*m
= . A .,
© =X - 2MX+3Mm+2 =0 VXE D'<0  [m+3m+2<0 .2 oms-1

Vay -2=m=-1

4 Vi du 6.2.
2x-m

Cho ham so6 X-1 | X4c dinh diéu kién ctua tham s6 ™ dé ham s6 dong
bién trén moi khoang xac dinh cta né.

s Loi giai

. m-2
y:

D =i\l (x- 1)

TXD: I'.Tacb

Ham s6 déng bién trén mdi khoang xac dinh < ¥V >0, "X€D = m-2>0< m>2
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Vay m>2



Chuong 01
UNG DUNG PAO HAM

0 Dang 7. Bai toan ham hop

1‘7 \
(= P!u,m’ng

= /

Tim khodng don diéu cia ham sé y=F(ux))

tu bang bién thién/dé thi cua

£ ()
u =0
y=u.fu=y=0=|_
=0
» Buoc 1: Tinh f ()
» Buoc 2: Dé giai () ta tim ) =0 (d6 thi cat truc hoanh).
X =a u=a
fX)=0=M —=flW=0=M -
Gia st x=b u=b nghiém cua (*).
w =1 Flhi=
4 Vi du 7.1.
f(x)

Cho ham so

c6 bang xét ddu dao ham nhw hinh bén dudi. Xac dinh céc

Ta co

Ham s6 dong bién

2 N o A~ 2 by ~ = 1'2
khoang dong bién cua ham so y=/( x).
iy i—x -3 ~2 0 1 3 +x
_f"fi-r_‘.l‘ -0 + 0 -0 -0 + 0 -
o Loi giai
y=f(-2x)= y=- (- 2x)
x=2
1-2x=-3 3
o [-221-2x 2 T |0=X=3
oy=0e f-2x)=0 |1-2x=3 X<-1
e 1) 052 ] +(25400)
y:f(l_zx) . L . B , ¥ ¥ J,} FouEy
dong bién trén cac khoang .

Vay ham so
Vi du 7.2.
y=f(x)

Cho ham so

y=Ff(x)

nhu hinh vé. Xac dinh cac khoang

g(x)=f(x - 3).

c6 do thi dao ham

nghich bién ctua ham sé

o Loi giai
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ﬂ x=0
g)=2xf(x-2)=0=| ., . o |X¥-2=-1e|x=H
f(X'-"):D 2% =1 T,
, X =-1=2 X==+
Ta co
. s X>2
() Fx-2)>0ex-250s | .
T d6 thi ta co X<-2
z |- -2 -1 o 1 2 4oo
J(x) — 0+ 0+ 0 —0 — 0+
X X -2 . ) -0 2);(0; 1525 400
Vay ham so6 90)=1( )nghich bién trén cac khoang (-o23-2);01);(2542)
4 Vi du 7.3.
L y= x)=x-1)(x- 4 g
Cho ham sé ¥ ) c6 dao ham fl= (e - 1) } 0i moi X€i - Ham so
g(x):f(?'- 'x) _Z 1~ A AR ai_:n
o Loi gidi
. =1
fr(X):ﬂﬁ X -|—ﬂﬁ X =1
X-4= .
Ta c6 : Bl
gx)=fG-x)= gx)=- f(3-x)
3- x=1 x=2
gx)=0=|3-x=-1e [x=4
3-x=4 X=-1
g () =0 c6 3 nghiém don nén ham so6 g0 =f(3-x) c6 3 diém cuc tri.
.
=4 Vidu 7.4.
" Chohamsé ¥~ =rx )co dao ham trén i va c6 bang xét dau F6) nhu sau
oo 2 1 3 oo
f’(w)|—0+0+0—
TT2: LN A y:f(x3 - EX)A,( | P T G U I o {

 Loi gidi

<t g0 =f(x - Ex)' Ta o6 g () =(2x- 2) f(> - Ex).
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X =I ' x =I [x =1
, X-2x=-2 [X*-2x42=0 |x=1+2
g(}{):l:}i:::r i = i =

X - 2x =1 X -2x-1=0 x =-1

X - 2x =3 X -2x-3=0 |[x=3

Trong d6 cac nghiém ~ L3y nghiém bodilé va | =2 la nghiém boi chan.
g(x)

Vi vay ham sé chi d6i dau khi di qua céac nghiém ~ LL3
Ta o6 g(o)=-2f(0)<0 (do f’(0)>0).
Bang xét dau g (x)
T ‘—oo -1 1-v2 1 14+v2 3 +00
,q’(:r)‘ + 0 — 0 — 0 + 0 + 0 -
y=f(x- 2x)

Vay ham so c6 ding | diém cuyc tiéu la X =1,
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