PHU LUC



KE HOACH DAY HOC CHUYEN DE ”KY NANG DON BIEN
PE GIAI BAI TOAN TiM CUC TRI CUA BIEU THUC”

I. MUC TIEU BAI DAY

* Nghién ciru bat dang thirc Cauchy (hay AM - GM), Cauchy - Schawrz..

* Huéng dan hoc sinh giai mot s bai toan tim cyec tri cua biéu thuc nhleu
bién bang phuong phap don bién.

* T6 chire cho hoc sinh 1am cac bai tip con lai cta chuyén dé.

* T6 chirc cho hoc sinh nghién ctru chu dé: “Phwong phdp déon bién trong
cdc bdi todn cwec tri ciia biéu thirc”

II. NHIEM VU CUA GIAO VIEN

* Giao vién hudng din hoc sinh chimg minh mét s bat dang thirc co ban
thuong str dung trong cac bai toan tim cuc tri ciia biéu thirc nhidu bién thuong cé
mit trong cac ky thi THPT Qudc Gia va thi hoc sinh gioi.

' Giao vién hudng dan hoc sinh gidi cac bai tap vé tim cuc tri cta biéu
thirc nhiéu bién bang cach sir dung céc bat dang thire dé 1am giam sb bién.

* Gido vién giao dé tai nghién ctru cho hoc sinh va hudng dan cac budc
tién hanh ty hoc, tu nghién cuu.

* Gido vién dong vai tro 1a ngudi hudng dan, td chirc, thiét ké, cb van,
trong tai trong qua trinh nghién ctru ctia hoc sinh.

III. NHIEM VU CUA SINH

Hoan thanh nhi€m vu gido vién giao cho.

IV. TIEN TRINH BAI DAY
Hoat dong 1: Gido vién dit vin dé vé tim quan trong ciia viéc sit dung bt
dang thire dé giai bai toan tim cuec tri ciia biéu thic.
Gido vién cho hoc sinh 6n lai cdc bat dang thirc Cauchy (hay AM — GM),
Cauchy — Schwarz (hay con goi Bunhiacopski)
' Bdt dang thirc Cauchy (hay AM — GM)
. a+a +..+a
Cho 7 s6 duong 4;,4,,-,4, tacd ——— . >zla,.a,....a
Dau bang xay ra khi va chi khi @, =a, =....=a,.
v Bdt dang thirc Cauchy — Schwarz (hay con goi Bunhiacopski)
Cho hai bo sb a,,a,,...,a, €R; b.,b,,...b ER .

Tacé (ab +ab, +..+ab ) <(a’+a’+..+a’)b>+b>+..+b")

A 13 , S I
Dau bang xay ra khi va chi khi --===- ="
1 2

v Bdt dang thirc Cauchy — Schwarz thuong sit dung
a b (a+b+c)2

Cho a.b,¢>0 y3 x,y,z>0 khi @o Tt
y oz x+y+z

n



Gido vién dinh huéng cach giai bai toan cuc trj ctia biéu thirc va luu ¥ cho hoc
sinh ghi nh& cac danh gia co ban sau :
. xE[a;sz G- aXx- b)) <0
G- aXy - b) =<0
. x,ye[a;b]z G- aXy- a)=0
G-b6Xy-b)=0
. x,y,ze[a;sz G- aXy- aXz- a)+ G- bXy- bXz- 5)=0
*x<y=z= (y- ny- z) =<0
Gi4o vién hudng dan hoc sinh giai bai toan tim cyc tri trong dé thi THPT Qudc
Gia 2015 tir d6 it ra vu diém ctia phuong phap don bién bang cach danh gia bat
dang thirc co ban.
Bai toan 1 (Dé THPT QG 2015): Cho cac s6 thuc a, b, ¢ thudc doan [1:3] va
thoa man didu kién ( + p) + ¢ =6 . Tim gi4 trj Ion nhét cta biéu thirc
_a’h* +b*c* +cfa’ +12abc+72 1

P= - —abc
ab +bc + ca 2

Loi giai
Ta cd: (ab +bc +calf =a’b* +b*c* +c2a” +2abcla + b +c)=a*h* +b>c® +ca” +12abc
- G+b+c)
Dat x =ab+bc +ca STC =12

Ta co: a,b,cE{1;3J=> (a-1p-1Xe-1)=0= abc- lab+bc+ac)+a+b+c-1=0

= abc- x+520= abc zx- 5
Lai c6: G- 3Xp- 3Xc- 3)<0= abc- 3(ab+bc +ca)+9a+b+c)- 27 <0
= abc <3x- 27. Do d6: 3x- 27 =abc =x- 5= 2x =22 = x =11,
2 2
Ta co: P =2 AL DR S AT Y U TG, S

72 5
Xét ham sb f(x) £+7+5 xel11;12]

2
Ta co: f'(x) —-Z—<0 Vxe|11;12] nén P <f(x) <f(11) :%

V@y max P :% khi @ =16 =2;¢ =3

Gido vién nhdn xét: Pdy la bai todn rat hay. Ta phdi ding hai lan gia thiét cia
cdc bién a;bic€|1:3] d@é tim ra mién gid tri ciia x =ab+bc+ca va danh gid dwoc
P thong qua bién x. Ciing tir bai toan trén phai chang bang viéc danh gid diéu
kién ban dau chung ta sé giai quyét diege mét I6p cdc bai todn dang ndy bang
cdach dwa vé ham sé6 mot bién.

Hoat dong 2: Giao vién huwong dan hoc sinh gidi mt so bai tap ve tim cuc
tri cia bi€u thirc sau

Bai toan 2: Cho x.v.z€[1:2]. Tim gi4 tri Ién nhét cua biéu thirc



Hudéng dén

Bién d6i biéu thirc A thanh dang
2(xy+yz+zx) . 8 _y+z+4
2x(y +2)+ vz +4 2x(y +2)+ yz+4 vz +4
yz+4 y+z+4
2(y+z)+yz+4 Jy?+1
yz+4 2\ yz +4
yz+4\/;+4 \/;+1
Dit « =\»z ; t€(1:2]

A=<

A <1

A =<1+

£ +4  2t+4
=1
Xét ham sb: /() +(t+2)2 P

vGi €152

L 4-8 2 _ 4 2 . .
Tacd /O =C o5 * o7 =27 T9 05 nén f{1) dong bién trén [1:2].

7
Suy ra 4=f() =f(2) =- 5
V@y max 4 =- % khi x =Ly =z=2
Bai toan 3: Cho cac s thuc khong 4m a, b, ¢ théa mén

a <1,b <2,¢ <3 . Tim gia tri 16n nhét cita biéu thirc
_20ab +ac +bc) 8- h b

+ +
1+2a+b+3c  brc+bla+c)+8 1242 +3b> +27¢> +8

Hudéng din

Ta co V12a* +36% +27¢* =43Wa* + 1> +9c¢2) =20 +b+3¢ (1)
Mat khac 2a+b+3c-b- c- bla+c)=(a+cX2- b)=0
= 2a+b+3c=b+c+bla+c) (2)
Lai co 2ab+ac+bc- b- c- bla+c)=G+cXa-1)<0
= 2ab+ac+bc <b+c+bla+c) (3)
Tu (1), (2), (3) ta dugc
_2prerplate) 8
l+b+c+bla+c) b+c+bla+c)+8
Dﬁtt:b+c+b(a+c)2 0 <t <13

2t 8
Xét ham s () =——+—— v§i r<0;13]
t+1 t+8

8 2(3t+10X6 t)
fo= (m)z (t+8)2 (t+1)2(t+8)2

fO) =1 f(6)=—, f(13)=

=0 t=6



\ 4 16 16 . 2
Tiur d6 suy ra B =/ (?) === max B = dat duoc khi a =1,b =2,¢ =3

Bai 4: Cho x, ), z 1a c4c sb thuc duong thoa man y+z =x(* +22). Tim gi4 tri nho
. . L1 4

at cu 16 e Pttty

nhat cua biéu thire fed T} T+ Gl

Hudéng dén

Tu glé thiét ta coO: x(y +z) S2x(y2 +22)=2(y+ e y+z S%
X
1+x)

2
X

2
2+g
x

Do doé: (1+yX1+Z)S%(2+y+z)2 si

2x7 +1 4x> 22X +6x7 +x+1

Ap dung bat dang thirc Cauchy ta co: £ = . + P I

2x° +6x* +x+1

Xét ham sb: f(x) = e

o _2(5x-1)_® 1
Taco:f(x)—m—o *=3.

91
108

X . 1
Lap bang bién thién ta dugc: P =/(x) =/ 3

A cy ) £ X 91 . 1
Vay gia tri nhé nhat cua P bang 108 Khi x =5 =2 =5,

Bai 5: Cho a>b>c>0. Tim gié tri nho nhat ctia biéu thirc
1 . 1 . 1
G- B-cF C-aF

P=(az+b2 +ct- ab- be- ca{

Huéng din

e _x y . 14 14
bat f—;+;:’ t>2 Khi do taco

-1
=——-=/0

t-2

P:(t-l{ ! +¢

Xét ham f{t) trén @;+0) ta duge: /'() =W = f'()=0s1 :%

. 5) 27
Lap bang bién thién ta dugc £ =/() =/ 5]

4

2 . Coy gt XV S _ _ _
Dang thue xdy ra khi va chi khi ;+;—f—52X—2y:>a—b+d—c+2d,Vd>0

A agee a1 AL o 1.2 . \ 27
Vay gié tr1 nhé nhat cta biéu thie P 1a "



Hoat dong 3: Gido vién hwéng din sir dung bat dang thirc co ban dé danh gia
1am giam s bién ctia bai toan
HDTP 1: Gido vién huwéng din hoc sinh chirng minh cac bat ding thirc hé qua sau
Hé qua 1: Cho a.b€R taco a+bF =4ab

@+b)

Hé qua 2: Cho @.b>0 tacd o’ +b° > >a’b +ab’

A , , 11 4
Hé qua 3: Cho @.b>0tacd —+_=

a b a+b
Hé qua 4: Cho @.b.c€R taco o’ +b* +¢* _(a+b3+0)2 >ab +bc + ca
Hé qua 5: Cho a.b,c€R ta ¢ (ab+bc +ca¥ =3abcla +b+c)
1 1 1 9
Hé qua 6: Cho @.b,¢>0 taco PRI
b ¢ a+b+c
1 1 2

5 17 ,b>0 viab > 4 + >

Hé qua 7: Cho a vaab ltacd 77 138 T+ b

1 2
<

1
+ <
l+a 1+b 1++Jab

Hé qua 8: Cho @.6>0 vaab <1 ta co

HDPTP 2: Gido vién nhén xét va huéng din sir dung bat ding thire co ban dé
danh gi lam giam s6 bién ciia bai toan

Nhan xét: Trén day chi la mot s6 hé qua tiéu biéu thuong su dung dé tim cuec tri
bang cdch don bién. Ung dung cdc hé quda trén dé gidi cdc bai todn sau day.

Bai toan 6: Cho céc s thuc @.b.c €[1:2]. Tim gia tri nho nhat cta biéu thuc:
_a’+b*+2ab
¢ +4(ab +be + ca)

Hudéng din
Ap dung hé qua 1 (a+bY =4ab

2 2
a’ +b> +2ab (@+br
b P = > =M
Taco A +dab+be+ca) A +acla+b)+@+bY
1 1
M = p Tl a1 o= C
a+b a+b
e c 1 . 1
Véi a.b.cell2] var=——=1€|- 1] Xét ham sb f(f) =——— trén [—;1}
ath +4t+1 4

= 2(Z+2) 1 . e ~ 1
Taco ') = m VZE{ 1} = /(0 nghich bién trén | 7l

= f() =1 :g;we

4

1
P>
hay =

A . ., ., . \
Vay MinP =g giatr nho nhat dat dugc khi @ =b =lva ¢ =2



Bai toan 7: Cho céc sd khong 4m g, b, ¢ thoa mén ¢>0 va a’+b* =clc- 1. Tim
2 2 2
cro ) A, -2 . a” +b"+c
gia tri nhé nhat cua bi€u thirc: P=r——~
(@+b+cy

Huéng din
2

+2
> vic>0

a+b
c

(a+b) )
+c

Taco: P= =
aco G+b+cY )

a+b+1

C
T gia thiét:

¢t =c+a’+b’ =c+(a+bXa2-ab+b2)Zc+ <I.

>2.]c. =0<

(a+b) (a+b) a+b
4 4

c

Pt 1 =% 5 021 1 (vi @b 20 va ¢>0). Khido P =t 2
' ¢ o T ' T2 +1)

242

. t-2
‘ ham s8 £(6) == tran |o: (1) =<0 Vie|o:
Xét ham so f(1) (41 tén 01], ta co /'(©) oo =% re|o;1]
, . 1 3
Do d6 f(#) 1a ham s6 nghich bién trén 0] = () =7 =3 vee|o;]
Hay P Z%, Va,b,c 20 thoa man ¢>0 va a*+b* =clc- 1),

. 3., . , £ .
Vay MinP =g gid tri nho nhat dat duoc khi @ =6 =Lc =2

Bai toan 8: Cho ~..z =0 thoa man *+»+z>0_ Tim gia tri nho nhat cta biéu
3 3 3
x +y +16z
4 . P - < o
thire: G+y+z)

Hudéng dén

3 3

3

Taco P=|—> | +|—2 +16| —=

Xx+y+z x+y+z x+y+z

3 3 3
{ A ? 14 1 + 1
Ap dung hé qua 2 ta cé + Y S A B —
X+y+z X+y+z 4ix+y+z 4 X+y+z

1 } } z
Dodd P=—{1- —=—| +16 Patt == t€|o;D),

4 X+y+z X+y+z X+y+z

Khi d6 P %(‘ - 1) +167° . Xét ham s6 /(7) =%(1 - 1¥ +16¢° trén 051

1
t=—elo;D)
L 189¢* +61- 3 N ’
Taco /') 7 E— J'(@) =0=

__ 11
t= 7¢[0,1)

1 16 16
—l==—_VteloD) = P>f(t)>—
9] A o) = P=f) >

9

Lap bang bién thién suy ra /(1) = f



. 16 ., . , £ .
Vay MinP —gp 8ld tri nho nhat dat duogc khi x =y =4z

Bai toan 9: Cho x, y, z la ba s6 thuc thudc doan [1:2]. Tim gia tri nho nhét ctia biéu

G+y)

L4 ‘P:
thue: 2 +y+z)- 20 + yz)- z?
Hudéng dén
G+y) G+y)
14 P: —
Taco 2(X+y+z)z-2(x2+yz)-z2 22+4(x+y)z+4xy
2
Y
7+7
Go+y)
Taco 4xy <G+y¥. Do do P = T )y+(x+ ¥ = z 2
z
= Y | [P\ AR B 4
z z z z
- X oy R R L, . 2
Pit t ==+=, vi %77 thudc doan [1:2|= 7€ (1:4]. Khi d6 taco P>——
z 0z 144t +¢

2
, 4t* +2t , ¢ s y
Ta co /') == /(>0 vie[t4]. Suyra f(®) la ham sb dong bién
(l+4t+t )2

twén [14]. Do do 1) =7() =1, vieli4| hay P>, v y,zeli2)

1
6

. | : .
Vay MinP = gia tr1 nhé nhat dat dugc khi x =y =1 va z =2

e 14 14 /’\ 2 ~ 1 2 2 \ 7 M 2 /{ 2
Bai toan 10: Cho cac s6 thuc a.6.¢ >0 théa man el + R Tim gia tr1 nho nhat cua

a b c
+

= +
bte atc g +b +c

biéu thic: P

Huwéng din
a
c

o |

P= + +

Vic>0 dodotacod b a \/
—+1 —+1
C C

+1

' b \ . 14 '/‘,\ 4 2 \
bat x=%, y == = x,y>0 (vi a,b,c>0) khi d6 bi€u thirc P tr¢ thanh

_ X y 1 A ake e a1 2002
P = + + . Bién d6i gia thiet — =5 +— ta thu duoc
y o+l cc a b




Ta co x*y? =2(;2 +y2)2(x+y)2 = Xy =x+y
va XX+ 2 +1=G+ ) - 20y +1 <G+ p ¥ - 2G4 9)+1=G+y-1F (1)
Talai co G+ yF =4xy 4G+ y)= x+y >4 2) (vixy>0)

T (1) va (2) = 2 + 2 +1 <x+y- 1

Bién d6i biéu thirc P, ta thu duoc

X b% 1 1 1 1
P+2 = +1+ #le—— =G+ y+1 + +
vl Al el )[x+1 vol) [eay el
4 1 4 1
\ 7oA ; '-P+22(x+ +1) + = P>2- +
Tu hé qua 3, ta co: y Xty 42 xty-l X+y+2 x+y-1

f)‘c}tl‘:x+y=1‘24.D0d(’)PZ2-i+L

: t+2 -1
Xétham sé /(1) =2- ——+ 1 {ran [d;+0)
(] am SO +2 1-1 ren 5

31t - 4)
Ta co f'(l‘) :m ZO, Vte l4,+00) va f'(t) =0= ¢t =4 (Vi te \‘4,+OO))
Suy ra /() 1a ham s6 dong bién trén |4;+00)

= 1) =f(4) :g, V€ |4;+00) hay P =£(1) z%

. S .
Vay MinP =§ gia tri nhé nhat dat dugc khi a =b =2c

Hoat dong 3: Gido vién giao bai tap cho hoc sinh, yéu ciu hoc sinh tiép tuc
giai. (Hoc sinh lam tai 16p hoac ¢ nha)

Bai 1: Cho x.»,z>0;xyz( + y+2)=20  Tim gi4 tri nho nhat cua biéu thirc
P =G+ yXx+2)+ y°2?

Bai 2: Cho a.b,ce

1 \ 1z Ao 1R ,
521} . Tim gié tri 16n nhat cta biéu thic
P:|a-b+b-c+c-a|

|c a b|

a1 \ .y . ) A i C C
Bai 3: Cho a.b,c>0,a’ +2b* <a’b*, Tim gia tri 16n nhat cia P =t -1y

Bai 4: Cho a, b, ¢ la cac sb thuc théa man @.c =1;6 =2 Tim gia tri nho nhét cla
ab+c) cla+b) 3a+cY +2b7 +8
+ +

b+2c b+2a 4G +ac)
Bai 5: Cho cac sb thuc x,y,z€ [O;IJ va z =min{x, Vs Z}. Tim gia tri nhé nhét cla

o, G+zr z +1 2
bidu thirc P == +—2 "+
\/X+Z \/y(y+z) xXy+xz-yz

Bai 6: Cho cac sb a.b.c<[0:1]. Tim gia tri 16n nhit cua biéu thirc
a b c
= +
l+bc l+ac 1+ab
Bai 7: Cho cac s6 thuc duong x, y, z thay d6i1 thoa man diéu kién x+2y-z=0,
y + x+2y

biéu thirc: P =

+ abc

7 2 X
\ .y . 5 A 5 « R o P — +
Tim gia tri nho nhat caa biéu thirc: 0y+z xrytz 2x+dy



Bai 8: Cho cac so thuc duong g, b, ¢ thay d6i thoa mén diéu kién @ =b.a =¢_ Tim
a b c
:5(a +b+c)+ 5a- 2c¢ * S5a- 2b
Bai 9: Cho ba s6 thuc duong *-Y-Z théa man 0<x<y<z. Tim gia tri nho nht cua
X’z y* 2 +15x°
12z + y2)+ 22z +y2)+ X’z

Bai 10: Cho «.b.¢ 13 cac sd thuc duong thoa man Va- ¢ +vb- ¢ z\/acz. Tim gia tri

2

gia tri 16n nhét caa biéu thic: P

biéu thitc: P =

a b c c
+ + +
b+tc c+a a+b a +b’
Bai 11: Cho «.b.¢1a céc so thuc duong thda man: a >b >c. Tim gia tr1 nho nhat cta

(2 +c2)\/ab+bc+ca

nho nhét cua biéu thitc: P =

biéu thuc: T =

abcla+b+c)
Bai 12: Cho *-7-Z la cac so thuc duong thoa man: x*+»* +2° =1, Tim gia tri 16n
3.3 3.3

£, o 1R , Xy vz Xy +yz

nhat cia biu thirc: P = + -
1+z° 1+x° 24x°7°
4 4
Bai 13: Cho 7% 1a céac so thuc duong thda min [% H 2| +T=T42
2y? 277 3z

+ -
2 2 2
x*+yt Y+ 2x+z

Hoat dong 4: Gido vién hwéng din hoc sinh nghién ciru chii dé

“Phwong phdp dén bién trong cdc bdi todn cuc tri ciia biéu thirc”
HPTP 1: Gido vién chon nhém gom 5 hoc sinh giéi trong ddi tuyén Toan
ciia nha trudng va yéu ciu hoc sinh
* Ty tim to1 thém cac bai tap co lién quan dén cuc trj cua biéu thic.
* Hoc sinh viét thanh mot bai bdo nho theo miu sau:

DE TAI NGHIEN CUU CUA HOC SINH

Tim gié tri I6n nhat cta biéu thirc: P =

Tén dé tai: Phwong phdp don bién trong cdc bdi todn cwe tri ciia biéu thirc

1. M¢ dau

I1. Kién thirc co ban

I11. Két qua nghién ciru (cac dang bai tdp minh hoa)
[V. Két luan

V. Tai liéu tham khao

HDTP 2: Giao vién nghiém thu bai bao cia hoc sinh

* Gido vién kiém tra két qua tu hoc, tu nghién ctru cua hoc sinh.

* Gido vién to chiic cho hoc sinh trinh bay két qua nghién ciru va lam trong tai
cho cac cudc thao luan.



* Gido vién dua ra danh gia cho bai bao cua hoc sinh theo cac ti€u chi:
+ Chinh xdac, sang tao, tich cuc, kha nang lam viéc nhom.
+ Bai tap hoc sinh dua ra da dang, phong pht.
+ Tién d6 cong viéc hoan thanh.

Keét qua nghién ctru ciia nhém hoc sinh

SO GIAO DUC VA DAO TAO THANH HOA
TRUONG THPT NHU THANH

Dé tai: Phwong phdp dén bién trong cdc bai todn cwc tri ciia biéu thirc

Nhom hoc sinh: Nguyén Thuy Dung, Lé Thi Huyén, Trinh Ngoc Nam,
Nguyén Phi Luwong, Quach Van Thién

Truong THPT Nhu Thanh - Thanh Hoa

Nam hoc: 2015 - 2016

CHU PE NGHIEN CUU CUA HOC SINH

Chu dé: Phwong phap don bién trong céac bai toan cwe tri ciia biéu thirc
Nhém hoc sinh: Nguyén Thuy Dung, Lé Thi Huyén, Trinh Ngoc Nam,
Nguyén Phi Luong, Quéach Vin Thién

I. Mé diu

Trong ky thi THPT Quoc Gia va thi hoc sinh gioi c6 rat nhiéu bai toan
kho lién quan dén cuc tri cua bleu thirc nhiéu blen do vay dé dat duoc két qua
cao trong cac ky thi chung ta can nghién ctru su sic. Sau khi duoc hoc chuyén
de “Ky ndng don bién dé giai bai toan tim cyc tri cua biéu thirc” ching toi thay
rang phuong phap don bién 1a mét cong cu manh trong cac bai toan tim cyc tri
cling nhu bai toan chimg minh bat dang thirc. Trong dé tai ndy nhom chung t6i
tap trung nghién ctru mdt 16p cac bai toan cuc tri ma phuong phap giai ¢é lién
quan dén k¥ ning don bién bang cach sir dung bat dang thirc co ban.

II. Kién thitc co ban



1/ Bit dang thirc Cauchy (hay AM — GM)

. . a+a,+..+a
Cho 7 s0 duong ¢,,4,,---,4, ta coO >1/a .a,....qa
n

Dau bang xay ra khi va chi khi @, =a, =....=a,.
2/ Bdt dang thirc Cauchy — Schwarz (hay con goi Bunhiacopski)
Cho hai bo sb @,,a,,...,a, €R; b.,b,,...b ER .

Tacé (ab +ab, +..+ab ) <(a’+a’+..+a’)b>+b>+..+b?)

n-n

a _a, a

Dau bang xdy ra khi va chi khi o =, = ="
b b, b

3/ Bat ddang thirc Cauchy — Schwarz thirong sv dung

2 2 2
Cho a.b.¢>0 y3 x,v,z>0 khi do a_+b_+C_ZM
X y z xty+z

4/ Cdc bat dang thirc hé qud thirong diing
Hé qua 1: Cho a.bER  tacé q° +b*> >2ab
Hé qua2: Cho abeR, taco (a+b) =4ab

Ha qua 3: Cho aber, tacé 2(a® +b7)=(a+b)

Hé qua 4: Cho a.b>0 tacé 43 +p> > "7

1 1
Hé qua 5: Cho a,b>0 tq c6 _+E >

(a+b +c)2
> @ 0 0

Hé gué 6: Cho a.b,cER  tq co a2 +b2 +c2 >ab+bc +ca

Hé qua 7: Cho a.b.c€R  ta co (ab+bc+ca)2 >3abc(a+b+c)

Hé qua 8: Cho a.b.c€R  ta co (ab)2 +(bc)2 +(ca)2 >3abc(a+b+c)

1 1 1 9
Hé qua 9: Cho a,0,¢>0 tqc6 —+—+—=
a b ¢ a+b+c

1 1 2

+ =
l+a 1+b 1+\/E

1 1 2
dquall: a,b>0 vg ab <1 ‘ + <
Héquall: Cho va a ,tacol+a [+h 1+\/E

Hé qua 10: Cho a,0>0 vq ab =1, ta c¢6

1 1 1
Héqua12: Cho a:0>0, 1a ¢ G 5 * G py “Gaady

II1. Két qua nghién ciru

Dang 1: Phuong phap don bién trong bai toan cwc tri ciia biéu thirc

Bai 1: Cho x»,z2=0;x+y+z =1_Tim gia tri IJén nhat cua biéu thirc
P =x4(y +2)+ y4(z + )+ 24(x+y)




Loi giai
Nhin xét: Biéu thirc cia P la déi xung gita %Y-%Z va la dang da thuc nén ta
hoan toan biéu thi ching dwoc vé dai lwong

Nz =1 _ (‘\+>7|
N Ll = = 0 =95 =a =1
=5 0 =36 =G ey e —a

Khz do, P chi con haz bién @b va cé thé sé don gian hon
P =x (xy+xz)+y (yz+yx)+z (zx+zy)

=0 7422 Loy + yz + 20)- a2l + 92 + 22)
=@ - 3a+3b)a- Q- 2a)

Tir do suy ra P =fa;b)=a- 3a* +5ab- b
Bién b xuat hién it hon nén xét f,@:6)=5a- 1 ¢o hai trudng hop can xét

' Néu « % = P=7Gp) < f@0)=a- 3a> =al- 3a)

Pén day ta c6 thé dung khao sat ham hodc str dung bt dang thic Cauchy
P <al- 30) =L 340 - 34 )3[M] -

w |

2 2
' Néu a>é=> P=flub)=f

a;a] =a- 3a’ +§a2 -4 :za(4- lla)<l;Va€{l;l
9 9 9 9 12 5°3

Bai 2: Cho @.b,¢>0_Tim gi4 tri nhod nhét cua biéu thirc
G+ Xa+db+Xa+b+ ey
abcsla? + b +¢2)+ ab +be +ca)

1 3+4/3 3-43
Ay MaxP =— = (g y;2) = ; ;0
Vay MaxP =1 Yz 6 6

Loi giai
Nhdn xét
* Pady la bat dang thirc cung bdc nén co thé gia sir a+b+c =3, Tai sao ching t6i

lai chon dai luong tong ma khong chon dai lwong khac. Bon gian vi trong biéu
thirc biéu dién dwoc vé tong

Y Vai tro ciia %< binh ddng nén ta cé thé dodn dwoc dang thirc tai @ =C

R () 20
1.do ta co: abcla? +b* + 2 +1)

Do da c6 tong nén mot suy nghi ty nhién 1a thir xem bat dang thirc sau dung hay
(a+c)2 b2+2.(a+C)2 +1] (*)
4 4

sai: abc(az +b* + ¢’ +1)Sb.

P +a’+c’ +1 <(a+c)2
(g+c) ~ dac
4

(=

b*+2 +1



(- cy <(a-c)z
(w+ey ] ~ dac
. +1

4

2(b* +2

o dac <202+ +c) +2
26 +(@- cF +2 >0

Bit dang thirc cudi hién nhién ding. Do do, tir (¥) suy ra
18G- pXb +1) 144G - )Xo +1)

P> : 7 :
b_(a+4c) bz”_(a;e)*Jrl G- b}[zb +G- b)Y +2]

. 144( +1)
“pG- bX3p2 - 6b+11)

=144.1 (b)

Xét ham 5§ £(0) =
ham ngay, tuy nhién c6 mot phuong phap dé tinh dao ham ham sé nay nhu sau
In £(5) =InG +1- In®)- nG- »)- nGp2- 6p+11)

LSy _ 1 1,1 6b-6

f(b) b+l b 3-b 3b - 6b+11

Sau khi giai ta c6 /() =0= b =1 Do dotacod S () =/ (1) =é; vbx € (0;3)

144
Suy ra P =144./(b) === =18 Vay MinP =18 khi a =b =c

) trén (0:3) ham nay khé phtrc tap néu dao

‘. 4 . I SRS ,
Bai 3: Cho a.b,c>0;ab+bc +ca =3 Tim gia tri nhé nhat cta biéu thirc

_ |2 1 2 1 2 1
P‘\/" ), +\/b e J Ny,

Loi giai
A , , pe g A3 2 , . | A A
Nhan xét: Chung toi thay rang dang thuc tai a =b =c =3 O bai tap nhu thé nay

hoan toan ta c6 thé sir dung phwong phap can bang hé so ciia Cauchy- Schwarz.
Tuy nhién chiing t6i thdy dang ciia P la: » =+ [+ [
Nhur vdy ta chi can dp dung bat dang thirc quen thugc = =+ +[F =[5 +5 |

Chon x =| a ;y=[b;L !
- c+1

Ta+1)”
1 1 1
+ +

a+l b+1 c+1

-

sZ =

1
“b+1

2

Khidé4P2J@+b+cy+

Pai lugng ta co thé thiy ngay 1a x =a+b+c =3lb +bc +ca) =2
Str dung bat dang thurc Cauchy — Schwarz ta co:
1 1 1 9
+ + >
a+l b+l c+1 a+b+c+3




2

9
a+b+c+3

) 81

PZ\/(a+b+c)2+ = |x +m

A A b . \ 14 \ /( — 2 81 ~
Cong viéc con lai 1a xét ham so /(x) =x *Gaay trén [2;+00)
162 2xG+3) - 162

G+3y  G+3)

Do dotaco P=yf(x) =/f(2) :@.

/181
5

f'(x) =2x- >0, Vx >2

A 7 e 2
Vay minP = , xdy ra khi va chi khi @ =b =c =2

Bai 4: Cho a.b.¢ > 0;abe =1 Chung minh rang
@+b+c¥ +Qa- bl+[b- c|+]c- a\)z >20% +b° +¢2)+3

Loi giai
Nhin xét: Budc ddu tién nhw mét phan xa thong thuong, ching t6i lam mat ddu
gid tri tuyét ddi bang cdch gia sik: a =b =c
Khi d6 bat dang thirc twong duong véi:
@+ + +20b +be +ca)+ 4 - ¥ 2207 47 +¢P)+3
& 3a* - b* +3c? +2ab +2bc - 6ac- 3 >0
Bét dang thirc cudi tu dung xuét hién sé 3 & cubi lam “hong” tinh cliing bac cia
bét dang thirc nén ta c6 thé thay 3 =34/a»’c> dé dugc bac hai. Khi d6 bat dang
thire tuong duong: Fa;b;0) =3a% - b* +3c¢* +2ab + 2bc - 6ac - 3N a’b’c> =0
Do tinh cung bac rdi nén hién nhién @ &.¢ khong con bi rang budc boi dang thirc
abc =1 nita ma chi c6 bat dang thirc a =b >c. Vi bat dang thirc cting bac nén ta cd

phép ddi bién {

Bit dang thirc tuong duong

f(a;b;c)ZO = g(x; y) =3x"- 143y +2x+2y- 6xy- 33/x°y° =0;x =1 =y >0
3 2

D@ thiy 2.(sy)=6x+2- 6y- R L V)+2.

1-32-
Ux x

Do d6 ta co: g p)=gl;y)=3- 143y +2x+2y- 6xy- 33/y’
=3y +4-4y- 3.3\/)/72
=302 - 3\/;7) 4Gy - D=3 - 2)- 46 - 1) =3/y € O3]
=G - D326+ 12 +1)- 46 +7+1))
G- 1PGr* + 674972 +86+4)=0; V& >0
Vay bai toan duoc giai quyét. Loi giai nay mang tinh chat giai quyét bai toan
theo suy luan logic cua toan hoc. Tuy nhié€n, bai nay c6 101 giai cuc dep nhu sau:
Loi gidi 2:
Gia st a b 2. Khi d6 bit dang thirc twong duong véi
@ +b> +0* +20ab +be+ca)+ G- F 220 +b> +¢2)+3

[=3

z

<

x
O =<y = =1
bH

20, Vx =212y >0




Tuy nhién, ta chi cin ching minh bat dang thirc manh hon

ad+b*+ +2@h+be+ca)+alu- F 22(02 +b’ +cz)+3(ab +bc +ca)

B&i Vi ab +be +ca =33a’b?c> =3. Tuy nhién bat dang thirc cudi twong duong véi
G- bXb- )+3G- ¥ =0

Bat dang thirc nay hién nhién dung do @ 2b=c. Vay bai toan dugc giai quyét
Nhin xét: Loi giai thir 2 dep mdt chi nén dé danh cho nhitng nguoi thich tim toi
va yéu todn. Poi véi viéc thi dai hoc, chung ta cé gang tim ra nhitng loi giai
mang tinh chdt “bdn chat” nhat dé gidi quyét bai todn.

Bai 5: Cho a.b,¢>0;a =vb* +c* . Tim gid tri nhé nhit cua biéu thirc
1 1] [1 1 1 1]
—+—|+bh| —+— —+—
b a b
Loi giai

C cC a

Nhin xét: Néu khong cé diéu kién rang budc o =\ +& thi loi gidi don gidn la
dp dung bat dang thirc AM — GM nhu sau:
LR P l + l b

)T =T
Nhung ddang thire xdy ra khl do la a =b =c khong thoa man a =b* +¢*
Nhuw vay ta can tim mot loi giai khac. Pac biét, do khong bi rang buoc boi dcfng
thirc gi nén ta c¢é mot phiwong phdp quen thudc trong mot sé bai twong tw nhu
trén, do la dao ham theo bién
I 1 I 1

+

1
—|+b|—+—|+c|—
c c a L a

P =a +c

P=a +b +c

I 1

=qa| —

+ b + C] =f(a;b;c)
¢ b
Do c6 gia thiét a >v»* +¢* nén ching t61 nghi dao ham theo bién a, do d6 co6 cach
phan tich trén.
, 1 1) b+e @ -be)b+o)
fa(a;b;C): —+—- P = 2
a a“bc

Do a>Vb?+c2 nén a’ - be =b° +¢* - be =2bc - be =be >0 = f;(a;b;c) >0

b+c

1
P=a|l -+
b

C a

= P=f(a;h;c) = f b2+cz;b;c):\/b3+c2 E +bi+é+£:g(b;c)
b ¢, W c b

g(b;¢) 1a ham doi xuing va cung bac gitra #;< nén ta hoan toan co6 thé gia su
bc =1
Khi d6 ta dit b+c =t = 1 22Jbc =2; b* +* =G +cF - 2bc =1* - 2

g(b;c) =tNt* - 2 PSP

4 ?tz B 2 r 2
Dén day ta co thé dung bat dang thuc Cauchy nhu sau:
g(bic) = \F ﬁ t{ +1’ _2_I+M+2 -2=2432

Vﬁy MinP =2 +32 < {” =Vbt et Ca;by¢) =C\/5;l§/), V>0

b=c

Bai 6: Cho x.»,z€:1); xyz =G- xXi- y)Xi- ). Tim gi4 tri nho nhit cua biéu
thirc: P =x"+y’+2’




Loi giai

Nhdn xét: Mot phan xa ty nhién la tach tung ra
xyz =@- xXt- yXl- e Xy+yz+zx =2xyz+x+y+z-1
Taco P=x*+y>+z* :()r+y+x)2 - 2(xy+yz +zx)=£>- 2¢- dxyz +2, yoi L=x+y+z
Muc tiéu la don vé bién t=x+y+z_ Thyc ra don vé bién nao cting duorc. Mién la
sir dung bién doi cang nhiéu cang tot. Dé ddnh gid vé bién t chdc chan ta phdi
diing bat dang thirc Cauchy, ta dwoc
Gey+zy ¢

27 27

3

Do do ta thu duge P=- 2=+ - 2t+2 = £(1)
Xét ham s6 /() trén ©3) ta thu duge min /() == = 1 =2

3 1
Aav mnP="o x =y =z =—
Vay 1 y :

Bai 7: Cho %V 1a hai s thuc duong théa man 2x+3»y <7 Tim gia trj nho nhat
cua biéu thitc: P =2xy +y +45G2 + 2)- 243/8G + 1)- G2 + 37 +3)

Loi giai

2x+2+3y+3

-
2

Tacd 6G+ 1D +1)=0x+2)3y+3) <
5(;2 +y2)2(2x+y)2 = /562 +)/2)25()r2 +y2)

Va G+y-3Y =x>+32+9+2xp- 6x- 6y =0
& 26+ y+x9+3)28G + p)- (2 + 37 +3)
Do do: P =20y +x + y)- 2432Ge+y +xp +3)
Dt t =x+y+xy;0€ 5= P=f(r)=21- 24321 +6
o _,Ver+e¥-8_, Vi e 5]
Y@t + 6> 3/Cr +6)

<36= x+y+xy <5

Taco /@) =2-

> ham s6 /() nghich bién trén ©:5].
= min £(¢) = f(5) =10- 4832

Vﬁy min 22 =min f(z) =10 - 48 /2 <« {

x =2
3y =1

Bai 8: Cho cac s6 thuc X;V thay doi. Tim gia tri nho nhat cua bi€u thuec:
P=yx>+37 +2x+1+./x> +17 - 2x +1 +|y-2

Loi giai

P:\/x2+y2+2x+1+\/x2+y2- 2x+1+|y- 2|
Trong mit phing v&i hé truc Oxy, xét cac diem M G - 1= ¥ Nx + 1: ]

2

Tacd OM +ON =MN < G- 1F +1> +/G+1F + )7 =[4+4,°

= P =21+ +|y- 2| =£(»)




Truong hop 1:v =2
) =24yt +2- y= () =22 -1

w/l+y2

SN =0 = 23 =fT+ 37 = {;‘ZO:] - =
. e B s
Lap bang bién thién ta d€ dang tim dugc min /() =/| —=| =2++3

Truong hop 1:y =2
F() =21+ +y-222J5>2+43
DO d(') P =2 +\/§; Vx, y

Vay MinP =2+3 khi Gs»)=0;

H

Bai 9: Cho % Y>Z1a céac s0 thyc duong thda man x* +y* +z* =2x,
x+z z 4y’

N (4 . r f( 9 . 7\ 4 P e -
Tim gia tr1 16n nhat cua bicu thuc cr 2+l Al GayY

Loi giai
Ta co
Xyl =2x e 2+ 2 =22 + G+ Y 222G+ )= x4y =az 4z (1)
Dau bang xay ra khi ¥+y =2

z X X+z X
: <

\ N X, ),Z < ; <
Tu (1) va X ¥-Z duong suy ra Al xa 2y 4] xty
2

2x
xX+y

pat =

: xX+y
Xét ham sd  f(t) =2t - 44> vai t € ©:1)
f'(t)=2-8 =0 ¢ :%

l]_l
4) 4

Vay gid tri 16n nhét cia P [ o~ - o3 L3 o

x
= P=<

- 4

xX+y
X

= 0<t<l Ta duogc P <2t- 4¢°

= fO=f

Bai 10: Cho @.b,c € R;abe =l;a =3 Tim gia tri nho nhét cta biéu thirc
2
P :a?+b2 +c¢? - ab- 2bc- ca

Loi gidi
Nhin xét: Ching t6i thdy rang ham sé nay sé phdi dwa dwoc vé bién a. Nhw
vay, nhitng gi doi xung giita b, ¢ ta gop chung lai va bién doi twong duwong:

2
P:%+(b+c)2- alb +¢)- 4be




Néu ta coi day 1a ham bac hai v6i bién b+c thi gia tri nho nhat 13 tai b+c :g. Khi

. X A . \ \ a 1 , n
d6, muon ton tai b, c thi phuong trinh X Z-E.X +;:0 c6 nghiém

2
a

@A:_-izo@ a’>16 do a>0.
4 a

\ 9 r 7. A M M N~ A . a
Va do ta chi xét v&i a >3= &’ 27 nén chac chan 1a s€ ton tai b, ¢ sao cho b +c¢ =5

2
+a

1 1 3_a 4
—_— - _Z_- _ =
3 4] a 12 a J(@)

2

Do d6, ta ¢6 danh gia P = b+c-%

fy 1o 4 40, , 24
Xét ham so f(a) =f—2- — trén 35+90) ¢6: f'(a) :aj+—2>0
a

Dodotacod P=f(a)zf(3)=—
Vﬁy min £ =% < ";}2 - | ('-I 32— s
Loi giai

Nhdn xét: Bai toan nay co tinh doi xung gitta b;¢ nén nhiéu kha nang dang
thiec xay ra khi b=c. Ta chwa can dé y diéu do voi. Hay nho rang viéc dy doadn

Bai 11: Cho a.b,¢>0_ Tim gia tri nho nhét ctia biéu thirc
_\/(a+b+chb+bc+ca) Shc
P= +
abc G+cY

c6 thé sai. Chinh vi thé ma chung toi hay noi “can mét chit mao hiém”. Dw
dodn thé nao sé hinh thanh ra hwéng nghi @6. Va di nhién c6 hwéng nghi sai.

Pé bai cho a-b.c>0_ Nhu vdy tirc la a-b.c khéng phu thuéc vao nhau. Thé thi
sao? Qud quen thuéc mot huwdng nghi tr nhién la dao ham theo timg bién. Chon
bién ndao dé dao ham trude. Chéc chan la a réi vi b:e binh dang. Ta co:

(a+b+cxab+bc+ca)=(a+b+c,{l ! 1=1+a,f’b+c+i.@;+c)+e;+c).l

—t— 4 — 4
a c c a c

abc
Pao ham hay dung bat dang thirc Cauchy ¢ day déu dua ra mot két qua 1a dat gia
tri nho nhat khi: « =vbc
Nhu vay, néu tim dugc #:¢ thi chon dugc a. Do do, ta hoan toan c6 thé danh gia:

_ (a+b+chb+bc+ca) 5hc 2 +¢) ] 5hc
P_\/ abc ooy \/H Jbe #b { "hroy
- P>b+c 5bc

“Vbe B+

/\ A 14 M 14 \ e - e b \ \
Dén day ta c6 hai hudng la dat S =b+c; P =bc;S* 24P hoac dat ¢ = Hoan toan

giai dugc theo nhimng cach dit d6. Tuy nhién ta thdy ngay an phu & day la:

t:b+c=>P—t+ = f(1):t 22

Vbe




Xét ham sb /() trén [2:+) ta co: f'(t) =1- —=> 11(t) =0 = 1 =310

n , A “n 3 _3 5
Lap bang bién thién ta dugc P =/() =/ (o )—\/ﬁ + 100

b+ c 5
—3/10
VAay MinP =3/10 > 1 Upe
dy /100 Jhe
a = C

= (a;h;c):{Z[%/lO +~/3/10 - 4Jt;[3\/10 +~/A/10 - 4]21;44 S V>0

Bai 12: Cho a.b,¢>0_ Tim gia trj nho nhat ctia biéu thirc
\/ a \/ b \/ c W +b7 + ¢

P= + + +
b+c \c+a a+b ab +bc+ca

Loi giai

Nhan xét: Voi nhitng bai toan kleu nay, chung toi sé di theo 16i don gian_ nhdt
la: danh gia nhiing * bzeu thirc gzong nhau” dé ve dang don gian truoc roi xét
sau. Chung t6i co gdng dwa tong ba phan s6 ddau chi con vé hai bién:

x =a’ +b* +c*y =ab+bec+ca. Ta lam nhw thé nao. Chdc chan mét diéu la khi dung
gi ciing phai luu y dang thirc c6 xay ra khong? Ngay ca khi ta chua biét né bang
mdy, ta chi cdn biét la né cé ton tai hay khéng.
Dur dodn ddu bang xdy ra khi a =b =c.

a a _ 2a\2 - 2a\2
b+c Jab+c) 22ab+c) 2a+b+c

Tuong tu va cong veé voi vé ta dugce

Vre lva o
+ + >
b+c c+a a+b

Ap dung bat dang thirc Cauchy — Schwarz dang phan s

a . b . c
2a+b+c a+2b+c a+b+2c

(1

a b c _ a’ b’ ¢’
Qa+b+c a+2b+c a+b+2¢c 2a*+ab+ac ab+2b*+bc ac+be+2ct
a’ h* ¢’ (+b+cY
bl + bl + '72 bl bl bl
2a° +ab+ac ab+2b +be ac+be+2ct 2 + b + 2 )+ 20b + be +ca)
, b (a+b+c)
Do db: ———+ t— > ; ) (2)

2a+b+c a+2b+c a+b+2c _2(L12+b2+62 +ab +bc+ca

(a+b+c) PAVEE YK Tea
Tu (1) va (2) suy ra: P =242. ¥ a
(1) (2) suy 262 +b7 +c +ab+be+ca) ab +bc +ca
) 2 2 2
Pit an phu: zzw/ﬁ >1
ab +bc +ca

2
2
Suy ra P 22| S| =102

Xét ham (0 trén [1:+90) nén ta c6




() =- 2t +1:(tz+1)?- 2t +1-2 (- 1)‘
2 +1) (EI0) B ) (t +1)2 B
Do d6 /() ddng bién trén [1;+00)

Suyra P=f()=f(Q) —i Dang thirc xay ra khi a =b =c>0

Bai 13: Cho «.b.¢ 1a cac sb thuc duong thda man
ola* +b* +¢*)- 162 +b2 +¢2)+ 21 =

. I S a+1 b +1 c+1
Tim gia tri nho nhat caa: P = e - Nat+b +c?
a C

Loi giai

Nhin xét: Bai todn nay da thdy ré phiong phdp gidi la dwa vé ciing mét dai
luwong la t =a”+b>+c? nhu sau:
Ap dung bat dang thirc Cauchy — Schwarz ta c¢6: 3(* +5* +¢*) =@ 5> +c2)
Ta lai co

oa* +b* +¢*)- 16* +57 + )+ 21 =0

= 32 +07 + 2V - 162 + 57 + )+ 21 <0

= 2 ep e - 313(512 +b ) 7] <

= gScf +b” +¢* <3
:>Zszﬁ3
3
Tac(’)l’:(a2+b2+c2)+-l—+%+l - Nat+b*+c?
a c

Tiép tuc ap dung bat dang thirc phu Lol 9

X Yy z x+y+z

I 1 1 9 9
—+—+—>

va bat dang thirc Cauchy — Schwarz ta co: 4 b ¢ a+b+e Z\/3(az b 4c))

]’2@2+b2+c0+4———j1————-Va2+b2+c2:r+427-vg
Na? +b% +2 \E

9 7
Hay P2t+ﬁ- \/;:f(t);te 5,3

Tw do ta co

9
Xét ham /() = E Vi teén E;s]

7
—1-7 0,V ;3
S 263t 2f> E }
. _7.9 7T _7-421 97
Dodonf(t)zf[g]_§+_7 /5_ —
VﬁyrmnP:7_£2l+2?zc>a:b:c:%;

Bai 14: Cho a.b,c€[0:2] va a+b+c =3, Tim gié tri I6n nhét cua biéu thirc
P=d’+b +¢°




Loi giai
Nhén xét: Bai todn ndy chii y gia thiét la a+b+c=3 ta sé ¢é b+c=3-a va biéu
thirc ¢6 dang P=d' +b +¢. Diéu dé lam cho ching téi lién twong dén ngay viéc
dwa bdi todn vé tim gia tri lon nhat cia ham mét bién, béi vi dai luwong b+’ co
lién quan mdt thiét véi b+c bang dang thirc b+ =G +cY - 36cb+c). Ma ¢ 20
nén ta cé - 3bcb +c)<0. Do d@o: b’ +¢* <b+cy =G- )
Nhu vay: P=a’ +b* +¢’ <d’ +G-a) =1(a)
Vai trd ciia @.b.¢ nhu nhau nén ta gia sir @ =max|a,b,cf ,
Khi do ta co
P e e

Xeét ham Sé) fla)=d’+G-a) vii a € [I;ZJ

f'(a) :9(20' 3)20 < a :;

= f(a) SmaX{f(l);f@);f[%” = £() =£(2) =9

Viy gié tri 1én nhét cua P 1a max P =9 dat duoc khi @ =2:5 =1;¢ =0 hogc cac hoan
vi cua chung.

Bai 15: Cho céc sb thuc @.b.c thoa man @+b+cF =20> +5* +¢*)>0. Tim gid tri 16n
nhat va gié tr1 nhd nhat cua biéu thirc
a+b +c’

(a+b+chb+bc+ca)

Loi giai
Nhin xét: Trucc hét, ta thdy dé bai yéu cau tim gid tri I6n nhdt va nhé nhat cia
P, diéu khé khan nhat la ta khong thé dy dodn mgt cach chinh xdc dang thire
xay ra khi nao dwoc. Quan sat mot chut, ta nhdn thay rang gia thiét va két ludn
déu la cdc biéu thirc dong bdc. Vi thé, ta sé chuan héa dé viéc tim gid tri Ion
nhdt va nhé nhat ciia P dwoc don gidn hon.
Tu gia thiét, taco +b+cr¥ =4lb +be +ca)

Khi d6 P viét dudi dang
a +b +¢c? 4(a +5 +c) a ’ b ’ c ’ D,; 44
(a+b+chb+bc+ca) G+b+c) la+b+c la+b+c a+b+c cn day,
~ - = +2j), - - by 4 1 1
dat Jl" — —~ -~ = « - thitaco x+y+z=1 va xy+yz+zx =

Cong viée trd thanh:
\ I4 A 3 ~ N\ 1
Cho %2 ]a cac soO thuc théa man x+y+z =1 yva xy+yz+zx =
Tim gi4 tri 1on nhét va nho nhat cua P =4( + y° +2°)
Bay gio, dé y rang x’ +y’ +z°;x+ y + z;xy + yz + 2x ¢ moOt moi li€n hé do la:
Wyt -3z =Gy e 97 422 -z zx)
Z(x+y+z*x+y+z)2 - 3(xy+yz+zx)J



/4 9 * 92 . A \ 1 I3 A 4 y e
Do do6, str dung gid thi€t x+y+z =1 va xy+yz+zx =, taco thé viét P dudi dang
p=4a(’+ v+ 2*) =4 +y +20 - 3xyz)+ 12xyz
:4(x+y +Zi(x +y+ zy - 3(xy +yz +zx)}+12xyz
=4- 4.3.% +12xyz
=1+12xyz
Vi1 yéu cau de bai l1a tim ca gid tri nho nhat va 1én nhat, nén tir bi€u thue rat gon
cua P nhu thé nay, ta khong thé danh gia tuy y dugc, ma s€ tim cach dua
P =1+12xyz yv& mot bién.

A A \ \ 1 4
That vay, tr x+y+z=1= x+y=1-z Thay vao xy+yz+zx =, taritra

Xy :%-Z(Hy):i-z(l-z)

1

Thay vao P ta dwgc P =1+12| - zC 2z =122 - 1222 32 +1 = £(2)

1

Khao sat ham sb nay, ta dé dang suy ra 1 =/ 5

\- Je . | . . 1 2
Ngoai ra, ta thay khi x =0;y =z =2 thi P =1 va khi x =z ey thi P iy
YRR U T TRy A 13 11
Vay gié tr1 nhé nhat 1a min P =1 va gia tri 16n nhat [a max P Y

Bai 16: Cho céc s6 thuc duong @-2.<. Tim gia tri nho nhat cta biéu thic

2 3
a++ab +3abc Ja+b+c

P =

Loi giai
Ap dung bat dang thirc Cauchy cho hai s6, ba s6 ta dugc:
2 2 2 3
' “2@+b+e)

: E+b+c]
4

-+ —

— =
3 B 1
a+ab+¥abe g. b +3 %},@3/46 at-

3 3

2(a+b+c)- Ja+b+ce
1 ) 3t
At t =——>0 1 P> t A - .
bat 3h1c thi f@) vo1 f@) 5 3t

E+2E)
2

= P>

, 3 3 3 2 , , ey 4y 3
Taco f(1) 25(1- 1)2-52-5.Dangthucxayrakhlvachlkhl t=1= Pz

16_4_1]

. . 3
n ., . 5 A ” Ny mMnP =- — < (a,b, ): S N1 A1
Vay gia tri nhé nhat cua P 1a 5 ¢ [ 21721721

Bai 17: Cho céc s6 thyc duong *»¥-Z . Tim gi tri nho nhét cua biéu thirc

P = 2 +l(x+y+z)2+2
7x+y+4\/E+18.3 xyz 2

Loi giai
Ta cO: 4+/xy =2./x.4y =x+4y; 183\/xyz :3.3\/x.4y.9z <x+4y+9z




Dau “=" xay ra khi x =4y =9z

1 1
y Pr— - Gty+z) +2
Suy ra xX+y+z 2 Y

Pt ¢ =x+y+z6>0) xét ham sb f(¢) :%z2 +%+2 voi t € 0;+0)

1) :z-tiz:o@tzl

Lap bang bién thién tim duge min /() =/ () =2

Q>

<

N

[

N

[
NN
H
1y

+

vl

a
ao

Dang 2: Phwong phap don bién trong bat ding thirc hrong giac

* Cac cong thirc co ban lién quan tdi tam giac
Véi 4, B, Claba gbc cua mdt tam giac, ta luon co

) ) ) A B C
sin A+sin B+sinC :4cos—c0s—cos5

sin2A4 +sin2B +sin 2C =4sin Asin BsinC

sin> 4 +sin’ B +sin> C =20 +cos 4 cos Bcos C)
cosA+cosB+cosC =1+ 4sin§sin§sin£

cos® A+cos’ B+cos’C =1- 2cos Acos BcosC
tan A +tan B+ tanC =tan Atan BtanC

coté +c0t£+c0t£ =cot£c0t£c0tg
2 2 2 2 2 2

tanétan£+tan£tan£+ tangtané =1
2 2 2 2 2 2

cot AcotB+cotBcotC +cotCcotA4d =1

* Bai toan vé don bién trong bat ding thirc lwgng gidc

Bai 1: Cho A4BC . Ching minh céac bat dang thirc sau:
343

3
a/ sinA+sinB+sinCsT; b/ cosA+cosB+cosCSE

Loi giai
Nhin xét: Day la hai bt dang thirc khd quen thudc va ciing cé khd nhiéu cdch
chung minh. Sau ddy chung toi xin gioi thiéu cdch gidai mang mau sdc cua
phuwong phap don bién:
Khong mat tinh tong quat, gia sit 4 =min(4,8,0)= A< [0;%}

+ -
Ta cO sin B +sinC =25inBZCcosBZC

Vi 0 <cos <1 nén sin B +sin C <2sin B+C

:2cosé
2




1A e . A 7T ,
Xét ham sO f(A4) =sin 4 +2cos3;A€ [O;ﬂ . Taco

2
F1(4) =cos A- sin 2 =1- 2| sin | - sind =0, vae|o X
2 2 2 3

o] Tiras: son<r| 7] =22

Suy ra /(4) ddng bién trén 5

Vay bai todn dugc chirng minh xong.
Cau b lam hoan toan tuong tu

Bai todn trén la vi dy co ban nhat vé phwong phdp don bién trong bat dang thirc
luwong giac. Duoi ddy la lop cdc bai todn co tu twong hoan toan twong tu

Bai 2: Cho tam gidc ABC. Chiirng minh ring
.4 . B .C\ , A , B s
Sin—+sin—+sm-—| =<cosS" —+cos” —+cos” —
2 2 2 2 2 2

Loi giai
Budc dau tién chiing toi nghi dén 1a bién ddi twong duong, dung tat ca cac cong
thire luong gidc ta biét d€ lam cho biéu thirc don gian hon.
c\ A B C

. A, . B . ) 5 )
sin—+sin— +sin—| =<cos™ —+Ccos™ — +cos” —
2 2 2 2 2

= 2sin£sing+2sin£sin£+25in£siné <cosA+cosB+cosC
2 2 2 2 2 2

= 2sin£sin£+2sin£sin£+25in£sin£ <1 +4sin£sin£sing
2 2 2 2 2 2 2 2 2

= 25in§sin£ 1- ZSiné + Zsiné sin§+ sin— |- 1<0
2 2 2 2
O budc cudi vGi cach nhém nhu vay tu tudng cia ching toi 1a don bién vé A.
Ta c6 bat dang thuc:
2.sin§.sin% <2.sin’ B+C =1- cos B+C

Nhu vdy mudn chirng minh bt dang thtrc 1a dung ta can phai co
A T A 4 Ay ii ea

I-2sin— =0 0<4 == Mubn cd duoc diéu nay ta phai gia su

A=min(4;B;C)=> 34 <4+B+C=x> 0< 4 s%

B+C

Talai co sing + sin% <2.sin

Do d6, néu ta chimg minh duoc bét dang thirc sau ding thi bai toan hién nhién dung

+C C-ISO

B
[1- cos

[1- Zsiné
2

oA
+ 4sin —sin
2

: 9 o . A A « K X . B
Gia stur tai day ta chon mot bién la: ¢ =sin

ta duoc:



siné :CosB+C =1- Zsinzﬂ =1- 2¢%- sinﬁe[o;l] =t
2 2 4 > 2 2

)

2

2

Ta phai chirng minh: /(?) <0
Taco £(t) =0- 1422 M- 2+ 42 )+ 4:Q- 2¢2)- 1=8¢" - 87 - 26> +4¢- 1
Dao ham f'(r) =321° - 24¢% - 4t + 4

1
t =—
S ) =0 86 - 612 - 141 =0 Qi- art- - D=0 |
Taco f' (@) t "=+ t - -t t_li\/ﬁ
-8
Lap bang bién thién ta thu duogc:
A1) 2] g 1 V2
max f () _f[Z] _fT =0= f(¢t) <0,Vte 3

Vay bai toan dugc chimg minh. Pang thirc xay ra khi va chi khi

B-C
cos o= =

B+C _1 E ;
sinZrC 1l L poc=T e y=p=c=T
4 3 3

Loi giai
Cong viéc dau tién la ching ta s€ bién doi cac goc B.C theo goc 4 dya vao cong
thire luong giéc.

sin A +sin B+sinC
cos A+cosB+cosC

Bai 3: Cho A4BC khong ti. Tim gié tri nho nhat ciia M =

sinA+2sinB;CcosB-2C sinA+2cosj.x
Taco: M = =
+ - :
cosA+ZcosB CcosB ¢ cosA+251né.x
2 2 2
. B-C B-C -T T 1
51 x = 1 T =
Vb1 x =cos 5 thi 5 1 4}:’)66 ﬁ]
. A
smA+2cosE.x |
Xét ham so f(x) = s XE | —=:l|.
é sO f(x) Y Na) }

cos A4 +2sin5.x

2

cosécosA - singlsin A

Taco /'(¥) =

2

cosA+2sin§.x

AL in ~ . ' 1 T
Bay gio ta s€ chon goc A sao cho /'(x) =0; Vx & [f;l] , tuc 1a



A oA
coszcosA- smzsmA <0

= cosécosA- 2sin2£cos£ <0 = cos£ cos A - 2[sinA <0
2 2 2 2
A . ?
cos—|[1-4 smE <0 e |1- 4| sin— =0
oA 1 a A a
S sinN—>—o —<—o 4>=—
2 2 6 2 3
JT J
Nhu vay néu chon 4 =max|4, B,C} thi ta s& c6 3= <4 =5
. 1
\ 14 . A A —;1
Twr d6 suy ra /(x) nghich bién trén [ NG } :
. A
sin A+2cos—
Do do: M =f(x)=f(1) =
cos A+ 2sin —
2
sinA+2cosé
~ N\ 14 \ /’\ — 2 . ]T‘]r
Bay gio ta xét ham s6 g(4) =———;4€ |~
. A 3°2
cos A+ 2sin —
sinﬁcosA+sinAcos124-1 sin -1
Taco &) = T <0
cos A+ 2sin — cos A+ 2sin —
2 2
Suy ra (4) nghich bién trén 375 |- Suyra g(4) =g ] =2+42

N Ié ~ A /\? r’ [ B - C \ /‘\ A
Nhan xét: Ta sé khong the danh gia dwoc ngay cos <1 ma can thong qua
mét bude xét nita. Tiép theo la cdc vi dy dé ching ta thanh thao hon doi véi

phuwong phap nay.

Bai 4: Cho A4BC khéng tu va mdi goc khong nho hon %. Chung minh rang

cotA+cotB +cotC +3cot AcotBcotC S4(2— \/5)

Loi gidi
Nhin xét: Ciing véi y twong twong tw nhuw bai 3 ching t6i sé bdt dau bang viéc
bién doi biéu thirc vé theo A chang han
Pit x =cos(B- C), ta c6b:




cos Bsin C +sin Bcos C cos Becos C

cot A+cotB+cotC +3cot Acot BcotC =cot A + . : +3cot 4 — .
sin Bsin C sin Bsin C
25in(B +C) cosB +C)+cos(B- C)
=cot A + +3cot A
cos(B- C)- cos(B+C) cos(B- C)- cos(B+C)
=cot 4 +7251n A +3cot 42084 4
X +cos A x+cos A

Tir diéu kién bai toan ta co6 A4BC khong ti va mdi goc khong nho hon Z

T T 1 1
- -~ <B-C<-= —— <cos(B- C)<1= xe —1
4 4 2 N2
1 2sin 4 x- cos A 1
At ha O x)=cotA+——+3cotA———;x€|—31
Xét ham 56 /() x +cos 4 X + cos A [\/5 ] ’

T ix) = - 2sin 4 6cot Acos A
aco (x+cosA)2 (e +cos AY

_ 2sin 4 3cos’ A_1
(¢ +cos4) | sin* 4
2sin 4 (3
=2 QBcot’ 4- 1)
(>c+cosA)2

Pén day ta sé chon goc A sao cho /'(x) =0; Vxe&

1 .
3,1 , tuong duong

3cot? A- 120= cot A >T %
N ~ . T
Nhu vay ta s€ chon 4 =min|4,B,C] = A€ ?Z}
\ . 1
5 f(x) d6 ié én |—:l
Ta co f(x) dong bién trén NG } :
2sin4  3cot A0 - cos 4)
x) <f() =cot4d+ +
Suyra S =fd) 1+cos4 1+cos 4
cos4 _cos’A
251nA+3 sin A -3 sin” 4 , cos 4 _2sin* A- 2cos® A+4cos 4
1 +cos A4 sin A ( + cos 4)sin 4
_-2cos2A+4cos 4
sinA+;sin2A
ot . g(A):- 2cos2A+4cosA;A€[£;£} __
c am SO sinA+Esin2A 4 3|.1aco
o' (A) = 2sin2A4sin A- 2cos Acos2A- 2 —5 cos3A4A+1 <0

sin A + %sin 2A4

]—4(2 J2)

sin A +%sin 24

Suy ra (4) nghich bién trén [ } suy ra g(4) =g

4’3
Bai toan dugc chung minh xong.

Bai 5: Cho A4BC ching minh ring

? , A , B ,C
SCOS —+ COS — +COS™ —
2 2

. A . B . C
sin — +sin — +sin —
2 2 2




Loi giai
Khai trién bat dang thirc

A . B . CY) LA B e
sSin — + sin — + sin — <cOoS —+ CcOoS™ — +cos” —
2 2 2 2 2 2

= 2sin£sin£+25inﬁsin£+25in£sin£ <cosA+cosB +cosC
2 2 2 2 2 2

. A . B . B . C . C . 4 . A . B .
= 2smzsm—+2sm551n—+2sm—sm5 £1+4sm—sm—sm3

= 2sin§sin£ 1- Zsiné +2sin§ sin£+sin% -1=<0

Vai tro cia 4. B.C nhu nhau nén gia su

. . A 1
A =m1n{A,B,C}: 0< A4 S%z SIHEE[O;E}

Ta co 2sin§sin%$l- cosB+C va 1- 2sin§ >0

+C

<|1- cos

. B . C . A . A
2sin —sin—|1- 2sin— 1- 2sin—
Suy ra 2sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

+C

Mat khac sin§+sin%£25inB+C=> 2sin§ sin§+sin% £4sin§sin

B+C B+C +C

= VT <|1- cos -1

[[1- 20

+ 4sin ésin
2

B+C

=1- 2sin? ¢ =1-2¢*

, . A
ta co smE =cCoSs

1.2

22

Dit ¢ =sin B+C

A 1
isin—e€|0;,—
Vi > 2

nén ‘<€

Xét ham so

£ =0- 1422 M0- 2442 )+ 40- 2°)- 1 =8¢ - 8 - 2% +41- 1 vii t€) -

B

2
2 |27 2
) =320 - 24 - dred =0 o | =1EVIT (|1 V2
8 27 2
,_1-i7 12
8 27 2
1 (N2 [1+417
t) <max — f1—1; =0
Suy ra /(1) {fzf o A }
Vay bai toan duoc ching minh.
Ping thirc xay ra khi va chi khi *CJ ~meteaue du,

IV. Két luan

Trén day chi 1a mot sd bai toan tng dung phuong phap don bién dé giai
cac bai todn vé tim cuc tri ctia biéu thirc nhiéu bién ma ta thuong gip trong cac
ky thi, qua nghién ctru trén cho chung ta thy tim quan trong phuong phap nay.



Vi vay viéc chiing ta Iya chon dé tai nay dé nghién ctru 1a rat can thiét, nd gitp
chung ta c6 thém mot cach tiép can nita véi cac bai toan kho trong céc ki thi.

Chung t6i hy vong rang tai liéu nay s& 1a mot tai liéu hiru ich dbi véi cac
ban yéu thich toan. Cac tac gia rat mong duoc su dong gop ¥ kién cua cac thay
cd va cac ban doc dé tai liéu nay dugc hoan thién hon.
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