TËp huÊn ®éi tuyÓn ViÖt Nam thi to¸n quèc tÕ 

Bµi 1. - PhÐp ®Õm. C¸c nguyªn lý c¬ b¶n cña phÐp ®Õm

§Þnh nghÜa: 

     i) Mét tËp hîp A ®­îc nãi lµ h÷u h¹n vµ cã n phÇn tö nÕu tån t¹i mét song ¸nh gi÷a A vµ tËp hîp con (1, 2, ..., n( cña N. Ta viÕt |A| = n.

     ii) NÕu A kh«ng h÷u h¹n, ta nãi A v« h¹n.

Bæ ®Ò (Nguyªn bï trõ): Gi¶ sö B lµ mét tËp con cña tËp hîp h÷u h¹n A. Gäi CA(B) lµ phÇn bï cña B trong A. Khi Êy ta cã



|A| = |B| + |C(B)|.

§Þnh lý: Gi¶ sö A, B lµ c¸c tËp hîp h÷u h¹n. NÕu tån t¹i mét ®¬n ¸nh tõ A vµo B vµ mét ®¬n ¸nh tõ B vµo A th× A vµ B cã cïng sè phÇn tö. 

Nguyªn lý céng: NÕu A, B lµ c¸c tËp hîp kh«ng giao nhau th×



|A ( B| = |A| + |B|.

Nguyªn lý céng cßn cã thÓ ph¸t biÓu mét c¸ch kh¸c nh­ sau:

NÕu mét c«ng viÖc cã thÓ thùc hiÖn b»ng mét trong hai ph­¬ng ¸n läai trõ lÉn nhau: ph­¬ng ¸n thø nhÊt cã m c¸ch thùc hiÖn vµ ph­¬ng ¸n thø hai cã n c¸ch thùc hiÖn. Khi ®ã c«ng viÖc ®ã cã m+n c¸ch thùc hiÖn. 

Nguyªn lý céng më réng: NÕu tËp hîp h÷u h¹n C lµ hîp cña n tËp ®«i mét rêi nhau C1, C2, ..., Cn th×:



|C| = |C1| + ...| |Cn|

§Þnh nghÜa: TÝch Descartes cña hai tËp hîp A, B ký hiÖu bëi AxB lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c cÆp thø tù (a, b) víi a ( A, b ( B.

Nguyªn lý nh©n: NÕu A vµ B lµ hai tËp hîp h÷u h¹n th× AxB còng h÷u h¹n vµ ta cã



|A x B| = |A|.|B|

§Þnh nghÜa vÒ tÝch Descartes vµ nguyªn lý nh©n trªn ®©y cã thÓ më réng cho nhiÒu tËp hîp. Nguyªn lý nh©n cã thÓ ph¸t biÓu mét c¸ch kh¸c nh­ sau:

NÕu mét qu¸ tr×nh cã thÓ ®­îc thùc hiÖn qua hai c«ng ®äan: c«ng ®äan I cã n1 c¸ch thùc hiÖn, c«ng ®äan II (sau khi thùc hiÖn I) cã n2 c¸ch thùc hiÖn. Khi ®ã cã n1.n2 c¸ch thùc hiÖn qu¸ tr×nh ®ã. 

Nguyªn lý thªm bít: Víi hai tËp h÷u h¹n A, B bÊt kú ta cã



|A ( B| = |A| + |B| - |A(B|

C©u hái vµ bµi tËp:

1) H·y t×m sè tËp con cña mét tËp hîp cã n phÇn tö.

2) H·y cho mét vÝ dô vÒ ¸p dông cña nguyªn lý bï trõ.

3) H·y cho mét vÝ dô vÒ phÐp ®Õm ph¶i ¸p dông c¶ nguyªn lý céng vµ nguyªn lý nh©n.

4) Cã bao nhiªu sè cã 3 ch÷ sè kh¸c nhau?

5) Cã bao nhiªu sè cã 3 ch÷ sè vµ chia hÕt cho 3?

6) Cã bao nhiªu sè cã 3 ch÷ sè kh¸c nhau vµ chia hÕt cho 3?

7) Trong trß ch¬i tiÕn lªn, tÝnh x¸c suÊt ®Ó mét ng­êi nµo ®ã cã tø quÝ.

8) Nguyªn lý thªm bít cã thÓ më réng nh­ thÕ nµo?

Bµi 2. - C¸c ®èi t­îng tæ hîp vµ c¸c sè tæ hîp

1. Hä c¸c tËp con cña mét tËp hîp E



P(E) = (A| A ( E(
MÖnh ®Ò: |P(E)| = 2|E|

2. ChØnh hîp cña n phÇn tö chän k (hay chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö)

Gi¶ sö E = (a1, a2, ..., an(. ChØnh hîp cña n phÇn tö chän k lµ mét bé s¾p thø tù gåm k phÇn tö (ai1, ..., aik). 

Sè c¸c chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö ®­îc ký hiÖu lµ Akn. Ta cã


Akn = n(n-1)..(n-k+1) = n!/(n-k)!

3. Tæ hîp cña n phÇn tö chän k (hay tæ hîp chËp k cña n phÇn tö)

Gi¶ sö E = (a1, a2, ..., an(. Tæ hîp cña n phÇn tö chän k lµ mét bé kh«ng s¾p thø tù gåm k phÇn tö (ai1, ..., aik(. Nãi c¸ch kh¸c, ®ã lµ mét tËp con gåm k phÇn tö. 

Sè c¸c tæ hîp chËp k cña n phÇn tö ®­îc ký hiÖu lµ Ckn. Ta cã


Ckn = n(n-1)..(n-k+1)/k! = n!/k!(n-k)!

4. Hãan vÞ 

Gi¶ sö E = (a1, a2, ..., an(. Mét hãan vÞ cña E lµ mét c¸ch xÕp c¸c phÇn tö cña E theo mét thø tù nµo ®ã. Nãi c¸ch kh¸c, ®ã chØnh lµ chØnh hîp cña n phÇn tö chän n. 

Sè c¸c hãan vÞ cña n phÇn tö ký hiÖu lµ Pn. Ta cã  Pn = n!.

5. ChØnh hîp lÆp

Gi¶ sö E = (a1, a2, ..., an(. ChØnh hîp lÆp cña n phÇn tö chän k lµ mét bé s¾p thø tù gåm k phÇn tö (ai1, ..., aik), trong ®ã cho phÐp lÊy lÆp l¹i. 

Sè c¸c chØnh hîp chËp k cña n, theo quy t¾c nh©n, b»ng nk.

6. Tæ hîp lÆp

Gi¶ sö E = (a1, a2, ..., an(. Tæ hîp lÆp cña n phÇn tö chän k lµ mét bé kh«ng s¾p thø tù gåm k phÇn tö (ai1, ..., aik(, trong ®ã cho phÐp lÊy lÆp l¹i. Nãi c¸ch kh¸c, ®ã lµ mét ®a tËp hîp gåm k phÇn tö lÊy tõ E. 

Sè c¸c tæ hîp lÆp chËp k cña n phÇn tö ®­îc ký hiÖu lµ Hkn. Ta cã


Hkn = Ckn+k-1
7. Hãan vÞ lÆp

XÐt ®a tËp hîp E(r1, r2, ..., rs) cã n phÇn tö, trong ®ã phÇn tö a1 cã r1 phiªn b¶n, phÇn tö a2 cã r2 phiªn b¶n, ..., phÇn tö as cã rs phiªn b¶n. r1+r2+...+rs = n. Mét c¸ch xÕp c¸c phÇn tö cña E theo thø tù nµo ®ã ®­îc gäi lµ mét hãan vÞ lÆp cña n phÇn tö cña E.

Sè hãan vÞ lÆp cña ®a tËp hîp E(r1, r2, ..., rs) b»ng  n!/r1!...rs!.

Bæ ®Ò: (TÝnh chÊt hÖ sè nhÞ thøc)


Ck-1n+Ckn = Ckn+1
§Þnh lý: (NhÞ thøc Newton)


(x+y)n = C0nxn + C1nxn-1y + ...+ Cnnyn
C©u hái vµ bµi tËp:

1) Nªu râ sù kh¸c biÖt gi÷a chØnh hîp vµ tæ hîp, hãan vÞ vµ hãan vÞ lÆp.

2) T×m hiÓu ý nghÜa cña c¸c ký hiÖp A, C, P, H.

3) H·y chøng minh ®Þnh lý nhÞ thøc.

4) Nªu vÝ dô ¸p dông cho tõng ®èi t­îng tæ hîp trªn ®©y.

5) T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh

x1 + x2 + x3 = 100

6) Cã 5 nam vµ 5 n÷. Cã bao nhiªu c¸ch chän ra 5 ng­êi trong ®ã cã Ýt nhÊt 1 nam vµ Ýt nhÊt 1 n÷.

7) Rót gän tæng A = (Ckn(-2)k, B = (Ckncos(kx).

8) Chøng minh  ((Ckn)2 = Cn2n.

Bµi 3. - C¸c ph­¬ng ph¸p ®Õm n©ng cao
C¬ së cña phÐp ®Õm lµ ®Þnh nghÜa phÐp ®Õm, c¸c nguyªn lý ®Õm vµ c¸c sè tæ hîp (lµ c¸c sè th­êng n¶y sinh mét c¸ch tù nhiªn trong c¸c bµi tãan ®Õm). Tuy nhiªn, víi c¸c c«ng cô c¬ së trªn, chóng ta th­êng chØ gi¶i ®­îc nh÷ng bµi tãan ë d¹ng ®¬n gi¶n nhÊt. Víi c¸c bµi tãan cã yªu cÇu phøc t¹p h¬n, cÇn ®Õn c¸c ph­¬ng ph¸p ®Õm n©ng cao.

Cã nhiÒu ph­¬ng ph¸p ®Õm n©ng cao dùa trªn c¸c nÒn t¶ng lý thuyÕt kh¸c nhau. VÝ dô ph­¬ng ph¸p song ¸nh dùa vµo lý thuyÕt tËp hîp vµ ¸nh x¹, ph­¬ng ph¸p thªm bít còng dùa vµo lý thuyÕt tËp hîp (cô thÓ lµ tæng qu¸t hãa cña c«ng thøc  |A ( B| = |A| + |B| - |A(B|), ph­¬ng ph¸p quü ®¹o dùa vµo mét ®Þnh lý c¬ b¶n vÒ sè ®­êng ®i ng¾n nhÊt gi÷a hai ®iÓm cña l­íi nguyªn, ph­¬ng ph¸p quan hÖ ®Ö quy dùa vµo ý t­ëng quy n¹p,  ph­¬ng ph¸p hµm sinh sö dông c¸c kiÕn thøc tæng hîp cña ®¹i sè vµ gi¶i tÝch ...

D­íi ®©y, qua c¸c vÝ dô, chóng ta sÏ giíi thiÖu mét sè ph­¬ng ph¸p ®Õm n©ng cao.

1. Ph­¬ng ph¸p song ¸nh.

Ph­¬ng ph¸p song ¸nh dùa vµo mét ý t­ëng rÊt ®¬n gi¶n: NÕu tån t¹i mét song ¸nh tõ A vµo B th× |A| = |B|. Do ®ã, muèn chøng minh hai tËp hîp cã cïng sè phÇn tö, chØ cÇn x©y dùng mét song ¸nh gi÷a chóng. H¬n n÷a, ta cã thÓ ®Õm ®­îc sè phÇn tö cña mét tËp hîp A b»ng c¸ch x©y dùng song ¸nh tõ A vµo mét tËp hîp B mµ ta ®· biÕt c¸ch ®Õm.
VÝ dô 1. (Bµi tãan chia kÑo cña Euler)

Cho k, n lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh


x1 + x2 + ... + xn = k (*)

VÝ dô 2. (§Þnh lý c¬ b¶n cña ph­¬ng ph¸p quü ®¹o) Chøng minh r»ng sè ®­êng ®i ng¾n nhÊt trªn l­íi nguyªn tõ ®iÓm A(0, 0) ®Õn B(m, n) b»ng Cmm+n. 

VÝ dô 3. X©y dùng mét song ¸nh tõ N vµo ZxZ.
VÝ dô 4. Chøng minh kh«ng tån t¹i mét song ¸nh tõ tËp hîp c¸c sè h÷u tû thuéc ®o¹n [0, 1] vµo tËp hîp c¸c sè thùc thuéc ®o¹n nµy.

(Xem thªm bµi: Song ¸nh vµ c¸c bµi to¸n gi¶i tÝch tæ hîp)
2. Ph­¬ng ph¸p quan hÖ ®Ö quy.
Ph­¬ng ph¸p quan hÖ ®Ö quy lµ ph­¬ng ph¸p gi¶i bµi tãan víi n ®èi t­îng th«ng qua viÖc gi¶i bµi tãan t­¬ng tù víi sè ®èi t­îng Ýt h¬n b»ng c¸ch x©y dùng c¸c quan hÖ nµo ®ã, gäi lµ quan hÖ ®Ö quy. Sö dông quan hÖ nµy, ta cã thÓ tÝnh ®­îc ®¹i l­îng cÇn t×m nÕu chó ý r»ng víi n nhá, bµi tãan lu«n cã thÓ gi¶i mét c¸ch dÔ dµng.

Ta minh häa ph­¬ng ph¸p nµy th«ng qua mét sè vÝ dô:

VÝ dô 1. (Bµi tãan chia kÑo cña Euler)

Cho k, n lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh


x1 + x2 + ... + xn = k (*)

Gi¶i. Gäi sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh trªn lµ  S(n, k). DÔ dµng thÊy r»ng S(1, k) = 1. §Ó tÝnh S(n, k), ta chó ý r»ng   (*) t­¬ng ®­¬ng víi


x1 + ...+ xn-1 = k - xn (**)

Suy ra víi  xn cè ®Þnh th× sè nghiÖm cña (**) lµ S(n-1, k-xn). Tõ ®ã ta ®­îc c«ng thøc


S(n, k) = S(n-1, k) + S(n-1, k-1) + ...+ S(n-1, 0)

§©y cã thÓ coi lµ c«ng thøc truy håi tÝnh S(n, k). Tuy nhiªn, c«ng thøc nµy ch­a thËt tiÖn lîi. ViÕt c«ng thøc trªn cho (n, k-1) ta ®­îc 


S(n, k-1) = S(n-1, k-1) + S(n-1, k-2) + ...+ S(n-1, 0)

Tõ ®©y, trõ c¸c ®¼ng thøc trªn vÕ theo vÕ, ta ®­îc


S(n, k) - S(n, k-1) = S(n-1, k)

Hay 
S(n, k) = S(n, k-1) + S(n-1, k)

Tõ c«ng thøc nµy, b»ng quy n¹p ta cã thÓ chøng minh ®­îc r»ng  S(n, k) = Ckn+k-1.
VÝ dô 2. Cã bao nhiªu x©u nhÞ ph©n ®é dµi  n trong ®ã kh«ng cã hai bit 1 ®øng c¹nh nhau?

Gi¶i. Gäi cn lµ sè x©u nhÞ ph©n ®é dµi n tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi. Ta cã c1 = 2, c2 = 3. §Ó t×m c«ng thøc truy håi, ta x©y dùng x©u nhÞ ph©n ®é dµi n tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi cã d¹ng anan-1an-2......a2a1. Cã hai tr­êng hîp

i) an = 1. Khi ®ã an-1 = 0 vµ an-2......a2a1 cã thÓ chän lµ mét x©u bÊt kú ®é dµi n-2 tháa ®iÒu kiÖn. Cã cn-2 x©u nh­ vËy, suy ra tr­êng hîp nµy cã cn-2 x©u.

ii) an = 1. Khi ®ã an-1......a2a1 cã thÓ chän lµ mét x©u bÊt kú ®é dµi n-1 tháa ®iÒu kiÖn. Cã cn-1 x©u nh­ vËy, suy ra tr­êng hîp nµy cã cn-1 x©u.

VËy tæng céng x©y dùng ®­îc cn-1 + cn-2 x©u, nghÜa lµ ta cã hÖ thøc truy håi



cn = cn-1 + cn-2.

VÝ dô 3. Cã bao nhiªu c¸ch l¸t ®­êng ®i kÝch th­íc 3x2n b»ng c¸c viªn g¹ch kÝch th­íc 1x2?
VÝ dô 4. n ®­êng trßn chia mÆt ph¼ng thµnh nhiÒu nhÊt bao nhiªu miÒn?

VÝ dô 5. (VMO 2003): Víi mçi sè nguyªn d­¬ng n ( 2 gäi  sn lµ sè c¸c ho¸n vÞ (a1, a2, ..., an) cña tËp hîp En = (1, 2, ..., n(, mµ mçi ho¸n vÞ cã tÝnh chÊt  1 ( |ai - i| ( 2 víi mäi i=1, 2, ..., n. Chøng minh r»ng víi n > 6 ta cã  1.75sn-1 < sn < 2sn-1. 
H­íng dÉn. Chøng minh c«ng thøc truy håi  sn+1 = sn + sn-1 + sn-2 + sn-3 - sn-4.

VÝ dô 6.  XÐt tËp hîp  E = (1, 2, 3, ..., 2003(. Víi tËp con A kh¸c rçng cña E, ta ®Æt 

r(A) = a1 - a2 + ...+ (-1)k-1ak
trong ®ã a1, a2, ..., ak lµ tÊt c¶ c¸c phÇn tö cña A xÕp theo thø tù gi¶m dÇn. H·y tÝnh tæng 

S = (A ( E r(A).
3. Ph­¬ng ph¸p thªm bít
Ta xÐt bµi to¸n thùc tÕ sau:

VÝ dô 1. Rót ngÉu nhiªn 13 qu©n bµi tõ bé bµi 52 qu©n. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong 13 qu©n ®ã cã “tø quý”.

Gi¶i. Cã C1352  c¸ch rót 13 qu©n bµi tõ bé bµi 52 qu©n. Ta cÇn t×m sè c¸ch rót trong ®ã cã 4 qu©n bµi gièng nhau (vÒ sè!). 
Tr­íc hÕt ta ®Õm sè c¸ch rót cã “tø quý” A. Râ rµng cã C948 c¸ch rót nh­ vËy (lÊy 4 con A vµ 9 con bÊt kú tõ 48 con cßn l¹i). Víi c¸c qu©n bµi kh¸c còng vËy. V× cã 13 qu©n bµi kh¸c nªn sè c¸ch rót lµ cã tø quý lµ 13. C948 (!?).
Trong lêi gi¶i trªn, chóng ta ®· ®Õm lÆp. Cô thÓ lµ nh÷ng c¸ch rót bµi cã hai tø quý, ch¼ng h¹n tø quý K vµ tø quý A ®­îc ®Õm hai lÇn: mét lÇn ë tø quý A vµ mét lÇn ë tø quý K. Nh­ng ta ®ang ®Õm kh«ng h¶i lµ sè tø quý mµ lµ sè lÇn gÆp tø quý. Nh­ thÕ, nh÷ng lÇn ®Õm lÆp ®ã ph¶i trõ ®i. DÔ thÊy, sè c¸ch rót cã tø quý K vµ A sÏ lµ C544. Lý luËn tiÕp tôc nh­ thÕ, ta cã con sè chÝnh x¸c c¸ch rót cã tø quý lµ:


13. C948 - C213C544 + C313C140
vµ x¸c suÊt cÇn t×m b»ng 
 
p = (13. C948 - C213C544 + C313C140)/C1352  = 0.034. 
§Þnh lý. Víi n tËp hîp A1, ..., An bÊt kú ta cã c«ng thøc


|A1 ( ... ( An| = ( |Ai|  - ( |Ai ( Aj| + ...+ (-1)n-1|A1(...(An|

VÝ dô 2.  Cã bao nhiªu c¸ch xÕp 8 con xe lªn bµn cê quèc tÕ ®· bÞ g¹ch ®i mét ®­êng chÐo chÝnh sao cho kh«ng cã con nµo ¨n con nµo?

Gi¶i. Cã 8! c¸ch xÕp 8 con xe con xe lªn bµn cê quèc tÕ sao cho kh«ng cã con nµo ¨n con nµo. Ta cÇn ®Õm sè c¸ch xÕp kh«ng hîp lÖ, tøc lµ sè c¸ch xÕp cã Ýt nhÊt mét con xe n»m trªn ®­êng chÐo. 
Gäi  Ai lµ tËp hîp c¸c c¸ch xÕp cã qu©n xe n»m ë « (i, i). Ta cÇn t×m  |A1 ( ... ( A8|. Nh­ng dÔ dµng thÊy r»ng |Ai| = 7!, |Ai ( Aj| = 6! ... |A1(...(A8| = 1 nªn tõ ®Þnh lý trªn ta suy ra
     |A1 ( ... ( A8| = C18.7! - C28.6! + C38.6! - ... - C88.1! = 8! - 8!/2! + 8!/3! -...- 8!/8!.

Nh­ vËy sè c¸ch xÕp 8 con xe lªn bµn cê quèc tÕ ®· bÞ g¹ch ®i mét ®­êng chÐo chÝnh sao cho kh«ng cã con nµo ¨n con nµo b»ng


N(8) = 8! - (8! - 8!/2! + 8!/3! -...- 8!/8!) = 8!(1/2! - 1/3! + ...+ 1/8!).

VÝ dô 3.  Cã bao nhiªu c¸ch xÕp 8 con xe lªn bµn cê quèc tÕ ®· bÞ g¹ch ®i hai ®­êng chÐo chÝnh sao cho kh«ng cã con nµo ¨n con nµo?

Nãi thªm: §Þnh lý vÒ xe vµ ®a thøc xe.
4. Ph­¬ng ph¸p quü ®¹o

VÝ dô 1. Cã m+n ng­êi ®ang ®øng quanh quÇy vÐ, trong ®ã n ng­êi cã tiÒn 5.000 vµ m ng­êi chØ cã tiÒn 10.000. §Çu tiªn ë quÇy kh«ng cã tiÒn, vÐ gi¸ 5.000. Hái cã bao nhiªu c¸ch xÕp m+n ng­êi thµnh hµng ®Ó kh«ng mét ng­êi nµo ph¶i chê tiÒn tr¶ l¹i (m ( n).
VÝ dô 2. (Bµi to¸n bÇu cö) Trong cuéc bÇu cö, øng cö viªn A ®­îc a phiÕu bÇu, øng cö viªn B ®­îc b phiÕu bÇu (a > b). Cö tri bá phiÕu tuÇn tù. Cã bao nhiªu c¸ch s¾p xÕp viÖc bá phiÕu ®Ó lóc nµo A còng h¬n B vÒ sè phiÕu bÇu?
Cho x > 0 vµ y lµ sè nguyªn. Quü ®¹o tõ gèc to¹ ®é ®Õn ®iÓm (x; y) lµ ®­êng gÊp khóc nèi c¸c ®iÓm O, (1; s1), ..., (k; sk), ...(x; sx), trong ®ã


|si - si-1| = 1, sx = y. 
Gäi Nx,y lµ sè c¸c quü ®¹o nèi ®iÓm (0; 0) víi ®iÓm (x; y). Ta cã c¸c ®Þnh lý sau: 

§Þnh lý 1.  Nx,y  = Cpp+q víi  p = (x+y)/2, q = (x-y)/2 nÕu x, y cïng tÝnh ch½n lÎ vµ Nx,y = 0 nÕu x, y kh¸c tÝnh ch½n lÎ.

Chøng minh: Gi¶ sö quü ®¹o gåm p ®o¹n h­íng lªn trªn vµ q ®o¹n h­íng xuèng d­íi. Khi ®ã 


p + q = x, p - q = y

tõ ®ã


p = (x+y)/2, q = (x-y)/2

(v× p vµ q lµ c¸c sè nguyªn nªn x, y cÇn ph¶i cã cïng tÝnh ch½n lÎ). V× quü ®¹o sÏ hoµn toµn ®­îc x¸c ®Þnh nÕu ta chØ ra ®o¹n nµo ®­îc h­íng lªn trªn, do ®ã sè c¸c quü ®¹o tõ ®iÓm O ®Õn ®iÓm (x; y) b»ng Nx,y = Cpp+q.
§Þnh lý 2. (Nguyªn lý ®èi xøng g­¬ng) Gi¶ sö  A(a; (), B(b; () lµ c¸c ®iÓm cã to¹ ®é nguyªn, h¬n n÷a b > a ( 0, ( > 0, ( > 0, vµ A’(a; - () lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua trôc Ox. Khi ®ã sè c¸c quü ®¹o tõ A ®Õn B c¾t trôc Ox hoÆc cã ®iÓm chung víi Ox b»ng sè c¸c quü ®¹o tõ A’ ®Õn B. 
Chøng minh. Mçi mét quü ®¹o T tõ A ®Õn B, c¾t trôc Ox hoÆc cã ®iÓm chung víi Ox ta cho t­¬ng øng víi quü ®¹o T’ tõ A’ ®Õn B theo quy t¾c sau: xÐt ®o¹n quü ®¹o T tõ A cho ®Õn ®iÓm gÆp nhau ®Çu tiªn gi÷a T vµ Ox vµ lÊy ®èi xøng ®o¹n nµy qua Ox, tiÕp theo T vµ T’ trïng nhau. Nh­ vËy mçi mét quü ®¹o T tõ A ®Õn B c¾t Ox t­¬ng øng víi mét quü ®¹o x¸c ®Þnh tõ A’ ®Õn B. Ng­îc l¹i mçi mét quü ®¹o tõ A’ ®Õn B t­¬ng øng víi mét vµ chØ mét quü ®¹o tõ A ®Õn B c¾t Ox (lÊy ®o¹n quü ®¹o tõ A’ ®Õn B ®Õn ®iÓm gÆp ®Çu tiªn vµ lÊy ®èi xøng ®o¹n nµy qua Ox). Nh­ vËy ta ®· thiÕt lËp ®­îc song ¸nh tõ tËp hîp c¸c quü ®¹o tõ A ®Õn B c¾t Ox vµo tËp hîp c¸c quü ®¹o tõ A’ ®Õn B. §Þnh lý ®­îc chøng minh. 
§Þnh lý 3. Gi¶ sö x > 0, y > 0. Khi ®ã sè quü ®¹o tõ O ®Õn (x; y) kh«n cã ®iÓm chung víi trôc Ox (ngo¹i trõ ®iÓm O) b»ng  (y/x)Nx,y.

5. Ph­¬ng ph¸p hµm sinh
Ph­¬ng ph¸p hµm sinh lµ mét ph­¬ng ph¸p hiÖn ®¹i, sö dông c¸c kiÕn thøc vÒ chuçi, chuçi hµm (®Æc biÖt lµ c«ng thøc Taylor). §©y lµ ph­¬ng ph¸p m¹nh nhÊt ®Ó gi¶i bµi tãan gi¶i tÝch tæ hîp
§Þnh nghÜa: Cho d·y sè a0, a1, a2, ..., an, ...

Chuçi h×nh thøc



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

®­îc gäi lµ hµm sinh cña d·y (an(.

ý t­ëng ph­¬ng ph¸p hµm sinh nh­ sau: Gi¶ sö ta cÇn t×m c«ng thøc tæng qu¸t cña mét d·y sè (an( nµo ®ã. Tõ c«ng thøc truy håi hoÆc nh÷ng lý luËn tæ hîp trùc tiÕp, ta t×m ®­îc hµm sinh 



A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ... + anxn + ...

Khai triÓn A(x) thµnh chuçi vµ t×m hÖ sè cña xn trong khai triÓn ®ã ta t×m ®­îc an.

C«ng thøc khai triÓn th­êng sö dông (C«ng thøc nhÞ thøc Newton)


(1 + x)α = 1 + αx + α(α-1)x2/2 + ...+ α(α-1)...(α-n+1)xn/n!+ ...

VÝ dô 1. T×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè  f0 = 1, f1 = 2, fn+1 = fn + fn-1.

Gi¶i: XÐt hµm sinh  

F(x) = f0 + f1x + f2x2 + ...+ fnxn + ...

                    = f0 + f1x + (f0+f1)x2 + ...+ (fn-1+fn-2)xn + ... 


        = f0 + f1x + x2(f0+f1x+...) + x(f1x+...)


        = f0 + f1x + x2F(x) + x(F(x)-f0)

Tõ ®ã suy ra 


F(x) = (1+x)/(1-x-x2)

TiÕp theo, ta khai triÓn F(x) thµnh chuçi. Ta cã


F(x) = (1+x)/(1-αx)(1-(x)

trong ®ã α, ( lµ nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x2 - x - 1 = 0. Ta dÔ dµng t×m ®­îc hai h»ng sè A, B sao cho


F(x) = A/(1-αx) + B/(1-(x)

Tõ ®ã, sö dông c«ng thøc  1/(1-x) = 1 + x + x2 + ...+ xn + ... ta ®­îc


F(x) = A + B + (Aα + B()x + ...+ (Aαn + B(n)xn+...

suy ra 


fn  = Aαn + B(n
víi α, ( lµ hai nghiÖm cña ph­¬ng tr×nh x2 - x - 1 = 0 vµ A, B, lµ c¸c h»ng sè hßan tßan x¸c ®Þnh.

VÝ dô 2. T×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè  a0 = 1, ana0+an-1a1 + ...+ a0an = 1
Gi¶i: XÐt hµm sinh  A(x) = a0 + a1x + a2x2 + ...+ anxn + ... 

BiÓu thøc truy håi gîi chóng ta ®Õn hÖ sè cña hai ®a thøc


A(x).A(x) = a0 + (a0a1+a1a0)x + ...+ (ana0+an-1a1 + ...+ a0an)xn + ... = 1 + x + x2 + ...+ xn = (1-x)-1. 

Tõ ®ã suy ra


A(x) = (1-x)-1/2 = 1 + (1/2)x + (1/2)(3/2)x2/2+ ...+ (1/2)(3/2)...(n-1/2)xn/n! + ...

Vµ nh­ vËy


an = (2n-1)!!/2n.n! = Cn2n/22n.
VÝ dô 3. (Bµi tãan chia kÑo cña Euler)
Cho k, n lµ c¸c sè nguyªn d­¬ng. T×m sè nghiÖm nguyªn kh«ng ©m cña ph­¬ng tr×nh


x1 + x2 + ... + xn = k (*)

Gi¶i: Gäi cn(k) lµ sè nghiÖm cña (*). XÐt tÝch cña c¸c tæng v« h¹n


(1+x+x2+...)(1+x+x2+...)....(1+x+x2+...) = (1+x+x2+...)n
Ta nhËn xÐt r»ng nÕu khai triÓn tÝch trªn thµnh chuçi lòy thõa cña x


(1+x+x2+...)n = c0 + c1x + ...+ ckxk + ...

th×  ck = cn(k) (V× sao? H·y thö gi¶i thÝch)
Nh­ng 

 
(1+x+x2+...)n = (1-x)-n = 1 + nx + ...+ n(n+1)...(n+k-1)xk/k! + ...

Suy ra


cn(k) = n(n+1)...(n+k-1)/k! = Ckn+k-1.
VÝ dô 4. VÐ xe bóyt trong hÖ thèng giao th«ng c«ng céng ®­îc ®¸nh sè tõ 000000 ®Õn 999999. Mét vÐ ®­îc gäi lµ vÐ h¹nh phóc nÕu tæng ba ch÷ sè ®Çu tiªn b»ng tæng ba ch÷ sè cuèi cïng. H·y t×m x¸c suÊt gÆp vÐ h¹nh phóc cña mét ng­êi mua 1 vÐ bÊt kú. 

VÝ dô 5.(Vietnam ST 94) TÝnh tæng

  
T = ( 1/n1!n2!...n1994!(n2+2n3+...+1993n1994)!
ë ®©y tæng lÊy theo tÊt c¶ c¸c bé cã thø tù c¸c sè tù nhiªn (n1, n2, ..., n1994) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn


n1+2n2+3n3+...+1994n1994 = 1994.
VÝ dô 6. Cã 2n ®iÓm trªn ®­êng trßn. H·y t×m sè c¸ch nèi 2n ®iÓm nµy b»ng n d©y cung kh«ng c¾t nhau. 
C©u hái vµ bµi tËp
1. 
1) n ®­êng th¼ng cã thÓ chia ®­êng th¼ng thµnh nhiÒu nhÊt bao nhiªu miÒn?


2) n mÆt ph¼ng cã thÓ chia kh«ng gian thµnh nhiÒu nhÊt bao nhiªu miÒn?

2. Hµm sinh cña d·y (an( b»ng A(x). H·y tÝnh hµm sinh cña c¸c d·y sè sau


1) bn = can

2) bn = an + b


3) bn = an + an-1 + ...+ a1 + a0

4) bn = a2n
3. Gi¶ sö ( lµ mét tËp hîp gåm n phÇn tö. Hä c¸c tËp con A1, A2, ..., Ak ®­îc gäi lµ hä Sperner nÕu trong c¸c tËp hîp  A1, A2, ..., Ak kh«ng cã tËp nµo lµ tËp con cña tËp kh¸c.

1) Gi¶ sö A1, A2, ..., Ak lµ mét hä Sperner víi sè phÇn tö t­¬ng øng lµ i1, i2 ..., ik. Chøng minh r»ng   1/Ci1n + 1/1/Ci2n + ... + 1/Cinn  ( 1.


2) (§Þnh lý Sperner). Gi¶ sö A1, A2, ..., Ak lµ mét hä Sperner. Khi ®ã  k ( C[n/2]n.


3) Gäi An lµ sè c¸c hä Sperner kh¸c nhau cña (. Chøng minh r»ng


2Tn < An < CTn2^Tn
trong ®ã  Tn = C[n/2]n.

4. (Mü 1996) Gäi an lµ sè c¸c x©u nhÞ ph©n ®é dµi n kh«ng chøa chuçi con 010, bn lµ sè c¸c x©u nhÞ ph©n ®é dµi n kh«ng chøa chuçi con 0011 hoÆc 1100. Chøng minh r»ng bn+1 = 2an víi mäi n nguyªn d­¬ng.
5. (ViÖt Nam 1996) Cho c¸c sè nguyªn k vµ n sao cho  1 ( k ( n. T×m tÊt c¶ c¸c bé s¾p thø tù (a1, a2, ..., ak) trong ®ã a1, a2, ..., ak  lµ c¸c sè kh¸c nhau tõ tËp hîp (1, 2, ..., n(, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn:

1) Tån t¹i s vµ t sao cho 1 ( s < t ( k vµ as > at.


2) Tån t¹i s sao cho 1 ( s ( k vµ as kh«ng ®ång d­ víi s theo mod 2.
6. T×m sè tÊt c¶ c¸c bé n sè (x1, x2, ..., xn) sao cho 


(i) xi = ( 1 víi i=1, 2, ..., n;


(ii) 0 ( x1 + x2 + ...+ xr < 4 víi  r = 1, 2, ..., n-1;


(iii) x1 + x2 + ...+ xn = 4.
7. (PTNK 2000) Cho M = (1, 2, ..., n(.

1) T×m sè tÊt c¶ c¸c bé ba tËp con A, B, C cña M tho¶ ®iÒu kiÖn 



 A ( B ( C = M, B ( C = (;


2) T×m sè tÊt c¶ c¸c bé bèn tËp con A, B, C, D cña M tho¶ ®iÒu kiÖn 



A ( B ( C ( D = M, B ( C ( D = (.

Bµi 4. - øng dông cña phÐp ®Õm

Gi¶i tÝch tæ hîp kh«ng chØ gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n ®­îc ®Æt ra trong chÝnh lý thuyÕt nµy mµ cßn nhiÒu øng dông thó vÞ trong c¸c ngµnh to¸n häc kh¸c, vÝ dô nh­ trong ®¹i sè, sè häc, h×nh häc tæ hîp, lý thuyÕt x¸c suÊt... 

C¸c hÖ sè nhÞ thøc th­êng ®­îc n¶y sinh mét c¸ch tù nhiªn trong sè häc modular, trong ®¹i sè giao ho¸n, trong lý thuyÕt ®¹i sè Lie modular, v× vËy, nh÷ng ®¼ng thøc liªn quan ®Õn hÖ sè nhÞ thøc ®ãng mét vai trß ®Æc biÖt quan träng.
D­íi ®©y, chóng ta xÐt mét sè vÝ dô liªn quan ®Õn øng dông cña gi¶i tÝch tæ hîp trong c¸c lÜnh vùc kh¸c nhau cña to¸n häc.

VÝ dô 1. Cho p lµ mét sè nguyªn tè. §­êng trßn ®­îc chia thµnh  p  cung b»ng nhau. Hái cã bao nhiªu c¸ch t« p cung b»ng a mµu kh¸c nhau (Hai c¸ch t« mµu thu ®­îc b»ng mét phÐp quay ®­îc coi lµ gièng nhau)?

Gi¶i.  Mçi méi cung cã a c¸ch t« mµu, nh­ vËy cã ap c¸ch t« mµu p cung (víi quy ­íc cè ®Þnh vÞ trÝ). Trong sè nµy cã a  c¸ch t« mµu b»ng chØ mét mµu. Víi mçi c¸ch t« mµu dïng 2 mµu trë lªn, ta cã thÓ dïng phÐp quay ®Ó t¹o ra p c¸ch t« mµu kh¸c ®­îc tÝnh trong ap c¸ch t« mµu trªn nh­ng kh«ng ®­îc tÝnh theo c¸ch tÝnh ®Ò bµi. Nh­ vËy sè c¸ch t« mµu tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Ò bµi lµ  (ap-a)/p + a.  
HÖ qu¶. (§Þnh lý nhá Fermat) Cho p lµ sè nguyªn tè vµ a lµ sè nguyªn, khi ®ã ap - a chia hÕt cho p.
VÝ dô 2. Chøng minh r»ng tõ  2n-1 sè nguyªn bÊt kú lu«n t×m ®­îc n sè cã tæng chia hÕt cho n. 

Gi¶i. Ta gäi mÖnh ®Ò ë ®Ò bµi lµ A(n). Tr­íc hÕt ta chøng minh r»ng nÕu A(m), A(n) ®óng th× A(mn) còng ®óng (h·y chøng minh!). Tõ ®©y, bµi to¸n quy vÒ viÖc chøng minh A(p) víi p lµ sè nguyªn tè. XÐt E = (a1, a2, ..., a2p-1(. Gi¶ sö ng­îc l¹i r»ng víi mäi bé ai1, ..., aip lÊy tõ E ta cã ai1 + ...+ aip kh«ng chia hÕt cho p. Khi ®ã, theo ®Þnh lý nhá Fermat


(ai1 + ...+ aip)p-1 ( 1 (mod p)

Tõ ®ã suy ra


( (ai1 + ...+ aip)p-1 ( Cp2p-1 (mod p)

trong ®ã tæng tÝnh theo tÊt c¶ c¸c tËp con  p  phÇn tö cña E. MÆt kh¸c, ta ®Õm sè lÇn xuÊt hiÖn cña ®¬n thøc aj1(1...ajk(k  víi  (1 + ...+ (k = p-1 trong tæng ë vÕ tr¸i. Cã Ck2p-1.Cp-k2p-k-1 tæng d¹ng  ai1 + ...+ aip cã chøa aj1, ..., ajk. Trong mçi tæng nµy, ®¬n thøc aj1(1...ajk(k xuÊt hiÖn víi hÖ sè (p-1)!/(1!...(k!. Nh­ vËy, ®¬n thøc  aj1(1...ajk(k sÏ xuÊt hiÖn trong tæng vÕ tr¸i víi hÖ sè  Ck2p-1.Cp-k2p-k-1.[ (p-1)!/(1!...(k!] = [(2p-1)!/k!(p-k)!(p-1)!].[ (p-1)!/(1!...(k!]. 
Do  1 ( k ( p-1 nªn hÖ sè nµy lu«n chia hÕt cho p, suy ra tæng vÕ tr¸i chia hÕt cho p. MÆt kh¸c Cp2p-1 = (2p-1)/p!(p-1)! = (p+1)...(2p-1)/(p-1)! kh«ng chia hÕt cho p. M©u thuÉn.
VÝ dô 3. Chøng minh r»ng (k=0nk(Ckn)2 = nCn-12n-1.
VÝ dô 4. Cho a lµ sè thùc d­¬ng vµ n lµ sè nguyªn d­¬ng cho tr­íc. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc  x1x2...xn/(1+x1)(x1+x2)...(xn-1+xn)(xn+an+1), trong ®ã x1, x2, ..., xn lµ c¸c sè d­¬ng tuú ý.

Gi¶i. §Æt u0 = x1, u1 = x2/x1, ..., un = an+1/xn th×  u0u1...un = an+1 vµ ta cÇn t×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña (1+u0)(1+u1)...(1+un). Ta cã  (1+u0)(1+u1)...(1+un) = 1 + (ui + (ui1ui 2  + ...+ (ui1...ui k + ... + u0u1...un. Tæng (ui1...ui k cã  Ckn+1 sè h¹ng. TÝch cña chóng sÏ lµ mét biÓu thøc bËc kCkn. Do tÝnh ®èi xøng, mçi mét sè h¹ng sÏ ®óng gãp  bËc lµ  kCkn+1/(n+1). Suy ra tÝch cña tÊt c¶ c¸c sè h¹ng nµy b»ng (an+1)^(kCkn+1/(n+1)) = a^(kCkn+1). ¸p dông bÊt ®¼ng thøc Cauchy, ta cã  (ui1...ui k ( Ckn+1ak. Do ®ã  1 + (ui + (ui1ui 2  + ...+ (ui1...ui k + ... + u0u1...un  
( 1 + (n+1)a + C2n+1a2 + ...+ Ckn+1ak + ... + an+1 = (1+a)n+1. DÊu b»ng x¶y ra khi vµ chØ khi u0 = u1 = ...= un = a tøc lµ khi x1 = a, x2 = a2, ..., xn = an.
VÝ dô 5. (Vietnam ST 1993) XÐt n ®iÓm A1,  A2, ..., An trong kh«ng gian, trong ®ã kh«ng cã 4 ®iÓm nµo ®ång ph¼ng. Mçi mét cÆp ®iÓm Ai, Aj ®­îc nèi víi nhau bëi mét ®o¹n th¼ng. 

T×m gi¸ trÞ lín nhÊt cña n sao cho cã thÓ t« tÊt c¶ c¸c ®o¹n th¼ng ®ã b»ng hai mµu xanh, ®á tho¶ m·n ba ®iÒu kiÖn sau:

1) Mçi ®o¹n th¼ng ®­îc t« b»ng ®óng mét mµu.

2) Víi i=1, 2, ..., n sè ®o¹n th¼ng cã mét ®Çu mót lµ Ai mµ ®­îc t« mµu xanh kh«ng v­ît qu¸ 4.

3) Víi mçi ®o¹n th¼ng AiAj ®­îc t« mµu ®á ®Òu t×m thÊy Ýt nhÊt mét ®iÓm Ak (k kh¸c i, j) mµ c¸c ®o¹n th¼ng AkAi vµ AkAj ®Òu ®­îc t« mµu xanh.

(C) TrÇn Nam Dòng - 6/2003

