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CHUYÊN ĐỀ VẬN DỤNG, VẬN DỤNG CAO 
KỲ THI TỐT NGHIỆP THPT NĂM 2023 
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 TÊN CHUYÊN ĐỀ:  
CÁC DẠNG TOÁN VỀ HÀM ẨN LIÊN QUAN ĐẾN ĐỒ THỊ HÀM SỐ 

 
Người biên soạn: Nguyễn Minh Nhiên. 
Đơn vị công tác: Sở Giáo dục và Đào tạo Bắc Ninh. 
1. Các bài toán về đạo hàm 
1.1. Dạng 1: Dựa vào đồ thị tính giá trị đạo hàm tại một điểm. 

Câu 1: Cho  y f x  và  y g x  là những hàm số có đồ thị là các đường cong nét dày và đường 

nét mỏng trong hình bên dưới, đặt      .y h x f x g x  Giá trị của    1 2h h   bằng 

 
A. 6 . B. 10 . C. 6. D. 4. 

Lời giải 
Chọn  A 

Từ đồ thị hàm số    ,y f x y g x  ta có        1 3, 2 2, 1 1, 2f f g g a      là hằng số. 

Vì 1; 2x x   là các điểm cực trị của hàm số  y f x  nên    1 2 0f f   . 

Tia Bt  song song với trục hoành nên  2 0g   . 

Đường thẳng đi qua AB  có hệ số góc là tan 2MAN   hay  1 2g    . 

Ta lại có          h x f x g x g x f x     nên 

                   1 1 1 1 1 6; 2 2 2 2 2 0h f g g f h f g g f            . 

Vậy    1 2 6h h    . 

1.2. Dạng 2: Bài toán liên quan tiếp tuyến của đồ thị 

Câu 2: Cho hàm số  f x  có đồ thị là đường cong  C , biết đồ thị của  f x  như hình vẽ: 

x

y

2

3

2

1
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Tiếp tuyến của  C  tại điểm có hoành độ bằng 1  cắt đồ thị  C  tại hai điểm A , B  phân biệt lần lượt 

có hoành độ a , b . Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. 4 4a b   . B. a , b 0 . C. a , b 3 . D. 2 2 10a b  . 
Lời giải 

Chọn  D 

Từ đồ thị, ta có  1 0f   . 

Phương trình tiếp tuyến của  C  tại điểm có hoành độ bằng 1  có dạng: 

      1 1 1 1y f x f y f     . 

Phương trình hoành độ giao điểm của tiếp tuyến trên với đồ thị  C :    1f x f . 

Từ đồ thị, ta có    1 3 0f f    . Ta được bảng biến thiên của hàm số  y f x . 

x     1   1  3     
y      0    0    0     

            
          
y   

    1f   
 

  

          

  
  1f       3f    

Từ bảng biến thiên, ta thấy đường thẳng  1y f  cắt đồ thị hàm số tại ba điểm có hoành độ lần lượt 

là 1 , a , b  với 1a   và 3b  . Như vậy đáp án D đúng, các khẳng định A, B, C đều không thỏa 
điều trên. 

Câu 3: Cho hàm số   ax by f x
cx d

 


, (a , b , c , d   , 0c  , 0d  ) có đồ thị  C . Đồ thị 

của hàm số  y f x  như hình vẽ dưới đây. Biết  C  cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2 . Tiếp 

tuyến của  C  tại giao điểm của  C  với trục hoành có phương trình là 

 
A. 3 2 0x y   . B. 3 2 0x y   . C. 3 2 0x y   . D. 3 2 0x y  
. 

Lời giải 
Chọn  C 
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Xét hàm số   ax by f x
cx d

 


 có    
 

2

2

ad bc
f x

cx d


 


. 

Ta có đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 2  nên  0 2f  2b
d

  2b d  .  

Từ đồ thị  y f x  nhận đường thẳng 1x    làm tiệm cận đứng nên 

 1d d c
c

      
   

2

2 2

2 2

1

ad d a df x
dx d d x

   
 

. 

Mặt khác ta lại có đồ thị  y f x  đi qua điểm  2; 3   nên 

 2 3f     2 3a d
d
  a d  . 

Vậy   2 2
1

dx d xf x
dx d x
    

 
. 

Đồ thị  C  cắt trục Ox  tại điểm  2;0  và   12
3

f    . 

Vậy phương trình tiếp tuyến của  C  tại giao điểm của  C  và trục Ox  là  1 2
3

y x  

3 2 0x y    . 

Câu 4:  Cho hàm số   3 2y f x ax bx cx d      có đạo hàm là hàm số  y f x  với đồ thị 

như hình vẽ bên. 

 
Biết rằng đồ thị hàm số  y f x  tiếp xúc với trục hoành tại điểm có hoành độ âm. Khi đó đồ thị hàm 

số cắt trục tung tại điểm có tung độ là bao nhiêu? 
A. 4.  B. 1.  C. 2.  D. 4. 

Lời giải 
Chọn  A 

Ta có    3 2 23 2y f x ax bx cx d f x ax bx c          

Đồ thị hàm số  y f x  đi qua các điểm  2;0A  ,  0;0O  và  1; 3C    nên ta có 

  3 2

12 4 0 1
0 3 3

3 2 3 0

a b c a
c b y f x x x d
a b c c

                         

 và   23 6f x x x   . 

Gọi tiếp điểm của đồ thị hàm số  y f x  và trục hoành là  0 ; 0M x  với 0 0.x   

Tiếp tuyến có hệ số góc 

  02
0 0 0

0

0
0 ' 0 3 6 0

2
x

k y x x x
x

          
. Vì 0 00 2x x    . 

 

O x

y

 

3

1
2



 2;0M   thuộc đồ thị hàm số   8 12 0 4.y f x d d         

Khi đó   3 23 4.y f x x x    Đồ thị hàm số cắt trục tung tại điểm có tung độ là 4 . 

1.3. Dạng 3: Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  tính giá trị  f a . 

Câu 5: Cho hàm số   ax by f x
cx d

 


, đồ thị hàm số  y f x  có dạng: 

 
Biết rằng đồ thị hàm số  y f x  đi qua điểm  0;4A . Khẳng định nào dưới đây là đúng? 

A.  1 2f  . B.   112
2

f  . C.   71
2

f  . D.  2 6f  . 

Lời giải 
Chọn  D 

Đồ thị hàm số  f x  đi qua  0;4A  nên 4b d   1 . 

Ta có  
 2
ad bcf x
cx d

 


. 

Căn cứ theo đồ thị hàm số  f x  ta có 1d
c

    c d    2 . 

Đồ thị hàm số  f x đi qua (0;3)  nên 2 3ad bc
d
  23ad bc d     3 . 

Thay  1 ,  2  vào  3  ta được 2 24 3ad d d  7a d    0d   vì nếu 0d   thì 

0a b c d     . 

Do đó   7 4dx df x
dx d




7 4
1

x
x



. 

Vậy  2 6f  . 

2. Các dạng toán về xét tính đơn điệu 

2.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  xác định tính đơn điệu của  y f x . 

2.2. Dạng 2. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định tính đơn điệu của 

  y f u x ,   y u f x . 

Câu 6: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên  , hàm số  y f x  liên tục trên  , hàm số 

 2019y f x   cắt trục hoành tại các điểm có hoành độ , ,a b c  là các số nguyên và có đồ thị như 

hình vẽ. 

x

y
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3
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Gọi 1m  là số giá trị nguyên của tham số m  để hàm số    2 2y g x f x x m     nghịch biến trên 

khoảng  1;2 ; 2m  là số giá trị nguyên của tham số m  để hàm số    2 4y h x f x x m     đồng 

biến trên khoảng  1;2 . Khi đó, 1 2m m  bằng 

A. 2 2 .b a  B. 2 2 2.b a   C. 2 2 2.b a   D. 2 2 1.b a   
Lời giải 

Chọn  A 

Từ đồ thị của hàm số  2019y f x   suy ra bảng xét dấu của  y f x  như sau: 

x     2019a    2019b    2019c      
y      0    0    0     

Xét hàm số    2 2y g x f x x m     

     22 2 2g x x f x x m     . 

Ta thấy  2 2 0, 1;2x x     nên  y g x  nghịch biến trên  1;2  khi và chỉ khi 

 
 

2

2 2

2019 2 2019, 1;2
2 2019 2 2019, 1;2

1 2019 2019 2018 2019.

a x x m b x
x x a m x x b x

a m b a m b

       
           
          

 

Số giá trị nguyên của m  thỏa mãn là 1 2019 2018 1m b a b a       . 

Xét hàm số    2 4y h x f x x m     

     22 4 4h x x f x x m     . 

Ta thấy  2 4 0, 1;2x x     nên  y h x  đồng biến trên  1;2  khi và chỉ khi 

 
 

2

2 2

2019 4 2019, 1;2
4 2019 4 2019, 1;2

4 2019 3 2019 2015 2016.

a x x m b x
x x a m x x b x

a m b a m b

       
           
           

 

Số giá trị nguyên của m  thỏa mãn là 2 2016 2015 1m b a b a       . 

Vậy 1 2 2 2m m b a   . 

2.3. Dạng 3. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định tính đơn điệu của 

  ,y f x    y f u x . 

Câu 7:  Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số  y f x . 

x

y

cbaO



 
Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số  1y f x m    có 5  điểm 

cực trị. Tổng giá trị tất cả các phần tử của S  bằng 
A. 9 . B. 12 . C. 18 . D. 15 . 

Lời giải 
Chọn  B 

Nhận xét: Số giao điểm của    :C y f x  với Ox  bằng số giao điểm của    : 1C y f x    với 

Ox . 

Vì 0m   nên    : 1C y f x m     có được bằng cách tịnh tiến    : 1C y f x    lên trên m  

đơn vị. 

 

 
TH1: 0 3m  . Đồ thị hàm số có 7  điểm cực trị. Loại. 
TH2: 3m  . Đồ thị hàm số có 5  điểm cực trị. Nhận. 
TH3: 3 6m  . Đồ thị hàm số có 5  điểm cực trị. Nhận. 
TH4: 6m  . Đồ thị hàm số có 3  điểm cực trị. Loại. 

x
x

TH3: 3 6m  TH4 : 6m 

x

x

TH1: 0 3m  TH2 : 3m 
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Vậy 3 6m  . Do *m    nên  3;4;5m  . 

Vậy tổng giá trị tất cả các phần tử của S  bằng 12 . 

2.4. Dạng 4. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định tính đơn điệu của 

 ,y f x    y f u x . 

2.5. Dạng 5. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định tính đơn điệu của 

    y f u x g x  . 

Câu 8: Cho hàm số  y f x  có đồ thị của hàm số  y f x  được cho như hình bên. Hàm số 

  22 2y f x x     nghịch biến trên khoảng 

 
A.  3; 2  . B.  2; 1  . C.  1;0 . D.  0;2 . 

Lời giải 
Chọn  C 

 
Ta có 22 (2 ) (2 ) 2 (2 ) 2 2 (2 ) 2y f x x y x f x x f x x                

0 (2 ) 0 (2 ) (2 ) 2y f x x f x x             

Đặt 2t x   suy ra   2f t t   . 

Dựa vào đồ thị ta thấy đường thẳng 2y t   cắt đồ thị  y f t  tại ba điểm có hoành độ liên tiếp 

là 1 2;3; 4 5a b     
Do đó cùng từ đồ thị ta có 

3 2 3 1 2
( ) 2

2 2
a t a x x a

f t t
t b x b x b

                           
 

3

1

54

2

321-1

-2

x

y

O

3

1
54

2

321-1

-2

x

y

O



 Vì 1 2 0 2 1a a       nên ( 1;0) ( 1;2 )a    . Do đó, hàm số nghịch biến trên khoảng 

 1;2 a   nên cũng nghịch biến trên  1;0 . 

 Vì 4 5 3 2 2b b       nên ( 3; 2) ( ;2 )b     . Do đó, hàm số nghịch biến trên 

khoảng  ;2 b   thì không nghịch biến trên  3; 2  . 

Vậy hàm số nghịch biến trên khoảng  1;0 . 

Câu 9: Cho hàm số  y f x  có đồ thị hàm số  f x  như hình vẽ. có bao nhiêu giá trị nguyên của 

 0;10m   để hàm số      2 22 1 ln 2g x f x x m x x      đồng biến trên khoảng  0;1x  . 

 
A. 9 . B. 6 . C. 4 . D. 5 . 

Lời giải 
Chọn B 

Xét hàm số      2 22 1 ln 2g x f x x m x x      trên khoảng  0;1 . 

Ta có      2
2

2 22 2 . 2 1 .
2

xg x x f x x m
x x
     


 

   2
2

2 2 2 1
2

mx f x x
x x

           
. 

Do  0;1x   nên 2 2 0x   . Để hàm số  g x  đồng biến trên khoảng  0;1  thì ta phải có 

 2
2

2 1 0
2

mf x x
x x

    


 với  0;1x   

   2 22 . 2 1m x x f x x      với  0;1x   

Đặt 2 2 1t x x    với  0;1x    2; 1t    . Bài toán trở thành tìm m  để bất phương trình 

   1 .m t f t    đúng với  2; 1t    . 

Từ đồ thị hàm số  f x  ta có  0 4f t   với  2; 1t    . 

Và do 0 1 1t    với  2; 1t    . Từ đó suy ra    1 . 4t f t    với  2; 1t    . 

Vậy      1 . 2; 1 4m t f t t m         . 

Do m  nguyên,  0;10m   nên có 6 giá trị thỏa mãn. 

Câu 10: Cho hàm số  y f x  liên tục và có đạo hàm trên  . Biết hàm số  f x  có đồ thị được cho 

trong hình vẽ. Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  thuộc 2019;2019     để hàm số 

   2019 2xg x f mx    đồng biến trên 0;1    ? 
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A. 2028 . B. 2019 . C. 2011 . D. 2020 . 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có    2019 ln2019. 2019x xg x f m   . 

Ta lại có hàm số 2019xy  đồng biến trên 0;1    . 

Với 0;1x      thì 2019 1;2019x       mà hàm  y f x đồng biến trên  1;  nên hàm 

 2019xy f  đồng biến trên 0;1    . 

Mà    2019 0; 2019 0, 0;1x xf x     nên hàm    2019 ln2019. 2019x xh x f   đồng biến trên 

0;1    . 

Hay    0 0, 0;1h x h x         . 

Do vậy, hàm số  g x  đồng biến trên 0;1      0g x   với mọi 0;1x       

 2019 . ln2019. 2019 , 0;1x xm f x         0m  . 

Vậy 0m  . 

Câu 11: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên  . Biết đồ thị hàm  y f x  như hình vẽ. 

 
Hàm số     33 1 3g x f x x x    đồng biến trên khoảng nào? 

A. 
1 1;
4 3
     

. B.  2;0 . C. 
1 ;1
3
     

. D.  4; . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có     23 3 1 1g x f x x         

x

y

O 1

x

y

432O 1



 
03 1 1

3 1 0 23 3 1 4 1
3

xx
f x

x x

              

. 

 
203 1 0 3

1

xf x
x


       

 

Bảng xét dấu của  g x  

x     1   0   
2
3

  1   2     

 3 1f x         0    0    0    0     
21 x     0          0        

 g x                 

Vậy hàm số đồng biến trên khoảng 
20;
3

     
. 

Câu 12: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên  . Biết đồ thị hàm  y f x  như hình vẽ. 

 

Hàm số  
3

2 22 3 4
3
xy f x x x
          

 nghịch biến trong khoảng nào? 

A.  ; 3  . B.  3;0 . C.  1; 3 . D.  3;  . 

Câu 13:  Cho hai hàm số  y f x ,  y g x . Hai hàm số  y f x  và  y g x  có đồ thị như hình 

vẽ bên, trong đó đường cong đậm hơn là đồ thị của hàm số  y g x . 

 

x

y

432O 1
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Hàm số     3
4 2

2
h x f x g x     

 
 đồng biến trên khoảng nào dưới đây? 

A. 
31

5;
5

 
 
 

. B. 
9

;3
4

 
 
 

. C. 
31

;
5

  
 

. D. 
25

6;
4

 
 
 

. 

Lời giải 
Chọn B 
Kẻ đường thẳng 10y   cắt đồ thị hàm số  y f x  tại  ;10A a ,  8;10a . Khi đó ta có 

   4 10,khi3 4 4 10, khi 1 4

3 3 3 3 25
2 5, khi 0 2 11 2 5,khi

2 2 2 4 4

f x x a f x x

g x x g x x

          
                 

    

. 

Do đó     3
4 2 2 0

2
h x f x g x        

 
 khi 

3
4

4
x  . 

Kiểu đánh giá khác: 

Ta có     3
4 2 2

2
h x f x g x       

 
. 

Dựa vào đồ thị, 
9

;3
4

x    
 

, ta có 
25

4 7
4

x   ,    4 3 10f x f   ; 

3 9
3 2

2 2
x   , do đó  3

2 8 5
2

g x f    
 

. 

Suy ra     3 9
4 2 2 0, ;3

2 4
h x f x g x x

              
   

. Do đó hàm số đồng biến trên 
9

;3
4

 
 
 

. 

Câu 14: Cho hàm số  y f x , biết rằng hàm số  'y f x  có đồ thị như hình bên 

 
Hàm số  2 2019y f x    đồng biến trên các khoảng 

A.  2;0  và  1;2 . B.  2;0  và  2;4 . C.  0;1  và  1;2 . D.  0;1  và  2;4 . 

Lời giải 
Chọn D 
Tập xác định: D    

Ta có:  ' ' 2y f x   . Suy ra  
2 2 4
2 0 2

' 0 ' 2 0
2 1 1
2 2 0

x x
x x

y f x
x x
x x

     
             
     

 

Bảng xét dấu  ' ' 2y f x  : 

 
x     0   1  2   4     

+ +- - -0000

4210 +∞-∞

y' = - f ' (2 - x)

x



y      0    0    0    0     

Suy ra hàm số đồng biến trên các khoảng    0;1 , 2;4 . 

Câu 15: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên  , có đồ thị  f x  như hình vẽ. 

 

Có bao nhiêu giá trị nguyên âm của  20;20m    để hàm số    223 4
4 20

m xxg x f
       

 đồng 

biến trên khoảng  0; . 

A. 6 . B. 7 . C. 17 . D. 18 . 
Lời giải 

Chọn C 

Ta có    22 3 43
4 4 5

mx xx xg x f
         

. 

Hàm số  g x  đồng biến trên  0;  khi và chỉ khi    0, 0;g x x      (   0g x   chỉ tại 

hữu hạn điểm). Điều này tương đương với 

 
   

23 3

2

43 15 , 0;
4 4 5 44 4

m xx x x xf m f x
x

                      
. 

Với 0x   thì 
3 3

0 3
4 4
x xf

       
. Đẳng thức xảy ra khi 

3
32 8 2

4
x x x     . 

Ta có 
2

10 , 0
4 44

x x x
xx

    


. Đẳng thức xảy ra khi 2x  . 

Suy ra    
3

2

15 15 1 453
4 4 4 164 4

x xf
x

            
. Đẳng thức xảy ra khi 2x  . 

Như thế, 
45
16

m  . Kết hợp với m  nguyên âm và  20;20m    thì  19; 18; ; 3m     . 

Vậy có 17  số nguyên âm của  20;20m    để hàm số  g x  đồng biến trên  0; . 

3. Các bài toán về cực trị 

3.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  xác định cực trị của  y f x . 

Câu 16: Cho hàm số F là một nguyên hàm của hàm số   3 2f x ax bx cx d     thỏa mãn 

 0F m  và đồ thị hàm số  y f x  như hình vẽ. 
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Có bao nhiêu giá trị nguyên của m để hàm số  y F x  có 7 điểm cực trị. 

A. 4 . B. 5 . C. 6 . D. 7 . 
Lời giải 

Chọn B 

Từ giả thiết suy ra   3 2 6f x x x x    

Khi đó  
4 3

2( ) 3
4 3
x xF x f x dx x m     . 

    3 2' 6 0F x f x x x x      có 3 nghiệm -2; 0; 3 nhận xét F = m 

Bảng biến thiên 
x     2   0   3     
y      0    0    0     

            
          
y      m      
          

 
 

 16
3

m   
   

 

  

 
 

     63
4

m   
  

Để hàm số  y F x  có 7 điểm cực trị thì 
0
16 0
3

m

m

   

 suy ra có 5 giá trị nguyên của m thỏa bài 

toán. 

3.2. Dạng 2. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định cực trị của   y f u x , 

  y u f x . 

Câu 17:  Cho hàm số  y f x . Đồ thị của hàm số  y f x  như hình bên. 

x

y
4

-1 3-2 O



 
Hàm số    2g x f x  có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 4 . B. 3 . C. 5 . D. 2 . 
Lời giải 

Chọn C 

Từ đồ thị  y f x  ta có  
2

0
0 1

3

x
x

f x
x
x

  
     
 

; 

  3
0 2 1

x
f x

x

      
;   2

0 1 3
x

f x
x

       
. 

Ta có    22g x xf x  ;    
2

22

2

0
00 1

0 1
30

30

x
xx x

g x x
xf x

xx

                   

. 

Ta có  
2

2
2

1 1
00 1

0
3 3

3

x
xx

f x
x x

x

               

. 

Ta có bảng biến thiên 

 
Từ bảng biến thiên ta có hàm số    2g x f x  có 5  điểm cực trị. 

Câu 18: Cho hàm số  y f x  là hàm đa thức có đồ thị hàm số  y f x  như hình vẽ 

              

              

              

              

  

 

 

O x

y

2 1 3
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Số điểm cực trị của hàm số     2021
2g x f x      là 

A. 5.  B. 6.  C. 3.  D. 4.  
Lời giải 

Chọn A 

Ta có     2021
2g x f x           2020

2 24042 . .g x x f x f x        

Dựa vào đồ thị ta có        2
,

m
f x k x a x b x c x d      0k   

       22 2 2 2 20
m

f x k x a x b x c x d        

          202022 2 2 2 24042 . . .
m

g x k x x a x b x c x d f x         
 

Do
 

   2020 22 20; 0
m

f x x b      
 

  0g x   có 5 nghiệm ; ; 0c d   

Vậy hàm số  g x  có 5 điểm cực trị.
 Câu 19: Cho hàm số  y f x  là hàm đa thức bậc 6 có đồ thị hàm số  y f x  như hình vẽ: 

 

Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số    
73

1g x f x m      
 có 2 điểm cực trị? 

A. 2.  B. 0.  C. 1.  D. Vô số. 
Lời giải 

Chọn D 

Ta có    
73

1g x f x m      
       

63 2
21. 1 . 1 . 1g x f x m f x f x          

 

Ta có    
63 2

1 . 1f x m f x      
 nên dấu của  g x  phụ thuộc vào dấu  1f x  . 



Hàm số  f x cắt trục hoành tại 2 điểm phân biệt nên có 2 điểm cực trị, số điểm cực trị hàm 

 1f x   bằng số điểm cực trị hàm  f x  nên  g x  có 2 điểm cực trị với mọi m . 

Vậy với mọi m  hàm số  g x đều có 2 điểm cực trị. 

3.3. Dạng 3. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định cực trị của   ,y f x  

  y f u x . 

Câu 20: Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số  y f x . 

 
Gọi S  là tập hợp các giá trị nguyên dương của tham số m  để hàm số  1y f x m    có 5 điểm 

cực trị. Tổng giá trị tất cả các phần tử của S  bằng 
A. 12. B. 15. C. 18. D. 9. 

Lời giải 
Chọn A 

Tịnh tiến đồ thị hàm số  y f x  sang phải 1 đơn vị, ta được đồ thị hàm số  1 .y f x   

Do đó đồ thị hàm số  1y f x   có 3 cực trị và có 4 giao điểm với Ox . 

Để được đồ thị hàm số  y f x m   với m  nguyên dương ta phải tịnh tiến đồ thị hàm số 

 1y f x   lên trên m  đơn vị. 

Để thỏa mãn điều kiện đề bài thì đồ thị hàm số  1y f x m    cắt Ox  tại đúng 2 điểm , do đó 

 3 6 3;4;5 .m S     

Tổng giá trị các phần tử của S  là 12. 

3.4. Dạng 4. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định cực trị của  ,y f x  

  y f u x . 

Câu 21: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên   và đồ thị hàm số  y f x  cắt trục hoành tại các 

điểm có hoành độ 3; 2; ; ; 3; ;5a b c   với 
4 41;1 ;4 5
3 3

a b c        có dạng như hình vẽ bên 

dưới. Có bao nhiêu giá trị nguyên của m  để hàm số  2 3y f x m    có 7  điểm cực trị? 

x

y

-6

2

-3

O
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A. 2 . B. 3 . C. 4 . D. Vô số. 

Lời giải 
Chọn B 

Từ hình vẽ ta thấy hàm số  y f x  đạt cực trị tại các điểm 3; 2; ; ; ;5a b c  . 

Xét hàm số    2 3y g x f x m     

   2 . 2 3xg x f x m
x

    . 

Khi đó, để xác định số điểm cực trị của hàm số  y g x  ta cần xác định số nghiệm của hệ 

 
0

2 3 3; 2; ; ; ;5
x

x m a b c

 
     

 

0
1 3 3 3 8; ; ; ; ;

2 2 2 2 2 2

x
m m a m b m c m mx

 
                      

 

Đặt 1 2 3 4 5 6
1 3 3 3 8; ; ; ; ;

2 2 2 2 2 2
m m a m b m c m mx x x x x x               . 

Ta có 1 2 3 4 5 6x x x x x x     . 

Với mỗi 1;2;...;7i   

Nếu 0ix   phương trình ix x  có hai nghiệm phân biệt ix x  , dẫn đến ix x   là hai điểm 

cực trị của hàm số  y g x . 

Nếu 0ix   phương trình ix x  có duy nhất 0x  , dẫn đến 0x   là điểm cực trị của hàm số 

 y g x . 

Nếu 0ix   phương trình ix x  vô nghiệm. 

Do đó, hàm số  y g x  có 7  điểm cực trị 

3 4

3 0 420 3 3 1 3 33 30
2

a m

x x a m b m
b m

                   

. 

Vậy có 3  giá trị nguyên của m  thỏa mãn là 2;3; 4 . 

Câu 22:  Hàm số  f x  có đạo hàm  f x  trên  . Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số  f x  trên  . 

x

y

3 cb 5a-2-3 O



 
Hỏi hàm số   2018y f x   có bao nhiêu điểm cực trị? 

A. 5 . B. 3 . C. 2 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Cách 1: Từ đồ thị hàm số của  f x  ta thấy  f x  có hai cực trị dương nên hàm số  y f x  lấy đối 

xứng phần đồ thị hàm số bên phải trục tung qua trục tung ta được bốn cực trị, cộng thêm giao điểm của 

đồ thị hàm số   2018y f x   với trục tung nữa ta được tổng cộng là 5  cực trị. 

Cách 2: Ta có:    22018 2018y f x f x    . 

Đạo hàm     2 2

2
.xy f x x f x

x

    . 

Từ đồ thị hàm số của  f x  suy ra  f x  cùng dấu với    1 2 3x x x x x x    với 1 0x  , 

2 30 x x  . 

Suy ra  f x  cùng dấu với    1 2 3x x x x x x   . 

Do 1 0x x   nên     2 2

2

xy f x x f x
x

     cùng dấu với   2 3 2
. xx x x x

x
  . 

Vậy hàm số   2018y f x   có 5  cực trị. 

Câu 23: Cho hàm số  y f x  xác định trên   và hàm số  y f x  có đồ thị như hình bên. Đặt 

   g x f x m  . Có bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m  để hàm số  g x  có đúng 7  điểm cực 

trị? 

 
A. 2 . B. 3 . C. 1 . D. Vô số. 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có      
 

, 0
, 0

f x m khi x
g x f x m

f x m khi x

        
 

Do hàm số  y f x  xác định trên Hàm số  g x  xác định trên   

 

O x

y
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Và ta lại có      g x f x m g x    Hàm số  g x  là hàm số chẵnĐồ thị hàm số  y g x  

đối xứng qua trục Oy . 

Hàm số  y g x có 7  điểm cực trịHàm số  y g x  có 3  điểm cực trị dương, 3  điểm cực trị 

âm và một điểm cực trị bằng 0   

Dựa vào đồ thị hàm số  y f x , ta có:  
3
1

0
2
5

x
x

f x
x
x

  
      
 

 

Xét trên khoảng  0; , ta được    g x f x m   

+ Ta có    g x f x m    

+  
3 3
1 1

0
2 2
5 5

x m x m
x m x m

g x
x m x m
x m x m

       
                
       

 

+ Nhận thấy 3 1 2 5m m m m         

Theo yêu cầu bài toán  
1 0

3 1
3 0 3; 2

mm
m

m m

                    


 

3.5. Dạng 5. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định cực trị của 

    y f u x g x  . 

Câu 24: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm đến cấp hai trên   và     10 0;  ,
6

f f x x      . 

Biết hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số    2g x f x mx  , với m là tham số dương, 

có nhiều nhất bao nhiêu điểm cực trị? 

 
A. 1  B. 2  C. 5  D. 3

 
Lời giải 

Chọn D 

Từ đồ thị hàm số  y f x  suy ra    0, 0;f x x     . 

Do đó,    2 0, 0;f x x     . 

x

y
y=f'(x)

1

5

3

42O 1



Xét hàm số    2h x f x mx  ;    22 .h x x f x m   . 

Với 0x  ,   0h x    Phương trình   0h x   vô nghiệm. 

Với 0x   ta có        
2

2 2 2 2 22 4 2
3
xh x f x x f x f x       . 

Từ đồ thị hàm số  y f x ta thấy với 0x  , đồ thị hàm số  y f x luôn nằm trên đường thẳng 

3
xy  . 

 

Do đó,    
2

2 22 0, 0 0, 0
3
xf x x h x x          hay hàm số  y h x đồng biến trên 

 0; . 

Mà  0 0h m     và  lim
x

h x


    nên phương trình   0h x   có một nghiệm duy nhất 

 0 0;x    

Bảng biến thiên 

x     0   
0x     

y         0     
          
y         
   0      
        

      0h x    

 

Khi đó phương trình   0h x   có 2  nghiệm phân biệt. 

Đồng thời hàm số  y h x  đạt cực tiểu tại 0x x , giá trị cực tiểu  0 0h x  . 

Vậy hàm số  y h x  có 3  điểm cực trị. 

Câu 25: Cho hàm số  y f x  là hàm đa thức bậc bốn thỏa mãn    0 2 0f f  . Biết hàm số 

 y f x  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số    
4

2 22
2
xg x f x x    có bao nhiêu điểm cực trị? 

x

y
y=f'(x)

1

5

3

42O 1
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A. 7  B. 8  C. 5  D. 3

 
Lời giải 

Chọn A 

Xét hàm số    
4

2 22
2
xh x f x x   ;      2 3 2 22 . 2 4 2 2h x x f x x x x f x x           . 

 
Từ đồ thị hàm số  y f x  và hàm số 2y x    suy ra 

   2 0, 2;f x x x        và    2 0, ;2f x x x       . 

Do đó,  2 2 22 0 2 2 2f x x x x          . 

Ta có bảng biến thiên 

x     2   1   0   1   2     

 g x     0    0    0    0    0     

                
 

 

            

 g x         0f        

              

    2f          2f    

Từ giả thiết    0 2 0f f   suy ra  g x  cắt trục hoành tại 4  điểm phân biệt và hàm số  g x  có 3

điểm cực trị  do đó hàm số    h x g x  có 7 điểm cực trị. 

Câu 26:  Cho hàm số  f x  xác định trên  và có đồ thị  f x  như hình vẽ. Đặt    g x f x x  . 

Hàm số  g x  đạt cực đại tại điểm nào sau đây? 

x

y

2

1

O 1

x

y

2

1

O 1



 
A. 2x  . B. 0x  . C. 1x   . D. 1x  . 

Lời giải 
Chọn B 
Ta có     1g x f x   . Do đó đồ thị của hàm số  g x

 
có được bằng cách tịnh tiến đồ thị của hàm 

số  f x  đi xuống 1  đơn vị. 

 
Quan sát đồ thị  g x  ta thấy  g x  đổi dấu từ dương sang âm khi đi qua điểm 1x   . 

Do đó  g x  đạt cực đại tại 1x   . 

Câu 27: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị hàm số  như hình bên dưới. 

 

Hàm số 
3

2( ) ( ) 2
3
xg x f x x x      đạt cực đại tại điểm nào? 

A. 1x  . B. 1x   . C. 0x  . D. 2x  . 
Lời giải 

Chọn A 

 y f x

    

O

y

1 2

1

2

1

1

x

2

 y f x
 y g x

    

1

O1 1 2 x

1

2
y
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 Ta có ( )g x  xác định trên   và 2( ) ( ) ( 1)g x f x x     do đó số nghiệm 

của phương trình ( ) 0g x   bằng số giao điểm của hai đồ thị ( )y f x  và 

parabol 2( 1)y x  ; ( ) 0g x   khi đồ thị ( )y f x  nằm trên parabol
2( 1)y x   và ngược lại. 

Từ đồ thị suy ra 

0
( ) 0 2

1

x
g x x

x

 
   
 

 nhưng ( )g x  chỉ đổi dấu từ dương 

sang âm khi qua 1x  . Do đó hàm số đạt cực đại tại 1x  . 

4. Các bài toán về min, max 

4.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  xác định min, max của  y f x . 

Câu 28: Cho hàm số  f x  có đạo hàm trên  . Đồ thị hàm số  y f x  được cho như hình vẽ bên. 

Biết rằng        0 3 2 5f f f f   . Giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của  f x  trên đoạn 0;5     lần 

lượt là 

 
A.    0 , 5f f . B.    2 , 0f f . C.    1 , 5f f . D.    2 , 5f f . 

Lời giải 
Chọn D 
Cách 1: 
Bảng biến thiên:  

x  0   2   5  

 f x   – 0     

  0f      5f  

 f x       

      

    2f    

Dựa vào đồ bảng biến thiên, ta có    
2;5

min 2f x f
   

  

Và       
0;5

max max 0 , 5f x f f
   

  

Vì  f x  đồng biến trên đoạn 2;5     nên 

               3 2 5 2 5 3 0 2f f f f f f f f        

Do đó    5 0f f , vậy         
0;5

max max 0 , 5 5f x f f f
   

   

Cách 2: 

Căn cứ đồ thị của  y f x  và ứng dụng tích phân, ta có: 

x

y

52O



       
2 2

1
0 0

0 2S f x dx f x dx f f       và        
5 5

2
2 2

2 5S f x dx f x dx f f       

Theo giả thiết, ta có                0 3 2 5 5 3 0 2f f f f f f f f        

Suy ra        
5 5

2 1
2 3

5 3S f x dx f x dx f f S       . 

Suy ra      2 1 0 5 0 2S S f f f     . 

Vậy        
0;5 0;5

min 2 ,max 5f x f f x f
         

  . 

4.2. Dạng 2. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định min, max của   y f u x

,   y u f x . 

Câu 29: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình vẽ bên. Gọi ,  M m  lần lượt là 

GTLN – GTNN của hàm số    4 42 sin cos .g x f x x      

 
Tổng M m  bằng 
A. 3 . B. 5 . C. 4 . D. 6 . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có 4 4 21sin cos 1 sin 2 ,
2

x x x x      . 

Vì 2 21 10 sin 2 1, 1 sin 2 1,
2 2

x x x x            4 41 2 sin cos 2.x x     

Dựa vào đồ thị suy ra 
   
   

max 1 3
4.

min 2 1
M g x f

M m
m g x f

         
 

Câu 30: Cho hàm số  y f x  liên tục trên R và có đồ thị là hình bên và hàm số 

  3 23 5y g t t t    . Gọi ,  M m  theo thứ tự là GTLN – GTNN của   2y g f x  trên đoạn 

1;3    . Tích .M m  bằng 
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A. 2 . B. 3 . C. 54 . D. 12 . 
Lời giải 

Chọn A 

       3 2
2 2 3 2 5y g f x f x f x       . 

Trên 1;3    , ta có      1 7 1 2 5 0 2 5.f x f x f x           

Đặt   2t f x   với 0;5 .t       Khi đó 3 2 2 0
3 5 3 6 0 .

2
t

y t t y t t
t

          
 

Ta có      0 5; 2 1; 5 55.y y y    Suy ra 
55

. 55.
1

M
M m

m

    
 

4.3. Dạng 3. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định min, max của   ,y f x  

  y f u x . 

4.4. Dạng 4. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định min, max của  ,y f x  

  y f u x . 

4.5. Dạng 5. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định min, max của 

    y f u x g x  . 

Câu 31: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên  . Hàm số ( )y f x  có đồ thị như hình vẽ 

 

Đặt      22 1g x f x x   . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. 
3;3

min ( ) (1).g x g
   

  B. 
3;3

max ( ) (1).g x g
   

  

C. 
3;3

max ( ) (3).g x g
   


 

D. Không tồn tại giá trị nhỏ nhất của ( )g x  trên 3;3 .     

Câu 32: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên  . Hàm số ( )y f x  có đồ thị như hình vẽ 

6

4

3

-3

-2

-1 3

2

1

y

xO



 

Xét hàm số     3 21 3 3 2018
3 4 2

g x f x x x x     . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A.    
3; 1

min 1g x g
   

  .  B.    
3; 1

min 1g x g
   

 .  

C.    
3; 1

min 3g x g
   

  .  D.      
3; 1

3 1
min

2
g g

g x
   

 
 . 

Câu 33: Cho hai hàm số ( )y f x , có đạo hàm là ( )f x , ( )g x . Đồ thị hàm số ( )y f x  và ( )g x  
được cho như hình vẽ bên dưới. 

 
Biết rằng (0) (6) (0) (6)f f g g   . Giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số ( ) ( ) ( )h x f x g x   
trên đoạn [0;6]  lần lượt là 
A. (6)h , (2)h . B. (2)h , (6)h . C. (0)h , (2)h . D. (2)h , (0)h . 

Lời giải 
Chọn A 

Ta có ( ) ( ) ( )h x f x g x     ; ( ) 0 2h x x     
Từ đồ thị ta có bảng biến thiên 

x  0   2   6  

 h x   – 0     

      6h  

 h x   0h      

      

    2h    

Và (0) (6) (0) (6)f f g g    (0) (0) (6) (6)f g f g    . Hay (0) (6)h h . 

Vậy [0,6]max ( ) (6)h x h ;
 

[0,6]min ( ) (2)h x h . 

5. Các bài toán về tiệm cận 

3

-3

-2

-1 2

1

1

y

xO

x
O

y

2 6

 f x

 g x
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5.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định tiệm cận của đồ thị hàm 

số     
  ,

h x
y g f x y

g f x
  . 

Câu 34:  Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên  . Đồ thị  y f x  như hình vẽ. Số đường 

tiệm cận đứng của đồ thị hàm số    
2

2

1
4

xy
f x f x




 bằng 

 
A. 4 . B. 1. C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn A 

Đặt   3 2f x ax bx cx d     

Dựa vào đồ thị của  y f x , ta có 

 
 
 
 
 

1 4
1 0

1 0
1 0
0 2

f
f
f
f
f

         

   

4
0

3 2 0
3 2 0

2

a b c d
a b c d
a b c
a b c

d

               

   

1
0

3
2

a
b
c
d

     

 

Do đó   3 3 2f x x x    

Xét hàm số            
2 2 2

2 22 3 3 2 2

1 1 1
4 3 2 4 3 2 1 4

x x xy
f x f x x x x x x x

    
       

 

Tập xác định  \ 1; 2D    . Do đó   2 2

1
1 4

y
x x


 

 

Ta có 

   2 21

1lim
1 4x x x

 
 

 và   2 21

1lim
1 4x x x


 

 

  1x    là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

   2 21

1lim
1 4x x x


 

 và   2 21

1lim
1 4x x x

 
 

 

  1x   là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

   2 22

1lim
1 4x x x


 

 và   2 22

1lim
1 4x x x

 
 

 

  2x    là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 

   2 22

1lim
1 4x x x

 
 

 và   2 22

1lim
1 4x x x


 

 

  2x   là tiệm cận đứng của đồ thị hàm số. 



Vậy đồ thị hàm số    
2

2

1
4

xy
f x f x




 có 4 đường tiệm cận. 

Câu 35: Cho hàm số     2

2018g x
h x m m


 

 với   4 3 2h x mx nx px qx     , , ,m n p q   . 

Hàm số  y h x  có đồ thị như hình vẽ bên dưới 

 
Tìm các giá trị m  nguyên để số tiệm cận đứng của đồ thị hàm số  g x  là 2  

A. 11 . B. 10 . C. 9 . D. 20 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có   3 24 3 2h x mx nx px q     . Từ đồ thị ta có  
1

50
4
3

x

h x x

x

  

   
   

và  0m  . 

Suy ra       3 254 1 3 4 13 2 15
4

h x m x x x mx mx mx m
            

. 

Suy ra   4 3 213 15
3

h x mx mx mx mx C     . Từ đề bài ta có 0C  . 

Vậy   4 3 213 15
3

h x mx mx mx mx    . 

Xét   2 4 3 2130 15 1
3

h x m m m x x x x         . 

Xét hàm số    4 3 2 3 2

1
13 515 1 4 13 2 15 0
3 4

3

x

f x x x x x f x x x x x

x

  

            
 

. 

Bảng biến thiên 

x     1  
 5

4
  3   

  

y      0    0    0     

            
          
y           
          

 
 

   7807
768

 
 

 

  

       1    
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 35
3

  
   

 

  

 

Để đồ thị hàm số  g x  có 2 đường tiệm cận đứng   phương trình   2 0h x m m    có 2  

nghiệm phân biệt   phương trình 4 3 213 15 1
3

m x x x x      có 2  nghiệm phân biệt. 

Từ bảng biến thiên kết hợp thêm điều kiện 0m   ta có 
35 1
3

m   . 

Do m  nguyên nên  11; 10;...; 2m     . Vậy có 10  số nguyên m  thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

6. CÁC BÀI TOÁN TƯƠNG GIAO 

6.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  hoặc  y f x  xác định số nghiệm phương trình 

   .f x g m  

6.2. Dạng 2. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  và sự biến thiên của  y u x  xác định số nghiệm 

phương trình     .f u x g m  

Câu 36: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ sau. 

 
Số nghiệm của phương trình  2 sin 1f x   trên đoạn 0;2     là 

A. 1 . B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn C 

Đặt 2 sint x , 2;2t     . 

Xét phương trình   1f t  , dựa vào đồ thị ta thấy 

 
 
 
 
 

2 si

2

3
2

1
n 1sin 2

12 sin 1 s1 n
5

i
x

t l
t n

f t
t n
t

x x
l

x
                  

  




  
. 

Với sin 1 2
2

x x k      , 
2
30;2x x      . 

x

y

5

-5

43

3

1

-1-1-2-3-4
O

1



Với 
21 3sin

42 2
3

x k
x

x k

 

 


      
  

, 
50;2
3

x x      , 
4
3


. 

Vậy phương trình có 3 nghiệm 

Câu 37:  Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ bên. Tìm số giá trị nguyên của m  để phương 

trình  2 2f x x m   có đúng 4  nghiệm thực phân biệt thuộc đoạn 
3 7;
2 2

 
   

. 

 
A. 1 . B. 4 . C. 2 . D. 3 . 

Lời giải 
Chọn C 

Đặt 2 2t x x  , 
3 7;
2 2

x
 
    

 

Bảng biến thiên: 

x  
3
2

   1   
3
2

 

y   – 0     

 
21
4

  
 

 
21
4

 

y       
      
   1    

Dựa vào bảng biến thiên 
211;
4

t
 
     

. 

Ta có:  2 2f x x m    1   f t m    2 . 

Ta thấy, với mỗi giá trị 
211;
4

t
     

 ta tìm được hai giá trị của 
3 7;
2 2

x
 
    

. 

Do đó, phương trình  1  có 4  nghiệm thực phân biệt thuộc 
3 7;
2 2

 
   

 

  Phương trình  2  có hai nghiệm thực phân biệt thuộc 
211;
4

    
 

  Đường thẳng y m  cắt đồ thị hàm số  y f t  tại hai điểm phân biệt có hoành độ thuộc 

211;
4

    
. 
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Dựa vào đồ thị ta thấy có hai giá trị nguyên của m  thỏa yêu cầu là 3m   và 5m  . 

Câu 38: Cho hàm số  y f x  liên tục, có đạo hàm trên   và có đồ thị như hình vẽ. 

 
Xét hàm     g x f f x . Tìm số nghiệm của phương trình   0g x   

A. 14 . B. 12 . C. 8 . D. 10 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có       .g x f x f f x    

Cho           
    

0 1
0 . 0

0 2
f x

g x f x f f x
f f x

          
. 

Từ  1  ta có   0f x 

 2 1
0
1
2

x a a
x
x
x

    
   
 

. Vậy   0f x   có 4 nghiệm phân biệt. 

Từ  2  ta có    0f f x 

   
 
 
 

2 1
0
1
2

f x a a
f x
f x
f x

    
   

 

. 

Với   0f x  . Dựa vào đồ thị phương trình  
1 2

0 0
2

x x
f x x

x

   
  
 

trong đó nghiệm 

0; 2x x   trùng với nghiệm phương trình   0f x  . 

Với   1f x  . Dựa vào đồ thị phương trình  
2

3

4

1
x x

f x x x
x x

 
  
 

. 

Với   2f x  . Dựa vào đồ thị phương trình  
5

6

7

2
x x

f x x x
x x

 
  
 

 



Với    2 1f x a a    . Dựa vào đồ thị phương trình  f x a có 1 nghiệm 8x . 

Vậy phương trình   0g x   có 12 nghiệm. 

Câu 39: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên 4;4    , có các điểm cực trị trên  4;4  là 
43; ;0;2
3

   

và có đồ thị như hình vẽ. Đặt hàm số    3 3y g x f x x m     với m  là tham số. Gọi 1m  là giá 

trị của m  để  
0;1

max 4g x
   

 , 2m  là giá trị của m  để  
1;0

min 2g x
   

  . Giá trị của 1 2m m  bằng 

 
A. 2 . B. 0 . C. 2 . D. 1 . 

Lời giải 
Chọn B 

Đặt   3 3t x x x   với 4;4 .x       Ta có   23 1 0,  4;4 .t x x x            

Suy ra hàm số  đồng biến trên ( 4;4) nên 0;1 0;4 .x t             

Từ đồ thị hàm số ta có  
0;4

max 3f t
   

  
0;4

max 3.f t m m
   

        

Mà   10;1
max 4 3 4 1 1.g x m m m
   

         

Tương tựhàm số  đồng biến nên 1;0 4;0 .x t               

Từ đồ thị hàm số ta có  
4;0

min 1f t
   

   
4;0

min 1.f t m m
   

        

Mà   21;0
min 2 1 2 1 1.g x m m m
   

             

Khi đó 1 2 1 ( 1) 0.m m      

Câu 40:  Cho hàm số  y f x  liên tục trên   và có đồ thị như hình bên dưới 

x

y

y=f(x)
4

3

2

1

-1

-3

4

2
3
4-

-3-4 O 1

 t x

 t x
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Có bao nhiêu số nguyên m  để phương trình  23f x x m       có 9  nghiệm thực thuộc đoạn  0; 4    ? 

A. 3 . B. 2 . C. 5 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt  23t x x   khi đó 0t      2 1
3 2 3 0

3
x

x x x
x

        
. 

Bảng biến thiên của t  như sau 
x     0   1  3   4     

 t x       0    0       

             
     4     4    
t             
   0          
       0      
            
             

+ Nếu 
0
4

t
t

 
 

 phương trình  23t x x   không có nghiệm thuộc đoạn 0;4    . 

+ Nếu 
0
4

t
t

 
 

 phương trình  23t x x   có đúng hai nghiệm thuộc đoạn  0; 4    . 

+ Nếu 0 4t   phương trình  23t x x   có ba nghiệm phân biệt thuộc đoạn  0; 4    . 

Vậy phương trình  23f x x m       có 9  nghiệm thực phân biệt thuộc đoạn  0; 4     f t m   có 

ba nghiệm thực phân biệt     0; 4 0 4 1,2,3t m m      . 

6.3. Dạng 3. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  và  y g x  xác định số nghiệm phương trình 

   0.f g x   

Câu 41: Cho hai hàm số    ,y f x y g x   có đồ thị như hình bên. 



 
Khi đó, tổng số nghiệm của hai phương trình    0f g x   và    0g f x   là 

A. 22 . B. 21 . C. 25 . D. 26 . 
Lời giải 

Chọn A 
Từ đồ thị ta có 

Phương trình   0f x   có các nghiệm 1 2 3 43 2 1 1 2 4 5x x x x            . 

 

Do đó,   
 
 
 
 

1

2

3

4

0

g x x
g x x

f g x
g x x
g x x

 
    

 

 tổng số nghiệm của các phương trình này là 11 . 

Phương trình   0g x   có các nghiệm 5 6 72 0 1 3x x x       . 

5

y=g(x)

y=f(x)
y

x

-4
-3
-2
-1

4
3
2

1
43

21O
-1

-2-3

y=x4

y=x3

y=x2

y=x1

5

y=g(x)

y

x

-4
-3

-2
-1

4
3
2

1 43
21O-1-2-3
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Do đó,   
 
 
 

5

6

7

0
f x x

g f x f x x
f x x

 
  
 

 tổng số nghiệm của các phương trình này là 11 . 

Vậy tổng số nghiệm của hai phương trình là 22 . 

6.4. Dạng 4. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  và sự biến thiên của  y u x  xác định số nghiệm 

phương trình      .f x u x g m   

Câu 42: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên  . Hàm số ( )y f x  có đồ thị như hình vẽ 

 
Điều kiện cần và đủ để bất phương trình   33 3f x x x m   , với m  là tham số thực, nghiệm 

đúng với 3; 3x      
 là 

A.  3 3m f  . B.  3 0m f . C.  3 1m f . D.  3 3m f . 

Lời giải 
Chọn D. 

Ta có    3 33 3 0 3 3 mf x x x m f x x x       . 

Đặt     33 3h x f x x x   . Ta có     23 3 3h x f x x    . Suy ra 

   
   
   
   

3 3 3 6 0

3 3 3 6 0

0 3 0 3 0
1 3 1 0

h f

h f

h f
h f

                 

 

y=x6

y=x7

y=x5

y=f(x)
y

x

-4
-3

-2
-1

4
3
2

1

21O-1-2-3

3    3-

2

-1
1

y

x
O



Ta có bảng biến thiên 

 

Do đó, bất phương trình   33 3f x x x m    đúng với 3; 3x      
 

   3 3 3m h m f    . 

Câu 43:  Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. 

 
Số nghiệm thực của phương trình      0f f x f x   là 

A. 20 . B. 24 . C. 10 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn A 

Đặt   0f x t  . Khi đó phương trình trở thành 

   , 1f t t . 

 
Từ đồ thị hàm số ta có 

Phương trình  1  có 4 nghiệm 

 
 
 
 

, 0 1
, 1
, 1 2
, 2

t a a
t b a b
t c c
t d d
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Khi đó các phương trình  f x a ,  f x b ,  f x c  mỗi phương trình có 6 nghiệm phân biệt 

không trùng nhau. Phương trình  f x d  có 2 nghiệm phân biệt không trùng với nghiệm của 3 

phương trình trên. 
Vậy phương trình đã cho có 20 nghiệm phân biêt. 

Câu 44: Cho hàm số  y f x  có đồ thị như hình bên. Có bao nhiêu số nguyên m để phương trình 

1 1
3 2

xf x m
       

 có nghiệm thuộc đoạn 2;2    ? 

A. 11 B. 9 C. 8 D. 7 

 
Lời giải 

Chọn D 

Đặt 1, 2;2 0;2
2
xt x t                và  2 1x t   

Khi đó ta có          1 2 1 , 0;2 3 6 1 6 3 6 *
3

f t t m t f t m t t m               

Số nghiệm của  *  là số giao điểm của đồ thị hàm số  y f t  và đường thẳng 

  : 6 3 6d y t m    

Vẽ đồ thị hàm số  y f t và 6y t   trên cùng 1 mặt phẳng tọa độ ta có: 

 
Gọi d1 là đường thẳng đi qua  0; 4 và song song với đường thẳng  16 : 6 4y t d y t       

Gọi d1 là đường thẳng đi qua  2;5  và song song với đường thẳng  26 : 6 17y t d y t       



Để phương trình  có nghiệm 0;2t      Đường thẳng   : 6 3 6d y t m    nằm giữa hai đường 

thẳng  1d  và  2
10 114 3 6 14 .
3 3

d m m         

Kết hợp điều kiện  3; 2; 1;0;1;2;3m m       

Vậy có 7 giá trị của m thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
Câu 45: Cho hàm số   4 3 2f x ax bx cx dx m     , . Hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ 

bên dưới: 

 
Tập nghiệm của phương trình   48f x ax m   có số phần tử là: 

A. 1 . B. 2 . C. 3 . D. 4 . 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có   3 24 3 2f x ax bx cx d       1 . 

Dựa vào đồ thị ta có      1 4 5 3f x a x x x     3 24 13 2 15ax ax ax a      2  và 0a  . 

Từ  1  và  2  suy ra 
13
3

b a , c a   và 15d a  . 

Khi đó: 

  48f x ax m   4 3 2 48ax bx cx dx ax     

 4 3 213 63 0
3

a x x x x
        

 

4 3 23 13 3 189 0x x x x    
0
3

x
x

   
. 

Vậy tập nghiệm của phương trình   48f x ax m   là  0;3S  . 

6.5. Dạng 5. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  xác định số nghiệm phương trình    0;f f x   

    0;...f f f x   

6.6. Dạng 6. Dạng toán khác. 
Câu 46:  Cho hàm số  có đồ thị như hình bên. Có bao nhiêu số nguyên m để bất phương trình 

 nghiệm đúng với mọi ? 

(x)y f

 2 25 2 1 ( ) 0mx m x m f x     [ 2;2]x 
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A. . B. . C. . D.  

Lời giải 
Chọn A 

Đặt . 
Phương trình  có nghiệm  là nghiệm bội lẻ. 

Vì  

Suy ra . 

Với , . 

Ta có: ; . 

Vậy với , ta có . 

7. Các bài toán mũ, logarit 
7.1. Dạng 1. Bài toán liên quan tính đơn điệu. 

Câu 47:  Cho hàm số  y f x . Hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. Hàm số  ln 1y f x   

nghịch biến trên khoảng 

 

A.  ;e  . B. 
1 ;e
e
     

. C. 
3

1 1;
ee

     
. D.  0;e . 

Lời giải 
Chọn B 

 
3

1

ln 1 2
1ln x 1 ' '(ln 1) 0 '(ln 1) 0 ln 1 0

ln 1 2

x x e
y f y f x f x x x e

x
x x e





     
             
    

 

Ta có bảng biến thiên 
x     3e   1e   e     

y      0    0    0     

          

1 3 0 2

2 2( ) 5 2 1g x mx m x m    
( ) 0f x  1x 

 ( ). ( ) 0, 2;2g x f x x   

 
2

1
(1) 0 2 3 1 0 1

2

m
g m m

m L

 
     
  


1m   2( ) 5 1g x x x    

 ( ) 0
, 2;1

( ) 0

f x
x

g x


   

 2

2

( ) 0

, 1;24 2 2
( ) 0

5 1

f x

xx x
g x

x x


        

1m    ( ). ( ) 0, 2; 2g x f x x   



          
y           
          
          

Do đó, hàm số nghịch biến trên khoảng 
1 ;e
e
     

. 

Câu 48: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm trên   và hàm  f x  có đồ thị như hình vẽ. 

 

Hàm số        2 32019 2 22018 f x f x f xg x     nghịch biến trên khoảng nào dưới đây? 

A.  2;0 . B.  0;1 . C.  1;2 . D.  2;3 . 

Lời giải 
Chọn D 

Xét              2 32019 2 22. 3 4 2 .2018 .ln2018f x f x f xg x f x f x f x            

Có    
1

0
0 0

1
2

x
x

g x f x
x
x

  
       
 

, trong đó 1x   là nghiệm kép. 

Bảng xét dấu của  g x : 

x     1   0   1   2     

 g x     0    0    0    0     

Từ bảng, suy ra hàm số nghịch biến trên  2;3 , do    2;3 2;  . 

Câu 49: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên   và có đồ thị  'y f x  như hình vẽ sau 

x

y

2-1 O 1
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Hỏi đồ thị hàm số       3 1 2f x f xg x f e    nghịch biến trên khoảng nào sau đây? 

A.  ; 5 .   B. 
73; .

4
      

 C.  1; .   D.  3; 1 .   

Lời giải 
Chọn A 
Ta có: 

               
           

3 1 3 1

3 1 3 1

' 3 ' . 2 . ' . ln2 . ' 2

' . 3. 2 . ln2 . ' 2

f x f x f x f x

f x f x f x f x

g x f x e f x f e

f x e f e

 

 

  

  
 

 ' 0.ycbt g x   Mà ta thấy rằng: 

   

   

   

    
3 13 1

3 13 1

3. 2 . ln2 03. 2 . ln 2 0
' 2 02 0

f x f xf x f x

f x f xf x f x

ee
f ee





              
 

Suy ra    
0 0

5
' 0 ' 0 71 3;

4

x
g x f x

x x x

  
                       

 

Vậy hàm số  g x  nghịch biến trên  ; 5  . 

Câu 50: Cho hàm số  1y f x   có đồ thị như hình vẽ. 

 
Hàm số 2 ( ) 4f x xy    đồng biến trên khoảng 

A.  ;0 . B.  2;0 . C.  0; . D.  2;1 . 

Lời giải 



Chọn C 

Tịnh tiến đồ thị hàm số  1y f x   sang trái 1 đơn vị, ta được đồ thị hàm số  y f x  như sau 

 
Xét hàm số 2 ( ) 4f x xy   . Tập xác định D   . 

2 ( ) 4 (2 ( ) 4) lnf x xy f x       

2
0 ( ) 2 0

1

x
y f x x

x

  
     
 

. 

Ta có bảng biến thiên như sau 
x     2   0   1     

y   –   0       

          
y           
          
          

Dựa vào bảng biến thiên, hàm số đồng biến trên khoảng (0; ) . 
7.2. Dạng 2. Bài toán liên quan cực trị. 
7.3. Dạng 3. Bài toán liên quan min, max. 
7.4. Dạng 4. Bài toán liên quan tiệm cận. 
7.5. Dạng 5. Bài toán tương giao. 
7.6. Dạng 6. Bài toán liên quan tiếp tuyến. 
8. Các bài toán tích phân và ứng dụng tích phân 

8.1. Dạng 1. Dựa vào đồ thị hàm số  y f x  xác định giá trị của    f a f b . 

Câu 51: Cho hàm số  3 2( )  , , , , 0y f x ax bx cx d a b c d a        có đồ thị là  C . Biết rằng 

đồ thị  C  đi qua gốc tọa độ và đồ thị hàm số '( )y f x  cho bởi hình vẽ bên. Giá trị (4) (2)f f  là 

 

x

y

3

4

-1 1O
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A. 2 . B. 2 . C. 
2
3

. D. 
2
3

 . 

Lời giải 
Chọn D 

Từ đồ thị hàm số  y f x  suy ra    21 4f x x     . 

Vậy          
4

34 4
2

2 2
2

1 24 2 d 1 4 d 8
3 3

x
f f f x x x x

                          
  . 

8.2. Dạng 2. Sử dụng diện tích hình phẳng so sánh    ,f a f b ; tìm min, max. 

Câu 52:  Cho hàm số  y f x  có đạo hàm  f x  liên tục trên đoạn  0;5  và đồ thị hàm số  y f x  

trên đoạn  0;5  được cho như hình bên. 

 
Tìm mệnh đề đúng 
A.      0 5 3f f f  . B.      3 0 5f f f  . C.      3 0 5f f f  . D. 

     3 5 0f f f  . 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có      
5

3

5 3 0f x x f f    d , do đó    5 3f f . 

     
3

0

3 0 0f x x f f    d , do đó    3 0f f  

     
5

0

5 0 0f x x f f    d , do đó    5 0f f  

Câu 53:  Cho hàm số  y f x . Hàm số  y f x  có đồ thị như hình vẽ. Biết phương trình 

  0f x   có bốn nghiệm phân biệt a , 0 , b , c  với 0a b c   . 

 
Mệnh đề nào dưới đây đúng 

A.      f a f c f b  . B.      f a f b f c  . C.      f c f a f b  . D. 

     f b f a f c  . 

 

 

5

3 5

1

xO

y



Lời giải 
Chọn A 
Ta có bảng biến thiên 

x     a   0   b   c     
y         0    0    0     

      0f      f c    

            
y             
            

  
  2f       f b   

 
  

Suy ra    f c f b   

Gọi 1S  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  y f x , đường thẳng x a , 0x  . 

2S  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  y f x , đường thẳng 0x  , x b . 

3S  là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị  y f x , đường thẳng x b , x c . 

Vì 1 3 2S S S          
0

0

d d d
c b

a b

f x x f x x f x x       

       
0

0

d d d
c b

a b

f x x f x x f x x       

             0 0f f a f c f b f b f      

     f a f c   

       f a f c f b  . 

Câu 54:  Cho hàm số  y f x  liên tục trên   có đồ thị  y f x  cho như hình dưới đây. Đặt 

     22 1g x f x x   . Mệnh đề nào dưới đây đúng. 

A.    
3;3

min 1g x g
   

 . B.    
3;3

max 1g x g
   

 . 

C.    
3;3

max 3g x g
   

 . D. Không tồn tại giá trị nhỏ nhất của  g x  trên đoạn 3;3    . 

. 
Lời giải 

Chọn B 

Ta có      22 1g x f x x    
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       2 2 2 0 1g x f x x f x x          . Quan sát trên đồ thị ta có hoành độ giao điểm 

của  f x  và 1y x   trên khoảng  3;3  là 1x  . 

Vậy ta so sánh các giá trị  3g  ,  1g ,  3g  

 

Xét      
1 1

3 3

d 2 1 d 0g x x f x x x
 

                1 3 0 1 3g g g g       . 

Tương tự xét      
3 3

1 1

d 2 1 d 0g x x f x x x                3 1 0 3 1g g g g     . 

Xét          
3 1 3

3 3 1

d 2 1 d 2 1 d 0g x x f x x x f x x x
 

                     

       3 3 0 3 3g g g g       . Vậy ta có      1 3 3g g g   . 

Vậy    
3;3

max 1g x g
   

 . 

Câu 55:  Cho hàm số  y f x . Đồ thị của hàm số  y f x  như hình vẽ bên. Đặt  
2;6

maxM f x
   



,  
2;6

minm f x
   

 , T M m  . Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

 
A.    0 2T f f   . B.    5 2T f f   . C.    5 6T f f  . D. 

   0 2T f f  . 

Lời giải 
Chọn B 

 

O123 1 2 3 4 5 6 7 x

y

4

2

2



 
Gọi 1S , 2S , 3S , 4S  lần lượt là diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x  với và trục 

hoành. 
Quan sát hình vẽ, ta có 

    
0 2

2 0

d df x x f x x


        0 0

2 2
f x f x


         0 2 0 2f f f f      

   2 2f f    

    
2 5

0 2

d df x x f x x        0 5

2 2
f x f x         0 2 5 2f f f f     0  

    
5 6

2 5

d df x x f x x        5 5

2 6
f x f x         5 2 5 6f f f f        2 6f f   

Ta có bảng biến thiên 
x  2   0   2   5   6  
y      0    0    0     

  
  0f      5f    

          
y   

    2f   
 

  

          

  2f        
 

  6f  

 
 

Dựa vào bảng biến thiên ta có    
2;6

max 5M f x f
   

   và 0x   

Khi đó    5 2T f f   . 

Câu 56:  Cho hàm số  y f x  có đạo hàm và liên tục trên  . Biết rằng đồ thị hàm số  y f x  

như hình 2  dưới đây. 

 

O3 2 1 1 2 3 4 5 6 7 x

y

4

2

2

 1
S

 2
S

 3
S

 4S
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Lập hàm số     2g x f x x x   . Mệnh đề nào sau đây đúng? 

A.    1 1g g  . B.    1 1g g  . C.    1 2g g . D.    1 2g g . 

Lời giải 
Chọn D 

Xét hàm số      2 1h x f x x   . Khi đó hàm số  h x  liên tục trên các đoạn 1;1    , 1;2     và có 

 g x  là một nguyên hàm của hàm số  y h x . 

 

Do đó diện tích hình phẳng giới hạn bởi  

1
1

2 1

x
x
y f x
y x

       

 là 

   
1

1
1

2 1 dS f x x x


      
1

1

2 1 df x x x


        1

1
g x


    1 1g g   . 

Vì 1 0S   nên    1 1g g  . 

O

y

x

5

3

21

-1

-1

S2

S1

O

y

x

5

3

21

-1

-1



Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  

1
2

2 1

x
x
y f x
y x

      

 là 

   
2

2
1

2 1 dS f x x x      
2

1

2 1 dx f x x        2

1
g x    1 2g g  . 

Vì 2 0S   nên    1 2g g . 

8.3. Dạng 3. Sử dụng định nghĩa xác định công thức diện tích. 

Câu 1: Cho hàm số  y f x  liên tục trên   có đồ thị tạo với trục hoành các miền có diện tích 

1 2 3 4, , ,S S S S  như hình vẽ. Biết 1 4 2 3
2 13;
3 384

S S S S    , tích phân  
1

1

2 2x xI f dx


   bằng 

 

A. 
2 .

3 ln 2
I    B. 

47 .
64

I   C. 
2 .
3

I   D. 

81 .
128 ln2

I    

Lời giải
 Chọn D 

Đặt 2 2 ln2
ln2

x x dtt dt dx dx
t

      

Đổi cận: 
11
2

x t    ; 1 2x t    

         
1 2 1 2

3 4
1 1/2 1/2 1

1 1 1 812 2
ln2 ln2 ln2 128 ln2

x xI f dx f t dt f t dt f t dt S S


            
    . 

y=f(x)

S2
S3

S4

S1

2
1
 

21-1

y

x
O
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Câu 2: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên đoạn 3;3     và có đồ thị như hình vẽ. Biết 

rằng diện tích hình phẳng 1 2;S S  giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x  và đường thẳng d  lần lượt là 

;a b . Tính tích phân  
1

1

3f x dx

 . 

 

A. 2.
3 3
a b    B. 2.

3 3
a b   C. 2.

3 3
a b    D. 2.

3 3
a b   

Lời giải 
Chọn A 

Đặt 
13 3
3

t x dt dx dx dt      

     
1 3 3

1 3 3

1 13
3 3

f x dx f t dt f x dx
  

     

Gọi phương trình của đường thẳng d  là  y g x . Ta có 

       
1 1 1

3 3 3

g x f x dx a g x dx f x dx a
  

           

   
1 1

3 3

1 12.2 2.2
2 2

f x dx a f x dx a
 

        

       
3 3 3

1 1 1

1 1.4.4 .2.2 6
2 2

f x g x dx b f x dx b f x dx b
                     

Do đó 

         
1 3 1 3

1 3 3 1

1 1 13 6 2.
3 3 3 3 3

a bf x dx f x dx f x dx f x dx a b
  

 
           
  

     

Câu 3: Cho hàm số ( )y f x  liên tục trên   và có đồ thị  C  là đường cong như hình bên. Diện tích 

hình phẳng giới hạn bởi đồ thị C , trục hoành và hai đường thẳng 0, 2x x   (phần tô màu) là 

-1

S2

S1

d

y=f(x)

31

2

-4

-2

-3

y

xO



 

A. 
1 2

0 1

( )d ( )dS f x x f x x   . B. 
1 2

0 1

( )d ( )dS f x x f x x   . 

C. 
2

0

( )dS f x x  .  D. 
2

0

( )dS f x x  . 

Lời giải 
Chọn B 

Diện tích S của hình phẳng cần tìm là:  
2

0

dS f x x  . 

Dựa vào đồ thị ta thấy phương trình   0, 0;2f x x        có nghiệm duy nhất là 1x  . 

Do đó    
1 2

0 1

d dS f x x f x x   . 

Dựa vào đồ thị ta thấy   0, 0;1f x x         và   0, 1;2f x x        . 

Vậy    
1 2

0 1

d dS f x x f x x   . 

Câu 4: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên tập số thực. Miền hình phẳng trong hình vẽ 

được giới hạn bởi đồ thị hàm số  y f x  và trục hoành đồng thời có diện tích S a . Biết rằng 

   
1
2

0

2 1 2
2
bx f x dx   và  3f c . Tính  

1

0

.f x dx  

21

3

y

xO
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A. .a b c   B. .a b c   C. .a b c    D. .a b c    

Lời giải 
Chọn A 
Đặt 2 2t x dt dx    

               
1

1 1 12

0 0 0 0

12 1 ' 2 1 1 1
2 2
bx f x dx t f t dt t f t dt b x f x dx b                

Đặt    
1u x du dx

dv f x dx v f x

            
 

               
1 1 11

0
0 0 0

1 1 2 1 0x f x dx b x f x f x dx f x dx f f b            

Ta lại có                
1 3

0 1

1 0 1 3 2 1 0a f x dx f x dx a f f f f f f a c              

Do đó      
1

0

2 1 0 .f x dx f f b a b c       

Câu 5: Cho hàm số  y f x  có đạo hàm liên tục trên  . Đồ thị hàm số  'y f x  như hình bên 

dưới. Biết diện tích hình phẳng  H  bằng 
8
3

 và    19 21 ; 2
12 3

f f    . Tính  
0

1
2

' 2I f x dx


  . 

A. 
5 .
24

I   B. 
8 .
13

I   C. 
4 .
13

I   D. 
4 .
26

I   

31

y

xO

y=f'(x)



 
Lời giải 

Chọn A 

     
0 0 0

2
2

1 1 1
2

1 1' 2 ' '
2 2

t x
dt dxI f x dx I f t dt f x dx


 

       

Ta có            
2 0 2 0

1 1 0 1

8' ' ' 2 1 '
3

f x dx f x dx f x dx f f f x dx
  

           

 
0

1

2 19 8'
3 12 3

f x dx


     

 
0

1

5'
12

f x dx


  . 

Do đó  
0

1

1 5' .
2 24

I f x dx


   

Câu 6: Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên   có đồ thị như hình vẽ bên. Biết diện tích các 

hình phẳng      , ,A B C  giới hạn bởi đồ thị hàm số  f x  và trục hoành lần lượt bằng 
124 37 53; ;
15 60 60

. 

Tích phân     
3

2

1

15 2 4 3 5f x x dx bằng 

(H)

(K)

2-1

y

xO

y=f'(x)
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A. 28 . B. 
437
4

. C. 293 . D. 
158
15

 

Lời giải 
Chọn A 

Tính            
3 3 3

2 2

1 1 1

1515 2 4 3 5 (2 4) (2 4) (3 5)
2

f x x dx f x d x x dx  

 


 
2

2

15 36
2

f x dx  

Mà  
 

                     
   
2 0 1 2

2 2 0 1

15 15 15 124 37 53( ) ( ) ( ) 64
2 2 2 15 60 60

f x dx f x dx f x dx f x dx  

Vậy        
3

2

1

15 2 4 3 5 64 36 28f x x dx  

Câu 7:  Cho hàm số  y f x  xác định và liên tục trên đoạn 5;3     có đồ thị như hình vẽ bên. Biết 

diện tích các hình phẳng        , , ,A B C D  giới hạn bởi đồ thị hàm số  f x  và trục hoành lần lượt 

bằng 6;3;12;2 . Tích phân   
1

3

2 2 1 1f x dx


  bằng 

y=f(x)

(C)
(B)

(A)

y

xO 1 2-2



 
A. 27 . B. 25 . C. 17 . D. 21  

Lời giải 
Chọn A 

Tính         1 1 1 1

3 3 3 3

2 1
2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 4

2
d x

f x dx f x dx dx f x
   


            

 
3

5

4f x dx


   

Mà  
3

5

f x dx

  bằng diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hàm số  f x  và trục hoành 

Suy ra  
3

5

6 3 12 2 23f x dx


      

Vậy   
1

3

2 2 1 1 23 4 27f x dx


      

8.4. Dạng 4. Dựa vào các điểm đồ thị đi qua xác định hàm số đi đến công thức tính. 

Câu 1: Cho hai hàm số   3 2f x ax bx cx d     và  g x mx n   ( , , , , ,a b c d m n   ). Biết 

rằng đồ thị hàm số  y f x  và  y g x  cắt nhau tại ba điểm có hoành độ 1;2;3  (tham khảo hình 

vẽ phía bên dưới); đồng thời diện tích 1 45S   (phần hình phẳng tô màu xanh). Tính diện tích 2S  

(phần hình phẳng tô màu đỏ). 

A. 2
7
3

S  . B. 2
7
12

S  . C. 2
128
3

S  . D. 2
7
6

S  . 

3-5

y

xO

(D)

(C)

(B)

(A)
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Lời giải 

Chọn A 

Ta có phương trình hoành độ giao điểm        1 2 3 0f x g x a x x x       

Có    
2

1
1

451 2 3 45 45 4.
4

S a x x x dx a a


          

Vậy    
3

2
2

74 1 2 3 .
3

S x x x dx      

Câu 2: Hình phẳng được tô màu ở trong hình vẽ bên được giới hạn bởi một đồ thị hàm số bậc 3  với 
một đường thẳng   cùng với trục hoành và trục tung. Diện tích hình phẳng đó bằng 

A. 4 . B. 
4
3

. C. 
1
3

. D. 2  

 
Lời giải 

Chọn A 

Ta có đồ thị hàm số bậc ba 3 2y ax bx cx d     có: 

y=g(x)

y=f(x)

32-1

S2

S1

y

x
O

2

1-2

y

xO



+ Giao với Oy  tại điểm có tung độ bằng 2 2d   

+ Đi qua điểm  1;0 2a b c      

+ Đi qua điểm  2;0 8 4 2 2 4 2 1a b c a b c           

+ Có 1x   là điểm cực trị của hàm số nên là nghiệm của phương trình ' 0 3 2 0y a b c      

Từ đó 1;b 0;c 3a      

Vậy hàm số bậc ba là: 3 3 2y x x    

Ta có đường thẳng đi qua hai điểm    2;0 ; 0;2  là 2y x   

Giao điểm của hai đồ thị là 2; 0; 2x x x     

Vậy diện tích hình phẳng giới hạn với hai đồ thị trên như hình vẽ là:  
2

3

0

4 4S x x dx    

Câu 3: Cho hai hàm số   3 2 1
2

f x ax bx cx     và   2 1g x dx ex     , , , ,a b c d e   . Biết 

rằng đồ thị hàm số  y f x  và  y g x  cắt nhau tại 3 điểm có hoành độ lần lượt là 3 ; 1 ; 1  

(tham khảo hình vẽ). Hình phẳng giới hạn bởi 2  đồ thị đã cho có diện tích bằng 

 

A. 5  B. 
9
2

 C. 8  D. 4  

Lời giải 
Chọn D 

Từ giao điểm hai đồ thị ta có        3 1 1f x g x a x x x     . 

Suy ra        3 2 33 1 1
2

a x x x ax b d x c d x          

Xét hệ số tự do suy ra 
3 13
2 2

a a     . 

Do đó        1 3 1 1
2

f x g x x x x     . 

Diện tích bằng        
1 1

3 1

1 13 1 1 d 3 1 1 d
2 2

S x x x x x x x x


 

         4 . 

1

y

xO-1-3
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Câu 4: Cho hai hàm số   3 2f x x ax bx c     và    g x f dx e   với , , ,a b c d    có đồ thị 

như hình vẽ bên, trong đó đường cong đậm hơn là đồ thị của hàm số  y f x . Diện tích hình phẳng 

giới hạn bởi hai đường cong  y f x và  y g x  gần nhất với kết quả nào dưới đây? 

 
A. 4,5 . B. 4,25 . C. 3,63 . D. 3, 67 . 

Lời giải 
Chọn A 

Từ đồ thị suy ra 2( ) ( 3) .f x a x x   và (1) 4 1f a    
2( ) ( 3)f x x x    

( )g x  là hàm số bậc ba nên 23( ) ( ) ( 3)
2

g x m x x    và (1) 4 8g m     

23( ) 8( ) ( 3)
2

g x x x     

Vậy    3

1

9. 4,5
2

S f x g x dx     

Câu 5: Cho hai hàm số   3 2 1f x ax bx cx     và 

  2 1g x dx ex    với ; ; ; ;a b c d e  là các số thực. Biết rằng đồ thị 

của hàm số  y f x  và  y g x  cắt nhau tại ba điểm , ,A B C  có 

hoành độ lần lượt là 1; 1; 2  (tham khảo hình vẽ). Hình phẳng giới 

hạn bởi hai đồ thị đã cho có diện tích bằng 

A. 
37
12

. B. 
27
12

.  

C. 
8
3

. D. 
5
12

. 

Lời giải 
Chọn A 
 
Ta có 

           3 2 2 3 21 1 2f x g x ax bx cx dx ex ax b d x c e x               

2
3 31

y=g(x)

y=f(x)
y

xO

-1

-3

1

21-1

y=g(x)

y=f(x)

C

B

A

y

xO



Vì đồ thị của hàm số  y f x  và  y g x  cắt nhau tại ba điểm , ,A B C  có hoành độ lần lượt là 

1; 1; 2  nên phương trình    f x g x  có ba nghiệm là 1; 1; 2 . 

Kết hợp với điều kiện giả thiết suy ra        1 1 2f x g x a x x x     . 

Đồng nhất hệ số tự do hai dạng biểu thức    f x g x  ta được 2 2 1a a   . 

Vậy         3 21 1 2 2 2f x g x x x x x x x         . 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi hai đồ thị đã cho là: 
2

3 2

1

372 2d
12

S x x x x


     . 

Câu 6: Hình phẳng  H  được giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số đa thức bậc bốn ( )y f x  và 

( ).y g x  Biết rằng đồ thị của hai hàm số này cắt nhau tại đúng ba điểm phân biệt có hoành độ lần 

lượt là −3;−1;2. Diện tích của hình phẳng  H  (phần gạch sọc trên hình vẽ bên) gần nhất với kết quả 

nào dưới đây? 

 
A. 3,11 . B. 2, 45 . C. 3,21 . D. 2,95  

Lời giải 
Chọn A 
Tại điểm có hoành độ 3x    hai đồ thị hàm số này tiếp xúc với nhau. 

Có  2( ) ( ) 3 ( 1)( 2).f x g x a x x x      

Mà 
3 3 9(0) (0)

5 2 10
f g

          
 

9 1.9.1.( 2)
10 20

a a      . 

Vì vậy  
2 2

2

( )
3 3

1 3733( ) ( ) 3 ( 1)( 2) 3,11.
20 1200HS f x g x x x x dx

 

           

Câu 7: Cho hàm số bậc ba ( )y f x  và hàm số bậc hai ( )y g x  có đồ thị như hình vẽ. Biết rằng 

phần diện tích 1S  giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số bằng 4 . Tính phần diện tích 2S  giới hạn bởi hai 

đồ thị hàm số. 

   

   

5
-3

2
-3

2
-1-3

O

y

x
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A. 2 4S  . B. 2 2S  . C. 2 1S  . D. 2
3
2

S   

Lời giải 
Chọn A 
Dựa vào đồ thị của hai hàm số ta thấy hai đồ thị cắt nhau tại các điểm có hoành độ lần lượt là 1, 1, 3  

nên        1 1 3f x g x a x x x      và 0a  . 

Mặt khác diện tích 
1

1
1

4 ( 1)( 1)( 3) 4 4S a x x x dx a


         

Từ đó suy ra  
3 3

2
1 1

( ) ( ) 4( 1)( 1)( 3) 4S g x f x dx x x x dx         

Câu 8: Cho hàm số ( )y f x  xác định và liên tục trên đoạn 5;3    . Biết rằng diện tích hình phẳng 

1 2 3, ,S S S  giới hạn bởi đồ thị hàm số ( )y f x  và đường thẳng   2y g x ax bx c     lần lượt là 

, ,m n p . Tích phân 
3

5

( )f x dx

  bằng 

A. 
211
45

m n p   . B. 
208
45

m n p   . C. 
24
5

m n p   . D. 

26
5

m n p   . 

Lời giải 
Chọn B 

Đồ thị hàm  y g x đi qua các điểm      0;0 , 2;0 , 3;2O A B  nên 

S
2

S1

31-1

y=g(x)

y=f(x)

y

xO



0
4 2 0
9 3 2

c
a b
a b

     

 

2
15
4
15
0

a

b

c

   

     22 4
15 15

g x x x  . 

           
2 0 3

5 2 0

m n p f x g x dx g x f x dx f x g x dx


 

                          

   
3 3

5 5

f x dx g x dx
 

   . 

    
3 3

5 5

208
45

f x dx m n p g x dx m n p
 

          

 
Câu 9: Cho hàm số ( )y f x  là hàm số đa thức bậc bốn và có đồ thị như hình vẽ. 

 
Hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số ( ); '( )y f x y f x  có diện tích gần bằng số nào sau đây? 

A. 34,8 . B. 60 . C. 63,5  D. 72, 3  

Lời giải 
Chọn C 

-1 1

1

y

xO
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Hàm số đã cho có đồ thị đối xứng nhau qua trục tung nên nó là hàm số chẵn. Lại có hàm số ( )y f x  
là hàm đa thức bậc bốn nên hàm số đã cho là hàm trùng phương. Do đó 

4 2( ) , 0f x ax bx c a    . 

Từ hình vẽ ta thấy đồ thị hàm số đi qua các điểm (1;0) ,(0;1) và có điểm cực tiểu (1;0) , điểm cực đại 

(0;1)  nên ta có hệ 

(1) 0
0 1

(0) 1
1 2'(1) 0

4 2 0 1'(0) 0

f
a b c a

f
c b

f
a b c

f

                               

 

Với 1, 2, 1a b c     ta có 4 2 3 2( ) 2 1 ; '( ) 4 4 ; ''( ) 12 4f x x x f x x x f x x        thỏa 

''(0) 0, ''(1) 0f f  nên các giá trị 1, 2, 1a b c     thỏa mãn yêu cầu bài toán. 

Phương trình hoành độ giao điểm của đồ thị hai hàm số ( ); '( )y f x y f x  : 

   
2

24 2 3 2 2
2

11 0
2 1 4 4 1 4 1

4 1 0 2 5
xx

x x x x x x x
x x x

                    
 Diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số ( ); '( )y f x y f x  là 

   

 

2 5 2 5
4 3 2

1 1
2 5 1

4 3 2 4 3 2

1 2 5
2 5

4 3 2

1

( ) ( ) 4 2 4 1

4 2 4 1 4 2 4 1

4 2 4 1 63,52

S f x f x dx x x x x dx

x x x x dx x x x x dx

x x x x dx

 

 


 


      

          

     

 

 



 

8.5. Dạng 5. Dựa vào tâm đối xứng, trục đối xứng của đồ thị xác định hàm số đi đến công thức 
tính. 

Câu 1: Cho hàm số 4 3 2( ) 16 21 20 3y f x x x x x       và 

hàm số    22y g x a x b     có đồ thị như hình vẽ. Biết rằng 

diện tích hình phẳng 1 2 3, ,S S S  giới hạn bởi đồ thị hàm số ( )y f x  

và đường cong  y g x  lần lượt là , ,m n p . Tính 

M a b m p n     . 

 

A. 
2456
15

M  . B. 
2531
15

M  .  

C. 
2411
15

M  . D. 
2501
15

M  . 

Lời giải 
Chọn B 

Đồ thị hàm  y g x đi qua các điểm    0;0 , 2; 4O A    nên 

4 0
4

a b
b

    
 

1
4

a
b

   
      2 22 4 4g x x x x     . 



Nhận xét đồ thị hai hàm số nhận đường thẳng 2x    là trục đối xứng nên 0m p m p    . 

Do đó,       
1 1

4 3 2

3 3

25315 5 8 20 24 3
15

a b n f x g x dx x x x x dx
 

 

             . 

Câu 2: Cho hàm số 4 2 5y x bx    (*) có đồ thị như hình vẽ. Gọi 1 2 3, ,S S S  lần lượt là diện tích 

của hình phẳng  A ,  B ,  C giới hạn bởi đồ thị hàm số (*) và trục hoành. Biết 1 3 2S S S  . Giá 

trị của 2S  là 

 

A. 
32
5

. B. 16 . C. 5 . D. 
19
3

. 

Lời giải 
Chọn A 
Đồ thị hàm số (*) cắt trục hoành tại 4  điểm phân biệt 0b   

Gọi 1 2 1 2, ( )t t t t  là nghiệm dương của phương trình 4 2 5 0x bx   . Ta có 4 2
2 2 5 0 (1)t bt    

Vì đồ thị hàm số (*) nhận trục tung làm trục đối xứng nên 2
1 3 2 32

S
S S S S     

Do đó 
1 2 2

1

4 2 4 2 4 2

0 0

( 5)   - ( 5) ( 5) 0
t t t

t

x bx dx x bx dx x bx dx            

5 3 4 2
2 2 2 2 2

1 1 1 15 0 5 0(2)
5 3 5 3
t bt t t bt         

Từ (1) và (2) suy ra 2 36 6b b     (vì b <0) và 1 1t   

Vậy 
1

4 2
2

0

322 ( 6 5)
5

S x x dx    . 

8.6. Dạng 6. Dựa vào tiếp tuyến của đồ thị xác định hàm số đi đến công thức tính. 

Câu 1:  Cho hàm số  y f x  là hàm đa thức bậc bốn và có đồ thị như hình vẽ. Hình phẳng giới hạn 

bởi đồ thị hai hàm số    ;y f x y f x   có diện tích bằng 

C

B

A

y

xO
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A. 
127
40

. B. 
107
5

. C. 
13
5

. D. 
127
10

. 

Lời giải 
Chọn B 

Từ giả thiết đi đến      2 2
2 1f x a x x   . 

Vì đồ thị đi qua điểm  0;1A  nên 
1
4

a       2 21 2 1
4

f x x x     

           2 21 1 12 1 1 2 2 1 2 1
2 2 2

f x x x x x x x x           . 

Phương trình        2

1
2 1 2 4 2 0 2

4

x
f x f x x x x x x x

x

  
          
 

 

Vậy hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của  f x  và  f x  là: 

       4 2 2

2

1 1 1072 1 2 1 2 1
4 2 5

S x x x x x dx


         . 

Câu 2: Cho đồ thị hàm số 3 2( )f x x ax bx c     có đồ thị  C . Đường thẳng d  qua hai điểm 

,A B  trên hình vẽ là tiếp tuyến của  C tại A . Diện tích hình phẳng giới hạn bởi d  và  C bằng: 

y = f(x)

1

-1

-2 -1 1

y

xO



 

A. 6,75  B. 4,5  C. 8,45  D.  4,75  

Lời giải 
Chọn A 

Đường thẳng :d y mx n   cắt đồ thị hàm số 3 2( )f x x ax bx c     tại điểm có hoành độ 

1; 2x x    trong đó tại điểm có hoành độ 1x    là điểm tiếp xúc của hai đường. 

Vì vậy  3 2 2( ) ( 1) ( 2).x ax bx c mx n x x         

Diện tích hình phẳng cần tính bằng: 
2 2

3 2 2

1 1

( ) ( ) ( 1) ( 2) 6,75.S x ax bx c mx n dx x x dx
 

            

Câu 3: Cho hàm số 3 2y x ax bx c     có đồ thị  C . Biết rằng tiếp 

tuyến  d  của  C  tại điểm A  có hoành độ bằng 1  cắt  C  tại B  có 

hoành độ bằng 2  (xem hình vẽ). Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  d  và 

 C  (phần gạch chéo trong hình vẽ) bằng 

 

A. 
13
2

. B. 
25
4

.  

C. 
27
4

. D. 
11
2

 

Lời giải 
Chọn C 

Ta có  1; 1A a b c      

và 23 2y x ax b     1 3 2y a b     . 

Phương trình tiếp tuyến d  của  C  tại A  :   3 2 1 1y a b x a b c        . 

d

y=f(x)

2

-1

-1

y

xO

y

x

B

A

O 2-1
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Phương trình hoành độ giao điểm của  C  và  d  là : 

  3 2 3 2 1 1x ax bx c a b x a b c          
  1 . 

Phương trình  1  có nghiệm 1; 2x x    

 4 2 8 3 3 2 1a b c a b a b c           9 0 0a a    . 

Suy ra  C  : 3y x bx c    và   : 3 1 1d y b x b c      . 

Diện tích hình phẳng là :     
2

3

1

3 1 1S b x b c x bx c dx


             

 
2

3

1

273 2
4

x x dx


    . 

Câu 4: Cho hàm số 4 2y ax bx c    có đồ thị  C , biết rằng  C  đi qua điểm  1;0A  . Tiếp tuyến 

  tại A  của đồ thị  C  cắt  C  tại hai điểm có hoành độ lần lượt là 0 và 2. Biết diện tích hình phẳng 

giới hạn bởi  , đồ thị  C  và hai đường thẳng 0x  ; 2x   có diện tích bằng 
56
5

 (đồ thị như hình 

vẽ). 

 
Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi  , đồ thị  C  và hai đường thẳng 1x   ; 0x  . 

A. 
2
5

. B. 
1
20

. C. 
1
10

. D. 
1
5

. 

Lời giải 
Chọn A 
Cách 1: 

Hàm số 4 2y ax bx c   . TXĐ: D    

Ta có: 3' 4 2y ax bx  . 

Phương trình tiếp tuyến   của đồ thị  C  tại  1;0A   có dạng   4 2 1y a b x    . 

Do tiếp tuyến   tại A  của đồ thị  C  cắt  C  tại hai điểm có hoành độ lần lượt là 0 và 2 nên 

phương trình   4 2 4 2 1ax bx c a b x       nhận ba nghiệm là: 1x   ; 0x  ; 2x  . 

Suy ra: 
3

c a b
b a

     

2
3

c a
b a

    
. 

B

A

y

xO

3

2

1

-1



Vậy  C :  4 2 4 23 2 3 2y ax ax a a x x       và  :  2 1y a x  . 

Bài cho diện tích hình phẳng giới hạn bởi  , đồ thị  C  và hai đường thẳng 0x  ; 2x   có diện 

tích bằng 
56
5

 nên: 

   
2

4 2

0

562 1 3 2 d
5

a x a x x x      

    
2

4 2

0

562 1 3 2 d
5

a x a x x x       

 
2

4 2

0

563 2 d
5

a x x x x    
2

5
3 2

0

56.
5 5
xa x x

         
28 56.
5 5

a  2a  . 

Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  , đồ thị  C  và hai đường thẳng 1x   ; 0x   là: 

   
0

4 2

1

3 2 2 1 dS a x x a x x


      
00 5

4 2 3 2

1 1

22 6 4 d 2.
5 5
xx x x x x x

 

            . 

Cách 2: 

Giả sử đường thẳng :d y kx m   là tiếp tuyến với  C  tại  0; 1A   nên 1c    và 1m   . 

Phương trình hoành độ giao điểm của d  và  C  là    24 2 0 1 . . 2 0ax bx kx a x x x        

(do phương trình trên có 3 nghiệm như bài toán đã cho). 

Theo bài ta có phương trình    
2

2

0

561 . 2 d 2
5

a x x x x a     . 

Từ đó ta được  
0

4 2

1

2( 3 2) 4 1 dS x x x x


          
0

4 2

1

22 6 4
5

x x x dx


    . 

Câu 5: Cho hàm số 4 2y ax bx c    có đồ thị  C , biết rằng  C  đi qua điểm  1;0A  , tiếp tuyến 

d  tại A  của  C  cắt  C  tại hai điểm có hoành độ lần lượt là 0  và 2  và diện tích hình phẳng giới hạn 

bởi d , đồ thị  C  và hai đường thẳng 0x  ; 2x   có diện tích bằng 
28
5

. 



Trang 67 
 

 
Diện tích hình phẳng giới hạn bởi  C  và hai đường thẳng 1x   ; 0x   có diện tích bằng 

A. 
2
5

 B. 
1
4

 C. 
2
9

 D. 
1
5

 

Lời giải 
Chọn D 

Ta có 34 2y ax bx        : 4 2 1d y a b x    . 

Phương trình hoành độ giao điểm của d  và  C  là:     4 24 2 1 1a b x ax bx c      . 

Phương trình  1  phải cho 2  nghiệm là 0x  , 2x  . 


4 2
12 6 16 4
a b c
a b a b c

      

 
 

4 2 0 2
28 10 0 3

a b c
a b c

       
. 

Mặt khác, diện tích phần tô màu là   
2

4 2

0

28 4 2 1 d
5

a b x ax bx c x           

 28 32 84 4 2 2
5 5 3

a b a b c         112 32 282 4
5 3 5

a b c    . 

Giải hệ 3 phương trình  2 ,  3  và  4  ta được 1a  , 3b   , 2c  . 

Khi đó,   4 2: 3 2C y x x   ,  : 2 1d y x  . 

Diện tích cần tìm là  
0

4 2

1

3 2 2 1 dS x x x x


          
0

4 2

1

13 2
5

x x x dx


    . 

2

2

1-1

y

xO


