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Chuyên đề 16. TỨ GIÁC NỘI TIẾP
A. Kiến thức cần nhớ
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1. Định nghĩa.

• Một tứ giác có bốn đỉnh nằm trên một đường tròn được gọi là tứ giác nội tiếp đường tròn (gọi tắt là tứ giác nội tiếp). 
Hình bên: Tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp.

2. Định lí.

Trong một tứ giác nội tiếp, tổng số đo hai góc đối diện bằng 180°.

3. Định lí đảo.

Nếu một tứ giác có tổng số đo hai góc đối diện bằng 180° thì tứ giác đó nội tiếp đường tròn.


B. Một số ví dụ

Ví dụ 1. Hai đường tròn 
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 và 
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 cắt nhau tại M và P. Vẽ dây MA của đường tròn 
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 là tiếp tuyến của đường tròn 
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. Vẽ dây MB của đường tròn 
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 là tiếp tuyến của đường tròn 
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. Trên tia đối của tia PM lấy điểm H sao cho 
[image: image7.wmf]PHPM
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. Chứng minh rằng tứ giác MAHP nội tiếp.

Giải

Tìm cách giải.

- Khai thác giả thiết, ta có 
[image: image8.wmf]PHPM
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. Do vậy nếu I, K là trung điểm MB, MA mà MIPK là tứ giác nội tiếp thì MAHB cũng là tứ giác nội tiếp.

- Ta biết rằng tâm đường tròn ngoại tiếp là giao điểm các đường trung trực của các cạnh và đường chéo. Dễ nhận biết đường trung trực của MB đi qua 
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, đường trung trực của MA đi qua 
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. Nếu giao điểm của hai đường trung trực này nằm trên đường trung trực của MH thì bài toán xong.

Với hai định hướng trên ta có hai cách giải sau: 
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Trình bày lời giải

Cách 1. Gọi I, K lần lượt là trung điểm của MB, MA. 
Ta có: 
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Xét 
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Suy ra tứ giác MIPK nội tiếp, mà IP, KP lần lượt là đường trung bình của tam giác MBH, MAH 
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 Tứ giác MAHP nội tiếp 
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Cách 2. Dựng hình bình hành 
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Suy ra 
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Mà 
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Do đó 
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Gọi giao điểm 
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 với MO; MP là I, K

Ta có 
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Do đó IK là đường trung bình của tam giác MOP

Suy ra 
[image: image37.wmf]//

IKOPOPMH

Þ^

 mà 
[image: image38.wmf]MPPH

=



[image: image39.wmf]Þ

 OP là đường trung trực của 
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Từ 
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Tứ giác MAHB nội tiếp.
Ví dụ 2. Cho tam giác ABC vuông tại C. Trên cạnh AB lấy điểm M (M khác A và B). Gọi O; 
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 lần lượt là tâm của các đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC, AMC và BMC.

1) Chứng minh bốn điểm C, 
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, M, 
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 cùng nằm trên một đường tròn 
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2) Chứng minh rằng đường tròn 
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 đi qua O.

3) Xác định vị trí của M trên đoạn AB sao cho đường tròn 
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 có bán kính nhỏ nhất. 

(Tuyển sinh 10, chuyên toán ĐHSP Hà Nội, năm học 2008 - 2009)
Giải

Tìm cách giải.
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lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp nên 
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 lần lượt hai góc ở tâm của hai đường tròn tròn tương ứng. Phân tích đi lên ta có bốn điểm C, 
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, M, 
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 cùng nằm trên một đường tròn 
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 từ đó ta tìm được cách giải.

• Để chứng minh đường tròn 
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 đi qua điểm O, ta cần chứng minh tứ giác 
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 nội tiếp hoặc tứ giác 
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 nội tiếp. Cả hai hướng trên đều cho lời giải đúng.

Trình bày lời giải

1) Sử dụng tính chất góc ở tâm đường tròn, ta có:
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Do tam giác ABC vuông nên: 
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Suy ra 
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Vậy bốn điểm C, 
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, M, 
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 cùng thuộc một đường tròn
2) Do tam giác ABC vuông tại C nên O là trung điểm của AB, 
Giả sử M thuộc đoạn OA.

Do tam giác COB cân tại O nên 
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Vậy O thuộc đường tròn 
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3) Gọi R là bán kính của đường tròn 
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Do 
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 đi qua C và O nên 
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Dấu bằng đạt được khi M là hình chiếu của C trên AB.

Vậy bán kính của đường tròn (T) nhỏ nhất bằng 
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 khi M là hình chiếu của C trên AB.
Ví dụ 3. Từ điểm A ở ngoài đường tròn 
[image: image77.wmf](
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, kẻ các tiếp tuyến AB, AC với đường tròn (B, C là các tiếp điểm). Trên tia đối của tia BC lấy điểm D. Gọi E là giao điểm của DO và AC. Qua E vẽ tiếp tuyến thứ hai với đường tròn 
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, tiếp tuyến này cắt đường thẳng AB tại K. Chứng minh bốn điểm D, B, O, K cùng thuộc một đường tròn.
Giải

Tìm cách giải. Dựa vào hình vẽ ta có một số định hướng sau: 

• Nếu gọi M là tiếp điểm của đường tròn 
[image: image79.wmf](
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 với EK, dễ thấy BOMK là tứ giác nội tiếp. Nên muốn chứng minh D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn, ta chỉ cần chứng minh D, O, M, B cùng thuộc một đường tròn.

• Quan sát kỹ, ta có 
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• Cũng dễ nhận thấy 
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Do đó ta cũng cần chứng minh 
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Trình bày lời giải

Cách 1. Gọi M là tiếp điểm của đường tròn 
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 với EK.

Ta có EM, EC là tiếp tuyến của 
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Vì 
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Mặt khác 
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Và 
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Suy ra 
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Vậy D, O, M, B cùng thuộc một đường tròn.

Mà 
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 nên tứ giác KMOB nội tiếp.

Vậy năm điểm D, K, O, M, B cùng thuộc một đường tròn 

Suy ra D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Cách 2. Ta có
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Mà
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Suy ra D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Cách 3. Tam giác OEK có 
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 (tính chất góc ngoài tam giác). 

Suy ra 
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Mặt khác, ta có: 
[image: image97.wmf]·

·

µ

180

2

A

DBKABC

°-

==

 
Do đó: 
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Vậy D, O, K, B cùng thuộc một đường tròn.

Ví dụ 4. Cho đường tròn tâm O đường kính 
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 và C là điểm chính giữa cung AB. Lấy điểm M tùy ý trên cung BC (M khác B). Gọi N là giao điểm của hai tia OC và BM; H, I lần lượt là trung điểm của các đoạn thẳng AO, AM; K là giao điểm các đường thẳng BM và HI.

a) Chứng minh rằng A, H, K và N cùng nằm trên một đường tròn;

b) Xác định vị trí của điểm M trên cung BC (M khác B) sao cho 
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(Thi học sinh giỏi lớp 9, TP. Hà Nội, năm học 2008 - 2009)

Giải

Tìm cách giải. Dễ dàng nhận thấy HI là đường trung bình của 
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 suy ra 
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. Do vậy để chứng minh A, H, K và N cùng nằm trên một đường tròn ta chỉ cần chứng minh 
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Từ đó ta có cách giải sau:

Trình bày lời giải

a) Ta có tam giác NAB cân tại N (ON là trung trực của AB)
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Lại có: 
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Do H, I là trung điểm của OA, AM nên HI là đường trung bình của tam giác AOM.

Suy ra 
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Từ 
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Do đó tứ giác AHKN nội tiếp hay A, H, K, N cùng thuộc một đường tròn.

b) Ta có: 
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Đặt 
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Áp dụng định lí Py-ta -go trong các tam giác vuông AKM và AMB, ta có:
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C. Bài tập vận dụng

16.1. Cho hình hành ABCD có đỉnh D nằm trên đường tròn đường kính AB. Kẻ BN và DM cùng vuông góc với đường chéo AC. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác CBMD là tứ giác nội tiếp.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn thì 
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c) 
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16.2. Cho hai đường tròn 
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 cắt nhau tại A và B. Các tiếp tuyến tại A của đường tròn 
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 cắt đường tròn 
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 theo thứ tự tại C và D. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của các dây AC và AD. Chứng minh rằng:

a) Hai tam giác ABD và CBA đồng dạng.

b) 
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c) Tứ giác APBQ nội tiếp.

16.3. Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp đường tròn 
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. Đường tròn ngoại tiếp tam giác OBC cất AB và AC thứ tự tại D và E. Chứng minh AO vuông góc với DE.

16.4. Cho hai vòng tròn 
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 tiếp xúc ngoài nhau tại điểm T. Hai vòng tròn này nằm trong vòng tròn 
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 và tiếp xúc với 
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 tương ứng tại M và N. Tiếp tuyến chung tại T của 
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 cắt 
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 tại P. PM cắt vòng tròn 
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 tại điểm thứ hai A và MN cắt 
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 tại điểm thứ hai B. PN cắt vòng tròn 
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 tại điểm thứ hai D và MN cắt 
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 tại điểm thứ hai C.

a) Chứng minh rằng tứ giác ABCD là tứ giác nội tiếp.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng AB, CD và PT đồng quy.

16.5. Từ điểm A nằm ngoài đường tròn tâm O kẻ hai tiếp tuyến AB và AC (B và C là các tiếp điểm). Gọi M là điểm bất kì trên cung nhỏ BC của đường tròn 
[image: image147.wmf](
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 (M khác B và C). Tiếp tuyến qua M cắt AB và AC tại E và F. Đường thẳng BC cắt OE và OF ở P và Q. Chứng minh rằng:

a) Tứ giác OBEQ, OCFP là các tứ giác nội tiếp.

b) Tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp.

c) Tỉ số 
[image: image148.wmf]PQ
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 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.

16.6. Cho tam giác ABC, D và E là các tiếp điểm của đường tròn nội tiếp với các cạnh AB và AC. Chứng minh đường phân giác trong của góc B, đường trung bình của tam giác song song với cạnh AB và đường thẳng DE đồng quy.

16.7. Cho đưòng tròn 
[image: image149.wmf](
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OR

 đường kính AB cố định và đường kính CD quay quanh điểm O. Các đường thẳng AC và AD cắt tiếp tuyến tại B của đường tròn theo thứ tự tại E và F.

1. Chứng minh rằng tứ giác CDFE nội tiếp đường tròn.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE. Chứng minh rằng điểm I di động trên đường thẳng cố định khi đường kính CD quay quanh điểm O.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Trà Vinh, năm học 2009 - 2010)

16.8. Cho tam giác ABC vuông tại A và D là một điểm trên cạnh AC (Khác với A và C). Vẽ đường tròn tâm D tiếp xúc với BC tại E. Từ B kẻ tiếp tuyến thứ hai BF với đường tròn 
[image: image150.wmf](
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D

. Gọi M là trung điểm của BC, N là giao điểm của BF và AM. Chứng minh năm điểm A, B, E, D, F cùng nằm trên một đường tròn và 
[image: image151.wmf]ANNF
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.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Vĩnh Long, năm học 2009 -2010)

16.9. Cho hai đường tròn 
[image: image152.wmf](

)

;

OR

 và 
[image: image153.wmf](
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OR

¢¢

 cắt nhau tại hai điểm phân biệt A và B. Từ một điểm C thay đổi trên tia đối của tia AB, vẽ các tiếp tuyến CD, CE với đường tròn tâm O (D; E là các tiếp điểm và E nằm trong đường tròn tâm 
[image: image154.wmf]O

¢

). Hai đường thẳng AD và AE cắt đường tròn tâm 
[image: image155.wmf]O

¢

 lần lượt tại M và N (M, N khác với điểm). Đường thẳng DE cắt MN tại 1. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image156.wmf]..
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.

b) Khi điểm C thay đổi thì đường DE luôn đi qua một điểm cố định.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Nghệ An, năm học 2009 - 2010)

16.10. Cho tam giác ABC vuông tại A. Đường tròn tâm I nội tiếp tam giác ABC, tiếp xúc với CA và CB lần lượt tại M và N. Đường thẳng MN cắt đường thẳng AI tại P. Chứng minh rằng góc IPB vuông.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Gia Lai, năm học 2009 - 2010)

16.11. Cho đường tròn 
[image: image157.wmf](
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;

OR

 và dây AB cố định, 
[image: image158.wmf]2
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. Điểm P di động trên dây AB (P khác A và B). Gọi 
[image: image159.wmf](
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 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với đường tròn 
[image: image160.wmf](
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OR

 tại A, 
[image: image161.wmf](
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DR

 là đường tròn đi qua P và tiếp xúc với 
[image: image162.wmf](
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;

OR

 tại B. Hai đường tròn 
[image: image163.wmf](
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 và 
[image: image164.wmf](
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 cắt nhau tại điểm thứ hai M. 

a) Trong trường hợp P không trùng với trung điểm dây AB, chứng minh 
[image: image165.wmf]//

OMCD

 và 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn;

b) Chứng minh khi P di động trên dây AB thì điểm M di động trên đường tròn cố định và đường thẳng MP luôn đi qua một điểm cố định N;

c) Tìm vị trí của P để tích PM.PN lớn nhất? Diện tích tam giác AMB lớn nhất.

(Thi Học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2009 - 2010)

16.12. Cho tam giác ABC 
[image: image166.wmf](
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 nội tiếp đường tròn 
[image: image167.wmf](
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 có AD là phân giác góc 
[image: image168.wmf]·

BAC

, tia AD cắt đường tròn tại điểm E (E khác A). Kẻ đường kính EF của đường tròn 
[image: image169.wmf](
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. Gọi P là một điểm nằm giữa A và D. Tia FP cắt đường tròn 
[image: image170.wmf](
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 tại Q khác F. Đường thẳng qua P vuông góc với AD cắt CA, AB lần lượt tại M, N.

a) Chứng minh rằng các tứ giác PQBN, PQCM là tứ giác nội tiếp.

b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image171.wmf](
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. Chứng minh rằng QM và PB cũng cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn 
[image: image172.wmf](
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16.13. Cho tam giác ABC có 3 góc nhọn nội tiếp 
[image: image173.wmf](
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 có 
[image: image174.wmf]ABAC
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. Vẽ 3 đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC cắt nhau tại H, AD cắt 
[image: image175.wmf](
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 tại K và cắt EF tại I.

a) Chứng minh rằng: BC là trung trực của HK và 
[image: image176.wmf]..
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b) Chứng minh rằng : Các tứ giác DHEC, BFIK nội tiếp được;

c) Chứng minh rằng: 
[image: image177.wmf]KCBKEF
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;

d) Đường thẳng qua E song song với AD cắt BK tại M. Chứng minh rằng: 3 điểm F, D, M thẳng hàng;

16.14. Cho tam giác ABC nhọn với 
[image: image178.wmf]ABAC
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 có AD là đường phân giác. Đường thẳng qua C song song với AD cắt đường trung trực của AC tại E. Đường thẳng qua B song song với AD cắt đường trung trực của AB tại F.

a) Chứng minh rằng tam giác ABF đồng dạng với tam giác ACE.

b) Chứng minh rằng các đường thẳng BE, CF, AD đồng quy tại một điểm, gọi điểm đó là G.

c) Đường thẳng qua G song song với AE cắt đường thẳng BF tại Q. Đường thẳng QE cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác GEC và P khác E. Chứng minh rằng các điểm A, P, G, Q, F cùng thuộc một đường tròn.

16.15. Cho tam giác ABC có 
[image: image179.wmf]·
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 là góc lớn nhất. Các điểm P, Q thuộc cạnh BC sao cho 
[image: image180.wmf]·
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 và 
[image: image181.wmf]·
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. Gọi M, N lần lượt là các điểm đối xứng của A qua P; Q. Chứng minh rằng BN và CM cắt nhau tại một điểm thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

(Thi vô địch Toán Quốc Tế IMO, năm 2014)

16.16. Cho 19 điểm nằm trong hay trên cạnh của một lục giác đều cạnh bằng 4 cm. Chứng minh rằng luôn tồn tại 2 trong số 19 điểm đã cho mà khoảng cách giữa chúng không vượt quá 
[image: image182.wmf]43

3

 cm.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tỉnh Hưng Yên, năm học 2013 - 2014)

16.17. Cho hình thang ABCD vuông góc tại A và B, M là trung điểm của AB. Đường thẳng qua A vuông góc với MD cắt đường thẳng qua B vuông góc với MC tại N. Chứng minh 
[image: image183.wmf]MNCD

^

.

(tuyển sinh lớp 10 chuyên Toán. Đại học sư phạm TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015 - 2016)

16.18. Cho tam giác ABC 
[image: image184.wmf](
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ABAC
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 có các góc nhọn, nội tiếp trong đường tròn tâm O. Gọi M là trung điểm cạnh BC, E là điểm chính giữa của cung nhỏ BC, F là điểm đối xứng của E qua M.

a) Chứng minh rằng 
[image: image185.wmf]2
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;

b) Gọi D là giao điểm của AE và BC. Chứng minh các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Gọi I là tâm đường tròn nội tiếp tam giác ABC và P là điểm thay đổi trên đường tròn ngoại tiếp tam giác IBC sao cho P, O, F không thẳng hàng. Chứng minh rằng tiếp tuyến tại P của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua một điểm cố định.

(tuyển sinh lớp 10, trường phổ thông Năng khiếu Đại học Quốc gia TP. Hồ Chí Minh, năm học 2015-2016)

16.19. Cho tam giác nhọn ABC 
[image: image186.wmf](
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, M là trung điểm cạnh BC, O là tâm của đưòng tròn ngoại tiếp tam giác. Các đường cao AD, BE, CF của tam giác ABC đồng quy tại H. Các tiếp tuyến với 
[image: image187.wmf](

)

O

 tại B và C cắt nhau tại S. Gọi X, Y lần lượt là giao điểm của đường thẳng EF với các đường thẳng BS, AO. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image188.wmf]MXBF

^

.

b) Hai tam giác SMX và DHF đồng dạng.

c) 
[image: image189.wmf]EFBC
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=

.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, Đại học sư phạm Hà Nội, năm học 2015 - 2016)

16.20. Cho tam giác đều ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image190.wmf](
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, H là trung điểm của BC. M là điểm bất kì thuộc đoạn thẳng BH (M khác B). Lấy điểm N thuộc đoạn thẳng CA sao cho 
[image: image191.wmf]CNBM

=

. Gọi I là trung điểm của MN.

1) Chứng minh bốn điểm O, M, H, I cùng thuộc một đường tròn.

2) Gọi P là giao điểm của OI và AB. Chứng minh tam giác MNP là tam giác đều.

3) Xác định vị trí của điểm M để tam giác IAB có chu vi nhỏ nhất.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, TP. Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

16.21. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn 
[image: image192.wmf](
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 và điểm P nằm trong tam giác thỏa mãn 
[image: image193.wmf]PBPC
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. D là điểm thuộc cạnh BC (D khác B và D khác C) sao cho P nằm trong đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB và đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC. Đường thẳng PB cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAB tại E khác B. Đường thẳng PC cắt đường tròn ngoại tiếp tam giác DAC tại F khác C.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn .

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image194.wmf](
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 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại L. Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF.

3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB. Chứng minh:


[image: image195.wmf]·
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.

(tuyển sinh lớp 10, THPT chuyên, ĐHKHTN, Đại học Quốc Gia Hà Nội, năm học 2014 - 2015)

16.22. Cho đường tròn 
[image: image196.wmf](
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OR

 và dây cung BC không đi qua tâm. Gọi A là điểm chính giữa của cung nhỏ BC. Góc nội tiếp 
[image: image197.wmf]·
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 quay quanh điểm A và có số đo bằng 
[image: image198.wmf]a

 không đổi sao cho E, F khác phía với điểm A so với BC; AF và AE cắt đường thẳng BC lần lượt tại M và N. Lấy điểm D sao cho tứ giác MNED là hình bình hành.

a) Chứng minh MNEF là tứ giác nội tiếp.

b) Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác MDF. Chứng minh rằng khi góc nội tiếp 
[image: image199.wmf]·
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 quay quanh điểm A thì I chuyển động trên một đường thẳng cố định.

c) Tìm độ dài nhỏ nhất của đoạn thẳng OI khi 
[image: image200.wmf]60
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 và 
[image: image201.wmf]BCR
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.

(thi hoc sinh giỏi lớp 9, tỉnh Phú Thọ, năm học 2013 - 2014)

16.23. Cho 3 điểm A, B, C cố định nằm trên một đường thẳng d (B nằm giữa A và C). Vẽ đường tròn tâm O thay đổi nhưng luôn đi qua B và C (O không thuộc đường thẳng d). Kẻ AM và AN là các tiếp tuyến với đường tròn tâm O tại M và N. Gọi I là trung điểm của BC, AO cắt MN tại H và cắt đường tròn tại các điểm P và Q (P nằm giữa A và O), BC cắt MN tại K.

1. Chứng minh 4 điểm O, M, N, I cùng nằm trên một đường tròn.

2. Chứng minh điểm K cố định khi đường tròn tâm O thay đổi.

3. Gọi D là trung điểm của HQ, từ H kẻ đường thẳng vuông góc với MD cắt đường thẳng MP tại E. Chứng minh P là trung điểm của ME.

(thi học sinh giỏi lớp 9, tinh Thanh Hóa, năm học 2014 - 2015)
HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ
16.1.

a) AB là đường kính đường tròn 
[image: image202.wmf](
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 mà 
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 (so le trong) 
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. Mặt khác 
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 suy ra: 
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 do đó tứ giác CBMD nội tiếp đường tròn đường kính CD.
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Nhận xét. Ngoài cách giải trên, chúng ta có thể giải theo hướng sau: 
• Ta có: 
[image: image207.wmf]·

·

·

·
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.

Suy ra điều phải chứng minh.

• Ta có: 
[image: image208.wmf]·
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; 
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Mà
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.

Suy ra điều phải chứng minh.

b) Khi điểm D di động trên đường tròn 
[image: image211.wmf](
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 thì tứ giác CBMD luôn là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
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 (điều phải chứng minh).

c) Do 
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 thuộc 
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Ta có: 
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 (góc nội tiếp) mà 
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Mặt khác 
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 (cùng chắn cung DN)

Suy ra: 
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16.2.

a) Áp dụng hệ quả góc tạo bởi tia tiếp tuvến và dây cung, ta có:
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Suy ra: 
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b) Vì 
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, suy ra: 
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Mà 
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Lại có: 
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Suy ra: 
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c) Ta có: 
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, mà 
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Suy ra tứ giác APBQ nội tiếp.

16.3. Tia AO cắt DE tại H. 
Vì O là tâm đường tròn nội tiếp AABC nên 
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Suy ra 
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Tứ giác BDEC nội tiếp nên 
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Kết hợp 
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 và 
[image: image241.wmf](

)

2

 ta có:
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Suy ra: 
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Hay AO vuông góc với BC.
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16.4.

a) Gọi 
[image: image244.wmf]1

O

; T; 
[image: image245.wmf]2

O

 thẳng hàng. 
Các tam giác cân 
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 và 
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 có chung góc M suy ra 
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Tương tự suy ra 
[image: image250.wmf]13

OMAOMP

DD

∽



[image: image251.wmf]1

3

MO

MA

MPMO

Þ=


Vậy 
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Tương tự ta có 
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Gọi E là giao điểm AB và CD .

Tứ giác AEDP là hình bình hành.

Tacó: 
[image: image254.wmf]·
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; 
[image: image255.wmf]·

·

ECBPMN
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 nên 
[image: image256.wmf]EBCPNM
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[image: image257.wmf](
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[image: image258.wmf]EBPN
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Ta có: 
[image: image259.wmf]·

·

PTAPMT
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 và 
[image: image260.wmf]·
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 chung, nên 
[image: image261.wmf]PATPTM
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[image: image262.wmf]2
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Tương tự, ta có: 
[image: image263.wmf]2

.
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[image: image264.wmf]..

PAPMPDPN

Þ=

 nên 
[image: image265.wmf]PNMPAD
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 (c.g.c) 
[image: image266.wmf](
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Mà APDE là hình bình hành nên 
[image: image267.wmf]EDAPAD
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[image: image268.wmf](
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Từ 
[image: image269.wmf](
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, (2), 
[image: image270.wmf](
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 suy ra: 
[image: image271.wmf]·
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Do đó tứ giác ABCD nội tiếp,

b) Gọi giao điểm của PT và AB là I. Tia IC cắt 
[image: image272.wmf](

)

2

O

 tại 
[image: image273.wmf]D
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Ta có: 
[image: image274.wmf]2
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IAIBITICID

¢

==

 suy ra 
[image: image275.wmf]·
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BCIDA

¢¢

Þ=

DD

∽


Do đó tứ giác 
[image: image276.wmf]ABCD

¢

 nội tiếp mà ABCD nội tiếp nên D trùng 
[image: image277.wmf]D

¢


Vậy các đường thắng AB, CD và PT đồng quy.

16.5.

a) Ta có EB, EM là tiếp tuyến nên
[image: image278.wmf]·

·
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EOMBOM
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;

Ta có FC, FM là tiếp tuyến nên 
[image: image279.wmf]·

·
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;
Mặt khác 
[image: image280.wmf]·
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Suy ra 
[image: image281.wmf]·

·
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Từ đó ta có O và B là hai đỉnh liên tiếp cùng nhìn EQ dưới một góc bằng nhau 
Vậy OBEQ là tứ giác nội tiếp.

Chứng minh tương tự ta có OCFP là tứ giác nội tiếp.

b) OBEQ là tứ giác nội tiếp nên

[image: image694.png]A Q»
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OCFP là tứ giác nội tiếp nên 
[image: image283.wmf]·
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Suy ra 
[image: image284.wmf]·

·

90
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.

Vậy tứ giác PQFE là tứ giác nội tiếp. 
c) Kẻ OH vuông góc với BC.

Ta có: PQFE là tứ giác nội tiếp

Suy ra 
[image: image285.wmf]·

·
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Do đó 
[image: image286.wmf]OPQOFE

DD
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 (g.g) 
[image: image287.wmf]PQOH
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Vì điểm A và 
[image: image288.wmf](

)

O

 cố định nên OH và OM không đổi do đó tỉ số 
[image: image289.wmf]PQ

FE

 không đổi khi M di chuyển trên đường tròn.
16.4. Tứ giác ADOE nội tiếp 
[image: image290.wmf]·

·
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.

Gọi tia BO cắt tia DE tại H thì:

[image: image695.png]
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Mặt khác 
[image: image292.wmf]·

µ
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C
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 nên tứ giác EOCH nội tiếp 
[image: image293.wmf]·

·

90
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.
Hay BH vuông góc với CH.

Gọi M là trung điểm của BC

Suy ra 
[image: image294.wmf]MBMCMHBHM

==ÞD

 cân


[image: image295.wmf]·
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Suy ra BH song song với AB.

Suy ra điều phải chứng minh. 
16.7.

1. Ta có: 
[image: image296.wmf]·

·

ACDABD
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; 
[image: image297.wmf]·

·

ABDAFB

=

 nên 
[image: image298.wmf]·

·

ACDAFB
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.

Do đó tứ giác CDFE nội tiếp.

2. Gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tứ giác CDFE. 
[image: image696.png]0
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Đường tròn 
[image: image299.wmf](

)

I

 qua CD nên I thuộc trung trực của CD. 
Đường tròn 
[image: image300.wmf](

)

I

 qua EF nên I thuộc trung trực của EF. 
Gọi H là trung điểm của EF.

Do đó I là giao điểm hại đường trung trực của CD và EF 

[image: image301.wmf]//
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 hoặc trùng với HI (cùng vuông góc với EF) 
[image: image302.wmf](

)
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Tam giác AEF vuông, có AH là trung tuyến ứng với cạnh huyền nên 
[image: image303.wmf]HAHEHAE
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 cân tại H
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Mà 
[image: image305.wmf]·

·
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 nên 
[image: image306.wmf]·
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Suy ra 
[image: image307.wmf]AHCD

^

.

Mà 
[image: image308.wmf]OICD
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 nên 
[image: image309.wmf]//
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[image: image310.wmf](
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Từ 
[image: image311.wmf](

)
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 và 
[image: image312.wmf](
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, suy ra tứ giác AOIH là hình bình hành. Do đó
[image: image313.wmf]IHOAR
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. Suy ra I cách EF một khoảng không đổi bằng R, nên I di động trên đường thẳng d song song với EF và cách EF một khoảng bằng R.

[image: image697.png]


16.5. Ta có: 
[image: image314.wmf]·
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Do đó B, E, D, A, F cùng thuộc một đường tròn đường kính BD.

Trong tam giác vuông ABC có AM lcà cạnh huyền nên 
[image: image315.wmf]MAMC
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[image: image316.wmf]MAC
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 cân tại M


[image: image317.wmf]·
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MACMCA

Þ=

.

Xét đường tròn đi qua năm điểm A, B, E, D, F

Ta có 
[image: image318.wmf]DEDF
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 nên 
[image: image319.wmf]»
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Xét: 
[image: image320.wmf]·
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[image: image321.wmf]NAF
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 cân tại N 
[image: image322.wmf]NFNA
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.
[image: image698.png]


16.9.

a) Ta có 
[image: image323.wmf]·

·

BDEBAE
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 (cùng chắn cung BE của đường tròn tâm O)


[image: image324.wmf]·
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BDEBMN
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 (cùng chắn cung BN của đường tròn tâm 
[image: image325.wmf]O
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[image: image326.wmf]·
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 hay 
[image: image327.wmf]·
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 Tứ giác BDMI nội tiếp
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 (cùng chắn cung MI)

Mà 
[image: image329.wmf]·
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 (cùng chắn cung AE của đường tròn tâm O)
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Mặt khác: 
[image: image331.wmf]·
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[image: image332.wmf]MBIABE
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[image: image333.wmf]..

MIBI

MIBEBIAE

AEBE

Þ=Þ=

 

b) Gọi Q là giao điểm của CO và DE.

Ta có 
[image: image334.wmf]OCDE

^

 tại Q


[image: image335.wmf]OCD
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 vuông tại D , có đường cao là DQ nên 
[image: image336.wmf]22
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[image: image337.wmf](
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Gọi K là giao điểm của hai đường thẳng 
[image: image338.wmf]OO
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 và DE, H là giao điểm của AB và 
[image: image339.wmf]OO
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Ta có: 
[image: image340.wmf]OOAB
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 tại H. 
[image: image341.wmf]KQOCHO
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[image: image342.wmf]µ
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[image: image343.wmf]µ
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[image: image345.wmf](
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Từ 
[image: image346.wmf](
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 và 
[image: image347.wmf](
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, suy ra: 
[image: image348.wmf]2
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Vì OH cố định và R không đổi nên OK không đổi. Do đó K cố định.

[image: image699.png]v
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16.10. Ta có: 
[image: image349.wmf]·
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[image: image350.wmf](
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Mặt khác 
[image: image351.wmf]·
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[image: image355.wmf](
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Từ 
[image: image356.wmf](
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 và 
[image: image357.wmf](
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, suy ra: 
[image: image358.wmf]·
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.

Do đó 4 điểm P, N, I, B cùng nằm trên một đường tròn.

Mặt khác 
[image: image359.wmf]·
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 nên IB là đường kính của đường tròn này 
[image: image360.wmf]·
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16.11.

a) Nối CP, PD .

Ta có A, C, O thẳng hàng; B, D, O thẳng hàng.

Ta có: 
[image: image361.wmf]ACP

D

, 
[image: image362.wmf]OAB

D

 lần lượt cân tại C, O nên 
[image: image363.wmf]·
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Do đó 
[image: image364.wmf]//
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[image: image365.wmf](
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Tương tự, ta có 
[image: image366.wmf]//
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[image: image367.wmf](
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.

Từ 
[image: image368.wmf](

)

1

 và 
[image: image369.wmf](
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2

 suy ra tứ giác ODPC là hình bình hành.

Gọi H là giao điểm của CD và MP, K là giao điểm của CD và OP.

Do đó K là trung điểm của OP.

Theo tính chất của hai đường tròn cắt nhau thì 
[image: image370.wmf]CDMP
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[image: image371.wmf]Þ

 H là trung điểm của MP.

Do đó 
[image: image372.wmf]////
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Giả sử 
[image: image373.wmf]APBP
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Vì tứ giác CDOM là hình bình hành nên 
[image: image374.wmf]OCDP
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; 
[image: image375.wmf]2
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 nên tứ giác CDOM là hình thang cân.

Do đó 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn.

b) Ta có:
[image: image376.wmf]2222
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OAOBRAB
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. Do đó 
[image: image377.wmf]AOB

D

 vuông cân tại O.

Vì 4 điểm C, D, O, M cùng thuộc một đường tròn (Kể cả M trùng O) nên 
[image: image378.wmf]·
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[image: image379.wmf](
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Ta có: 
[image: image380.wmf]·
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 (cùng bằng 
[image: image381.wmf]»
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 của đường tròn 
[image: image382.wmf](
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)
Vì 
[image: image383.wmf]·
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 (cùng bằng 
[image: image384.wmf]»
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 của đường tròn 
[image: image385.wmf](
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Do đó 
[image: image386.wmf]MABMCD
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[image: image387.wmf]·
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 (tứ giác CDOM nối tiếp).

Do AB cố định nên điểm M thuộc đường tròn tâm I đường kính AB.

Ta có: 
[image: image389.wmf]·
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 (Góc nội tiếp và góc tâm của 
[image: image390.wmf](
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 (góc nội tiếp và góc ở tâm của 
[image: image392.wmf](
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)
Do đó MP là tia phân giác của 
[image: image393.wmf]·
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 nên M thuộc đường tròn 
[image: image395.wmf](
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 ngoại tiếp tam giác AOB. Giả sử MP cắt đường tròn 
[image: image396.wmf](
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 tại N và N là trung điểm cung AB không chứa điểm O nên N cố định.

c) Ta có: 
[image: image397.wmf]·
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 (góc nội tiếp cùng chắn một cung)

Do đó 
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 (không đổi)
Vậy PM.PN lớn nhất là 
[image: image401.wmf]2
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R

 khi 
[image: image402.wmf]PAPB

=

 hay P là trung điểm của dây AB. Tam giác AMB vuông tại M nên:
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Vậy 
[image: image404.wmf]ABM

S

 lớn nhất là 
[image: image405.wmf]2
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R

 khi 
[image: image406.wmf]PAPB
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 hay P là trung điểm của dây AB. 

16.12.

a) EF là đường kính nên 
[image: image407.wmf]·
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Mà 
[image: image408.wmf]AEMN
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 suy ra 
[image: image409.wmf]·
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Mà AFQB nội tiếp nên 
[image: image410.wmf]·
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[image: image411.wmf]·
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Suy ra tứ giác PQBN nội tiếp.

Lại có 
[image: image412.wmf]·
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Suy ra tứ giác PQCM nội tiếp. 
b) Giả sử QN và PC cắt nhau tại R thuộc 
[image: image413.wmf](
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.

Từ tứ giác PQBN nội tiếp suy ra
[image: image414.wmf]·
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Từ tứ giác PMCQ nội tiếp ta có:


[image: image415.wmf]·
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Từ đó nếu QM cắt BP tại điểm S thì SBQC nội tiếp hay S thuộc đường tròn 
[image: image416.wmf](
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.

16.13.
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a) Ta có: 
[image: image417.wmf]·
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 (2 góc nội tiếp cùng chắn cung AB)

Mà 
[image: image418.wmf]·
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 (cùng phụ với góc EBC) 
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[image: image420.wmf]Þ

 tam giác BHK cân 
[image: image421.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image422.wmf]BHBK
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Lập luận tương tự ta có 
[image: image423.wmf]CHCK
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[image: image424.wmf]Þ

 BC là trung trực của HK.
Ta có: 
[image: image425.wmf]·
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[image: image426.wmf]Þ

 Tứ giác AFHE nội tiếp. 

Xét tam giác AIE và tam giác FIH ta có:


[image: image427.wmf]·
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 (2 góc đối đỉnh),
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 (Tứ giác AFHE nội tiếp)
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b) Xét tứ giác DHEC ta có: 
[image: image431.wmf]·
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 Tứ giác DHEC nội tiếp .

Xét tứ giác BFEC ta có: 
[image: image432.wmf]·
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 Tứ giác BFEC nội tiếp 
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 (chứng minh trên)


[image: image435.wmf]·
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 Tứ giác KBFI nội tiếp . 

c) Theo như trên ta đã có: 
[image: image436.wmf]·
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 mà 
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 (2 góc đối đỉnh)
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Xét tam giác HEI và tam giác KAB ta có:


[image: image439.wmf]·
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Chứng minh tương tự ta có: 
[image: image443.wmf]KCHI
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Từ đó suy ra 
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 (theo chứng minh ỏ câu a có 
[image: image445.wmf]..
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d) Ta có: 
[image: image446.wmf]·

·

BMEBKH

=

 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image447.wmf]//

HKME

)

[image: image703.png]


Mà 
[image: image448.wmf]·

·

BKHBHK
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; 
[image: image449.wmf]·

·

BKHBME
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 (2 góc ở vị trí đồng vị do 
[image: image450.wmf]//
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[image: image451.wmf]·
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 Tam giác BEM là tam giác cân.

Ta có: 
[image: image452.wmf]ADBC

^

 mà
[image: image453.wmf]//

EMBCEMBC

Þ^

.

Trong tam giác cân BEM có BC là đường cao của tam giác (do
[image: image454.wmf]BCME

^

) 

[image: image455.wmf]Þ

 BC là trung trực của ME.

Ta có D nằm trên đường trung trực của 
[image: image456.wmf]MEDMDE

Þ=

 


[image: image457.wmf]Þ

Tam giác DME là tam giác cân


[image: image458.wmf]·
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.

Xét tứ giác ABDE ta có: 
[image: image459.wmf]·

·
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==°



[image: image460.wmf]Þ

Tứ giác ABDE nội tiếp 


[image: image461.wmf]·

·
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.

Xét tứ giác AFDC ta có: 
[image: image462.wmf]·

·
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[image: image463.wmf]Þ

 Tứ giác AFDC nội tiếp 
[image: image464.wmf]·

·
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.

Từ đó suy ra 
[image: image465.wmf]·

·
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Ta có: 
[image: image466.wmf]·
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[image: image467.wmf]Þ

Ba điểm F, D, M thẳng hàng. 
16.14.

[image: image704.png]


a) Ta có 
[image: image468.wmf]ABF

D

; 
[image: image469.wmf]ACE

D

 là các tam giác cân tại F và E 

Và 
[image: image470.wmf]·

·

·

·
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∽

.

b) Gọi G là giao điểm của BE và CF.

Ta có: 
[image: image471.wmf]GFBFABDB
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===

 

[image: image472.wmf]//
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Mặt khác 
[image: image473.wmf]//

DABF

 suy ra A, D, G thẳng hàng. 
Suy ra điều phải chứng minh.

c) Ta có 
[image: image474.wmf]·

·

·

·

BQGQGAGAEGAC

===

 

[image: image475.wmf]·
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Suy ra AGQF là tứ giác nội tiếp.

[image: image705.png]


Mặt khác 
[image: image476.wmf]·

·
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==

 nên QGPF là tứ giác nội tiếp. Suy ra điều phải chứng minh.

16.15.
Gọi R là giao điểm của BN và CM.

Ta thấy 
[image: image477.wmf]ABCPACQBA

DDD
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Do đó 
[image: image478.wmf]BQPAQBPM

QAPCQNPC

=Þ=

.
Mặt khác 
[image: image479.wmf]·

·
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 nên 
[image: image480.wmf]MPCBQN
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[image: image481.wmf]·
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 Tứ giác QCNR nội tiếp 

[image: image482.wmf]·
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Þ==

.

Vậy tứ giác ABQR nội tiếp, suy ra điều phải chứng minh.

[image: image706.png])



16.16. Chia lục giác đều ABCDEF tâm O thành 6 tam giác đều cạnh 4cm (hình vẽ).

Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 4 điểm trong 19 điểm nằm trong hay trên cạnh một trong 6 tam giác đó. Không mất tính tổng quát giả sử tam giác đó là OAB. 
Chia tam giác đều OAB trọng tâm G thành 3 tứ giác nội tiếp (hình vẽ) với 
[image: image483.wmf]GMAB

^

; 
[image: image484.wmf]GNOB

^

; 
[image: image485.wmf]GPOA

^

.


[image: image486.wmf]OAB
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 đều cạnh bằng 4 có đường cao 
[image: image487.wmf]4343
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Các tứ giác GMBN, GMAP, GPON nội tiếp trong đường tròn đường kính GB, GA, GO đều bằng 
[image: image488.wmf]43

3

 
Theo nguyên lý Điriclê có ít nhất 2 điểm trong 4 điểm đang xét nằm trong hay trên cạnh một trong 4 tứ giác nói trên, giả sử tứ giác đó là GMBN 


[image: image489.wmf]Þ

 khoảng cách giữa hai điểm đó không vượt quá đường kính 
[image: image490.wmf]43

3

GB
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 của đường tròn ngoại tiếp tứ giác 
[image: image491.wmf]Þ

 điều phải chứng minh.

16.14. Gọi H là giao điểm cúa AN và MD, K là giao điểm cua BN và MC, I là giao điểm của MN và CD.


[image: image492.wmf]AMD

D

 vuông tại A, AH là đường cao 
[image: image493.wmf]2

.
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[image: image494.wmf]BMC
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 vuông tại B, BK là đường cao
[image: image495.wmf]2
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.

[image: image707.png]


Mà 
[image: image496.wmf]AMBM

=

 
Do đó

[image: image497.wmf]..
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[image: image498.wmf]MKH
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 và 
[image: image499.wmf]MDC

D

 có 
[image: image500.wmf]·
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 chung, 
[image: image501.wmf]MHMK
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[image: image502.wmf]MKHMDC
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 (c.g.c) 
[image: image503.wmf]·
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Tứ giác MKNH có 
[image: image504.wmf]·

·
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 tứ giác MKNH nội tiếp 
[image: image505.wmf]·

·
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, ta có 
[image: image506.wmf]·
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 tứ giác HNID nội tiếp
[image: image507.wmf]·
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. Vậy 
[image: image508.wmf]MNCD
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.
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16.18.

a) Ta có E, M, O, F thẳng hàng, 
[image: image509.wmf]MEMF
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 (E, F đối xứng qua M) 
[image: image510.wmf]EFBC
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[image: image511.wmf]BEF
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 cân tại B 
[image: image512.wmf]·
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.

Mặt khác 
[image: image513.wmf]OBOE

=

 suy ra 
[image: image514.wmf]OBE
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 cân tại O

[image: image515.wmf]·

·
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.

Ta có 
[image: image516.wmf]·
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[image: image517.wmf]BEFOBE
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[image: image518.wmf]2
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b) Không giảm tính tổng quát xét O nằm giữa M và F.

Dễ thấy 
[image: image519.wmf]FBDEAB

DD

∽

 (g.g) 
[image: image520.wmf]2

.
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Ta có
[image: image521.wmf](
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Xét 
[image: image522.wmf]EOD

D

 và 
[image: image523.wmf]EAF

D

 có 
[image: image524.wmf]EOED
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, 
[image: image525.wmf]·

OED

 chung 
[image: image526.wmf]EODEAF

ÞDD
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 (c.g.c)


[image: image527.wmf]·
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EODEAF
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, dẫn đến tứ giác DAFO nội tiếp. Vậy các điểm A, D, O, F cùng thuộc một đường tròn.

c) Ta có 
[image: image528.wmf]·
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, 
[image: image529.wmf]·

·
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=

, 
[image: image530.wmf]·
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[image: image531.wmf]·
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 cân tại E 
[image: image532.wmf]EBEI
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Mà 
[image: image533.wmf]EBEC

=

 nên 
[image: image534.wmf]EBEIEC

==Þ

E là tâm đường tròn nội tiếp tam giác IBC. 
Do đó 
[image: image535.wmf]EPEB

=

 nên 
[image: image536.wmf]2

.

EPEFEO

=

.

Xét 
[image: image537.wmf]EPO

D

 và 
[image: image538.wmf]EFP

D

 có 
[image: image539.wmf]EPEO

EFEP

=

, 
[image: image540.wmf]·
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 chung 
[image: image541.wmf]EPOEFP

DD
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 (c.g.c)


[image: image542.wmf]·

·

EPOEFP
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 EP là tiếp tuyến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF. 
Vậy tiếp tuvến của đường tròn ngoại tiếp tam giác POF đi qua điểm E cố định.

[image: image709.png]


16.19.

a) Vì 
[image: image543.wmf]BECA

^

, 
[image: image544.wmf]CFAB

^

 nên BCEF là tứ giác nội tiếp 
[image: image545.wmf]·

·

·
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 cân tại X.  

Mà 
[image: image546.wmf]MFB

D

 cân tại M, suy ra 
[image: image547.wmf]MXBF

^

.
b) Dễ thấy 
[image: image548.wmf]MXAB

^

, 
[image: image549.wmf]HFAB

^

 nên 
[image: image550.wmf]//

MXHF

; 
[image: image551.wmf]MSBC

^

, 
[image: image552.wmf]HDBC

^

 nên 
[image: image553.wmf]//

MSHD

.

Mặt khác, do CAFD là tứ giác nội tiếp và SB tiếp xúc với 
[image: image554.wmf](

)

O

 tại B nên 
[image: image555.wmf]·
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Suy ra 
[image: image556.wmf]//

SXFD

. Do đó 
[image: image557.wmf]MXSHFD

DD
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 (có cặp canh tương ứng song song).

c) Ta có: 
[image: image558.wmf]·

·
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, suy ra 
[image: image559.wmf]OAEF
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Dễ dàng chứng minh được
[image: image560.wmf]AEFABC

DD

∽

; 
[image: image561.wmf]AFYACD

DD

∽

.
Suy ra 
[image: image562.wmf]FYAFEFEFBC
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16.20.

1) H là trung điểm của BC nên 
[image: image563.wmf]OHBC

^

. 

[image: image564.wmf]BMOCNO

D=D

(cgc) suy ra 
[image: image565.wmf]OMON
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[image: image566.wmf](
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Tam giác OMN cân tại O, I là trung điểm của MN nên 
[image: image567.wmf]OIMN

^

 
[image: image568.wmf](

)

2

.

Từ 
[image: image569.wmf](

)

1

 và 
[image: image570.wmf](

)

2

 suy ra 4 điểm O, M, H, I cùng thuộc đường tròn đường kính OM.

2) Chứng minh tứ giác ABON nội tiếp (vì
[image: image571.wmf]·

·
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)

Suy ra 
[image: image572.wmf]·

·
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Chứng minh tương lự.
[image: image573.wmf]·
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, suy ra 
[image: image574.wmf]·
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.

Kết hợp với 
[image: image575.wmf]MPNP

=

 (P thuộc đường trung trực OI cua MN )

Suy ra tam giác MNP đều.

3) Từ câu 1 suy ra 
[image: image576.wmf]·

·
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 nên 
[image: image577.wmf]//

IHAB

.

Suy ra đường thẳng IH cố định. Gọi K là trung điểm của AC suy ra H, I, K thẳng hàng.

Lấy điểm T đối xứng với A qua HI suy ra T cố định.

Ta có 
[image: image578.wmf]AIBIABTIIBABBTABconst

++=++³+=

.

Chu vi tam giác AIB nhỏ nhất bằng
[image: image579.wmf]BTAB

+

, đạt được khi ba điểm B, I,T thẳng hàng.

Khi đó I là trung điểm của BT cố định (theo tính chất đường trung bình 
[image: image580.wmf]BAT

D

).

Suy ra tứ giác BMTN là hình bình hành và
[image: image581.wmf]//
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.

Lại có 
[image: image582.wmf]BHKT

=

, 
[image: image583.wmf]BKMT
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Suy ra tứ giác BHTK là hình bình hành và 
[image: image584.wmf]//

TKBC

.

Từ đó 
[image: image585.wmf]NK

º

, suy ra 
[image: image586.wmf]MH

º

.

16.21.

1) Chứng minh bốn điểm A, E, P, F cùng nằm trên một đường tròn 
Ta có 
[image: image587.wmf]·

·
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 (chắn cung AB của 
[image: image588.wmf](

)

ABD

):

Ta có 
[image: image589.wmf]·

·

AFPADC
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 (chắn cung AC của 
[image: image590.wmf](

)

ADC

);

Nên 
[image: image591.wmf]·

·

·

·

AEPAFPADBADC
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 nên AEFP nội tiếp

2) Giả sử đường thẳng AD cắt đường tròn 
[image: image592.wmf](

)

O

 tại Q khác A, đường thẳng AF cắt đường thẳng QC tại I

Chứng minh tam giác ABE đồng dạng với tam giác CLF 

Xét
[image: image593.wmf]ABE

D

; 
[image: image594.wmf]CLF

D

 có 
[image: image595.wmf]·

·
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 (cùng bù 
[image: image596.wmf]·
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) 
[image: image597.wmf](
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1

 ta lại có 
[image: image598.wmf]·
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[image: image599.wmf]·
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 mà 
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[image: image601.wmf]·
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;
Nên 
[image: image602.wmf]·
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[image: image603.wmf](
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 từ 
[image: image604.wmf](

)

1

 và 
[image: image605.wmf](
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2

 suy ra 
[image: image606.wmf]ABECLF

DD
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 (g.g)

[image: image710.png]


3) Gọi K là giao điểm của đường thẳng AE và đường thẳng QB chứng minh 
[image: image607.wmf]·
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Theo 2) 
[image: image608.wmf]ABECLF
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nên 
[image: image609.wmf]..
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Ta lại có 
[image: image610.wmf]..
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Suy ra 
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[image: image612.wmf]//
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Nên 
[image: image613.wmf]·
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Mà 
[image: image614.wmf]·
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Nên 
[image: image615.wmf]·
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Mà 
[image: image616.wmf]·
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.

Tương tự 
[image: image617.wmf]·

·
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, suy ra 
[image: image618.wmf]·
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16.22.

a) Ta có 
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[image: image621.wmf]·
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[image: image711.png]


Suy ra: 
[image: image622.wmf]·

·
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Vậy tứ giác MNEF nội tiếp.

b) Gọi P là giao điểm khác A của AO với đường tròn 
[image: image623.wmf](

)

;

OR

.

Lấy G đối xứng với E qua AP 
[image: image624.wmf]DEG
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, 
[image: image625.wmf](
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Ta có 
[image: image626.wmf]·
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, 
[image: image627.wmf]·
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Suy ra tứ giác MDGF nội tiếp
 

[image: image628.wmf](
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Gọi giao điểm của AG và BC là H.

Chứng minh tương tự a) có tứ giác MHGF nội tiếp

[image: image629.wmf](
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Từ 
[image: image630.wmf](

)

1

 và 
[image: image631.wmf](

)

2

 suy ra các điểm M, H, D, G, F nằm trên một đường tròn.

Trung trực của đoạn thẳng FG đi qua O và cắt đường tròn 
[image: image632.wmf](

)

O

 tại J; 
[image: image633.wmf]IOJ
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, 
[image: image634.wmf]»
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 và 
[image: image635.wmf]»
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 nên 
[image: image636.wmf]·
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 hay I nằm trên đường thẳng cố định. Đó là đường thẳng đi qua O và tạo với AO một góc 
[image: image637.wmf]a

 không đổi.

[image: image712.png]A
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c) Hạ 
[image: image638.wmf](

)
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.

Gọi Q là giao điểm của BC và AP.
Do 
[image: image639.wmf]QHQN
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Suy ra 
[image: image640.wmf]QTQHMH
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[image: image641.wmf](
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Kẻ 
[image: image642.wmf]1
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Tam giác vuông OSI có 
[image: image643.wmf]·

IOS
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 không đổi nên OI nhỏ nhất khi và chỉ khi IS nhỏ nhất 
[image: image644.wmf]Û

 MN nhỏ nhất.

Ta chứng minh MN nhỏ nhất khi và chỉ khi tam giác AMN cân tại A.

Thật vậy, trên BC lấy 
[image: image645.wmf]MN
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 sao cho 
[image: image646.wmf]·
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.

Không mất tính tổng quát giả sử 
[image: image647.wmf]QMQN
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Suy ra 
[image: image648.wmf]AMAN
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.

Trên đoạn 
[image: image649.wmf]AM
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 lấy điểm U sao cho 
[image: image650.wmf]AUAN
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[image: image651.wmf]'
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1. I là trung điểm của BC (Dây BC không đi qua O) 
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Suy ra 4 điểm O, M, N, I cùng thuộc đường tròn đường kính OA.
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Ta có A, B, C cố định nên I cố định 
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