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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2006 

   

Bài 1. 

Cho dãy số ( )nx  xác định theo hệ thức sau 
2

1 1 2 32, ... , 2n nx x x x x n x n       . 

Tính 2006 .x  

Bài 2. 

Cho hàm số ( )f x  khả vi trên  . Giả sử tồn tại các số 0p   và (0;1)q  sao cho 

( ) , ( ) ,f x p f x q x    . Chứng minh rằng dãy số ( )nx  được xác định bởi hệ thức 

0 10, ( )n nx x f x   hội tụ. 

Bài 3. 

Tìm tất cả các đa thức ( )P x  thỏa mãn điều kiện (0) 0,0 ( ) ( ), (0;1)P P x P x x     . 

Bài 4. 

Cho hàm số liên tục : [0;1] [0; )f   . Đặt 
0

( ) 1 2 ( )
x

g x f t dt    và ta giả sử rằng luôn có 
2

( ) ( ) , [0;1]g x f x x      . Chứng minh rằng 2( ) (1 )g x x  . 

Bài 5. 

Tồn tại hay không hàm số liên tục : [ ; ] [ ; ]f a b a b  với a b  và thỏa mãn bất đẳng thức 

( ) ( ) , , [ ; ]f x f y x y x y a b      và .x y  

Bài 6. 

Xác định các dãy số ( )nx  biết rằng  

2 1 3 2,n nx x    với 0,1,2,...n   
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2007 

   

Bài 1. 

Tính tích phân  2 2

0
ln sin 1 sinI x x dx


   . 

Bài 2. 

Cho dãy số ( )nx  được xác định bởi: 0 1 2 1
0

...
2007, 2007 , 1n

n

x x x x
x x n

n
     

    
 

. 

Tìm liên hệ giữa 1,n nx x   với 1.n   Từ đó, tính tổng 2007
0 1 2 20072 4 ... 2S x x x x     . 

Bài 3. 

Tìm tất cả các hàm số ( )f x  thỏa mãn điều kiện sau 1 32 ( ) , 1.
1 1

xf f x x
x x

  
      

 

Bài 4. 

Cho , , ,a b c   là các số thực .c b    Dãy số ( ),( )n nu v  được xác định bởi công thức  
2

1 1
1 1

, , , 1
n

n n k
n n

k k

u bu u
u a u v n

c u b c
 


   

  . 

Biết rằng lim .nu   Tính giới hạn của lim .nv  

Bài 5. 

Cho hàm số ( )f x  xác định và khả vi trên [0; ).  Biết rằng tồn tại lim ( ) ( ) 1
x

f x f x


     . 

Tính lim ( )
x

f x


. 

Bài 6. 

Chứng minh rằng nếu tam thức bậc hai 2( )f x ax bx c    với , ,a b c  và 0a   có hai 

nghiệm thực phân biệt thì có ít nhất một nguyên hàm của nó là đa thức bậc ba có các 
nghiệm đều là số thực. 
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2008 

   

Bài 1. 

Dãy số ( )na  được xác định như sau 1 2 2
1

11, , 1,2,3...n n
n

a a a a n
a



     Tính 2008a . 

Bài 2. 

Tính giới hạn 
2008 2008 2008 2008

2009

1 2 3 ...lim
n

n
n

    . 

Bài 3. 

Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên [0; ]  và (0) ( ) 0f f    thỏa mãn ( ) 1f x   với 

(0; )x  . Chứng minh rằng: 

i. Tồn tại (0; )c   sao cho ( ) tan ( )f c f c  . 

ii. ( )
2

f x 
  với mọi (0; ).x   

Bài 4. 

Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [0;1]  thỏa mãn điều kiện ( ) ( ) 1xf y yf x   với , [0;1]x y . 

Chứng minh rằng 
1

0
( )

4
f x dx 

 . 

Bài 5. 

Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên [0;1]  và (0) 0, (1) 1f f  , khả vi trong (0;1) . Chứng 

minh rằng với mọi (0;1)  , luôn tồn tại 1 2, (0;1)x x   sao cho 
1 2

1 1
( ) ( )f x f x
 

 
 

. 

Bài 6. 

Cho hàm số ( )g x  có ( ) 0g x   với mọi .x  Giả sử hàm số ( )f x  xác định và liên tục 

trên   thỏa mãn các điều kiện (0) (0)f g  và 2

0

(0)( ) (0)
2

gf x dx g


 


  . Chứng minh 

rằng tồn tại [0; ]c   sao cho ( ) ( ).f c g c  
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2009 

   

Bài 1. 

Giả sử dãy số ( )nx  được xác định bởi công thức  
1 2

1 2

1, 1,
( 1) , 3,4,5,...n n n

x x
x n x x n 

  
    

 

Tính 2009x . 

Bài 2. 
Cho hàm số : [0;1]f   có đạo hàm cấp hai, liên tục và có ( ) 0f x   trên [0;1] . Chứng 

minh rằng 
1 1 2

0 0
2 ( ) 3 ( ) (0)f t dt f t dt f   . 

Bài 3. 

Tìm tất cả các hàm số :f    thỏa mãn điều kiện 
( ) 4 2009 ,
( ) ( ) ( ) 4, ,

f x x x
f x y f x f y x y

    
      




. 

Bài 4. 
Giả sử ( ), ( )f x g x  là các hàm số liên tục trên   thỏa mãn ( ( )) ( ( )), .f g x g f x x    

Chứng minh rằng nếu phương trình ( ) ( )f x g x  không có nghiệm thực, phương trình 

( ( )) ( ( ))f f x g g x  cũng không có nghiệm thực. 

Bài 5. 
Cho hai dãy số ( ),( )n nx y  xác định bởi công thức  

2
1 1 1 1 2

3 , 1 , , 1,2,3,...
1 1

n
n n n n

n

y
x y x x x y n

y
       

 
 

Chứng minh rằng (2; 3)n nx y   với 2,3,4,...n   và lim 0nn
y


 . 

Bài 6. (Thí sinh chọn một trong hai câu) 

a) Cho ( )P x  là đa thức bậc n  có hệ số thực. Chứng minh rằng phương trình 2 ( )x P x  
có không quá 1n  nghiệm thực. 

b) Cho 3( ) , ( )f x x f x x   là những hàm số đơn điệu tăng trên  . Chứng minh rằng hàm 

số 23( )
2

f x x  cũng là hàm số đơn điệu tăng trên .  
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2010 

   

Bài 1. 
Cho hàm số ( ) ln( 1).f x x   

a. Chứng minh rằng với mọi 0,x   tồn tại duy nhất số thực c  thỏa mãn ( ) ( )f x xf c  mà 

ta kí hiệu là ( ).c x  

b. Tính giới hạn 
0

( )lim .
x

c x
x

 

Bài 2. 

Cho dãy ( )nx  xác định bởi  2010
1 11, 1n n nx x x x    với 1,2,3,...n   

Tính giới hạn sau 
20102010 2010

1 2

2 3 1

lim ... n
x

n

xx x
x x x



 
    

 
. 

Bài 3. 
Cho số thực a  và hàm số ( )f x  khả vi trên [0; )  thỏa mãn các điều kiện (0) 0f   và 

( ) ( ) 0f x af x   với mọi [0; )x  . Chứng minh rằng ( ) 0f x   với mọi 0.x   

Bài 4. 

Cho hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0;1] . Giả sử rằng  
1 1

0 0
( ) ( ) 1f x dx xf x dx   . Chứng 

minh rằng tồn tại điểm (0;1)c  sao cho ( ) 6.f c   

Bài 5. 

Cho đa thức ( )P x  bậc n  có hệ số thực sao cho ( 1) 0P    và ( 1)
( 1) 2

P n
P
 

 


. Chứng minh 

rằng ( )P x  có ít nhất một nghiệm 0x  với 0 1.x   

Bài 6. (Thí sinh chọn một trong hai câu) 

a. Xác định hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0;1]  mà (1) (0)f ef  và 
2

1

0

( ) 1
( )

f x dx
f x

 
 

 
 . 

b. Tìm tất cả các hàm số :f    liên tục thỏa mãn (1) 2010f   và  

( ) 2010 ( ) 2010 ( )yxf x y f y f x    với mọi , .x y  
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 
MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2011 

   
Bài 1. 

Cho hàm số 2( )
( 1)

xef x
x




. 

a. Chứng minh rằng ( )f x x  có nghiệm duy nhất trong 1 ;1
2
 
 
 

 và ( )f x  đồng biến. 

b. Chứng minh rằng dãy ( )nu  xác định bởi 1 11, ( )n nu u f u   thỏa mãn 1 ;1 ,
2nu n 

  
 

. 

Bài 2. 

Tính tích phân 
1

0 2 4 21 3 1
dx

x x x x    
 . 

Bài 3. 

Cho hai dãy số ( )nx  và ( )ny  thỏa mãn 1 2
n n

n

x y
x 


  và 

2 2

1 2
n n

n

x y
y 


  với n . 

a. Chứng minh rằng các dãy ( )n nx y , ( )n nx y  là những dãy đơn điệu tăng. 

b. Giả sử rằng ( ),( )n nx y  bị chặn. Chứng minh rằng chúng cùng hội tụ về một điểm. 

Bài 4. 

Cho ,    thỏa mãn điều kiện *1 11 1 ,
n n

e n
n n

  
   
        

   
 . Tìm min   . 

Bài 5. 
Ta gọi đoạn thẳng [ , ]   là đoạn thẳng tốt nếu với mọi bộ số , ,a b c  thỏa mãn điều kiện 

2 3 6 0a b c    thì phương trình 2 0ax bx c    có nghiệm thực thuộc đoạn [ , ]  . 

Trong tất cả các đoạn thẳng tốt, tìm đoạn có độ dài nhỏ nhất. 

Bài 6. (Thí sinh chọn một trong hai câu) 

a. Tìm hàm số :f    thỏa mãn 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( ), ,x y f x y x y f x y xy x y x y        . 

b. Cho hàm số f  liên tục trên 1 ; 2
2
 
 
 

 và thỏa mãn điều kiện 1 1( ) 2xf x f
x x

 
  

 
 với mọi 

1 ; 2
2

x  
  

 
. Chứng minh rằng 

2
1
2

( ) 2 ln 2f x dx  . 
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ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2012 

   

Bài 1. 

Cho dãy số ( )na  thỏa mãn điều kiện 1a   và 1
1 2

n n
na a

n n


   với 1,2,3,...n  Tìm   

để dãy ( )na  hội tụ. 

Bài 2. 
Cho đa thức ( )P x  có bậc không nhỏ hơn 1 có hệ số thực và đa thức ( )Q x  xác định bởi 

 2 2 2( ) (2012 1) ( ) ( ) 2012 ( ( )) ( ( ))Q x x P x P x x P x P x     . Giả sử ( ) 0P x   có đúng n  

nghiệm thực phân biệt trong khoảng 1 ;
2
 


 

, chứng minh ( ) 0Q x   có ít nhất 2 1n  

nghiệm thực phân biệt. 
Bài 3. 

Tính tích phân 
1

21 (2012 1)(1 )x

dx
x   . 

Bài 4. 

Tìm tất cả các hàm số :f    thỏa mãn 1 , ,
2012 2 2013 2014
x y yxf f f x y

      
        

     
 . 

Bài 5. 
Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [0; 2012]  và thỏa mãn ( ) (2012 ) 0f x f x    với 

mọi [0; 2012]x . Chứng minh 
2012

0
( ) 0f x dx   và 

2012

0
( 2012) ( ) 2012 ( )

x
x f x f u du


    có 

nghiệm trong khoảng (0; 2012).  
Bài 6. (Thí sinh chọn một trong hai câu) 

a. Cho hàm số ( )f x  khả vi liên tục cấp 2 trên  . Giả sử (1) 0f   và 
1

0
( ) 0f x dx  . Chứng 

minh rằng với mọi (0;1)  , ta có 
0 0 1

2( ) max ( )
81 x

f x dx f x


 
 . 

b. Cho hàm số : [0;1]f   là hàm lõm (còn gọi là lồi lên phía trên), khả vi liên tục thỏa 

mãn (0) (1) 0.f f   Chứng minh  1 22

00 1 0 1
1 4 max ( ) 1 ( ) 1 2 max ( )

x x
f x f x dx f x

   
     . 
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2006 

   

Nhận xét chung. 

Các dạng Toán có trong nhiều tài liệu ôn thi và là kiến thức tối thiểu cần phải nắm để tiếp cận 
với kì thi này xuất hiện ở các câu 1, 5, 6. Các câu còn lại nói chung chỉ đòi hỏi dùng các kĩ thuật 
quen thuộc nhưng tinh tế hơn. Câu 2 là một định lí hữu ích để xử lí các bài Toán về giới hạn dãy 
số truy hồi dạng 1 ( )n nu f u   nhưng đã được phát biểu ở dạng tổng quát nên để giải đầy đủ là 

không dễ dàng. Câu 3, 4 là các câu phân loại khá tốt và các hướng tiếp cận được giới thiệu bên 
dưới có lẽ là con đường duy nhất để xử lí các bài này. 

Bài 1. 

Cho dãy số ( )nx  xác định theo hệ thức sau: 

2
1 1 2 32, ... , 2n nx x x x x n x n       . 

Tính 2006 .x  

Lời giải. 

Trong công thức truy hồi đã cho, thay n  bởi 1n  ta có 

2
1 2 3 1 1... ( 1)n n nx x x x x n x        . 

Suy ra 2 2
1 1 1 1( 1) ( 2)

2n n n n n n n
nn x x n x nx n x x x

n          


. 

Lấy tích hai vế, ta có 1 1 1
1 1

! 4
2 ( 2)!/ (1 2) ( 1)( 2)

n n

i i n
i i

i nx x x x
i n n n 

 

   
      . 

Do đó ta được công thức tổng quát của dãy đã cho là 4
( 1)nx

n n



 và 2006

4
2006 2007

x 


. 

Nhận xét.  
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Ở các bài dãy số có dạng truy hồi liên quan đến tổng hoặc tích của các số hạng liền 
trước như trên, ta chỉ cần đổi n  thành 1n , lợi dụng tính chất “đúng với mọi n ” để 
đánh giá và triệt tiêu được một lượng khá lớn các số hạng khác, hầu hết các trường hợp 
là sẽ đưa được về công thức truy hồi giữa hai số hạng liên tiếp. Dưới đây là một bài 
toán có cùng dạng: 

Cho dãy số thực ( )nx  xác định bởi 

1

1 2
1

21,
( 1)

n

n i
i

nx x x
n





 
   với 2,3,4,...n   

Với mỗi số nguyên dương ,n  đặt 1n n ny x x  . 

Chứng minh rằng dãy số ( )ny  có giới hạn hữu hạn khi n . 

Bài 2. 

Cho hàm số ( )f x  khả vi trên  . Giả sử tồn tại các số 0p   và (0;1)q  sao cho 

( ) , ( ) ,f x p f x q x    . 

Chứng minh rằng dãy số ( )nx  được xác định bởi hệ thức 0 10, ( )n nx x f x   hội tụ. 

Lời giải. 

Hàm số ( )f x  đã cho khả vi nên liên tục trên  .  

Với mọi ,x y  mà x y , theo định lí Lagrange thì tồn tại ( , )z x y  sao cho 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f z x y f x f y f z x y        . 

Do ( ) ,f x q x     nên ta có ( ) ( ) ( )f x f y q x y   . 

Xét hàm số ( ) ( )g x f x x   thì  

( ) ( ) 0g p f p p      và ( ) ( ) 0g p f p p    (do ( ) ,f x p x   ) 

Hàm số ( )g x  liên tục trên [ ; ]p p  nên phương trình ( ) 0g x   có nghiệm trên [ ; ]p p . 
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Giả sử phương trình ( )f x x  có hai nghiệm là u v  thì theo định lí Lagrange, tồn tại số 

( , )t u v  sao cho ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1f u f v f t u v u v f t u v f t           , mâu thuẫn 

do theo giả thiết thì ( ) 1,f x q x     .  

Do đó, phương trình ( )f x x  có nghiệm duy nhất, đặt là .L  Rõ ràng ( ) .f L L  

Tiếp theo, ta thấy rằng 1 1( ) ( )n n nu L f u f L p u L      . Lập luận tương tự, ta có  

0
n

nu L p u L    với mọi .n  

Do (0;1)p  nên 0np   khi n , theo nguyên lí kẹp thì dãy ( )nu  hội tụ về .L   

Nhận xét. 

Như đã nêu ở trên, đây là một định lí tổng quát để xử lí các bài toán giới hạn có dạng 

1 ( )n nu f u  , trong đó ( ) 1f x q   . Trong tình huống cụ thể, số q  rất quan trọng và nếu 

ta không chỉ được sự tồn tại của nó mà mới chỉ có ( ) 1f x   thì lời giải vẫn chưa thể 

thành công. Hãy thử áp dụng lập luận trên, giải các bài toán sau : 

(1) Cho dãy số  nx  được xác định bởi: 

 

 



  

1

2 2 2
1

,
2011 ln 2011 2011

3n n

x a

x x
 

Chứng minh rằng dãy số  nx  có giới hạn. 

(2) Cho số thực a  và dãy số thực { }nx  xác định bởi 

    1 1, ln(3 cos sin ) 2008n n nx a x x x  với mọi  0,1,2,...n  

Chứng minh rằng dãy số  nx  có giới hạn hữu hạn khi n tiến đến dương vô cùng. 

Bài 3. 

Tìm tất cả các đa thức ( )P x  thỏa mãn điều kiện 

(0) 0,0 ( ) ( ), (0;1)P P x P x x     . 
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Lời giải. 

Trong bất đẳng thức đã cho, tính lim các vế, ta có 

1
0 lim ( ) (1) 0

x
P x P


   . 

Xét hàm số ( ) ( )xf x e P x  thì  

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) 0x x xf x e P x e P x e P x P x           với mọi (0;1)x . 

Do đó, hàm số ( )f x  nghịch biến trên (0;1) . 

Ta suy ra 0 1

0 1
lim ( ) ( ) lim ( ) (0) ( ) (1) (0) ( ) (1)x

x x
f x f x f x f f x f e P e P x e P

 

  

 
        . 

Do (0) 0P   và (1) 0P   nên 0 ( ) 0P x   dẫn đến ( ) 0P x   với mọi (0;1).x  

Điều này có nghĩa là ( )P x  nhận tất cả các giá trị (0;1)x  làm nghiệm, nhưng đa thức 
( )P x  bậc dương chỉ có hữu hạn nghiệm nên suy ra ( ) 0.P x   

Vậy tất cả các đa thức cần tìm là ( ) 0P x   với mọi .x  

Nhận xét. 

Ở đây ta cần chú ý rằng hàm đa thức liên tục trên cả miền số thực nên có thể thoải mái 
áp dụng các tính chất của hàm số liên tục. Thêm vào đó, kĩ thuật chọn hàm số ( )f x  có 

dạng như trên rất thường gặp trong các đề thi Olympic Sinh viên và trong nhiều trường 
hợp, các hàm chọn ra được khá rắc rối. Đưa thêm xe  có hai điểm lợi: thứ nhất là giá trị 

của xe  luôn dương nên dấu của ( ), ( )f x P x  luôn như nhau; thứ hai là khi đạo hàm thì 

chúng ta nhận được biểu thức dạng ( ) ( )P x P x   và tận dụng thành công giả thiết. 

Bài 4. 

Cho hàm số liên tục : [0;1] [0; )f   . Đặt 
0

( ) 1 2 ( )
x

g x f t dt    và ta giả sử rằng luôn có 
2

( ) ( ) , [0;1]g x f x x      . Chứng minh rằng 2( ) (1 )g x x  . 

Lời giải. 
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Đặt ( )F x  là hàm số thỏa mãn 
0

( ) ( )
x

F x f t dt  .  Suy ra ( ) 1 2 ( )g x F x   và ( ) ( )F x f x  . 

Theo giả thiết thì 

 2
1 2 ( ) ( ) ( )F x g x f x    nên ( ) 2 ( )1 1

1 2 ( ) 2 1 2 ( )
f x F x

F x F x


  
 

. 

Ta cần chứng minh 21 2 ( ) (1 ) 1 2 ( ) (1 ) 0F x x F x x        . 

Xét hàm số ( ) 1 2 ( ) (1 )h x F x x     thì ta có 2 ( )( ) 1 0
2 1 2 ( )

F xh x
F x


   


 nên ( )h x  nghịch 

biến trên [0;1] . Suy ra ( ) (0) 1 2 (0) 1h x h F    . 

Chú ý rằng 
0

0

(0) ( ) 0F f t dt   nên (0) 0h  . Do đó ( ) 0h x   với mọi [0;1]x  hay 

2( ) (1 )g x x   với mọi [0;1]x . 

Nhận xét. 

Một số bạn đến đoạn 2 ( ) 1
2 1 2 ( )

F x
F x





 sẽ tính nguyên hàm hai vế và suy ra  

1 2 ( )F x x   với [0;1]x , dẫn đến 2 2( ) 1 2 ( ) ( 1)g x F x x x     . 

Đây là một sai lầm rất nghiêm trọng! 

Bài toán được sáng tạo ra khá thú vị khi kết hợp giữa các điều kiện liên hệ giữa hàm số 
và tích phân của nó để từ đó đưa về khảo sát hàm số và đạo hàm. Ở trên ta xét đạo hàm 
của căn bậc 2, ta hoàn toàn có thể thay bằng căn bậc n  và tạo ra các bài toán tương tự. 

Bài 5. 

Tồn tại hay không hàm số liên tục : [ ; ] [ ; ]f a b a b  với a b  và thỏa mãn bất đẳng thức 

( ) ( ) , , [ ; ]f x f y x y x y a b      và x y ? 
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Lời giải. 

Ta có ( )a f a b   và ( )a f b b   nên ( )b f b a     . Do đó, ta có 

 ( ) ( ) ( )a b f a f b a b       

Suy ra ( ) ( )f a f b a b   . 

Tuy nhiên, trong điều kiện ( ) ( ) , , [ ; ]f x f y x y x y a b     , nếu ta thay ,x a y b   thì 

được bất đẳng thức ( ) ( )f a f b a b   , mâu thuẫn. 

Vậy không tồn tại hàm số thỏa mãn đề bài. 

Nhận xét. 

Câu hỏi dành cho bài toán này đơn giản đến bất ngờ. Nếu đổi điều kiện trong bài trên 

thành ( ) ( ) , [ ; ]f x f y x y x y a b       thì ta có thể chứng minh được rằng phương 

trình ( )f x x  có nghiệm duy nhất trên [ ; ]a b . Đồng thời, hàm số tương ứng trong 

trường hợp đó là tồn tại, chẳng hạn ( )
2

a bf x 
  với mọi [ ; ]x a b . 

Bài 6. 

Xác định các dãy số ( )nx  biết rằng  

2 1 3 2,n nx x    với 0,1,2,...n   

Lời giải. 

Từ công thức xác định dãy, ta có 

2 1 1 3( 1)n nx x     với 0,1,2,...n   

Đặt 1n ny x   thì ta được 

2 1 3n ny y   với 0,1,2,...n   

Thay 1n m   thì ta có 2 2 13m my y   hay 2 3m my y  với mọi 1,2,3,...m   
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Tiếp tục đặt 2log 3
m my m u  thì ta có 

2 2 2

2 2
2 log 3 log 3 log 3(2 ) 3

m m m
m m

y y y
u u

m m m
    . 

Khi đó, ( )mu  là hàm nhân tính chu kì 2 và ta có được 

 2 1n ku u   nếu n  có dạng 2 (2 1)mn k   với m   và k ; 

 nu  là hàm tùy ý với các trường hợp còn lại. 

Do đó, ta có được 2log 31 1m m mx y m u     và mu  xác định như trên. 

Nhận xét. 

Để xử lí các bài toán xác định dãy số dạng này, ta chỉ cần thực hiện lần lượt các thao tác: 

(1) Khử số hạng tự do. 

(2) Đưa chỉ số về dạng kn nx x , tức là dãy số ở đây có dạng một hàm nhân tính. 

(3) Viết công thức tổng quát cho hàm nhân tính đó và kết luận. 

Trong một số trường hợp, việc khử hệ số tự do cũng không đơn giản, ta cần sử dụng 
thêm một số kiến thức phối hợp. Chẳng hạn, nếu dãy có dạng 3 1n nx x  , ta có thể đặt 

3( )n ny x v n   với 3( )v n  là số mũ lớn nhất của 3 trong khai triển n  thành thừa số 

nguyên tố. Khi đó, dễ thấy 3 3(3 ) ( ) 1v n v n   và 3 .n ny y  
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2007 

   

Nhận xét chung. 

Đề này chứa nhiều yếu tố của Toán sơ cấp, các phần dãy số, phương trình hàm và thậm chí là 
bài tích phân cũng chỉ đòi hỏi các kĩ thuật xử lí quen thuộc của THPT, cụ thể là trong chương 
trình thi HSG. Đề thi nhìn chung có tính phân loại khá cao nhưng chưa mang nhiều dấu ấn của 
một đề thi Olympic Toán cao cấp dành cho Sinh viên ĐH. 

Bài 1. 

Tính tích phân  2 2

0
ln sin 1 sinI x x dx


   . 

Lời giải. 

Ta có 

 
   
   
   

2 2

0

22 2

0

02 2

0

12 2

0 0 0

ln sin 1 sin

ln sin 1 sin ln sin 1 sin

ln sin 1 sin ln sin(2 ) 1 sin (2 ) (2 )

ln sin 1 sin ln sin 1 sin ln1 0

I x x dx

x x dx x x dx

x x dx x x d x

x x dx x x dx dx



 







 

  

  

     

        

        



 

 

  

 

Vậy tích phân cần tính là 0.I   

Nhận xét.  

Ta cũng có thể giải bài toán bằng hàm sinh
2

x xe ex


  và  1 2sinh ln 1x x x    . Nói 

chung các nguyên hàm của hàm số dạng hàm lượng giác nằm trong hàm logarit thường 
rất phức tạp và ta chỉ tính được tích phân với các cận thích hợp. Trong nhiều trường 
hợp, ta còn cần phải sử dụng đến các kĩ thuật khó hơn, chẳng hạn như đưa thêm tham 
số vào rồi đổi vai trò giữa tham số và biến. 
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Bài 2. 

Cho dãy số ( )nx  được xác định như sau: 

0 1 2 1
0

...
2007, 2007 , 1n

n

x x x x
x x n

n
     

    
 

. 

Tìm hệ thức liên hệ giữa 1,n nx x   với 1.n   Từ đó, tính tổng  

2007
0 1 2 20072 4 ... 2S x x x x     . 

Lời giải. 

Từ công thức xác định dãy, ta có 

 0 1 2 12007 ...n nnx x x x x       . 

Thay n  bởi 1,n  ta có 

 1 0 1 2 1( 1) 2007 ...n n nn x x x x x x          

Trừ từng vế các đẳng thức, ta được 

1 1
2007( 1) 2007

1n n n n n
nn x nx x x x

n 


     


 với mọi n . 

Do đó, ta có liên hệ giữa nx  và 1nx   là 1
2008

n n
nx x

n 


  với mọi 1.n   

Ta tính được 2 1 2 2
1 2007 2 2007

2006 2006 20072007 2007 , ( 2007 ) 2007 2007
2 1 2

x C x C 
       


. 

Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng 20072007( 1)k k
kx C    với 0 2007.k   (*) 

Thật vậy, 

- Với 0k   thì (*) đúng. 

- Giả sử (*) đúng với 0k  , tức là 20072007( 1)k k
kx C   , ta có 
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1 1
1 2007

2007 2007 (2008 ) ... 20072007( 1) 2007( 1)
1 1 1 2 3...

k k k
k k

k k kx x C
k k k

 


    
       

    
. 

Do đó, (*) cũng đúng với 1k  .  

Theo nguyên lí quy nạp thì (*) đúng với mọi 0 2007.k   

Từ đó, ta tính được 
2007 2007

2007 2007
2007

0 0
2 2007 1 ( 2) 2007(1 2) 2007i k k k

i
i i

S x C 

 

         . 

Vậy biểu thức cần tính có giá trị là 2007.S   

Nhận xét. 

Nhiều bạn sẽ xử lí được công thức truy hồi ở trên vì đây là dạng quen thuộc và ít nhất 
là ở năm 2006 trước đó đã có một bài tương tự. Tuy nhiên, việc rút gọn được tổng S  đòi 
hỏi ta phải tìm được công thức tổng quát của nx  và đây chính là điểm thú vị của bài 

toán này. Rõ ràng nếu chúng ta chịu khó tính thử vài số hạng đầu 0 1 2 3, , ,x x x x  thì có thể 

dự đoán được và công việc còn lại là quy nạp dễ dàng (ta cũng phải căn cứ trên dạng 

của biểu thức S  là có chứa các lũy thừa của 2 tăng dần mới có cơ sở nghĩ đến 2007
kC ). 

Bài 3. 

Tìm tất cả các hàm số ( )f x  thỏa mãn điều kiện sau 

1 32 ( ) , 1.
1 1

xf f x x
x x

  
      

 

Lời giải. 

Đặt 11
1 1

yxy x
x y


  

 
, điều kiện 1.y   

Thay vào phương trình hàm đã cho, ta có 

1 3( ) 2
11 1
1

yf y f
yy
y

 
     



 hay 1 3( 1)( ) 2
1 2

y yf y f
y

  
   

. 
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Đổi về biến ,x  ta có 1 3( 1)( ) 2
1 2

x xf x f
x

   
   

. 

Nhân đẳng thức đã cho với 2 rồi cộng với đẳng thức này, ta được 

1 6 1 3( 1)2 ( ) 4 ( ) 2
1 1 1 2

x x xf f x f x f
x x x

      
            

 

Suy ra 3( 1) 6 1 23 ( ) 0 ( )
2 1 2 1

x xf x f x
x x

 
     

 
 với mọi 1x  . 

Thử lại ta thấy thỏa. 

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là 1 2( ) , 1
2 1

xf x x
x


  


 và (1)f  là một số tùy ý. 

Nhận xét. 

Trong trường hợp này, chỉ bằng một phép đặt ẩn phụ là ta đã đưa được phương trình 
hàm đã cho về dạng một “hệ phương trình hàm” hai biến và giải dễ dàng. Điều này có 

nghĩa là hàm số 1( )
1

xx
x

 



 thỏa mãn ( ( ))x x   . Trong nhiều trường hợp, việc đặt ẩn 

phụ này cần phải thực hiện nhiều lần và ta phải giải một hệ gồm nhiều phương trình 

hơn, hãy thay 1( )
1

xx
x

 



 trong phương trình hàm đã cho bởi 1( )

1
xx
x

 



 để thấy rõ 

vấn đề (nếu kiên nhẫn tính toán, ta sẽ thấy rằng ( ( ( ( ))))x x     ). 

Một đặc điểm cần chú ý của bài toán là việc kết luận giá trị (1).f  Do không có đủ dữ 

kiện để xác định nên ta sẽ cho nó nhận giá trị tùy ý. Ta thử xét một bài toán tương tự: 

Xác định tất cả các hàm số ( )f x  thỏa mãn 3
3

1 1f x x
x x

 
   

 
 với mọi 0.x   

Bài này giải được dễ dàng bằng cách đặt thêm 1t x
x

   và có được 3 3
3

1 3x t t
x

   . Tuy 

nhiên, nếu kết luận 3( ) 3f x x x   thì rõ ràng là rất thiếu sót vì giả thiết chỉ có liên quan 

đến 2t  , tương ứng với 2x   nên ta không có đủ dữ kiện để xác định ( )f x  với 

2x  . Do đó, ta nói ( )f x  nhận giá trị tùy ý với 2x  . 
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Bài 4. 

Cho , , ,a b c   là các số thực thỏa .c b    Dãy số ( ),( )n nu v  được xác định bởi công thức  

2

1 1
1 1

, , , 1
n

n n k
n n

k k

u bu u
u a u v n

c u b c
 


   

  . 

Biết rằng lim .nu   Tính giới hạn của lim .nv  

Lời giải. 

Ta biểu diễn 
1

k

k

u
u b c  

 dưới dạng 
1

1 1

k k

r
u s u s

 
 

  
 với ,r s  cố định sẽ xác định sau. 

Ta có 
 

2

1

1 1 1 1

( )1 1
( )( ) ( )( ) ( )( )

k k
k

k kk k

k k k k k k k k

u bu
r u

c ru u b cr u u
r

u s u s u s u s u s u s u s u s


   

 
           

        
. 

So sánh với biểu thức ban đầu, ta chọn s b c   và 1r  ; khi đó, ta được 

1 1

1 1k

k k k

u
u b c u b c u b c 

 
     

. 

Do đó 
1 11 1 1 1

1 1 1 1n n
k

n
k kk k k n

u
v

u b c u b c u b c u b c u b c   

 
     

          
  . 

Do lim nu c b   và 1u a  nên ta được 

1 1lim
( )( )n

av
a b c b c a b c b c


 


  

       
. 

Nhận xét. 

Bài toán tuy chứa nhiều tham số nhưng ta chỉ cần nêu ra được biểu thức dạng sai phân 
ở trên là có thể giải quyết nó nhanh chóng. Thông thường thì các bài này sẽ được nêu 
dưới dạng các số cụ thể và chúng ta đoán biểu thức dạng sai phân (hầu hết là phân số 
như trên) rồi sử dụng tham số biến thiên để việc lập luận được rõ ràng. 

Dưới đây là một số bài toán tương tự: 
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(1) Cho dãy số  nu  xác định bởi  
1

2
1

3
1 4 , 1,2,3,...
5n n n

u

u u u n

 



   

 

Đặt 
1

1 , 1,2,3,...
3

n

n
k k

v n
u

 
 . Tính lim nn

v


. 

(2) Cho dãy số ( )nu  xác định bởi    
1

2
1

2 3

3 2 2 6 5 3 3 3 2 , 1.n n n

u

u u u n

  


      
 

Đặt 
1

1 , 1,2,3,...
2

n

n
k k

v n
u

 


 Tìm lim nv . 

Bài 5. 

Cho hàm số ( )f x  xác định và có đạo hàm trên [0; ).  Biết rằng tồn tại giới hạn  

lim ( ) ( ) 1
x

f x f x


     . 

Tính lim ( )
x

f x


. 

Lời giải. 

Xét hàm số ( ) ( ) xg x f x e  thì ( )g x  liên tục và có đạo hàm trên [0; ).  Ta có 

( )lim ( ) lim xx x

g xf x
e 

 . 

Theo quy tắc L’Hospital thì 

   ( ) ( )( ) ( )lim lim lim lim ( ) ( ) 1
( )

x

x x xx x x x

f x f x eg x g x f x f x
e e e   


    


. 

Từ đó suy ra lim ( ) 1
x

f x


 . 

Nhận xét. 

Bài toán không thay đổi nếu thay 1 bởi một số dương tùy ý. Hãy thử giải bài toán tương 
tự giới hạn sau:  
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Cho hàm số ( )f x  xác định và có đạo hàm trên [0; ).  Biết rằng tồn tại giới hạn  

lim ( ) 2 ( ) 1
x

f x x f x


     . 

Tính giới hạn lim ( )
x

f x


. 

Bài 6. 

Chứng minh rằng nếu tam thức bậc hai 2( )f x ax bx c    với , ,a b c  và 0a   có hai 

nghiệm thực phân biệt thì có ít nhất một nguyên hàm của nó là đa thức bậc ba có các 
nghiệm đều là số thực. 

Lời giải. 

Xét hàm số 
3 2

( )
3 2

ax bxg x cx    thì rõ ràng ( ) ( )g x f x   có hai nghiệm thực nên hàm số 

bậc ba ( )g x  có hai điểm cực trị. 

Gọi 1 2x x  là hai nghiệm của phương trình ( ) 0f x   thì đây cũng chính là hai điểm cực 

trị của hàm số ( )g x .  

Khi đó, với các giá trị m  nằm giữa 1 2( ), ( )g x g x  thì đường thẳng y m  sẽ cắt đường 

cong ( )y g x  tại 3 điểm và phương trình ( )g x m  có đúng 3 nghiệm. 

Do đó hàm số  
3 2

3 2
ax bx cx m    có 3 nghiệm đều thực và đây cũng chính là nguyên 

hàm cần tìm của ( ).f x  Ta có đpcm. 

Nhận xét.  

Đây là một bài toán nhỏ kiểm tra kiến thức về khảo sát hàm số. Ngoài cách giải trên, ta 
còn nhiều cách để chứng minh sự tồn tại của nguyên hàm có 3 nghiệm thực, chẳng hạn 
ta có thể chỉ trực tiếp nguyên hàm đó, cụ thể là 

( ) ( )
2
bh x g x g
a

 
   

 
. 
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2008 

   

Nhận xét chung. 

Đề thi khá hay vì bao quát các dạng, đòi hỏi phải nắm vững đầy đủ các kiến thức liên quan như: 
xử lí dãy số, tính giới hạn dùng kĩ thuật tích phân xác định, khảo sát tính đơn điệu của hàm số, 
định lí Lagrange và khai triển Taylor. Các câu cũng được sắp theo độ khó tăng dần và chỉ dừng 
lại ở mức độ trung bình chứ không có bài khó. Tuy một số câu chưa thật mới mẻ, sáng tạo 
nhưng đòi hỏi phải tập trung khai thác sâu giả thiết cũng như đặc điểm của các kết luận thì mới 
có thể giải quyết trọn vẹn được. 

Bài 1. 

Dãy số ( )na  được xác định như sau 

1 2 2
1

11, , 1,2,3...n n
n

a a a a n
a



      

Tính 2008a . 

Lời giải. 

Theo giả thiết, ta có 2 1 1 1n n n na a a a     với mọi 1,2,3,...n   Do đó dãy số 1n n nu a a  là 

một cấp số cộng với số hạng đầu là 1 1u   và công sai là 1. Khi đó, 

2
1

1 1
n n

n

n na a
a n



 
   với 1,2,3,...n   

Từ đó suy ra 2008 2
2007 2005 3 3 5 7 ... 2007 2007!!... .
2006 2004 2 2 4 6 ... 2006 2006!!

a a    
  

   
 

Nhận xét. 

Trong các bài toán dãy số phi tuyến tính dạng này, ta khai thác đặc điểm của công thức 
để đưa về một biểu thức dễ xử lí hơn, ở đây ta đã đưa được về sai phân dạng tích. 
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Chú ý các kí hiệu (2 )!! 2 4 6 ... 2n n     và (2 1)!! 1 3 5 ... (2 1)n n       . 

Từ công thức của dãy trên, hãy kiểm tra thử kết quả lim 0n
n

a
n
 ? 

Bài 2. 

Tính 
2008 2008 2008 2008

2009

1 2 3 ...lim
n

n
n

    . 

Lời giải. 

Ta có 
2008 2008 2008 20082008 2008 2008 2008

2009
1

1 2 3 ... 1 1 2 1...
n

i

n n iS
n n n n n nn 

            
             

         
 . 

Xét hàm số 2008( )f x x  thì rõ ràng ( )f x  khả tích trên [0;1] . Chia đoạn [0;1]  thành các 

đoạn con bởi các điểm i
ix
n

  và chọn 1[ , ]i i i
ic x x
n    với 1,2,3,...,i n . Ta được 

2008
1 1 2008

0 0
1 1

1 1 1lim lim ( )
2009

n n

n ni i

i if f x dx x dx
n n n n 

 

    
       

    
    . 

Vậy giới hạn cần tính là 1 .
2009

 

Nhận xét. 

Phương pháp sử dụng trong bài này là dùng định nghĩa tích phân xác định để tính giới 
hạn. Đặc điểm của các bài toán dạng này rất dễ nhận biết, đó chính là chỉ cần một số 

biến đổi, ta có thể đưa được về 1
( )

n

i
f i

n



. Đây có lẽ là phương pháp tốt nhất và duy nhất 

để giải bài này, trong nhiều trường hợp, hàm số ( )f x  cũng không dễ dàng để nhận ra. 

Ta thử xem xét các bài toán sau: 

(1) Tính giới hạn sau 1 1 1lim ...
1 2n n n n n

 
      

. 
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(2) Tính giới hạn sau 1 2 ( 1)lim sin sin ... sin
n

n
n n n n

  


  
   

 
. 

(3) Tính giới hạn sau 
2 2 2 2

2 2 3 3 3 3 2 3

1 2 3lim ...
2 4 8 (2 )n

n
n n n n n

 
   

    
. 

Bài 3. 

Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên [0; ]  và (0) ( ) 0f f    thỏa mãn điều kiện 

( ) 1f x   với mọi (0; )x  . 

Chứng minh rằng 

i. Tồn tại (0; )c   sao cho ( ) tan ( )f c f c  . 

ii. ( )
2

f x 
  với mọi (0; ).x   

Lời giải. 

i. Xét hàm số ( ) sin ( )xg x e f x  thì rõ ràng ( )g x  liên tục trên [0; ] , khả vi trong (0; )  

và (0) ( ) 0g g   . Theo định lí Rolle thì tồn tại (0; )c   sao cho ( ) 0g c  .  

Ta cũng có  ( ) sin ( ) cos ( ) ( )xg x e f x f x f x     nên  

sin ( ) cos ( ) ( ) 0 ( ) tan ( )f c f c f c f c f c       . 

Do đó, giá trị c  này thỏa mãn đề bài. 

ii. Với mỗi (0; )x   cố định, chú ý rằng ( ) 1, (0; )f x x      nên theo định lí Lagrange: 

- Tồn tại 1 (0; )c x  sao cho 1( ) ( ) (0) ( ) 0f x f x f f c x x     . 

- Tồn tại 2 ( , )c x   sao cho 2( ) ( ) ( ) ( )f x f f x f c x x        . 

Do (0; )x   nên  min ,
2

x x    . Suy ra  ( ) min ,
2

f x x x    . Ta có đpcm. 
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Nhận xét. 

Ở câu hỏi đầu tiên, ta phân tích ngược lại từ biểu thức cần chứng minh 

sin ( )( ) tan ( ) ( ) cos ( ) ( ) sin ( )
cos ( )

f cf c f c f c f c f c f c
f c

        . 

Chú ý rằng  sin ( ) cos ( ) ( )f c f c f c    nên đẳng trên trên có dạng “tại một điểm nào đó, 

giá trị của hàm số bằng giá trị của đạo hàm”. Nhưng xử lí điều này thì nói chung đã 
không còn xa lạ gì với việc sử dụng hàm số có dạng ( )xe f x . Ý thứ hai của bài toán đòi 

hỏi phải đánh giá miền giá trị của hàm số thông qua miền giá trị cho trước của đạo 
hàm, việc này thường được giải quyết nhờ tính đơn điệu của hàm số hoặc định lí 
Lagrange. Do đó, tùy vào tình huống mà chúng ta có thể lựa chọn các công cụ phù hợp. 

Bài 4. 

Cho hàm số ( )f x  liên tục trên [0;1]  thỏa mãn điều kiện  

( ) ( ) 1xf y yf x   với mọi , [0;1]x y . 

Chứng minh rằng 
1

0
( )

4
f x dx 

 . 

Lời giải. 

Đặt sinx   với [0; ]
2
  thì ta có 

1
2

0 0
( ) (sin )cosI f x dx f d



     . 

Mặt khác, nếu đặt cos , [0; ]
2

x     thì ta có 

1
2

0 0
( ) (cos )sinI f x dx f d



     . 

Do đó  2 2 2
0 0 0

2 (sin )cos (cos )sin (sin )cos (sin )cosI f d f d f t t f t t dt
  

           . 
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Theo giả thiết thì ( ) ( ) 1xf y yf x   với mọi , [0;1]x y  nên suy ra 

2
0

2
2

I dt
 

   hay 
4

I 
 . 

Nhận xét. 

Nhiều bạn cho rằng đánh giá theo cách đổi biến thành hàm lượng giác như trên hơi 
thiếu tự nhiên và có vẻ giả thiết được sử dụng chưa triệt để (giả thiết cho bất đẳng thức 
đúng với mọi ,x y  và ta chỉ sử dụng một lần khi đặt sin , cosx t y t  ); tuy nhiên, giả 

thiết đó được đưa ra để hướng tới đẳng thức có sẵn 

 1
2

0 0
2 ( ) (sin )cos (sin )cosf x dx f t t f t t dt



    

Bằng chứng là số 1 trong bất đẳng thức ( ) ( ) 1xf y yf x   hoàn toàn có thể thay bằng số 

khác. Và vì thế, rất khó khăn khi tiếp cận bài toán theo ý tưởng dùng bất đẳng thức đại 

số với kinh nghiệm là 
1

20 41
dx

x



 , đưa về chứng minh 2

1( )
1

f x
x




 với mọi [0;1]x . 

Từ giả thiết ( ) ( ) 1xf y yf x   với mọi , [0;1]x y , trước mắt, ta có 1( )
2

f x
x

  với [0;1]x . 

Nhưng đánh giá đang yêu cầu ở trên lại chặt hơn, khai thác tiếp là điều không dễ dàng! 

Bài 5. 

Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên [0;1]  và (0) 0, (1) 1f f  , khả vi trong (0;1) . Chứng 

minh rằng với mọi (0;1)   thì luôn tồn tại 1 2, (0;1)x x   sao cho 

1 2

1 1
( ) ( )f x f x
 

 
 

. 

Lời giải. 

Do ( )f x  liên tục nên với mỗi [0;1]   thì tồn tại 0 (0;1)x   sao cho 0( )f x  . 

Theo định lí Lagrange thì tồn tại 1 0(0; )x x  và 2 0( ;1)x x  sao cho  

0
1

0

( ) (0)
( )

0
f x f

f x
x





 và 0
2

0

(1) ( )
( )

1
f f x

f x
x





. 
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Từ đó suy ra 1 2
0 0

1( ) , ( )
1

f x f x
x x
   


 và 

0 0
1 2 0 0

1 1 1 1
( ) ( ) / (1 ) / (1 )

x x
f x f x x x
   

 
 

      
   

. 

Ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Bài này thì áp dụng định lí Lagrange là hoàn toàn tự nhiên, nếu chủ động giải thử thì có 
lẽ điểm quan trọng nhất ta cần vượt qua là nhận xét được tồn tại 0 (0;1)x   để 0( )f x  . 

Nếu biến đổi biểu thức trên thành 1 2 1

2 1

( ) ( ) ( )
( ) ( )

f x f x f x
a

f x f x
  


 

 thì lại hoàn toàn không dễ xử 

lí. Rất dễ hiểu, là vì chứng minh tồn tại một số thỏa mãn một đẳng thức thì dễ nhưng 
chứng minh tồn tại hai số cùng thỏa mãn một đẳng thức thì không đơn giản chút nào. 

Bài 6. 

Cho hàm số ( )g x  có ( ) 0g x   với mọi .x  Giả sử hàm số ( )f x  xác định và liên tục 

trên   thỏa mãn các điều kiện 

(0) (0)f g  và 2

0

(0)( ) (0)
2

gf x dx g


 


  . 

Chứng minh rằng tồn tại [0; ]c   sao cho ( ) ( ).f c g c  

Lời giải. 

Xét hàm số ( ) ( ) ( )h x g x f x   thì ( )h x  cũng liên tục. Theo giả thiết thì (0) 0h  .  

Ta cũng có ( ) 0g x   nên khai triển Taylor cho hàm số ( )h x  tại 0x   và tính tích phân 

cho hàm số này, ta thu được 

2

0 0 0 0 0

2

0 0 0 0

( )( ) ( ) ( ) (0) (0) ( )
2

(0)(0) (0) ( ) (0) ( ) 0
2

gh x dx g x dx f x dx g g x dx f x dx

gg dx g dx f x dx g f x dx
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Suy ra tồn tại [0; ]m   sao cho ( ) 0h m  .  

Do tính liên tục của hàm số ( )h x  trên đoạn [0; ]m  thì tồn tại (0; ) [0; ]c m    sao cho 

( ) 0h c  . Từ đó suy ra ( ) ( ).f c g c  Ta có đpcm.  

Nhận xét. 

Ta thấy rằng giả thiết cho trước rất “lộ liễu” 2

0

(0)( ) (0)
2

gf x dx g


 


   với ý tưởng sử 

dụng khai triển Taylor cho hàm số. Do đó, trong bài này, chỉ cần nắm vững công thức 
khai triển Taylor của hàm số là có thể giải quyết tốt bài toán: 

2( ) ( )( ) ( ) ( )! ( ) ... ( )
1! 2! n

f a f af x f a x a x a R x
 

        với 
( )

1( )( ) ( )
( 1)!

n
n

n
fR x x a
n

  


 

Chúng ta hoàn toàn có thể dựa trên ý tưởng này mà phát biểu một bài toán tương tự ở 
dạng tổng quát như sau: 

Cho các số dương 0 a b   và các số nguyên dương r s . Xét hàm số :g    thỏa 

mãn ( )( ) 0sg x   với mọi x  và s  là số nguyên dương nào đó. Giả sử hàm số ( )f x  xác 

định và liên tục trên   thỏa mãn các điều kiện 

( ) ( )f a g a  và 
1

( )( )
!

rb i

a
i

g af x dx b
i

 . 

Chứng minh rằng tồn tại [ ; ]c a b  sao cho ( ) ( ).f c g c  
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2009 

   

Nhận xét chung. 

Ngoài câu 2 khó ra thì các câu còn lại thuộc dạng cơ bản, không đòi hỏi nhiều kĩ thuật xử lí và 
thậm chí là hoàn toàn giải bằng các kiến thức về giải tích sơ cấp một cách nhẹ nhàng. Các câu 1, 
3 và 5 còn nặng tính đại số; chưa thể hiện được vai trò của hàm số, đối tượng cơ bản trong Giải 
tích. Nói chung các bạn nào nắm vững thêm kĩ thuật tích phân từng phần để biến đổi tích phân 
thì có thể giải quyết trọn vẹn đề thi này khá nhanh chóng.  

Bài 1. 

Giả sử dãy số ( )nx  được xác định bởi công thức 

 
1 2

1 2

1, 1,
( 1) , 3,4,5,...n n n

x x
x n x x n 

  
    

 

Tính 2009x . 

Lời giải. 

Từ điều kiện đã cho, ta có 

1 1 2( 1)n n n nx nx x n x        với mọi 3,4,5,...n   

Đặt 1n n ny x nx    thì ta có 1n ny y    và 2 2 12 1y x x     nên 1( 1)n
ny   . 

Suy ra 1
1 ( 1)n

n nx nx 
    hay 

1
1 ( 1)

! ( 1)! !

n
n nx x

n n n


 

 


, từ công thức sai phân này, tính tổng 

hai vế, ta có được 

1
11

2 2

( 1)
! 1! ! ( 1)! !

in n
n i i

i i

x x xx
n i i i
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Do đó 
11 1 1 ( 1)1 ...

! 2! 3! 4! !

n
nx

n n


       hay 

11 1 1 ( 1)! 1 ...
2! 3! 4! !

n

nx n
n

 
      

 
. 

Từ đó ta tính được 2009
1 1 1 1 12009! 1 ...
2! 3! 4! 2008! 2009!

x  
       

 
. 

Nhận xét. 

Cũng như nhiều bài toán truy hồi phi tuyến khác, ở đây ta cần tìm cách đặt thêm dãy số 
mới để đơn giản hóa quan hệ truy hồi (chỉ còn truy hồi giữa hai số hạng liên tiếp).  

Nếu đổi số hạng đầu tiên thành 1 0x   thì công thức của dãy số có thay đổi một ít là: 

0

1 1 1 1 ( 1) ( 1)! 1 ... !
1! 2! 3! 4! ! !

n in

n
i

x n n
n i

  
        

 
  với mọi .n  

Xét dãy số 
0

1 1 1 1 1...
0! 1! 2! ! !

n

n
i

y
n i

       thì ta có kết quả quen thuộc lim nn
y e


  (khai 

triển Taylor của xe  tại 1x  ). Liên hệ giữa ,n nx y  được cho bởi công thức 

lim 1
!

n n
n

x y
n

  hay 1lim
!
n

n

x
n e

 . 

Bài 2. 

Cho hàm số : [0;1]f   có đạo hàm cấp 2 liên tục và ( ) 0f x   trên [0;1] . Chứng minh 

rằng 
1 1 2

0 0
2 ( ) 3 ( ) (0)f t dt f t dt f   . 

Lời giải. 

Ta sử dụng tích phân từng phần với 
1 12

0 0
( ) ( ) ( )f t dt f t d t  . 

Đặt ( ), ( )u f t dv d t   thì ( )du f t  và chọn 1v t  . Ta có  

   11 1 12

0 0 00
( ) ( )( 1) ( ) 1 (0) ( ) 1f t dt f t t f t t dt f f t t dt          . 

Tiếp tục áp dụng tích phân từng phần với  1

0
( ) 1f t t dt  , ta được 
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31 1
2

0 0

(0) 2 1( ) 1 ( )
3 3 3

ff t t dt f x x x dx
 

      
 

  . 

Do đó, 
31 12 2

0 0

(0) 2 1( ) (0) ( )
3 3 3

ff t dt f f x x x dx
 

     
 

  . 

Với tích phân 
1

0
( )f t dt , ta đặt ( ),u f t dv dt   thì ( )u f t  và chọn 1v t  , ta được 

1 1 11

00 0 0
( ) ( )( 1) ( 1) ( ) (0) (1 ) ( )f t dt f t t t f t dt f t f t dt           

Tiếp tục áp dụng tích phân từng phần với 
1

0
(1 ) ( )t f t dt , ta được 

1 1 2

0 0

(0) 1(1 ) ( ) (1 ) ( )
2 2

ft f t dt t f t dt


      . 

Do đó, 
1 1 2

0 0

(0) 1( ) (0) (1 ) ( )
2 2

ff t dt f t f t dt


     . 

Bất đẳng thức cần chứng minh chính là 

31 12 2
0 0

(0) (0)1 2 12 (0) (1 ) ( ) 3 (0) ( ) (0)
2 2 3 3 3

f ff t f t dt f f t t t dt f
                      

   hay 

31 12 2
0 0
(1 ) ( ) ( ) 2 1 3t f t dt f t t t dt

 
     

 
  . 

Tuy nhiên, dễ thấy 
3

2 2(1 ) 2 1 3 , [0;1]t t t t       vì bất đẳng thức này tương đương với 

3
2 22 1 2t t t t t     , đúng theo BĐT Cauchy. 

Từ đó ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Cách dùng tích phân từng phần để biến đổi tích phân về dạng thích hợp để áp dụng giả 
thiết cũng khá phổ biến và đáng được chú ý. Nhờ nó mà ta đã chuyển hàm số dưới dấu 

tích phân dạng 2( )f x  thành ( )f x  và tận dụng được ( ) 0, [0;1]f x x    .  
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Dưới đây là một bài tương tự: 

Cho : [0;1]f   là một hàm khả vi cấp 2 và thỏa mãn ( ) 0, [0;1]f x x    . Chứng minh 

bất đẳng thức sau 

1 1 2

0 0
2 (1 ) ( ) ( )x f x dx f x dx   . 

Bài 3. 

Tìm tất cả các hàm số :f    thỏa mãn các điều kiện 

( ) 4 2009 ,
( ) ( ) ( ) 4, ,

f x x x
f x y f x f y x y

    
      




. 

Lời giải. 

Đặt ( ) ( ) 4g x f x   với mọi x  thì ta có 
( ) 2009 ,                         (1)
( ) ( ) ( ), ,        (2)

g x x x
g x y g x g y x y
   
     




. 

Trong (1), thay 0x  , ta có (0) 0g  . 

Trong (2), thay 0y  , ta có ( ) ( ) (0) (0) 0g x g x g g    . 

Do đó, ta phải có (0) 0.g   

Trong (1), thay x  bởi x , ta có ( ) 2009g x x   , suy ra ( ) ( ) 0g x g x   . 

Trong (2), thay y x  , ta có ( ) ( ) ( ) 0g x g x g x x     . 

Do đó, ta phải có ( ) ( ) 0g x g x    hay ( ) ( )g x g x   . 

Kết hợp với ( ) 2009g x x   , ta được ( ) 2009 ( ) 2009g x x g x x      với mọi .x  

Từ bất đẳng thức này và (1), ta suy ra ( ) 2009g x x  với mọi .x  

Do đó ( ) 2009 4f x x   với mọi x . 

Thử lại, ta thấy thỏa. 

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là ( ) 2009 4f x x   với .x  
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Nhận xét. 

Bài toán này có dạng một hệ bất phương trình hàm đại số. Tư tưởng chính để giải quyết 
dạng này là tận dụng các bất đẳng thức để:  

- Hoặc chỉ ra một điều vô lí nào đó. 

- Hoặc đưa về dạng a b a   thì dẫn đến đẳng thức a b  phải xảy ra.  

Dưới đây là một số bài tương tự: 

(1) Tìm tất cả các hàm số :f    thỏa mãn 

( ) ( ) ( ) 3 ( 2 3 )f x y f y z f z x f x y z         với mọi , , .x y z  

(2) Cho ,a b  là các số nguyên dương và nguyên tố cùng nhau. Xét hàm số :f    

thỏa mãn đồng thời các điều kiện: 

i) ( ) ( ) ,f x a f x a x     . 

ii) ( ) ( ) ,f x b f x b x     . 

Chứng minh rằng ( 1) ( ) 1f x f x    với mọi x . 

Bài 4. 

Giả sử ( ), ( )f x g x  là các hàm số liên tục trên   thỏa mãn các điều kiện 

( ( )) ( ( )), .f g x g f x x    

Chứng minh rằng nếu phương trình ( ) ( )f x g x  không có nghiệm thực, phương trình 

( ( )) ( ( ))f f x g g x  cũng không có nghiệm thực. 

Lời giải. 

Xét hàm số ( ) ( ) ( )h x f x g x  , dễ thấy ( )h x  liên tục trên  . Từ điều kiện đã cho, ta thấy 

( )h x  không có nghiệm thực. 

Giả sử tồn tại a b  sao cho ( )h a  và ( )h b  trái dấu thì ( ) 0h x   có nghiệm nằm giữa ,a b , 
mâu thuẫn. Do đó ( )h x  giữ nguyên dấu trên cả miền  . 
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Không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử ( ) 0,h x x    hay ( ) ( ),f x g x x   . 

Thay x  bởi ( )f x , ta có        ( ) ( ) ( ) ( )f f x g f x f g x g g x    với mọi .x  

Từ đó suy ra phương trình ( ( )) ( ( ))f f x g g x  không có nghiệm thực. 

Nhận xét.  

Ở đây ta áp dụng định lí trung gian cho hàm liên tục, một kết quả quen thuộc là nếu 
trên một miền ,D  hàm số vô nghiệm thì nó không đổi dấu trên .D  Định lí này còn rất 
hữu ích trong nhiều trường hợp, chẳng hạn để giải một bất phương trình rắc rối, ta 
chuyển về giải phương trình tìm các nghiệm rồi lập bảng xét dấu là xong. 

Dưới đây là một bài tương tự với bài toán trên: 

Cho , : [0;1] [0;1]f g   là các hàm số liên tục, thỏa mãn ( ( )) ( ( ))f g x g f x  với mọi .x  

a. Chứng minh rằng tồn tại 0 [0;1]x   sao cho 0 0( ) ( ).f x g x  

b. Giả sử rằng ( )f x  đơn điệu, chứng minh tồn tại 0 [0;1]x   sao cho 0 0 0( ) ( ) .f x g x x   

c. Hãy cho phản ví dụ trong trường hợp thay miền [0;1]  bởi .  

Bài 5. 

Cho hai dãy số ( ),( )n nx y  xác định bởi công thức 

2
1 1 1 1 2

3 , 1 , , 1,2,3,...
1 1

n
n n n n

n

y
x y x x x y n

y
       

 
 

Chứng minh rằng (2; 3)n nx y   với 2,3,4,...n   và lim 0nn
y


 . 

Lời giải. 

Đặt 1 1cot 3x a   với 
6

a 
 , ta có 

2

2
2 2

2cos1 cos 1 2cot 1 cot cot cot cos
sin sin 2 2 32sin cos

2 2

a
a ax a a a

a aa a


        


. 
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Do đó, bằng quy nạp, ta chứng minh được cot
2 3n nx 




 với 1n  . 

Tương tự, đặt 1 tan 3y b   với 
3

b 
  thì ta có  

2 2 2

2sin costan tan sin 2 2 tan tan
1 1 cos 2 3 21 1 tan 1 2cos

cos 2

b b
b b b by

bbb
b


     

   
. 

Bằng quy nạp, ta cũng chứng minh được rằng 1tan
3 2n ny 





 với 1n  . 

Từ đó suy ra  1
2 2

2 tan 23 2cot tan cot
3 2 3 2 3 2 1 tan 1 tan

3 2 3 2

n

n n n n n

n n

x y


  

 
  

    
 

 với mọi 

1n  . Ta thấy 2tan 0
3 2n





 và 2 2 1tan tan

6 33 2n

 
 


 nên  

2 3n nx y   với mọi 2,3,4,...n   

Ta cũng có 1lim lim tan tan 0 0
3 2n nn n

y 
 

  


. Ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Các biểu thức có dạng 2( ) 1f x x x    và 
2

( )
1 1

xg x
x


 

 rất dễ gợi ý cho ta nghĩ 

đến các hàm lượng giác vì (cot ) cot
2
xf x   và (tan ) tan

2
xg x  . Sau khi đã tìm được các 

công thức tổng quát thì công việc lại là chỉ cần xử lí đại số là xong. Do đó, việc chú ý các 
đặc trưng hàm của các hàm số quen thuộc cũng là một công việc có ích khi nó giúp ta 

nhận biết bản chất của vấn đề nhanh chóng hơn. Chẳng hạn 
3

4 2

4 4( )
6 1

x xf x
x x




 
 thỏa 

mãn tính chất sau (tan ) tan 4 .f x x  

Một bài toán tương tự: 
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Cho dãy số ( )nu  xác định bởi 1 2 1 11, 2, 3 , 2n n nu u u u u n      và xét dãy số sau 

1
arc cot , 1,2,3,...

n

n i
i

v u n


  Tính giới hạn lim nn
v


. 

Bài 6.  

a) Cho ( )P x  là đa thức bậc n  có hệ số thực. Chứng minh rằng phương trình 2 ( )x P x  có 

không quá 1n  nghiệm thực. 

b) Cho 3( ) , ( )f x x f x x   là những hàm số đơn điệu tăng trên  . Chứng minh rằng hàm 

số 23( )
2

f x x  cũng là hàm số đơn điệu tăng trên .  

Lời giải. 

a) Xét hàm số ( ) 2 ( )xg x P x   thì dễ thấy do ( )P x  là đa thức bậc n  nên  

( 1) ( 1) 1( ) 0 ( ) 2 (ln 2) 0n n x nP x g x      . 

Đạo hàm cấp 1n  của hàm số ( )g x  không đổi dấu nên theo định lí Rolle thì phương 

trình ( ) 0g x   có không quá 1n  nghiệm. Ta có đpcm. 

b) Giả sử tồn tại a b  sao cho 2 23 3( ) ( )
2 2

f a a f b b   , suy ra 

3 3 2 3 3 23 3( ) ( )
2 2

f a a a a f b b b b
   

            
   

 và 

2 23 3( ) ( )
2 2

f a a a a f b b b b
   

            
   

. 

Theo giả thiết thì 3( ) , ( )f x x f x x   là các hàm số đơn điệu tăng trên   nên 

3 3( ) ( )f a a f b b    và ( ) ( )f a a f b b   . 

Từ đó suy ra ,a b  nằm trong miền mà các hàm số 3 23
2

x x  và 23
2

x x  nghịch biến. 
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Ta thấy 3 23
2

x x  nghịch biến trên 30;
3

 
 
  

, còn hàm số 23
2

x x  thì nghịch biến trên 

3 ;
3

 
 

  
 nên ta phải có đồng thời 3 3 3, 0; ;

3 3 3
a b

              
          

. 

Tuy nhiên a b  nên điều này không thể xảy ra nên điều giả sử là sai. 

Vậy hàm số 23( )
2

f x x  là đơn điệu tăng trên  . 

Nhận xét. 

Ở câu a, ta thấy rằng phương trình đã cho có dạng hàm số mũ bằng đa thức. Ta biết 

rằng đạo hàm cấp 1n  của đa thức bậc n  là bằng 0 còn của hàm số mũ dạng xa  thì lại 
không đổi dấu nên xử lí hoàn toàn dễ dàng. Một câu hỏi đặt ra là ứng với mỗi số 

nguyên dương ,n  có luôn tồn tại đa thức bậc n  thỏa mãn phương trình 2 ( )x P x  có 
đúng 1n  nghiệm không?  

Câu b của bài này tuy không mới nhưng khá thú vị. Dù chỉ đơn thuần áp dụng định 
nghĩa của hàm đơn điệu nhưng cũng đòi hỏi phải lựa chọn hướng tiếp cận phù hợp là 
phản chứng. Ta có thể đi theo một con đường tự nhiên hơn là khảo sát dấu đạo hàm:  

Giả thiết đã cho có thể viết lại là  

2( ) 1, ( ) 3f x f x x    với mọi x . 

Ta cần chứng minh ( ) 3f x x   với mọi .x  

Rõ ràng ( ) 0f x   nên ta chỉ cần xét với 0x   vì nếu 0x   thì hiển nhiên 3 ( )x f x , ta 

nhân hai bất đẳng thức đã cho, vế theo vế, lại thì được 

 2 2( ) 3 ( ) 3f x x f x x     với mọi .x  

Với cách tiếp cận này, rõ ràng độ khó của hai bài a và b là như nhau. 
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2010 

   

Nhận xét chung. 

Có thể nói trong các năm gần đây thì đề thi Giải tích 2010 là đề hay nhất với độ phân loại, tính 
mới mẻ của dạng Toán cũng như độ bao quát (bên cạnh đó thì đề Đại số 2010 cũng là một đề hay, 
nhiều câu khá thú vị). Nếu như ở các câu 2, 3 là quá quen thuộc và dễ thì câu 1 và 6 sẽ thuộc 
dạng trung bình, cần phải đầu tư thích hợp mới giải quyết được trọn vẹn. Câu 4 và 5 chính là 
điểm nhấn của đề với đặc trưng giải tích mà ta có thể nhận định là “thực sự dành cho SV thi 
Olympic”. Sẽ không quá khó khăn để giải các câu 1, 2, 3 và 6 nhưng để giải quyết trọn vẹn hai 
câu còn lại thì đúng là một thử thách không nhỏ. 

Bài 1. 

Cho hàm số ( ) ln( 1).f x x   

a. Chứng minh rằng với mọi 0,x   tồn tại duy nhất số thực c  thỏa mãn ( ) ( )f x xf c  mà 

ta kí hiệu là ( ).c x  

b. Tính 
0

( )lim .
x

c x
x

 

Lời giải. 

a. Ta cần chứng minh rằng phương trình ln( 1) 1
1

x
x c





 có nghiệm duy nhất là c  với 

mọi 0.x   Dễ dàng tính được 1.
ln( 1)

xc
x

 


 

b. Ta cần tính giới hạn 

0 0 0

1
( ) ln( 1)ln( 1)lim lim lim

ln( 1)x x x

x
c x x xx

x x x x    


  


. 
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Theo quy tắc L’Hospital thì  

20 0 0 0 0

11ln( 1) ln(1 ) 1 11lim lim lim lim lim
1ln( 1) ln(1 ) 2 2

1
x x x x x

x x x x x x
x x x xx

x

        

      
 



. 

Vậy giới hạn cần tìm là 1 .
2

 

Nhận xét.  

Đây là một bài cơ bản kiểm tra các kiến thức về đạo hàm, giới hạn. Tuy không khó 
nhưng phát biểu tương đối lạ và nếu ở đây không dùng quy tắc L’Hospital hoặc dùng 
nhưng không tách ra thành 2 phần để tính riêng thì cũng khá vất vả mới chỉ ra được 
giới hạn như trên. 

Bài 2. 

Cho dãy ( )nx  xác định bởi  2010
1 11, 1n n nx x x x    với 1,2,3,...n   

Tính giới hạn 
20102010 2010

1 2

2 3 1

lim ... n
x

n

xx x
x x x



 
    

 
. 

Lời giải. 

Trước hết, ta thấy dãy này tăng thực sự và nếu dãy này bị chặn thì tồn tại giới hạn, đặt 
giới hạn đó là 0L  . Chuyển công thức xác định của dãy qua giới hạn, ta có 

2010(1 ) 0,L L L L     mâu thuẫn. 

Do đó lim .nx
x


   Với mỗi 1k  , ta có 

2010 2011
1

1 1 1 1

1 1k k k k

k k k k k k k

x x x x
x x x x x x x



   


    . 

Suy ra 
20102010 2010

1 2

2 3 1 1 1

1 1lim ... lim 1n
x x

n n

xx x
x x x x x 

 

   
            

. 

Vậy giới hạn cần tính là 1. 
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Nhận xét. 

Dạng giới hạn dãy số này khá phổ biến và trong đề Giải tích trước đó cũng đã có xuất 
hiện. Ta có thể liệt kê ra các bước chính để xử lí dạng Toán này là: 

- Chứng minh dãy ( )nu  không bị chặn và tiến tới vô cực (thực ra nếu nó tiến tới một 

điểm cụ thể nào đó thì cũng giải quyết tương tự). 

-  Biểu diễn từng số hạng thành dạng sai phân rồi rút gọn. 

- Tính toán giới hạn thu được rồi kết luận. 

Một số bài toán tương tự: 

(1) Cho 0a   và xét dãy số ( )nu  được xác định bởi 
2

1 11, n
n n

u
u u u

a    với 1,2,3,...n   

Tính giới hạn của tổng 31 2

2 3 4 1

... n

n

u uu u
u u u u 

    . 

(2) Cho dãy số ( )nx  xác định bởi 
2

1 1 1
1

41 ,
2 2

n n n
n

x x x
x x    
   với mọi 2.n   

Đặt 2
1

1n

n
k k

y
x

 . Chứng minh rằng: 

a. Dãy số ( )ny  có giới hạn hữu hạn và tìm giới hạn đó. 

b. Dãy số nx
n

 hội tụ về 1. 

Bài 3. 

Cho số thực a  và hàm số ( )f x  khả vi trên [0; )  thỏa mãn các điều kiện (0) 0f   và 

( ) ( ) 0f x af x   với mọi [0; )x  . 

Chứng minh rằng ( ) 0f x   với mọi 0.x   

Lời giải. 
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Xét hàm số ( ) ( )axg x e f x  với [0; )x   thì dễ thấy hàm số này khả vi trên [0; )  và 

 ( ) ( ) ( ) 0axg x e f x af x     với mọi [0; )x  . 

Do đó 0( ) (0) (0) 0g x g e f    với mọi [0; )x  . 

Từ đó suy ra ( ) 0axe f x   hay ( ) 0f x   với mọi 0.x   

Nhận xét. 

Câu hỏi dạng này đã xuất hiện nhiều trước đó và ở đây được giới thiệu với hình thức 
khá đơn giản. Tuy nhiên, cách đặt hàm số như thế nếu chưa sử dụng để giải toán lần 
nào thì nói chung cũng không phải dễ dàng để nghĩ ra. 

Bài 4. 

Cho hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0;1] . Giả sử rằng  

1 1

0 0
( ) ( ) 1f x dx xf x dx   . 

Chứng minh rằng tồn tại điểm (0;1)c  sao cho ( ) 6.f c   

Lời giải. 

Xét hàm số ( ) 6 2g x x   thì dễ dàng thấy rằng 

1 1

0 0
( ) ( ) 1g x dx xg x dx   . 

Từ đó suy ra  1

0
( ) ( ) 0f x g x dx  . 

Đặt ( ) ( ) ( )h x f x g x   thì ( )h x  liên tục trên [0;1]  và có tích phân 
1

0
( ) 0h x dx  . 

Do đó không thể có ( ) 0, (0;1)h x x    hoặc ( ) 0, (0;1)h x x   . Suy ra phương trình 

( ) 0h x   có ít nhất một nghiệm trong (0;1).  

Giả sử ( ) 0h x   chỉ có một nghiệm là (0;1)x a  . Ta có các trường hợp: 

(1) Nếu ( ) 0h x   với mọi (0; )x a  thì ( ) 0h x   với mọi ( ;1).x a  Ta có 
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1 1 1 1 1

0 0 0 0 0
1 1

0 0

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

a

a
a

a

xf x dx xf x dx xg x dx xh x dx xh x dx xh x dx

ah x dx ah x dx ah x dx

     

   

     
  

 

Suy ra 
1

0
( ) 1xf x dx  , mâu thuẫn với giả thiết. 

(2) Nếu ( ) 0h x   với mọi (0; )x a  thì ( ) 0h x   với mọi ( ;1).x a  Chứng minh tương tự, 

ta cũng có 
1

0
( ) 1xf x dx  , mâu thuẫn. 

Suy ra phương trình ( ) 0h x   phải có ít nhất hai nghiệm trong (0;1) . Giả sử hai nghiệm 

đó là , (0;1)a b  với a b . 

Ta có ( ) ( ) 0h a h b   nên ( ) ( ) ( ) ( )f b f a g b g a   . Do tính liên tục của hàm số ( ),h x  theo 

định lí Lagrange thì tồn tại ( ; ) (0;1)c a b   sao cho  

( ) ( ) ( ) ( )( ) 6f b f a g b g af c
b a b a
    
 

. 

Từ đây ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Hàm số ( )g x  được đưa vào đúng là khá bất ngờ và cũng đúng là nó thỏa mãn giả thiết 

1 11 1 1 12 2 3 2

0 0 0 00 0
( ) (6 2) (3 2 ) 1, ( ) (6 2 ) (2 ) 1g x dx x dx x x xg x dx x x dx x x             . 

Liên hệ giữa giả thiết và kết luận rất khéo và một cái khó của bài toán chính là ( ) 6f c  , 

tại sao lại là số 6, số khác có được không? Hãy phân tích kĩ thêm bài toán để có câu trả 
lời thích hợp.  

Một bài tổng quát xuất phát từ ý tưởng của bài toán này: 

Cho các số dương , .a b  Xét hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0; ]a . Giả sử rằng  

0 0
( ) ( )

a a
f x dx xf x dx b   . 

Chứng minh rằng tồn tại điểm (0; )c a  sao cho 3

6 (2 )( ) .b af c
a
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Bài 5. 

Cho đa thức ( )P x  bậc n  có hệ số thực sao cho ( 1) 0P    và ( 1)
( 1) 2

P n
P
 

 


. Chứng minh 

rằng ( )P x  có ít nhất một nghiệm 0x  với 0 1.x   

Lời giải. 

Giả sử 1 2, ,..., nx x x  là các nghiệm (thực hoặc phức) của ( )P x . Khi đó, theo định lí Bezout 

thì tồn tại k  sao cho 
1

( ) ( )
n

i
i

P x k x x


  . Ta có các công thức 

1 1

( ) 1 ( 1) 1
( ) ( 1) 1

n n

i ii i

P x P
P x x x P x 

  
   

    . 

Do đó 
1 1

1( 1) 1 1 1
2 ( 1) 2 1 2 1

n n
i

i ii i

xn P
P x x 

    
      

     
  .  

Ta có 
2

2 2

11 ( 1)( 1) 1
Re

1 11 1
ii i i i

i ii i

xx x x x
x xx x

    
   

   
 với mọi 1,2,3,...,i n . 

Vì ( 1)
2 ( 1)
n P

P
 

 


  nên 
2

2
1

1
0

1

n
i

i
i

x

x





 . 

Từ đẳng thức này ra ( )P x  phải có ít nhất một nghiệm 0x  mà 0 1x  . 

Nhận xét. 

Cái khó của bài này chính là phải xử lí trên số phức các nghiệm của phương trình. Tất 
nhiên dù là thực hay phức thì đa thức cũng thỏa mãn định lí Bezout, định lí Viete,... 
Thực ra nếu thay đa thức đã cho bằng đa thức có n  nghiệm thực thì lời giải vẫn tương 
tự nhưng lập luận trên tập số thực sẽ dễ dàng hơn, đến đoạn  

2

2
1 1

1 1( 1) 1 1 0
2 ( 1) 2 1 2 ( 1)

n n
i i

i ii i

x xn P
P x x 

    
            

   

thì bài toán hoàn tất. Dạng toán này khá lâu mới có xuất hiện lại trong đề Olympic SV. 
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Các bài toán tương tự: 

(1) Giả sử đa thức  2008( ) 0P x x mx m m     và có đủ 2008 nghiệm thực. Chứng minh 

rằng trong các nghiệm của ( )P x , có ít nhất một nghiệm 0x  thoả mãn điều kiện 0 2x  . 

(2) Cho đa thức 6 5 4 3 2( ) 3 9 18 21 15 6 1, .P x x x x x x x x         Chứng minh rằng 

( )P x  có 3 nghiệm , ,a b c  thực hoặc phức phân biệt mà 3a c b   . 

Bài 6.  

a. Tìm tất cả các hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0;1]  sao cho (1) (0)f ef  và  

2
1

0

( ) 1
( )

f x dx
f x

 
 

 
 . 

b. Tìm tất cả các hàm số :f    liên tục thỏa mãn (1) 2010f   và  

( ) 2010 ( ) 2010 ( )yxf x y f y f x    với mọi , .x y  

Lời giải. 

a. Ta có  

2 2
1 1 0

0 0 0

2 2 2
1 1 11

00 0 0

( ) ( ) ( )0 1 2 1
( ) ( ) ( )

( ) ( ) (1) ( )2 ln ( ) 1 2 ln 1 1
( ) ( ) (0) ( )

f x f x f xdx dx dx
f x f x f x

f x f x f f xdx f x dx dx
f x f x f f x

     
       

   

       
            

     

  

  
 

Từ đó ta có 
2

1

0

( ) 1
( )

f x dx
f x

 
 

 
 . 

Hơn nữa, theo giả thiết thì 
2

1

0

( ) 1
( )

f x dx
f x

 
 

 
  nên đẳng thức phải xảy ra, tức là 

2
1

0

( ) 1 0
( )

f x dx
f x
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Do hàm số ( )f x  khả vi liên tục trên [0;1]  nên ta được 

( ) 1
( )

f x
f x


  với mọi [0;1].x  

Suy ra ( ) ( ), [0;1]f x f x x  , do đó ( ) , 0xf x ce c  . 

Thử lại, ta thấy hàm số này thỏa mãn đề bài. 

b. Từ giả thiết, ta có 

( )2010 ( ) 2010 ( ) 2010 ( )x y y xf x y f y f x       với mọi , .x y  

Đặt 2010 ( ) ( )x f x g x  . Ta có 

( ) ( ) ( )g x y g x g y    với mọi , .x y  

Đây chính là phương trình hàm Cauchy và nhờ tính liên tục của ( )g x , ta thu được 

nghiệm là ( )g x ax , suy ra ( ) 2010xf x ax  . Hơn nữa, từ điều kiện (1) 2010f  , ta có 

1a   và ( ) 2010xf x x  . 

Thử lại ta thấy hàm số này thỏa mãn. 

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là ( ) 2010 , .xf x x x    

Nhận xét. 

Câu a của bài toán này đưa về một phương trình vi phân, nói chung ít xuất hiện trong 
các kì thi Olympic SV. Nếu không công nhận các lí thuyết về phần này thì khó có thể 

chứng minh rằng ( ) , 0xf x ce c   đã mô tả hết các nghiệm có thể có. Đoạn lập luận để 

dẫn đến đẳng thức xảy ra đã khéo léo sử dụng được giả thiết. Câu b thì dễ hơn rõ ràng 

vì chỉ cần một thao tác chia hai vế cho 2010x y  là đưa được về phương trình hàm 
Cauchy. Có lẽ hầu hết các thí sinh sẽ ưu tiên xử lí bài này hơn là chọn câu a. 
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2011 

   

Nhận xét chung. 

Đề thi này không có bài nào quá khó, hầu hết các câu ở mức độ trung bình và cũng mang tính 
suy luận dựa trên kiến thức cơ bản về hàm số, giới hạn,... chứ không đòi hỏi phải có quá nhiều 
kinh nghiệm thi cử. Các câu 1, 2, 6 là dễ; 3,4 là trung bình và câu 5 là một bài khá mới chứ 
không khó (ở đề Đại số của năm này cũng có bài về định thức ma trận nhưng phát biểu thông 
qua một bài toán trò chơi khá thú vị). Đề thi như vậy rõ ràng là hay nhưng một điều hơi tiếc là 
cũng chưa có sự xuất hiện nhiều của các yếu tố Giải tích cao cấp như: khai triển Taylor, định lí 
Lagrange, các tính chất của tích phân cũng còn khá mờ nhạt (một học sinh THPT bỏ đi câu 6b 
thì cũng có thể làm trọn vẹn đề này). 

Bài 1. 

Cho hàm số 2( )
( 1)

xef x
x




. 

a. Chứng minh rằng ( )f x x  có nghiệm duy nhất trong 1 ;1
2
 
 
 

 và ( )f x  đồng biến. 

b. Chứng minh dãy số ( )nu  xác định bởi 1 11, ( )n nu u f u   thỏa mãn 1 ;1 ,
2nu n 

  
 

. 

Lời giải. 

a. Xét hàm số ( ) ( )g x f x x   thì  

3

( 1)( ) ( ) 1 1 0
( 1)

xx eg x f x
x
     


 với mọi 1 ;1
2

x  
  
 

. 

Do đó, ( )g x  đơn điệu giảm trên 1 ;1
2
 
 
 

. 
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Mặt khác, ta cũng có 1 4 1 8 9 0
2 9 2 18

e eg   
    

 
 và (1) 1 0

4
eg    , ( )g x  liên tục trên 

1 ;1
2
 
 
 

 nên suy ra phương trình ( ) 0g x   hay ( )f x x  có nghiệm duy nhất trong 1 ;1
2
 
 
 

. 

Ta có 3

( 1)( )
( 1)

xx ef x
x
 


 và 
2

4

( 2 3)( ) 0
( 1)

xx x ef x
x
   


 với mọi 1 ;1
2

x  
  
 

. 

Do đó hàm số ( )f x  đồng biến trên 1 ;1
2
 
 
 

. 

b. Ta sẽ chứng minh bằng quy nạp rằng 1 ;1 , 1
2nu n 

   
 

 (*). 

Thật vậy, 

- Với 1n   thì 1
11 ;1
2

u  
   

 
, tức là (*) đúng với 1.n   

- Giả sử (*) đúng với n k , ta có 1 ;1
2ku  

  
 

. Do tính đơn điệu của hàm số ( )f x  trên 

miền 1 ;1
2
 
 
 

, ta có 1
1 4(1) ( )
2 4 9k k

e ef f u f u 

 
     

 
. 

Do đó 1
4 1; ;1

4 9 2k
e eu 

   
    

   
. Ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Các kĩ thuật sử dụng trong bài này đều quen thuộc, chỉ cần nắm vững tính chất của 
hàm số là có thể xử lí tốt. Ý tưởng quy nạp cho câu b cũng khá tự nhiên. 

Thực ra đây là một bài toán cũ và ở đây không thấy sự xuất hiện câu hỏi quan trọng 
nhất của bài toán gốc là: Chứng minh dãy số ( )nu  hội tụ. Các ý a, b nhằm phục vụ cho 

việc chứng minh này. 

Bài 2. 

Tính tích phân 
1

0 2 4 21 3 1
dx

x x x x    
 . 
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Lời giải. 

Xét hàm số 
2 4 2

1( )
1 3 1

g x
x x x x


    

 với [ 1;1]x  . Ta thấy rằng 

1(0)
2

g   và 2

1( ) ( )
1

g x g x
x

  


. 

Ta cũng có 
2 2 4

3

1 1 3( )
2( )

x x x xg x
x x

    



. 

Do đó 

 

1 0 1 0 1

1 1 0 1 0

1 1

20 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .
41

I g x dx g x dx g x dx g x d x g x dx

dxg x g x dx
x


 

      

    


    

 
. 

Vậy tích phân cần tính là .
4
  

Nhận xét. 

Việc đặt thêm hàm ( )g x  và nhân liên hợp như trên là hoàn toàn tự nhiên, kể cả tính 

chất 2

1( ) ( )
1

g x g x
x

  


 cũng được chứng minh hoàn toàn dễ dàng. Tuy vậy, đối với 

nhiều bạn chưa nắm vững về tích phân suy rộng thì sẽ không “dám” nhân liên hợp 
kiểu như vậy do miền cần tính tích phân có chứa số 0 và sẽ khó có thể tìm được một lời 
giải thứ hai thay thế. 

Bài 3. 

Cho hai dãy số ( )nx  và ( )ny  thỏa mãn các điều kiện 

1 2
n n

n

x y
x 


  và 

2 2

1 2
n n

n

x y
y 


  với n . 

a. Chứng minh rằng các dãy ( )n nx y , ( )n nx y  là những dãy đơn điệu tăng. 

b. Giả sử các dãy số ( ),( )n nx y  bị chặn. Chứng minh rằng hai dãy này cùng hội tụ về một 

điểm nào đó. 
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Lời giải. 

a. Dễ thấy rằng các dãy ( ),( )n nx y  dương với 2.n   

Đặt ,n n n n n nx y s x y p   . Ta có 

1 2 2
n n n

n n

x y s
x p


    và 

2 2

1 2 2 2
n n n n n

n n

x y x y s
y p

 
    . 

Suy ra 1 1 1n n n ns x y s      và 
2

1 1 1 4
n

n n n n

s
p x y p     , tức là ( )n nx y , ( )n nx y  là những 

dãy đơn điệu tăng. 

b. Do các dãy ( )nx  và ( )ny  bị chặn nên dãy ( )n nx y  bị chặn, hơn nữa nó là dãy đơn 

điệu tăng nên có giới hạn.  

Giả sử lim( ) lim 0n n nn n
x y s s

 
    . Ta cũng có 

2

4
n

n

s
p   và ( )ns  tăng nên 

2

4n
sp  , tức là 

dãy ( )np  cũng bị chẵn và dãy này cũng đơn điệu tăng nên nó có giới hạn, đặt là p  với 
2

0 .
4
sp   Mặt khác, ta có 

2

1 4
n

n

s
p    nên 

2 2

lim lim
4 4
n

nn n

s sp p
 

   . 

Từ đó suy ra 
2

4
sp   hay 2 4s p .  

Theo định lí Viete thì ,n nx y  là các nghiệm dương của phương trình 2 0n nt s t p    và 

các nghiệm của phương trình này là  

   2 21 14 , 4
2 2n n n n n ns s p s s p    . 

Suy ra    2 21 1lim lim lim 4 lim 4
2 2 2n n n n n n n nn n n n

sx y s s p s s p
   

        . 

Nhận xét. 

Các dãy số trong bài toán chính là các đại lượng chuyển đổi giá trị trung bình. Câu a 
được giải dễ dàng bằng quy nạp nhưng câu b thực sự không đơn giản và rất dễ bị ngộ 
nhận. Nhiều bạn sẽ chứng minh được hai dãy hội tụ nhưng để chứng minh được chúng 
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cùng hội tụ về một điểm qua không đặt thêm hai dãy ,n ns p  thì sẽ rất dễ bị ngộ nhận (tất 

nhiên là có một số cách khác để thực hiện điều này). Dưới đây là một số bài tương tự có 
cùng dạng: 

(1) Cho hai dãy số ( ),( )n nx y  thỏa mãn 1 10, 0x a y b     và 

1 1
1 1,

2
n n

n n n n

x y
x y x y 

 


   với 2,3,4,...n   

Chứng minh rằng hai dãy đã cho hội tụ và lim limn nn n
x y

 
 . 

(2) Cho hai dãy số ( ),( )n nx y  thỏa mãn 1 10, 0x a y b     và 

1 1

1 1

2,
1 12

n n
n n

n n

x y
x y

x y

 

 


 


 với 2,3,4,...n   

Chứng minh rằng hai dãy đã cho hội tụ và lim limn nn n
x y

 
 . 

Bài 4. 

Cho ,    thỏa mãn điều kiện *1 11 1 ,
n n

e n
n n

  
   
        

   
  

Tìm min   . 

Lời giải. 

Từ giả thiết, ta có 1
1ln 1

n

n

   
 

 
 

 với mọi .n  

Xét hàm số 1( )
1ln 1

f x x

x

 
 
 

 

 với 1x   thì dễ thấy f  tăng. Suy ra dãy 1
1ln 1

n

n

 
 
 
  

  
  

 

tăng. Do đó, ta có đánh giá sau: 

1 1 1 1min min sup 1 lim
ln 21 1 1ln 1 ln 1 ln 1

n
n n n

n n n
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Theo quy tắc L’Hospital, ta có 

 
0 0

1 1 1 ln(1 ) 1lim lim lim
ln(1 ) ln(1 ) 21ln 1

n t t

t tn
t t t t

n
  

 
                        

  

. 

Do đó 1 1 3 1min 1
ln 2 2 2 ln 2

       . 

Nhận xét. 

Ở bài toán này, ta chỉ cần tìm chặn trên và chặn dưới cho hàm số 1( )
1ln 1

f n n

n

 
 
 

 

 để 

từ đó xác định được khoảng cách lớn nhất giữa ,   là xong. Hàm số được chọn ở đây 
có thể thay bằng một hàm tùy ý và câu hỏi như trên khá phổ biến trong các bài toán về 
khảo sát miền giá trị của hàm số.  

Tuy nhiên, có nhiều thí sinh sẽ ngộ nhận do biết trước kết quả quen thuộc sau 

1
*1 11 1 ,

n n

e n
n n


   
        

   
  

Và từ đó kết luận 0, 1    dẫn đến sai lầm đáng tiếc. 

Bài 5. 

Ta gọi đoạn thẳng [ , ]   là đoạn thẳng tốt nếu với mọi bộ số , ,a b c  thỏa mãn điều kiện 

2 3 6 0a b c    thì phương trình 2 0ax bx c    có nghiệm thực thuộc đoạn [ , ]  . Trong 

tất cả các đoạn thẳng tốt, tìm đoạn có độ dài nhỏ nhất. 

Lời giải. 

Với 0a   thì 3 6 0b c   và phương trình 2 0ax bx c    có nghiệm là 1
2

x  , suy ra đoạn 

tốt phải chứa số 1 .
2

 Do đó 1
2

   . 
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Xét 0a  , khi đó không mất tính tổng quát, ta có thể giả sử 3a   và 2 2b c   . Phương 
trình đã cho viết lại thành 

23 2(1 ) 0x c x c    . 

Phương trình này có hai nghiệm là 
2 2

1 2
1 1 1 1,

3 3
c c c c c cx x       

  . 

 

Dễ thấy rằng 1 2,x x  là các hàm số liên tục và tăng theo biến c ; hơn nữa, ta có  

1 2
1lim lim
2c c

x x
 

  . 

Giả sử [ , ]   là một đoạn thẳng tốt. Khi đó, rõ ràng tồn tại duy nhất giá trị 0c  sao cho 

1 0( )x c  . Với 0c c  thì 1( )x c  , tức là 1( )x c  nằm ngoài đoạn tốt, suy ra 2( )x c  . 

Cho 0( )c c   thì 2 0( ) .x c   Từ đó, ta có 

2
0 0

1 0 2 0

2 1 3( ) ( )
3 3
c c

x c x c 
 

     . 

Do đó, độ dài đoạn thẳng tốt không thể bé hơn 3
3

. Ta sẽ chỉ ra tồn tại duy nhất đoạn 

thẳng như vậy. 

Thật vậy, nếu chọn 3 3 3 3,
6 6

 
 

   thì 
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- Nếu 1
2

c  , ta có 2
1, [ , ]
2

x   
 

  
 

. 

- Nếu 1
2

c  , ta có 1
1 ; [ , ]
2

x   
 

  
 

. 

Vậy đoạn thẳng tốt có độ dài nhỏ nhất là 3 3 3 3;
6 6

  
 
  

. 

Nhận xét. 

Đây là một bài toán rất thú vị với phát biểu khá lạ mắt, xuất phát từ một bài toán cũ 
hơn là với điều 2 3 6 0a b c    đã cho, chứng minh phương trình bậc hai 2 0ax bx c    
luôn có nghiệm. Cần hiểu rõ bản chất của câu hỏi là: đoạn tốt là đoạn chứa ít nhất một 
nghiệm của phương trình đã cho chứ không phải chứa đồng thời cả hai nghiệm.  

Một câu hỏi mở rộng khó hơn từ bài toán này là: 

Với các số ,   như đã định nghĩa, chứng minh rằng 22
3

     .  

Bài 6. 

a. Tìm hàm số :f    thỏa mãn điều kiện 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) 4 ( )x y f x y x y f x y xy x y        với mọi ,x y . 

b. Cho hàm số f  liên tục trên 1 ; 2
2
 
 
 

 và thỏa mãn điều kiện 

1 1( ) 2xf x f
x x

 
  

 
 với mọi 1 ; 2

2
x  

  
 

. 

Chứng minh rằng 
2
1
2

( ) 2 ln 2f x dx  . 

Lời giải. 

a. Đặt ,u x y v x y     thì ,
2 2

u v v ux y 
   nên ta có  
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2 21( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
4

uf v vf u u v u v u v u v           với ,u v . 

hay    3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )uf v vf u u v uv v f u u u f v v        . 

Nếu 0uv   thì ta viết đẳng thức trên thành 

3 3( ) ( )f u u f v v
u v
 

 . 

Do đó tồn tại c  sao cho 
3

3( ) , 0 ( ) , 0f u u c u f u u cu u
u


        . 

Nếu 0uv   thì dễ thấy (0) 0f  , nhưng hàm số 3( )f u u cu   cũng thỏa mãn điều này. 

Thử lại ta thấy hàm số 3( )f x x cx   thỏa mãn. 

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là 3( ) , .f x x cx x    

b. Xét 
2
1
2

( )I f x dx  . Đặt 2tx   thì 2 ln 2tdx dt , thay vào tích phân này, ta được 

1

1
ln 2 (2 )2t tI f dt


  . 

Tương tự, đặt 2 tx  , ta được 
1

1
ln 2 (2 )2t tI f dt 


  . 

Với [ 1;1]t   thì 12 ; 2
2

t  
  
 

 nên theo giả thiết, ta có 

(2 )2 (2 )2 2t t t tf f    . 

Do đó,  

 1 1

1 1
2 ln 2 (2 )2 (2 )2 ln 2 2 4 ln 2t t t tI f f dt dt 

 
     . 

Suy ra 2 ln 2I  . Ta có đpcm. 

Nhận xét. 
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Có lẽ khi gặp phần tự chọn này, hầu hết các bạn thí sinh đều sẽ chọn câu a vì nó quen 
thuộc và dễ xử lí. Chỉ cần vài phép đổi biến đơn giản là có thể chuyển về đại lượng có 

dạng 
3 3( ) ( )f u u f v v

u v
 

  thì mọi chuyện xem như đã hoàn tất (nó phải là hằng số), đặt 

đại lượng này là c  rồi từ đó thay ngược dần lên để ra kết quả. 

Một bài toán tương tự: 

Tìm hàm số :f    thỏa mãn điều kiện 

4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y f x y x y f x y xy x y        với mọi ,x y . 

Ở câu b của bài toán, ngoài cách đổi biến thành dạng 2t  như trên, ta có thể làm trực tiếp 
như sau. Ta có  

2 1 2
1 1 1
2 2

( ) ( ) ( )I f x dx f x dx f x dx     , trong tích phân thứ hai, đặt 2

1 dtx dx
t t

     thì 

12 1 1 1 1
2

1 1 1 1 12 2 21
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )dtI f x dx f x dx f f x dx f dx f x f dx
t x xt x x

      
            

      
      . 

Từ giả thiết, ta có 2

1 1 2( )f x f
x xx

 
  

 
 với mọi 1 ; 2

2
x  
  
 

 nên 
1 1

11
22

2 2 ln 2 ln 2.dxI x
x

    

Một câu hỏi tương tự cho câu b của bài này.  

Cho hàm số f  liên tục trên 1 ; 2
2
 
 
 

 và thỏa mãn điều kiện 

 ( ) 2xf x yf y   với mọi 1, ; 2
2

x y  
  

 
. 

Tìm giá trị lớn nhất của 
2
1
2

( ) .f x dx  
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LỜI GIẢI ĐỀ THI OLYMPIC TOÁN SINH VIÊN 

MÔN GIẢI TÍCH NĂM 2012 

   

Nhận xét chung. 

Có thể nói nếu không có lỗi trong khâu biên soạn đề, dẫn đến sai ở hai câu 2 và 5 thì đây là một 
đề hay, cả ở tính phân loại lẫn vẻ đẹp của bài toán. Các câu dễ là 1 và 3, trung bình là 4 và 5, câu 
khó là 2 và 6. Các bài toán 5, 6 rất hay, mới mẻ và đẹp. Để có thể xử lí trọn vẹn được đề thi này 
thì cần phải nắm vững kiến thức về giải tích và hiểu rõ bản chất vấn đề. Có lẽ các thí sinh thực 
sự giỏi trong kì thi này chưa hẳn là những người đạt giải cao nhất mà đó chính là các bạn biết 
câu nào đúng, câu nào sai và cho phản ví dụ cho chúng, đó còn là người “dám” chọn câu 6a 
(thay vì làm một vế dễ hơn ở câu 6b) và giải quyết trọn vẹn bằng khai triển Taylor. 

Bài 1. 

Cho dãy số ( )na  thỏa mãn điều kiện 

1a   và 1
1 2

n n
na a

n n


   với 1,2,3,...n   

Tìm   để dãy ( )na  hội tụ. 

Lời giải. 

Ta công thức xác định dãy, ta có 1

2n
n n

a
a a

n


   với mọi 1.n   

Đặt 2n nx a   thì ta được 1 2x    và  

1
11n nx x
n

 
  
 

 và 1 1 1
1

11 ( 1)
n

n
k

x x n x
k



 
    

 
 . 

Suy ra ( 1)( 2) 2na n      với mọi .n  

Nếu 2   thì dễ thấy na   khi n  nên không thỏa.  
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Nếu 2   thì ta có 2na   với mọi n  nên dãy ( )na  hội tụ. 

Vậy giá trị cần tìm của   để dãy đã cho hội tụ là 2.   

Nhận xét. 

Ngoài cách giải trên sử dụng trong đáp án, có một biến đổi tự nhiên hơn là đưa về 

1 2
1 ( 1)

n na a
n n n n

  
 

. 

Đặt dãy số mới n
n

a
b

n
  thì có ngay 1

2
( 1)n nb b

n n  


, chú ý rằng biểu thức 2
( 1)n n 

 có 

thể viết thành sai phân 2 2 2
( 1) 1n n n n

 
 

 nên bài toán được giải quyết nhanh chóng.  

Bài 2. 

Cho đa thức ( )P x  có bậc không nhỏ hơn 1 có hệ số thực và đa thức ( )Q x  xác định bởi 

 2 2 2( ) (2012 1) ( ) ( ) 2012( ( )) ( ( ))Q x x P x P x x P x P x     . 

Chứng minh rằng nếu phương trình ( ) 0P x   có đúng n  nghiệm thực phân biệt trong 

khoảng 1 ;
2
 


 

 thì phương trình ( ) 0Q x   có ít nhất 2 1n  nghiệm thực phân biệt. 

Lời giải. 

Ta có       2 21006 1006( ) 2012 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x xQ x xP x P x xP x P x e e P x xP x       . 

Xét ,a b  là hai nghiệm liên tiếp trong dãy n  nghiệm phân biệt của ( ) 0P x   thì theo định 

lí Rolle, các phương trình  21006 ( )xe P x   và  ( )xP x   sẽ lần lượt có các nghiệm là 1 2,r r  sao 

cho 1 2,a r r b  . Ta sẽ chứng minh rằng 1 2r r , nếu không giả sử 1 2r r r  thì  

( ) 2012 ( ) 0
( ) ( ) 0

P r rP r
P r rP r
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Do 0r   nên ta nhân đẳng thức thứ nhất với r  và trừ cho đẳng thức thứ hai, ta có 

2(2012 1) ( ) 0r P r  . 

Vì 1
2

r a   nên 22012 1 0r   , suy ra ( ) 0P r  , cũng mâu thuẫn. 

Do đó, nếu gọi 1 2
1 ...
2 nc c c     là các nghiệm của phương trình ( ) 0P x   thì ( ) 0Q x   

có ít nhất 2 2n   nghiệm nằm giữa các khoảng 1 2 2 3 1( , ),( , ),...,( , )n nc c c c c c . 

Đồng thời, ta thấy rằng phương trình ( ) 0xP x   có nghiệm 0x   nên giữa khoảng 1(0; )c  

thì phương trình ( ) ( ) 0P x xP x   có thêm một nghiệm nữa. 

Vậy đa thức ( )Q x  có ít nhất (2 2) 1 2 1n n     nghiệm thực phân biệt. Ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Bài toán gốc của bài này có lẽ là: 

Chứng minh rằng nếu đa thức ( )P x  bậc n  có n  nghiệm thực phân biệt lớn hơn 1 thì 
2 2 2( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ( ))Q x x P x P x xP x P x      cũng có ít nhất 2 1n  nghiệm thực phân biệt. 

Dạng câu hỏi này đã có xuất hiện trong đề Đại số năm 2011 trước đó nhưng tương đối 
dễ hơn. Ở bài toán đang xét, ta sử dụng khéo léo tính chất của định lí Rolle để chỉ ra 
chặn dưới cho số nghiệm của phương trình. Cái khó chính là phân tích được đa thức đã 
cho thành nhân tử để có các dạng phương trình đơn giản hơn. Nếu đa thức ( )Q x  không 

phân tích được thành nhân tử thì bài này thực sự khó và không dễ kiểm tra được tính 
đúng đắn của nó. Đề này đã có chỉnh sửa lại cho đúng vì đề gốc đáng tiếc bị sai và 
trong đáp án trình bày khá vắn tắt, đến nổi không hiểu cho thêm điều kiện các nghiệm 

không nhỏ hơn 1
2

 làm gì (sử dụng ở đoạn lập luận các nghiệm phân biệt). 

Bài 3. 

Tính tích phân 
1

21 (2012 1)(1 )x

dx
x   . 

Lời giải. 
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Ta có 

1 0 1

2 2 21 1 0

0 1

2 21 0

1

2 20

1

20

(2012 1)(1 ) (2012 1)(1 ) (2012 1)(1 )
( )

(2012 1)(1 ( ) ) (2012 1)(1 )
1 1

(2012 1)(1 ) (2012 1)(1 )

1 2012 1
1 2012 1 2012 1

1
1

x x x

x x

x x

x

x x

dx dx dx
x x x

d x dx
x x

dx
x x

dx
x

 





 
     


 

    
 

      
 

     



  

 




1

20 4
dx

x





 

Vậy tích phân cần tính là .
4
  

Nhận xét.  

Dạng tổng quát của bài này là: Cho hàm số ( )f x  chẵn và các số thực , 0a b  , khi đó ta 

có đẳng thức tích phân sau 

0

( ) ( )
1

a a

xa

f x dx f x dx
b


  . 

Nói chung dạng này quá quen thuộc ngay từ thời THPT. Hàm số ( ) 1xg x b   ở trên có 

đặc điểm là ( ) ( ) 1g x g x    nên ta hoàn toàn có thể thay bằng hàm số khác có tính chất 

( ) ( )g x g x   bằng một hằng số nào đó, chẳng hạn  2( ) ln sin 2 sing x x x   . 

Chú ý rằng trong trường hợp hàm ( )f x  lẻ thì ( ) 0
a

a
f x dx


 . 

Bài 4. 

Tìm tất cả các hàm số :f    thỏa mãn điều kiện 

1
2012 2 2013 2014
x y yxf f f

      
      

     
 với mọi ,x y . 

Lời giải. 
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Đặt 2014 2014,
2012 2013

a b   thì rõ ràng 0, 1b b  . 

Trong đẳng thức đã cho, thay ,x y  lần lượt bởi 2014 2014,
2012 2012

x y  thì 

2014 1 2014( ) ( )
2012 2 2013

f x y f x f y
    

      
    

 hay    1( ) ( ) ( )
2

f a x y f bx f y   . 

Đặt ( ) ( ) (0)g x f x f  , ta có  

       1 1( ) ( ) (0) ( ) ( ) 2 (0) ( ) ( )
2 2

g a x y f a x y f f bx f y f g bx g y         . 

Ta cũng có  

       1 1( ) ( ) 0 ( ( )) (0) ( )
2 2

g a x y g a x y g b x y g g b x y         . 

So sánh hai đẳng thức trên, ta được 

 ( ) ( ) ( )g b x y g bx g y    với mọi ,x y . 

Chọn y  sao cho ( )
1

bb x y y y x
b

   


 thì ( ) 0g bx   với mọi .x  

Từ đó suy ra ( ) (0)f x f c   với mọi x , tức là ( )f x  là hàm hằng. 

Thử lại ta thấy thỏa. 

Vậy tất cả các hàm số cần tìm là ( )f x c   với mọi .x  

Nhận xét. 

Đây là một bài phương trình hàm đòi hỏi kĩ thuật biến đổi đại số chứ không mang tính 
giải tích nào. Dễ dàng đoán ra được chỉ có thể là hàm hằng mới thỏa mãn; tuy nhiên, 
muốn chứng minh được điều này thì cần phải khéo léo dùng phép thế và lựa chọn thích 
hợp. Nhiều bạn bị ngộ nhận, dù đề không cho liên tục nhưng vẫn áp dụng tính chất 

0 0

lim ( ) (lim )
x x x x

f x f x
 

 , giải ra nhanh chóng và rõ ràng đây là một sai lầm nghiêm trọng. 

Nói chung, khi có thêm giả thiết liên tục thì chỉ có trường hợp a b  thì mới đưa về 

dạng ( ) ( )
2 2

x y f x f yf    
 

 
 với mọi ,x y  dẫn đến hàm số tuyến tính dạng ( )f x ux v   

và đủ khó để hỏi mà thôi.  
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Bài 5. 

Giả sử hàm số ( )f x  liên tục trên đoạn [0; 2012]  và thỏa mãn điều kiện  

( ) (2012 ) 0f x f x    với mọi [0; 2012]x . 

Chứng minh rằng 
2012

0
( ) 0f x dx   và phương trình 

2012

0
(2012 ) ( ) 2012 ( )

x
x f x f u du


    có 

nghiệm trong khoảng (0; 2012).  

Lời giải. 

Theo giả thiết thì ( ) (2012 )f x f x    với mọi [0; 2012]x , do đó 

2012 2012 0 2012

0 0 2012 0
( ) (2012 ) (2012 ) (2012 ) ( )f x dx f x dx f x d x f x dx            

Từ đó suy ra 
2012

0
( ) 0f x dx  . 

Đặt 
20122012

0
( ) (2012 ) ( )

x
g x x f u du


    thì dễ thấy rằng hàm số này khả vi trên [0; 2012]  và 

có (0) (2012) 0g g  . Theo định lí Rolle thì tồn tại (0; 2012)c  sao cho 

20122011 2012

0
( ) 0 2012(2012 ) ( ) (2012 ) (2012 ) 0

c
g c c f u du c f c


         . 

Từ đây suy ra 

2012

0
2012 ( ) (2012 ) ( ) 0

c
f u du c f c


      

hay phương trình 
2012

0
(2012 ) ( ) 2012 ( )

x
x f x f u du


    có nghiệm. Ta có đpcm. 

Nhận xét. 

Trong bài này, ở đoạn chứng minh giá trị của tích phân xác định bằng 0 chỉ đòi hỏi kĩ 
thuật đổi biến và tận dụng giả thiết nên không có vấn đề gì.  

Còn ở phần chứng minh phương trình có nghiệm thì cũng như “kịch bản” cũ, ta sẽ phải 
chọn một hàm số thích hợp mà đạo hàm của nó có dạng như thế rồi dùng định lí 
Lagrange/Rolle. Tuy nhiên, hàm số như thế trong trường hợp này là không dễ tìm, ta cố 
gắng phân tích như sau: 
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Hàm số cần tìm sẽ có dạng 
2012

0
( ) ( ) ( )

x
g x h x f u du


    để khi dùng đạo hàm của hàm có 

dạng tích thì mới hy vọng ra được dạng trên. Chú ý rằng ta cũng cần thêm 
(0) (2012) 0h h   (điều này đã có sẵn). Ta có  

2012 2012

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) (2012 ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x
g x h x f u du h x f x h x f u du h x f x

 
            . 

Suy ra 
2012

0
( ) 0 ( ) ( ) ( ) ( )

x
g x h x f x h x f u du


        . 

Do đó, so sánh với phương trình đang quan tâm, ta cần có  
( ) ( )
2012 2012

h x h x
x





. 

Đến đây, dễ dàng chọn được 2012( ) (2012 )h x x  . 

Bài 6. 

a. Cho hàm số ( )f x  khả vi liên tục cấp 2 trên  . Giả sử (1) 0f   và 
1

0
( ) 0f x dx  . Chứng 

minh rằng với mọi (0;1)  , ta có 

0 0 1

2( ) max ( )
81 x

f x dx f x


 
 . 

b. Cho hàm số : [0;1]f   là hàm lõm (còn gọi là lồi lên phía trên), khả vi liên tục 

thỏa mãn (0) (1) 0.f f   Chứng minh rằng 

 1 22

00 1 0 1
1 4 max ( ) 1 ( ) 1 2 max ( )

x x
f x f x dx f x

   
     . 

Lời giải. 

a. Ta có  

1 1 11

00 0 0
( ) ( ) ( ) (1) ( ) 0xf x dx xf x f x dx f f x dx        . 

Do đó 

1 1 12 2

0 0 0 0

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
2

ff x dx f x dx f x f x xf x dx x dx
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Suy ra 
21 12 2 2

0 0 0

( )( ) ( 1) ( 1) ( )
2 2

f xf x dx x dx dx f
 

    


      . 

Ta có 
12 31

0
0

1
2 6 6
x xdx    và 

3
2 1 1 2 1 1 4( 1) 2 (1 )(1 )

2 2 3 27
            

        
 

. 

Từ đó, ta có được 
0 0 1

1 4 2( ) ( ) max ( )
6 27 81 x

f x dx f f x



 

    . Đây chính là đpcm. 

b. Gọi 0x  là điểm cực đại và 0y  là giá trị cực đại của ( )f x  trên miền [0;1] . Ta có 

   0

0

1 1

0 0 00 0
( ) ( ) ( ) ( ) (0) (1) ( ) 2 ( )

x

x
f x dx f x dx f x dx f x f f f x f x             nên 

1

0 0

1max ( ) ( ) ( )
2

f x f x f x dx   . 

Bất đẳng thức thứ nhất tương đương với    
221 1 2

0 0
1 ( ) 1 ( )f x dx f x dx     

    (*) 

Ta có 

   
   

 
 

2 21 12

0 0

1 12 2

0 0

1 1 12

0 0 02

1 ( ) ( )

1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )

11 ( ) ( ) 1
1 ( ) ( )

f x dx f x dx

f x f x dx f x f x dx

f x f x dx dx dx
f x f x

    
 

              
   
               

 

 

 

  

 

Từ đó suy ra bất đẳng thức (*) đúng. 

Bất đẳng thức thứ hai tương đương với  1 12

0 0
1 ( ) 1 ( )f x dx f x dx      (**) 

Ta có  

 

 
 

1 12

0 0

1 1 12

0 0 02

1 ( ) ( )

11 ( ) ( ) 1
1 ( ) ( )

f x dx f x dx

f x f x dx x dx
f x f x

  

        
    

 

  
 

Từ đó suy bất đẳng thức (**) cũng đúng. Vậy ta có đpcm. 
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Nhận xét. 
Cả 2 câu của bài toán này đều khó nhưng trên thực tế, hầu hết các thí sinh đều chọn câu 
b (có một ý dễ xử lí hơn). Câu a đòi hỏi phải chứng minh đẳng thức 

12 2

0 0

( )( ) ( 1)
2

ff x dx x dx
 

 


   . 

Nói chung đây là một kết quả không dễ dàng có thể khai thác được từ giả thiết nếu 
không nắm vững khai triển Taylor. Nếu đã hoàn tất việc chứng minh được đẳng thức 
trên thì công việc còn lại hoàn toàn tự nhiên. 

Đối với câu b, lời giải nêu trên đã chứng minh được một đánh giá đẹp 
1

0 0

1( ) ( )
2

f x f x dx  , trong khi lời giải của đáp án chính thức khá rắc rối và hơi thiếu tự 

nhiên. Dù vậy, lời giải bằng hình học dưới đây sẽ cho ta thấy rõ bản chất vấn đề hơn. 

Ta biết rằng đại lượng  1 2

0
1 ( )l f x dx   chính là độ dài của đường cong ( )y f x  

trên miền [0;1] . Ta có thể minh họa hình học cho bài toán này như sau 

 

Chọn tọa độ các điểm 0 0 0 0(0; 0), (1; 0), (1; ), (0; ), ( , )A B C y D y E x y  như hình trên. 

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 

2
0 01 4 1 2y l y    . 

Do đồ thị của hàm số này lồi lên phía trên nên  

01 2l AD DE BC CE CD AD BC y         . 

Hơn nữa 2 2 2 2 2 2 2
0( ) ( ) 1 4l AE BE AD DE BC CE AD BC DE CE y            . 

Bài toán được giải quyết hoàn toàn. 
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