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TIẾP TUYẾN CỦA  ĐỒ THỊ HÀM SỐ

Bài toán tìm phương trình tiếp tuyến của một đồ thị đã được học trong chương trình toán của lớp 11 và trong bài trước chúng ta cũng đã đề cập đến bài toán này. Dưới đây chúng ta sẽ hệ thống hóa lại các phương pháp giải đã học và sử dụng thêm điều kiện tiếp xúc của hai đồ thị giải bài toán .
A.TÓM TẮT GIÁO KHOA.
1. Hai đồ thị tiếp xúc

1.1. Định nghĩa: Hai đồ thị của hai hàm số 
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 gọi là tiếp xúc nhau tại điểm M nếu tại M chúng có cùng tiếp tuyến. 

2.1. Định lí 1: Hai đồ thị của hai hàm số 
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 tiếp xúc nhau khi và chỉ khi hệ phương trình: 
[image: image5.wmf]f(x)g(x)
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có nghiệm và nghiệm của hệ là tọa độ tiếp điểm.

2. Tiếp tuyến của đồ thị hàm số

1.2. Định nghĩa: Cho hàm số
[image: image6.wmf](
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. Một cát tuyến 
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MM

 được giới hạn bởi đường thẳng 
[image: image8.wmf]0
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 khi 
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 dần tới 
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 thì 
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 gọi là tiếp tuyến của đồ thị. 
[image: image12.wmf]0
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 gọi là tiếp điểm.

Định lí 2: Đạo hàm của 
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 tại 
[image: image14.wmf]0

xx

=

 là hệ số góc của tiếp tuyến tại 
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Nhận xét: Hệ số góc của mọi tiếp tuyến đều có dạng 
[image: image16.wmf](
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2.2. Các bài toán về phương trình tiếp tuyến:

Bài toán 1: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image17.wmf](
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 tại điểm 
[image: image18.wmf]00

M(x;f(x))

.

Phương pháp:

Tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image19.wmf]yf(x)
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 tại 
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 với
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Bài toán 2: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số
[image: image23.wmf]yf(x)
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, biết tiếp tuyến có hệ số góc 
[image: image24.wmf]k

.

Phương pháp:

Cách 1: 

 *Phương trình tiếp tuyến có dạng: 
[image: image25.wmf]ykxb
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*  Điều kiện tiếp xúc là hệ pt: 
[image: image26.wmf]f(x)kxb   (1)
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Từ (2) ta tìm được 
[image: image27.wmf]x

, thế vào (1) ta có được 
[image: image28.wmf]b

. Ta có tiếp tuyến cần tìm.

Cách 2: 

* Giải phương trình 
[image: image29.wmf]f'(x)k

=

 giải phương trình này ta tìm được các nghiệm 
[image: image30.wmf]12n
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.

* Phương trình tiếp tuyến:
[image: image31.wmf]iii
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Chú ý: Đối với bài toán này ta cần lưu ý một số vấn đề sau:

* Số tiếp tuyến của đồ thị chính là số nghiệm của phương trình : 
[image: image32.wmf]f'(x)k
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*Cho hai đường thẳng 
[image: image33.wmf]111
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 và
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   i) 
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  ii) 
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 iii) 
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Bài toán 3: Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số
[image: image39.wmf]yf(x)
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, biết tiếp tuyến đi qua điểm
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A(x;y)

.

Phương pháp:

Cách 1: Phương trình tiếp tuyến có dạng: 
[image: image41.wmf]AA
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Điều kiện tiếp xúc: hệ pt 
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 có nghiệm.

Thay (2) vào (1), ta được:
[image: image43.wmf]AA
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, giải pt này ta tìm được các nghiệm
[image: image44.wmf]12n
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. Thay vào (2) ta tìm được k từ đó suy ra phương trình tiếp tuyến.

Cách 2: 

Gọi 
[image: image45.wmf]00
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 là tiếp điểm. Khi đó tiếp tuyến có dạng: 
[image: image46.wmf]000
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Vì tiếp tuyến đi qua A nên ta có:
[image: image47.wmf]A0A00

yf'(x)(xx)y
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, giải phương trình này ta tìm được x0 suy ra phương trình tiếp tuyến.

Chú ý: 

* Nếu giải theo cách 1 thì số tiếp tuyến của đồ thị phụ thuộc vào số nghiệm của phương trình: 
[image: image48.wmf]AA
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* Nếu giải theo cách 2 thì số tiếp tuyến phụ thuộc vào số nghiệm của phương trình 
[image: image49.wmf]A0A00
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 (với ẩn là x0).

B.PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN.
Vấn đề 1. Tiếp tuyến tại điểm thuộc đồ thị ( C ).
Phương pháp .

[image: image50.wmf]*

 

Đường cong 
[image: image51.wmf](
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 có tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 
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 khi và chỉ khi hàm số 
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 khả vi tại 
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có tiếp tuyến tại điểm có hoành độ 
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thì tiếp tuyến đó có hệ số góc 
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Phương trình tiếp tuyến của đồ thị 
[image: image59.wmf](
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 tại điểm 
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[image: image61.wmf](

)

(

)

(

)

000

yf'xxxfx

=-+


Ví dụ 1.1.8 Viết phương trình tiếp tuyến với đồ thị 
[image: image62.wmf](
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: 
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 tại điểm 
[image: image64.wmf]M,

 biết 
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 cùng 
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 điểm cực trị của 
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 tạo thành tam giác có diện tích bằng 
[image: image68.wmf]6.


Lời giải.
Hàm số đã cho có 
[image: image69.wmf]2

 điểm cực trị 
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 và đường thẳng đi qua 
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 cực trị là 
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[image: image74.wmf]2xy40
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Gọi 
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 là tọa độ tiếp điểm của đồ thị 
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 của hàm số và tiếp tuyến 
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 cần tìm. Khi đó 
[image: image78.wmf]32

0000

yx6x9x2

=-+-


Ta có: 
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Giả thiết 
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 hoặc 
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TH1: Tọa độ 
[image: image85.wmf]M

 thỏa mãn hệ: 
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 hay 
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Tiếp tuyến tại 
[image: image89.wmf]M

 là:  
[image: image90.wmf]y9x2
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TH2: Tọa độ 
[image: image91.wmf]M

 thỏa mãn hệ: 
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[image: image93.wmf](
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 hay 
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Tiếp tuyến tại 
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 là:  
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Vậy, có 
[image: image97.wmf]2

 tiếp tuyến thỏa đề bài: 
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Ví dụ 2.1.8 Tìm 
[image: image100.wmf]m
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, để tiếp tuyến của đồ thị hàm số : 
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 tại điểm có hoành độ bằng 
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 cắt đường tròn 
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dây cung có độ dài nhỏ nhất.
Lời giải.
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Phương trình tiếp tuyến tại 
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Đường tròn có tâm 
[image: image110.wmf](
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 và bán kính 
[image: image111.wmf]1

R

5

=

. Vì 
[image: image112.wmf]IMR

>

 nên độ dài  cung nhỏ nhất khi 
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 tiếp xúc với đường tròn, tức là 
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, bình phương hai vế và rút gọn ta được phương trình 
[image: image117.wmf]2
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, giải phương trình này ta được 
[image: image118.wmf]m1
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 thỏa bài toán.
Ví dụ 3.1.8 Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image120.wmf]2
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1.Chứng minh rằng nếu (C) cắt Ox tại điểm M có hoành độ x0 thì hệ số góc của tiếp tuyến của (C) tại M là : 
[image: image122.wmf]0
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2.Tìm m để (C) cắt Ox tại hai điểm và hai tiếp tuyến của (C) tại hai điêm đó vuông góc với nhau.
Lời giải.
1. Ta có  
[image: image123.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image126.wmf]1
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 thì đa thức tử không chia hết cho đa thức mẫu do đó đồ thị hàm số không suy biến thành đường thẳng.
Hệ số góc của tiếp tuyến (d) của (C) tại M là 
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Vì M thuộc Ox nên 
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2.Phương trình hoành độ giao điểm của (C) và Ox
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(C) cắt Ox tại hai điểm phân biệt M,N 
[image: image131.wmf]Û
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Khi đó hệ số góc của hai tiếp tuyến của (C) tại M, N là 

  
[image: image133.wmf]12
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Hai tiếp tuyến này vuông góc 
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[image: image136.wmf]22

12121212

4[xxm(xx)m]xxm(xx)m(2)

Û-++=--+-


Lại có 
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Do đó : 
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So với điều kiện (*) nhận m = 5.

Ví dụ 4.1.8 
1. Gọi (Cm) là đồ thị của hàm số 
[image: image139.wmf]32
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 và (d) là tiếp tuyến của (C) tại điểm có hoành độ x = 2. Tìm m để khoảng cách từ gốc tọa độ O đến (d) bằng 
[image: image140.wmf]7
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2. Gọi (Cm) là đồ thị của hàm số y = 
[image: image141.wmf]42
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 , m là tham số , (d) là tiếp tuyến của (Cm) tại điểm A có hoành độ x = 1. Tìm m để (d) cắt (C) tại ba điểm A, B, C sao cho BC = 4..
Lời giải.
1. Ta có: 
[image: image142.wmf](
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Phương trình tiếp tuyến (d) : 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image146.wmf]2
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2. Phương trình tiếp tuyến (d) : 
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Phương trình hoành độ giao điểm của (Cm) và (d): 
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11

x(m1)xm(2m1)x

44

-+-=-++



[image: image149.wmf]42
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image151.wmf]2
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(d) cắt (Cm) tại ba điểm A, B, C 
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Hoành độ của B, C là hai nghiệm x1, x2 của phương trình (1) , lại có B, C thuộc (d) ,suy ra  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image156.wmf]22
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Do đó 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image160.wmf]32
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[image: image161.wmf]2
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 So điều kiện (*) nhân m = 0.

Ví dụ 5.1.8 Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image162.wmf]x1

y

x3
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.
1. Gọi M là một điểm thuộc (C) có khoảng cách đến trục hoành độ bằng 5. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại M
2. Gọi (d) là một tiếp tuyến của (C) , (d) cắt đường tiệm cận đứng của (C) tại A , cắt đường tiệm cận ngang của (C) tại B  và gọi I là tâm đối xứng của (C) . Viết phương trình tiếp tuyến (d) biết:

i)  IA = 4IB.
ii) IA + IB nhỏ nhất
Lời giải.
1. Khoảng cách từ M đến trục Ox bằng 5  
[image: image163.wmf]M
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.
TH1: 
[image: image164.wmf]M

M

M

M

M

M

y5

7

M(C)

x

x1

3

5

y5

y5

x3

ì

=-

ì

ìÎ

=-

ïïï

ÛÛ

-

ííí

-=

=-

ï

î

ïï

=-

+

î

î


TH2: 
[image: image165.wmf]M
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Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm 
[image: image166.wmf]7
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æö
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 là 
[image: image167.wmf]y9x16.
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Phương trình tiếp tuyến của (C) tại điểm 
[image: image168.wmf](
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 là 
[image: image169.wmf]y4x21.
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2. i) Ta có 
[image: image170.wmf]·

ABI

 bằng góc hình học hợp bởi tiếp tuyến (d) với trục hoành suy ra hệ số góc của (d) là 
[image: image171.wmf]·
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Phương trình tiếp tuyến 
[image: image172.wmf](
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 hoặc 
[image: image173.wmf]y4x21.
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    ii) Phương trình tiếp tuyến (d) có dạng : 
[image: image174.wmf]2
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Tiệm cận đứng của (C) : 
[image: image175.wmf](
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Tiệm cận ngang của (C) : 
[image: image176.wmf](
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A là giao điểm của (d) và 
[image: image177.wmf](
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[image: image178.wmf]2
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B là giao điểm của (C) với 
[image: image179.wmf](
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[image: image180.wmf]B0
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[image: image181.wmf]2
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Áp dụng bất đẳng thức  Cauchy ,ta có


[image: image182.wmf]0
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[image: image184.wmf](
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Ví dụ 6.1.8  Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image185.wmf]x1
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. Viết phương trình tiếp tuyến (t)  của (C), biết: 

1. (t)   tiếp xúc với đường tròn: 
[image: image186.wmf]22

():(x2)(y6)45
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.

2. Khoảng cách từ (t) đến điểm I(1;1) lớn nhất.
Lời giải.
1. Tịnh tiến 
[image: image187.wmf]OI

uur

 với I(1;1), hệ trục Oxy 
[image: image188.wmf]Þ

hệ trục IXY.

Công thức chuyển hệ tọa độ : 
[image: image189.wmf]I

I

xXxX1

yYyY1

ì=+=+

ï

í

=+=+

ï

î


Đối với hệ trục IXY thì A có tọa độ là 
[image: image190.wmf]Xx1211
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Hàm số cho  trở thành : 
[image: image191.wmf]X11X22
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Phương trình của đường tròn 
[image: image192.wmf]()

g

 là 
[image: image193.wmf]22
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[image: image194.wmf]g

) có tâm A(1;5) , bán kính R = 3
[image: image195.wmf]5

.

Phương trình tiếp tuyến (D) của (C) tại điểm có hoành độ 
[image: image196.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image198.wmf]2
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(D) tiếp xúc (C)
[image: image199.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image203.wmf]22
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Vậy phương trình (D):  
[image: image204.wmf]1

YX2

2
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,suy ra phương trình (D) đối với hệ trục xuất phát Oxy là : 
[image: image205.wmf]111

y1(x1)2x
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2. Đối với hệ tọa độ IXY , phương trình tiếp tuyến (d) có dạng :

[image: image206.wmf]2
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, 
[image: image207.wmf]0
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Áp dụng bất đẳng thức  Cauchy ,ta có : 
[image: image208.wmf]442
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[image: image209.wmf]00
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Khi đó phương trình tiếp tuyến (d): 
[image: image210.wmf]YX22,YX22

=-+=--

.
Suy ra phương trình (d) đối với hệ trục Oxy là  
[image: image211.wmf]yx222
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.

Ví dụ 7.1.8 Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image212.wmf]32

y2x6x5
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.
1. Viết phương trình tiếp tuyến (d) của (C) tại điểm A thuộc (C) có hoành độ 

[image: image213.wmf]x3

=

. Tìm giao điểm khác A của (d) và (C).


2. Xác định tham số a để tồn tại ít nhất một tiếp tuyến của (C) có hệ số góc là a.
3. Chứng minh rằng chỉ có duy nhất một tiếp tuyến của (C) đi qua điểm có hoành độ thỏa mãn phương trình 
[image: image214.wmf]y''0

=

 của (C).
Lời giải.
1. Phương trình tiếp tuyến (d) của (C) tại điểm A:


[image: image215.wmf]yy'(3)(x3)y(3)18x49

=-+=-+

.

Phương trình hoành độ giao điểm của (d) và (C):


[image: image216.wmf]3232
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Suy ra giao điểm của (d) và (C) khác A là 
[image: image217.wmf](
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2. Tồn tại ít nhất một tiếp tuyến của (C) có hệ số góc là a 
[image: image218.wmf]00
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[image: image219.wmf]2
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Bài toán quy về :Tìm a để phương trình  - 6x2 +12x = a (1) có nghiệm.

(1)
[image: image220.wmf]Û

6x2 – 12x + a = 0 .  (1) có nghiệm 
[image: image221.wmf]'366a0a6.

ÛD=-³Û£


Vậy a 
[image: image222.wmf]£

6.

3. Từ giả thiết, suy ra hoành độ phương trình 
[image: image223.wmf]y''0x1
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image224.wmf](
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Phương trình tiếp tuyến (D) của (C) đi qua 
[image: image225.wmf](

)

I1; 1.

-

có dạng : 
[image: image226.wmf](
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(D) tiếp xúc (C) tại điểm có hoành độ 
[image: image227.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image228.wmf]32
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 có nghiệm 
[image: image229.wmf]0
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Thay 
[image: image230.wmf](2)

vào (1) ta được


[image: image231.wmf]3223
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Suy ra phương trình 
[image: image232.wmf](
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Ví dụ 8.1.8 
1. Cho hàm số 
[image: image233.wmf]3x
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 (1). Viết phương trình tiếp tuyến (d) của (C) biết (d) cách đều hai điểm 
[image: image234.wmf](
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và 
[image: image235.wmf](
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2. Cho hàm số 
[image: image236.wmf]32
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 (1). Viết phương trình tiếp tuyến (d) của (C) biết (d) cách đều hai điểm 
[image: image237.wmf](
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và 
[image: image238.wmf](
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B 2;7.
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Lời giải.
1. Cách 1. Phương trình tiếp tuyến (d) có dạng 


[image: image239.wmf]000
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  (
[image: image240.wmf]0

x

 là hoành độ tiếp điểm của (d) và (C)).

   =
[image: image241.wmf]2
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[image: image242.wmf]22

000

5x(x2)yx6x60

Û+++--=



[image: image243.wmf]222
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image245.wmf]0
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Vậy phương trình 
[image: image246.wmf](
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Cách 2. Tiếp tuyến (d) cách đều hai điểm A, B suy ra hoặc (d) song song với đường thẳng AB hoặc (d) đi qua trung điểm I(0; - 1) của đoạn AB.

* Trường hợp 1: (d) //AB.

Hệ số góc của đường thẳng AB: kAB = 
[image: image247.wmf]AB

AB

yy

1

xx

-

=

-

.

(d) // AB suy ra hệ số góc của (d) : 
[image: image248.wmf](
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(*) . Phương trình (*) vô nghiệm do đó trường hợp này không xảy ra.

* Trường hợp 2: (d) qua trung điểm I của đoạn AB.

Phương trình (d) có dạng y = kx – 1.

(d) tiếp xúc (C) tại điểm có hoành độ 
[image: image249.wmf]0
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 có nghiệm 
[image: image251.wmf]0
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Thay  
[image: image252.wmf]2
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Thay 
[image: image255.wmf]0
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vào (2) ta được 
[image: image256.wmf]k5
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.

Vậy phương trình 
[image: image257.wmf](
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2. Phương trình tiếp tuyến (D) có dạng :       
[image: image258.wmf]232
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[image: image260.wmf]
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image264.wmf]323
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Lần lượt thay 
[image: image267.wmf]0000
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 vào (*) ta được phương trình tiếp tuyến (D) là 
[image: image268.wmf]y10, y 30, y24x7, y 3x7.
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Ví dụ 9.1.8 Cho hàm số 
[image: image269.wmf]42
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 có đồ thị (C).
1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) song song với đường thẳng : 
[image: image270.wmf]y2x2

=-

.
2. Viết phương trình tiếp tuyến (d) của (C) biết khoảng cách từ điểm A(0;3) đến (d) bằng 
[image: image271.wmf]9

45

.
Lời giải.
1. 
[image: image272.wmf]0

f'(x)2
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 (trong đó 
[image: image273.wmf]0

x

 là hoành độ tiếp điểm của (t)  với (C)).


[image: image274.wmf]Û
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Phương trình (t): 
[image: image276.wmf]113
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2. Phương trình tiếp tuyến (d) có dạng : 
[image: image277.wmf]000
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(trong đó 
[image: image278.wmf]0
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 là hoành độ tiếp điểm của (d)  với (C)).
Phương trình (d): 
[image: image279.wmf]42
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Đặt 
[image: image284.wmf]2
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. Phương trình (1) trở thành:
[image: image285.wmf]222

5(3t2t4)81[t(t1)1]

++=++
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Với 
[image: image289.wmf]t1

=

 ,ta có 
[image: image290.wmf]2
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Suy ra phương trình tiếp tuyến (d): 
[image: image291.wmf]33
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Ví dụ 10.1.8
1. Cho hàm số  
[image: image292.wmf]axb
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, có đồ thị là 
[image: image293.wmf](
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. Tìm 
[image: image294.wmf]a,b

biết tiếp tuyến của đồ thị 
[image: image295.wmf](
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 tại giao điểm của 
[image: image296.wmf](
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 và trục Ox có phương trình là 
[image: image297.wmf]1
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2. Cho hàm số  
[image: image298.wmf]42
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, có đồ thị là 
[image: image299.wmf](
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. Tìm 
[image: image300.wmf]a,b,c

biết 
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 có ba điểm cực trị , điểm cực tiểu của 
[image: image302.wmf](
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 có tọa độ là 
[image: image303.wmf](
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và tiếp tuyến d của 
[image: image304.wmf](
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C

 tại giao điểm của 
[image: image305.wmf](

)

C

với trục Ox có phương trình là 
[image: image306.wmf]y83x24
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.
Lời giải.
1. Giao điểm của tiếp tuyến 
[image: image307.wmf]d

: 
[image: image308.wmf]1
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 với trục Ox là 
[image: image309.wmf](
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hệ số góc của 
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 và  
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Ta có: 
[image: image313.wmf](
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Theo bài toán thì: 
[image: image314.wmf]112ab1
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Giải hệ 
[image: image315.wmf]4ab0
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 ta được 
[image: image316.wmf]a 1, b4
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2. 
[image: image317.wmf](

)

C

có ba điểm cực trị , điểm cực tiểu của 
[image: image318.wmf](

)
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 có tọa độ là 
[image: image319.wmf](
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Giao điểm của tiếp tuyến d và trục Ox là 
[image: image321.wmf](
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 và hệ số góc của d là 
[image: image322.wmf]83
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Giải hệ 
[image: image324.wmf]c3
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 ta được 
[image: image325.wmf]42
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CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP
Bài 1: 

1. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image326.wmf]32

yx6x11x1

=-+-

 tại điểm có tung độ bằng 5.

 2. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image327.wmf]32

114

yxx2x

323
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 , biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 
[image: image328.wmf]x4y10

+-=

. 
Bài 2: 

1. Cho hàm số 
[image: image329.wmf]32

yx2xx1
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. Tìm các điểm thuộc đồ thị hàm số mà tiếp tuyến tại đó vuông góc với một tiếp tuyến khác của đồ thị.
2. Cho hàm số 
[image: image330.wmf]3

yx3x2
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có đồ thị là (C). Tìm toạ độ điểm 
[image: image331.wmf]M

 thuộc 
[image: image332.wmf]2
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yx
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3

=-+

 sao cho từ 
[image: image333.wmf]M

 kẻ được đến 
[image: image334.wmf](C)

 hai tiếp tuyến và hai tiếp tuyến đó vuông góc với nhau.
3. Gọi  (C) là đồ thị của hàm số y = 
[image: image335.wmf]2xm
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 ,m là tham số khác – 4 và (d) là một tiếp tuyến của (C) .Tìm m để (d) tạo với hai đường tiệm cận của (C) một tam giác có diện tích bằng 2.
Bài 3: Cho hàm  số 
[image: image336.wmf]32
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, 
[image: image337.wmf]c0

<

có đồ thị (C) cắt Oy ở 
[image: image338.wmf]A

 và có đúng hai điểm chung với trục Ox là 
[image: image339.wmf]M

 và 
[image: image340.wmf]N

. Tiếp tuyển với đồ thị tại 
[image: image341.wmf]M

 đi  qua 
[image: image342.wmf]A

. Tìm 
[image: image343.wmf]a;b;c

 để 
[image: image344.wmf]AMN
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.
Bài 4: Cho hàm số 
[image: image345.wmf]42
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 có đồ thị là  (C).

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 
[image: image346.wmf]x48y10
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.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của  (C), biết tiếp tuyến đi qua 
[image: image347.wmf]A(1;3)

-

.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tiếp xúc với (C) tại hai điểm phân biệt.
Bài 6: Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image348.wmf]3
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.

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại giao điểm của (C) với trục tung.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) vuông góc với đường thẳng 
[image: image349.wmf]x

y2
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=-+

.

3.Viết phương trình tiếp tuyến của (C) biết tiếp tuyến đó cắt trục hoành , trục tung lần lượt tại A, B sao cho tam giác OAB vuông cân (O là gốc tọa độ ).
Bài 6:  Cho hàm số 
[image: image350.wmf]32
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 có đồ thị là 
[image: image351.wmf]m

(C)

.

1. Tìm 
[image: image352.wmf]m

 để tiếp tuyến của đồ thị 
[image: image353.wmf]m

(C)

 tại điểm có hoành độ 
[image: image354.wmf]x1
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 song song với đường thẳng 
[image: image355.wmf]y3x10
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.

2. Tìm 
[image: image356.wmf]m

 để tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất của đồ thị 
[image: image357.wmf]m

(C)

 vuông góc với đường thẳng 
[image: image358.wmf]:y2x1

D=+

.

3. Tìm 
[image: image359.wmf]m

 để từ điểm 
[image: image360.wmf]M(1;2)

 vẽ đến 
[image: image361.wmf]m

(C)

 đúng hai tiếp tuyến.
Bài 7: Cho hàm số 
[image: image362.wmf]3

yx3x2
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 có đồ thị là (C).
1. Chứng minh rằng (C) tiếp xúc với trục hoành.

2.Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại các giao điểm của (C) với trục hoành.

3. Tìm những điểm trên trục hoành sao cho từ đó kẻ được ba tiếp tuyến đến đồ thị hàm số và trong đó có hai tiếp tuyến vuông góc với  nhau.
Bài 8. Cho hàm số 
[image: image363.wmf]42
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 có đồ thị là (C).

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 
[image: image364.wmf]d:24xy10
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.

2. Tìm 
[image: image365.wmf]MOy

Î

 sao cho từ M vẽ đến (C) đúng ba tiếp tuyến.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tiếp xúc với (C) tại hai điểm phân biệt.
CÁC BÀI TOÁN DÀNH CHO HỌC SINH ÔN THI ĐẠI HỌC
 Bài 9: Cho hàm số 
[image: image366.wmf]2x2
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 có đồ thị là (C).
1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến song song với đường thẳng  
[image: image367.wmf]d:y4x1

=-+

.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai trục tọa độ một tam giác vuông cân.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai tiệm cận một tam giác có chu vi nhỏ nhất.

4. Chứng minh rằng không có tiếp tuyến nào của (C) đi qua tâm đối xứng.
Bài 10 Cho hàm số 
[image: image368.wmf]2x
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 có đồ thị (C).

1. Trên đồ thị (C) tồn tại bao nhiêu điểm mà tiếp tuyến của (C) tại đó song song với đường thẳng 
[image: image369.wmf]y4x3

=+

.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng 
[image: image370.wmf]1
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.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết khoảng cách từ tâm đối xứng đến tiếp tuyến lớn nhất.
Bài 11 Cho hàm số 
[image: image371.wmf]32
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có đồ thị là  (C).

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến có hệ số góc nhỏ nhất.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với đường thẳng 
[image: image372.wmf]d:yx1
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 một góc 
[image: image373.wmf]a

 thỏa 
[image: image374.wmf]5
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41
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.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đi qua điểm 
[image: image375.wmf]A(1;6)
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.
Bài 12: Cho hàm số 
[image: image376.wmf]2x1
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 có đồ thị là (C).

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến có hệ số góc bằng 
[image: image377.wmf]1

4
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.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến tạo với hai tiệm cận một tam giác có chu vi nhỏ nhất.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết khoảng cách từ tâm đối xứng I đến tiếp tuyến tạo lớn nhất.

4. Tìm điểm M thuộc (C) sao cho tiếp tuyến của (C) tại M vuông góc với IM.
Bài 13: 

1. Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image378.wmf]4
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 và (d) là một tiếp tuyến của (C) , (d) cắt hai trục tọa độ tại A và B. Viết phương trình tiếp tuyến (d) khi tam giác OAB có diện tích nhỏ nhất ( O là gốc tọa độ ).
2. Gọi (Cm) là đồ thị của hàm số 
[image: image379.wmf](
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, m là tham số 

Tìm các giá trị dương của tham số m  để (Cm) cắt trục hoành tại bốn điểm phân biệt và tiếp tuyến của (Cm) tại giao điểm có hoành độ lớn nhất  hợp với hai trục toạ độ  một tam giác có diện tích bằng 24.
Bài 14: Gọi (Cm) là đồ thị của  hàm số y = f(x) = 
[image: image380.wmf]32
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 , m là tham số .

1. Tìm tham số m để trên (Cm) tồn tại ít nhất một điểm mà tiếp tuyến tại điểm đó vuông góc với đường thẳng 
[image: image381.wmf]1
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2. Tìm m để (Cm) cắt trục Ox tại ba điểm phân biệt A(1;0), B, C . Khi đó gọi 
[image: image382.wmf]12

k, k

 là hai tiếp tuyến của (Cm) tại B và C . Tìm m để 
[image: image383.wmf]22
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Vấn đề 2 Tiếp tuyến đi qua điểm 
Phương pháp .
Phương trình tiếp tuyến của đồ thị 
[image: image384.wmf](
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 đi qua điểm 
[image: image385.wmf](
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Cách 1 : 


[image: image386.wmf]·

 

Phương trình đường thẳng 
[image: image387.wmf](
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d

 đi qua điểm
[image: image388.wmf]M

có hệ số góc là 
[image: image389.wmf]k

có dạng : 
[image: image390.wmf](
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[image: image391.wmf]·

 



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image392.wmf](
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[image: image393.wmf](
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tại 
[image: image394.wmf](
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 khi hệ:  
[image: image395.wmf](
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 có nghiệm 
[image: image396.wmf]0
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Cách 2 :


[image: image397.wmf]·

 

Gọi 
[image: image398.wmf](
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 là tọa độ tiếp điểm của đồ thị 
[image: image399.wmf](
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C

 và tiếp tuyến 
[image: image400.wmf](
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d

qua điểm 
[image: image401.wmf]M

, nên 
[image: image402.wmf](
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 cũng có dạng 
[image: image403.wmf](
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[image: image404.wmf]·

 



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image405.wmf](
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 đi qua điểm 
[image: image406.wmf]M

nên có phương trình : 
[image: image407.wmf](
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[image: image408.wmf]·

 

Từ phương trình 
[image: image409.wmf](
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ta tìm được tọa độ điểm 
[image: image410.wmf](
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Nx;y

, từ đây ta tìm được phương trình đường thẳng 
[image: image411.wmf](
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Ví dụ 1.2.8 Viết phương trình tiếp tuyến của 
[image: image412.wmf](
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1. 
[image: image413.wmf]3
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 đi qua điểm 
[image: image414.wmf]1
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2. 
[image: image415.wmf]42
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 đi qua điểm cực tiểu của đồ thị. 
Lời giải.
TXĐ: 
[image: image416.wmf]D
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Ta có: 
[image: image417.wmf]2
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Phương trình tiếp tuyến 
[image: image418.wmf]d

 của 
[image: image419.wmf](
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 có dạng : 
[image: image420.wmf]000
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( trong đó 
[image: image421.wmf]0

x

là hoành độ tiếp điểm của 
[image: image422.wmf]d

 với 
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Suy ra phương trình tiếp tuyến cần tìm là  
[image: image426.wmf]1
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2. Điểm cực tiểu của 
[image: image427.wmf](

)

C

 là 
[image: image428.wmf](
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Phương trình tiếp tuyến 
[image: image429.wmf]d

 của 
[image: image430.wmf](
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 có dạng : 
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( trong đó 
[image: image432.wmf]0
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là hoành độ tiếp điểm của 
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 với 
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Với 
[image: image440.wmf]0
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 thì phương trình 
[image: image441.wmf]d:
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Với 
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 thì phương trình 
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Với 
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Vậy, tiếp tuyến cần tìm là: 
[image: image449.wmf]y3
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Ví dụ 2.2.8  Tìm m để (Cm): 
[image: image452.wmf]3
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 tiếp xúc với đường thẳng y = 1
Lời giải.
(Cm) tiếp xúc đường thẳng y = 1 tại điểm có hoành độ 
[image: image453.wmf]0
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 khi hệ sau 
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  có nghiệm 
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Thay 
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vào (a) ta được 
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 vào (a) ta được
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Vậy (Cm) tiếp xúc đường thẳng y = 1
[image: image461.wmf]2
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Ví dụ 3.2.8Gọi (C) là đồ thị của hàm số y = 
[image: image462.wmf]x2
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. (0;m) là một điểm thuộc trục Oy , m 
[image: image463.wmf]0

£

. Chứng minh rằng luôn tồn tại ít nhất một tiếp tuyến của (C) đi qua M và  tiếp điểm của tiếp tuyến này với (C) có hoành độ  dương.
Lời giải.
Phương trình của đường thẳng (d) đi qua M có hệ số góc k : y = kx + m.

(d) tiếp xúc (C) tại điểm có hoành độ 
[image: image464.wmf]0
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 khi hệ sau 
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 có nghiệm 
[image: image466.wmf]0
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Thay (2) vào (1) ta được : 
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(3) (do 
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 không phải là nghiệm của (3)) 
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Yêu cầu của bài toán
[image: image472.wmf]Û

Phương trình (4) có ít nhất một nghiệm dương với mọi m
[image: image473.wmf]£

0. Vì m
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nên 4m – 2 < 0 suy ra (4) có nghiệm 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image476.wmf]2
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 . Bất đẳng thức  này đúng với mọi m
[image: image478.wmf]£

 0.

Khi đó gọi 
[image: image479.wmf]12
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 là hai nghiệm của phương trình (4). 
Ta có 
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,suy ra 
[image: image481.wmf]12
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Vậy, với mọi m
[image: image482.wmf]£

0 luôn tồn tại ít nhất một tiếp tuyến của (C) đi qua M và hoành độ tiếp điểm của tiếp tuyến với (C) là số dương.

Ví dụ 4.2.8 Cho hàm số 
[image: image483.wmf]2
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 có đồ thị là ( C ).
1. Chứng minh rằng không có tiếp tuyến nào của (C) đi qua giao điểm của hai đường tiệm cận của (C).
2. Gọi 
[image: image484.wmf]12
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 là hai điểm thuộc (C) có hoành độ lần lượt là 
[image: image485.wmf]12
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image486.wmf]12
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. Tìm hệ thức liên hệ giữa 
[image: image487.wmf]12
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 sao cho hai tiếp tuyến của (C) tại 
[image: image488.wmf]12
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 song song với nhau. Chứng minh rằng khi đó giao điểm I của hai đường tiệm cận của (C) là trung điểm của đoạn 
[image: image489.wmf]12
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Lời giải.
1. Tiệm cận đứng của (C) : x = 1, tiệm cận xiên của (C): y = 2x – 1, suy ra giao điểm của hai đường tiệm cận này là I(1;1). 

Phương trình tiếp tuyến (d) của (C) đi qua I : y = k(x – 1) + 1.

(d) tiếp xúc với (C) tại điểm có hoành độ 
[image: image490.wmf]0
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Phương trình (3) vô nghiệm nên không tồn tại tiếp tuyến của (C) đi qua I.

2. Hai tiếp tuyến của (C) tại 
[image: image495.wmf]12
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  song song với nhau 
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Gọi E là trung điểm của đoạn 
[image: image499.wmf]12
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 thì 
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Vậy E(1;1) 
[image: image502.wmf]EI

ÞºÞ

 điều phải chứng minh .

Ví dụ 5.2.8 Chứng minh rằng với mọi m đường thẳng 
[image: image503.wmf]yxm
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 luôn cắt đồ thị 
[image: image504.wmf](
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 tại hai điểm phân biệt 
[image: image505.wmf]A

 và 
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. Gọi 
[image: image507.wmf]12
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  lần lượt là hệ số góc của các tiếp tuyến với 
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 tại 
[image: image509.wmf]A

 và 
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. Tìm 
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Î

¡

 để tổng 
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 đạt giá trị lớn nhất.                                                 Đề thi Đại học Khối A– năm 2011
Lời giải.
Phương trình hoành độ giao điểm 
[image: image513.wmf](
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Vì 
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 nên phương trình 
[image: image515.wmf](
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 luôn có 
[image: image516.wmf]2

 nghiệm phân biệt với 
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Vậy đường thẳng 
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 tại hai điểm phân biệt 
[image: image520.wmf]A,B
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Gọi 
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 là hai nghiệm của 
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[image: image523.wmf](

)

(

)

1122

Ax;y,Bx;y

.

Tiếp tuyến của 
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 tại 
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 lần lượt có hệ số góc là 
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Cách 1 : 
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Theo định lý Vi – et : 
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Khi đó 
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Vậy 
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 đạt giá trị lớn nhất bằng 
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 khi 
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Cách 2 : 
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Nên 
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 lớn nhất bằng 
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. Đẳng thức xảy ra khi 
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Vậy 
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 đạt giá trị lớn nhất bằng 
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CÁC BÀI TOÁN LUYỆN TẬP
Bài 1: 

1. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
[image: image541.wmf]2

x2x1

y

x2
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, biết tiếp tuyến đi qua điểm 
[image: image542.wmf]M(6;4)

.
2. Viết phương trình tiếp tuyến 
[image: image543.wmf]d

 với đồ thị 
[image: image544.wmf](
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C

: 
[image: image545.wmf]x2
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, biết  
[image: image546.wmf]d

 đi qua điểm  
[image: image547.wmf](
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Bài 2: Gọi (C) là đồ thị của hàm số 
[image: image548.wmf]32
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1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) song song với đường thẳng  y = 9x – 7 .
2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) đi qua điểm A(- 2;7).

Bài 3: Cho hàm số
[image: image549.wmf]22

y(2x)x
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, có đồ thị (C).

 1. Viết phương trình tiếp tuyến tại giao điểm của (C) với Parabol 
[image: image550.wmf]2
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 2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến đi qua điểm 
[image: image551.wmf]A(2;0)

.
Bài 4: Cho hàm số 
[image: image552.wmf]3

2
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yx4x2

3
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, gọi đồ thị của hàm số là (C).

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) có hệ số góc lớn nhất.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) đi qua điểm A(2;9).

3. Gọi M, N là hai điểm thuộc (C) có hoành độ lần lượt là 
[image: image553.wmf]12

x, x

(
[image: image554.wmf]12

xx
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) , tìm hệ thức giữa 
[image: image555.wmf]12

x, x

sao cho  hai tiếp tuyến của (C) tại M,N song song với nhau, khi đó chứng minh rằng đường thẳng 
[image: image556.wmf]12

MM

đi qua một điểm cố định .
Bài 5: Gọi (C) là đồ thị của  hàm số 
[image: image557.wmf]2
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1.  Viết phương trình tiếp tuyến của (C) vuông góc với đường thẳng
[image: image558.wmf]4

 yx1

3
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.

2.  Viết phương trình tiếp tuyến của (C) đi qua điểm A(2; - 2).

3. Gọi M là một điểm thuộc (C) có khoảng cách từ M đến trục hoành bằng hai lần khoảng cách từ M đến trục tung, M không trùng với gốc tọa độ O. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) tại M.

Bài 6: Gọi (Cm) là đồ thị của hàm số y = 
[image: image559.wmf]32
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 và (d)  là tiếp tuyến của (Cm) tại điểm có hoành độ x = - 1. Tìm m để

1. (d) đi qua điểm A(0;8).

2.  (d) tạo với hai trục tọa độ một tam giác có diện tích bằng 
[image: image560.wmf]8

.
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Bài 7: Cho hàm số 
[image: image561.wmf]4
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, có đồ thị là ( C ).
1. Tìm tham số m để đồ thị (C) tiếp xúc với parabol 
[image: image562.wmf](
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P: yxm
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2.  Gọi (d) là tiếp tuyến của (C) tại điểm M có hoành độ x = a .Tìm a để  (d) cắt lại (C) tại hai điểm E, F khác M  và trung điểm I của đoạn E, F  nằm trên parabol (P’): 
[image: image563.wmf]2

y x4

=-+

.
Bài 8:
1. Tìm m để đồ thị hàm số 
[image: image564.wmf]2

xx1
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 tiếp xúc với Parabol 
[image: image565.wmf]2

yxm
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2. Tìm m để đồ thị hai hàm số sau tiếp xúc với nhau


[image: image566.wmf]32
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  và  
[image: image567.wmf]3
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3. Tìm tham số m để đồ thị (Cm) của hàm số 
[image: image568.wmf]32
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 tiếp xúc với parabol 
[image: image569.wmf](
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Bài 9: Cho hàm số 
[image: image570.wmf]2
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 có đồ thị (C)

1. Viết phương trình tiếp tuyến của (C), biết tiếp tuyến song song với đường thẳng  
[image: image571.wmf]:3x4y10

D-+=

.

2. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) xuất phát từ
[image: image572.wmf]M(1;3)

-

.

3. Viết phương trình tiếp tuyến của (C) đi qua giao điểm hai đường tiệm cận của (C).

4. Biện luận theo 
[image: image573.wmf]m0

¹

 số tiếp tuyến của (C) mà tiếp tuyến vuông góc với đường thẳng 
[image: image574.wmf]m
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CÁC BÀI TOÁN DÀNH CHO HỌC SINH ÔN THI ĐẠI HỌC
Bài 10:
1. Cho hàm số: 
[image: image575.wmf]x2

y

x1

+

=

-

 có đồ thị là (C)  và điểm 
[image: image576.wmf](
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A0;m

. Xác định 
[image: image577.wmf]m

 để từ A kẻ được 2 tiếp tuyến đến (C)  sao cho hai tiếp điểm tương ứng nằm về hai phía đối với trục Ox.
2. Tìm tham số m để đồ thị (C) : 
[image: image578.wmf]32
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của hàm số tiếp xúc với trục hoành.
3. Gọi 
[image: image579.wmf](

)

m

C

 là đồ thị của hàm số y = 
[image: image580.wmf]42

x(m1)x4m
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. Tìm tham số m để 
[image: image581.wmf](

)

m

C

 tiếp xúc với đường thẳng (d): y = 3 tại hai điểm phân biệt .
Bài 11: Cho hàm số 
[image: image582.wmf]2x4
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 (1).

1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1).

2. Gọi (d) là một tiếp tuyến của (C) ,   A, B lần lượt  là giao điểm của (d) với trục hoành và trục tung .Viết phương trình của (d) sao cho 

   i) HB = 
[image: image583.wmf]4.HA

 với  H là hình chiếu vuông góc của gốc tọa độ O lên (d) .

   ii) Diện tích tam giác OAB bằng 4.
Bài 12: Cho hàm số 
[image: image584.wmf]2
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 (1).

1. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị (C) của hàm số (1).

2. Viết phương trình tiếp tuyến (d) của (C) biết (d) cắt trục tung tại điểm A sao cho OA = 
[image: image585.wmf]9

2

.

3.Cho hai điểm M(1;0) , N(0;3). 

     a) Chứng tỏ rằng đường thẳng MN và (C) không có điểm chung.

     b) Viết phương trình tiếp tuyến (D)của (C) song song với đường thẳng MN và tìm E trên (C) sao cho tam giác EMN có diện tích nhỏ nhất.
Bài 13:
1. Tìm tất cả các điểm trên Oy sao cho từ đó ta có thể vẽ được ít nhất một tiếp tuyến đến đồ thị hàm số 
[image: image586.wmf]2
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