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Bài 1. (3 điểm):

1) Rút gọn biểu thứcP=( a√a+a−2
a−1

− 1
a√a−a ): 1

a√a−a  ;với a > 0,a≠1.

2) Tính giá trị của biểu thức Q = a3+b3với a = 3√7+√50, b=3√7−√50.
Bài 2. (3 điểm):
1) Giải phương trình x2−5 x+7=√2 x−5 .

2) Giải hệ phương trình {4 x2+1= y2−4 xx2+2 y2=3 xy
Bài 3. (3 điểm):
1) Tìm tất cả các cặp số nguyên (x; y) thoả mãn phương trình
4y2−2 xy+6 y−x+7=0 
2) Cho ba số nguyên a,b,c thỏa mãn a + b + c = 20222033. Chứng minh a3+b3+c3chia hết 
cho 3.
Bài 4. (4 điểm):
1) Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, cho parabol (P) : y = x2. Tìm tọa độ các điểm A và B 
thuộc (P) sao cho tam giác OAB đều.
2) Cho các số dương x,y,z thỏa   √2( x2+ y2)+√2( y2+ z2)+√2( z2+x2)+xyz=7
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S = x

2

y+ z
+ y2

z+x
+ z2

z+ y
Bài 5. (5 điểm): Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên tiếp tuyến tại A của đường 

tròn  lấy điểm M sao cho MA > OA. Vẽ tiếp tuyển thứ hai MC với đường tròn (O)
(C là tiếp điểm). Đường thẳng qua M song song với AB cắt tia OC tại D. Vẽ đường 
tròn (01) đường kính MD. Gọi E giao điểm của MB với đường tròn (O), F giao điểm 
của MB với đường tròn (O')(E khác B,F khác M ). Tia DF cắt AB tại K.
1) Chứng minh ĈFB=ĈOB
2) Chứng minh ACEF cân
3) Chứng minh K là trung điểm của AO.
Bài 6. (2 điểm): Cho tam giác ABC có trọng tâm G và nội tiếp trong đường tròn (O). 
Các đường trung tuyến kẻ từ các đỉnh A, B,C của tam giác ABC lần lượt cắt đường 
tròn (O) tại các điểm D, E, F. Chứng minh rằng AB+BC+CA≤√3(GD+GE+GF).

 



--HẾT--
LỜI GIẢI

Bài 1

1) Rút gọn biểu thức P=( a√a+a−2
a−1

− 1
a√a−a ): 1

a√a−a  ;với a > 0,a≠1.

2) Tính giá trị của biểu thức Q = a3+b3với a = 3√7+√50, b=3√7−√50.

GIẢI

1) P=( a√a+a−2
a−1

− 1
a√a−a ): 1

a√a−a  ;với a > 0,a≠1.

=[ (√a−1 ) (a+2√a+2 )
(√a−1 ) (√a+1 )

− 1

√a+1 ]: 1
a(√a−1)

=( a+2√a+2−1√a+! ) . a (√a−1 )= (√a+1 )2

√a+1
. a (√a−1 )=a (√a−1 ) (√a+1 )=a (a−1 )

2. a = 3√7+√50, b=3√7−√50.
Ta có a3+b3=(7+√50 )+ (7−√50 )=14
ab=3√ (7+√50 ) (7−√50 )= 3√49−50=−1
đặt x=a+b
=>x3=a3+b3+3ab (a+b )
=>x3=14−3 x
=>x3+3 x−14=0(x-2)(x2+2 x+7 )=0
Mà x2+2 x+7=( x+1)2+6>0.Suy ra x=2
Do đó a2+b2=(a+b )2−2ab=22=2 (−1 )=6
=>84 = (a2+b2)(a3+b3 )=a5+b5+a3b2+a2b3

=>84 = Q + a2b2 (a+b )=Q+2b2 (a+b )=Q+2=¿Q=82
Bài 2. (3 điểm):

1) Giải phương trình x2−5 x+7=√2 x−5 .

2) Giải hệ phương trình {4 x2+1= y2−4 xx2+2 y2=3 xy
 GIẢI
1) Giải phương trình x2−5 x+7=√2 x−5 .



x2−5 x+7=√2 x−5 , điều kiện x ≥ 5
2

 

(2 x+5 )2+3=4 √2 x−5
Đặt u =√2 x−5(u≥0)
Ta có phương trình u4+3=4u
u4−2u2+1+2u2−4u+2=0
(u2−1 )2+2 (u2−1 )2=0(u2−1 )2 ( (u2−1 )2+2)=0
Mà (u2+1)2+2>0, ta được u=1
√2 x−5=1 x=3 ( thỏa mãn)
Vậy S= {3 }

2) Giải hệ phương trình {4 x2+1= y2−4 xx2+2 y2=3 xy

{4 x2+1= y2−4 xx2+2 y2=3 xy
{ y2=(2 x+1)2(1)

( x− y ) ( x−2 y )=0 (2 )

(1) { y=2 x+1y=−2 x−1
TH1 y=2x+1 thay vào (2)

( x−2 x−1 ) ( x−4 x−2 )=0{ x=−1( y=−1)

x=−2
3

( y=−1
3

)

TH2 y==2x=1 thay vào (2)

( x+2 x+1 ) ( x+4 x+2 )=0{x=−1
3

( y=−1
3

)

x=−2
5

( y=−1
5

)

Vậy tập nghiệm của hệ phương trình là

S= {(−1 ;−1 ) ;(−23 ;
−1
3 );(−13 ;−13 );(−25 ;

−1
5 )}

Bài 3. (3 điểm):

1) Tìm tất cả các cặp số nguyên (x; y) thoả mãn phương trình 4 y2−2 xy+6 y−x+7=0 

2) Cho ba số nguyên a,b,c thỏa mãn a + b + c = 20222033. Chứng minh a3+b3+c3chia hết 
cho 3.
GIẢI

1)4 y2−2 xy+6 y – x+7=04 y2+6 y+7=x (2 y+1 )

x= 4 y
2+6 y+7
2 y+1

 do 2y+1≠0



x=2y+2+
5

2 y+1

Vì x,y  Z nên ϵ
5

2 y+1  εZ

=>2y+1  ϵ {−5 ;−1 ;1 ;5 }

=>y  ϵ {−3 ;−1 ;0 ;2 }

Với y=-1=>x=-5

y=-1=>x=-5

y=0=>x=7

y=2=>x=7

vậy có 4 cặp số nguyên (x;y) thỏa mãn là

(−5 ;−3 ) ; (−5 ;−1 ) ; (7 ;0 ) ; (7 ;2 ) 

 2) Cho ba số nguyên a,b,c thỏa mãn a + b + c = 20222033. Chứng minh a3+b3+c3chia hết 
cho 3.
Ta có a3−a=a (a2−1 )=(a−1 ) . a .(a+1) là tích của ba số nguyên liên tiếp nên chia hết cho 
3

Tương tự b3−b ⋮ 3 ; c3−c ⋮ 3

Do đó [ (a3+b3+c3 )−(a+b+c ) ] ⋮ 3 (1)

Mà  2022⋮3=>a+b+c=20222033 (2)

Từ (1) và (2) ta có a3+b3+c3 ⋮ 3

Bài 4. (4 điểm):
1) Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, cho parabol (P) : y = x2. Tìm tọa độ các điểm A và B 
thuộc (P) sao cho tam giác OAB đều.
2) Cho các số dương x,y,z thỏa   √2( x2+ y2)+√2( y2+ z2)+√2( z2+x2)+xyz=7
Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S = x

2

y+ z
+ y2

z+x
+ z2

z+ y
GIẢI
1) Gọi hoành độ của A,B là a;b. Không giảm tính tổng quát ta giả sử a>b



A,B (P) => A(a;ϵ a2)vàB (b ;b2)
Ta có OA=√a2+a4 ;OB=√b2+b4
∆OAB đều nên OA=OB
a2+a4=b2+b4 
(a2−b2)(1+a2+b2)=0

 a2=b2{ a=ba=−b
Kết hợp điều kiện ta chọn a=-b ( a>0 do a>b)
Khi đó A(a;a2);B(-a;a2) . Với a>0 => AB=2a
∆OAB đều nên OA=AB √a2+a4=2a a2+a4=4 a2a2 (a2−3 )=0

Do a>0 =>a=√3=>{ A (√3 ;3 )
B (−√3 ;3 )

Vậy hai cặp điểm ( A;B) thỏa mãn là A (√3 ;3 ) ; B (−√3 ;3 ) hoặc A (−√3 ;3 ) ; B (√3 ;3 )
2)Ta chứng minh x2+ y2+ z2≥3(1)
Thật vậy giả sử x2+ y2+ z2<3.Khi đó

√2 ( x2+ y2 )+√2 ( y2+ z2 )+√2 ( x2+ z2 )≤√3 (2 ( x2+ y2 )+2 ( y2+ z2 )2 ( x2+ z2 ) )
=√12( x2+ y2+ z2)<6 (2)
x2+ y2+ z2>=33√x2 y2 z2=>xyz<1 (3)
Từ (2) và (3) suy ra vô lí theo giả thiết. Do đó (1) đúng

Khi đó S= 
x4

x2( y+ z )
+ y4

y2( z+x )
+ z4

z2( x+ y )
≥

( x2+ y2+ z2 )2

x2 ( y+ z )+ y2 ( z+x )+ z2( x+ y )
 (4)

Ta có x2 ( y+ z )+ y2 ( z+x )+ z2 ( x+ y )=xy ( x+ y )+ yz ( y+x )+ zx ( z+x )
≤√x2 y2+ y2 z2+ z2 x2 .√ ( x+ y )2+ ( y+ z )2+ ( z+x )2

≤√ 13 ( x2+ y2+ z2) .√2 ( x2+ y2+ z2 )+2( zy+ yz+ zx )≤√ 43 ( x2+ y2+ z2)3 (5)

Từ (4) và (5) => S ≥
( x2+ y2+ z2)2

4
3
( x2+ y2+ z2)3=

√3 ( x2+ y2+ z2 )
2

≥
3
2

Giá trị nhỏ nhất của S là 
3
2
. Dấu “=” xảy a khi x=y=z=1

Bài 5. (5 điểm): Cho đường tròn (O) đường kính AB. Trên tiếp tuyến tại A của đường 
tròn (0) lấy điểm M sao cho MA > OA. Vẽ tiếp tuyển thứ hai MC với đường tròn (O)
(C là tiếp điểm). Đường thẳng qua M song song với AB cắt tia OC tại D. Vẽ đường 
tròn (0’) đường kính MD. Gọi E giao điểm của MB với đường tròn (O), F giao điểm 
của MB với đường tròn (O')(E khác B,F khác M ). Tia DF cắt AB tại K.
1) Chứng minh ĈFB=ĈOB
2) Chứng minh ACEF cân.
3) Chứng minh K là trung điểm của AO.
GIẢI



K

F

E

O'
D

CH

BOA

M

1) Tứ giác <MDCF nội tiếp =>F̂CO=ÊMD ;mà ÊMD=F̂BO ( so≤trong )=¿ F̂CO=F̂BO

Tứ giác OBCF nội tiếp =>ĈFB=ĈOB

2) F̂CO=ÔBF

ÔBF= ÂCE ( cùng chắn ÂE )

=>ÔCF= ÂCE=¿ ÂCO=F̂CE (1 )

Mà ÂCO=ÔAC ;ÔAC=F̂EC (cùng chắn ĈB )=¿ F̂EC= ÂCO (2)

Từ (1) và (2)=>F̂CE=FEC=¿∆CEF cân tại F



3) OM cắt (O’) tại H≠M. Ta có ÔMD=M̂OA=M̂OD=¿∆MODcân tại D

Mà MH ⊥HD => H là trung điểm MO

CB//MO ( cùng ⊥ AC )=> ÔBC= ÂOM=ÔMD=ĤFK ( tứ giác HMDF nội tiếp )

Mà ÔBC=ÔCB=ÔFB (doOBCF nội tiếp )

=>ÔFB=F̂KH

=ĤFO=K̂FO=D̂FM=90° (3)

Mà ÂKO=ÔMD=K̂FH  suy ra tứ giác KOFH nội tiếp (4)

Từ (3) và (4) suy ra HK ⊥ AB=> HK//MA

=>HK là đường trung bình của ∆MAO=>K là trung điểm OA

Bài 6. (2 điểm): Cho tam giác ABC có trọng tâm G và nội tiếp trong đường tròn (O). 
Các đường trung tuyến kẻ từ các đỉnh A, B,C của tam giác ABC lần lượt cắt đường 
tròn (O) tại các điểm D, E, F. Chứng minh rằng AB+BC+CA≤√3(GD+GE+GF).

GIẢI



G

D

M

O

A

B

C

Gọi M là trung điểm BC

∆MAD~∆MDC(gg)=> MD.MA=MB.MC=
1
4
BC2

Ta có GD=MG+MD≥2√MG.MD=2√ 13 MA .MD
=2.√ 13 . 14 BC2=BC√3

 BC≤√3GD . Tương tự CA≤√3≥¿;AB≤√3GF=> Điều phải chứng minh


