
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Dạng 1. Hai đường thẳng vuông góc

Câu 1. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành, tam giác  là tam giác đều và

 là trung điểm của cạnh . Tính góc giữa hai đường thẳng  và  và .
Lời giải

Vì  nên 

Câu 2. Cho hình hộp  có tất cả các cạnh bằng nhau và góc  bằng . Tính góc

giữa các cặp đường thẳng sau:  và  và   và .
Lời giải

Vì  là hình thoi và  nên

Vì   nên   và

Câu 3. Cho  tứ  diện  ,  gọi   và   lần  lượt  là  trung  điểm  của   và  .  Biết

 và . Chứng minh rằng đường thẳng  vuông góc với đường
thẳng .

Lời giải

Lấy  là trung điểm của cạnh BC, ta có:  và  lần lượt là đường trung bình của tam giác

 và tam giác  nên  và .
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Do đó,   suy ra tam giác   vuông tại  , hay   mà

 và  nên , hay .

Câu 4. Cho hình chóp  có đáy là hình vuông tâm  và tất cả các cạnh của hình chóp đều bằng

. Gọi  lần lượt là trung điểm các cạnh .

a) Tính góc giữa các cặp đường thẳng sau:  và  và .

b) Tính tang của góc giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải

a) Ta  có:   nên   vuông  tại  ,  mà  ,  suy  ra

.

Với  là giao điểm của  và  thì .

Khi đó .

b) Vì  nên .

Ta có  và tam giác 

vuông tại  nên . Vậy .

Dạng 2. Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng

Câu 5. Cho hình chóp  có  vuông góc với mặt phẳng  và đáy là tam giác  vuông
tại . Kẻ  vuông góc với  tại  và  vuông góc với  tại . Chứng minh rằng:

a) ;

b) ;

c) .

Lời giải
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a) Ta có:  và  nên , suy ra .

b) Vì  nên , mà , suy ra .

c) Vì  nên , mà , suy ra .

Câu 6. Cho tứ diện  có ba cạnh  đôi một vuông góc với nhau. Gọi  là chân đường

vuông góc hạ từ  đến mặt phẳng . Chứng minh rằng:

a) ;

b)  là trực tâm của tam giác ;

c) .

Lời giải

a) Vì  nên , suy ra .

Vì  nên , suy ra .

b) Vì  nên . Tương tự, , do đó  là trực tâm của tam giác

.

c) Gọi  là giao điểm của  và , ta có:  và  nên  là đường cao của

tam giác vuông  và  là đường cao của tam giác vuông .

Áp dụng hệ thức lượng trong các tam giác vuông  và , ta có:
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Từ đó suy ra: .

Câu 7. Cho tứ diện  có  và . Chứng minh rằng .
Lời giải

Gọi   là trung điểm của  , ta có:  .  Do đó  , suy ra

.

Câu 8. Cho hình lăng trụ tam giác  có  vuông góc với mặt phẳng  và đáy là tam
giác  vuông tại . Chứng minh rằng:

a) ;

b) .

Lời giải

a) Vì và  nên 

b) Vì  nên , mà , suy ra 

Câu 9. Cho hình chóp  có đáy  là hình thoi tâm  và , . Chứng minh
rằng:

a) ;
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b)  và .

Lời giải

a) Vì   là  giao  điểm của   và   nên   là  trung  điểm của   và  ,  suy  ra

. Do đó .

b) Vì  nên . Tương tự, ta được .

Câu 10. Cho hình chóp  có , tam giác  nhọn. Gọi  lần lượt là trực tâm của
tam giác  và . Chứng minh rằng:

a)  và các đường thẳng  đồng quy;

b)  và .

Lời giải

a) Vì   nên  . Gọi   là giao điểm của   và  , ta có:

, suy ra , mà  là trực tâm của tam giác  nên  đi qua . Do đó,

 đồng quy tại .

b) Vì  nên , mà , suy ra . Do đó , lại có

 nên

. Từ đó ta có , tương tự, ta chứng minh được 

, suy ra . Do đó .

Dạng 3. Góc của đường thẳng với mặt phẳng

Câu 11. Cho tứ diện  có tất cả các cạnh bằng nhau và bằng . Tính côsin của góc giữa đường thẳng

 và mặt phẳng .
Lời giải
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Kẻ  tại , ta có  là hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng  nên

góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc giữa hai đường thẳng  và , mà

.

Vì  nên , hay  là tâm của tam giác , suy ra .

Từ đó ta tính được: .

Vậy côsin của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng .

Câu 12. Cho hình chóp  có đáy  là hình vuông cạnh bằng , .

a) Tính góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

b) Tính tang của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

Lời giải

a) Vì  nên  là hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng , do đó

góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc giữa hai đường thẳng  và ,

mà . Vì tam giác  vuông cân tại  nên . Vậy góc giữa đường

thẳng  và mặt phẳng  bằng .

b) Ta có:  nên , suy ra  là hình chiếu vuông góc của  trên

mặt phẳng , góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc giữa hai đường

thẳng  và .
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Ta có: . Xét tam giác  vuông tại , có:

Do đó, . 

Vậy tang của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng .

Câu 13. Cho  hình  chóp   có  ,  đáy  là  tam  giác   vuông  cân  tại  ,  biết

.

a) Tính tang của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

b) Tính sin của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

Lời giải

a) Kẻ  tại , mà  nên , suy ra . Do đó,  là

hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng  nên góc giữa

đường thẳng   và  mặt  phẳng   bằng  góc  giữa  hai  đường thẳng   và  ,  mà

.

Ta tính được: , suy ra .

b) Kẻ  tại , mà  nên , suy ra . Do đó  là hình

chiếu vuông góc của  trên , suy ra góc giữa đường thẳng  và  bằng góc giữa

hai đường thẳng  và , mà .

Ta có: , suy ra .

Câu 14. Cho hình hộp  có đáy  là hình vuông cạnh a và , hình chiếu

vuông góc của  trên mặt phẳng  trùng với trung điểm của . Tính góc giữa

đường thẳng  và mặt phẳng .
Lời giải
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Gọi  là giao điểm của  và . Ta có:  là hình chiếu vuông góc của  trên mặt

phẳng , góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc giữa  và

.  Mà  ,  ta  lại  có  .  Do  đó  ,  suy  ra

. 

Vậy góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng .

Câu 15. Cho hình chóp  có đáy  là hình vuông tâm  và các cạnh đều bằng .

a) Chứng minh rằng .

b) Tính góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

c) Gọi   là trung điểm của cạnh   và   là góc giữa đường thẳng   và mặt phẳng

. Tính .

Lời giải

a) Ta có: ;  nên .

b) Vì  nên  là hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng , do đó góc

giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc giữa hai đường thẳng  và  . Mà

 nên góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc . Xét tam

giác   có   và   nên tam giác   vuông cân tại  ,  suy ra

. Vậy góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng .
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c) Kẻ  tại  tại  thì ta chứng minh được , suy ra  là

hình chiếu vuông góc của  trên mặt phẳng , do đó góc giữa đường thẳng  và mặt

phẳng  bằng góc giữa hai đường thẳng  và , mà  nên góc giữa

đường thẳng  và mặt phẳng  bằng góc  hay .

Ta có: .

Tam giác SOK vuông tại , đường cao  nên .

Vì tam giác  vuông tại  nên .

Dạng 4. Hai mặt phẳng vuông góc. Góc nhị diện

Câu 16. Cho tứ diện đều  có độ dài các cạnh bằng . Gọi  là trung điểm của , kẻ  vuông
góc với  tại .

a) Chứng minh rằng .

b) Tính côsin của góc giữa mặt phẳng  và mặt phẳng .

Lời giải

a) Vì   là trung điểm của   nên  ,  ,  do đó  , suy ra

, ta lại có  nên .

b) Vì  nên góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng góc giữa hai

đường thẳng   và  , mà   nên góc giữa hai mặt phẳng   và

 bằng .

Ta  có:   và  ,  tam  giác   vuông  tại   nên

.

Câu 17. Cho tứ diên  có . Gọi  là trung điểm của . Chứng minh rằng

 và .
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Lời giải

Vì  là trung điểm của  nên , , suy ra .

Vì  hai  mặt  phẳng   và   đều  chứa  đường  thẳng   nên

.

Câu 18. Cho hình chóp  có đáy  là hình thoi tâm , cạnh bằng , góc  bằng . 

Kẻ  vuông góc với  tại . Biết  và . Chứng minh rằng:

a) ;

b) ;

c) .

Lời giải

a) Ta có  nên  mà , do đó .

Vì mặt phẳng  chứa  nên .

b) Ta có  nên  mà , do đó .

Vì mặt phẳng  chứa  nên .

c) Ta có: .
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Vì  cs  nên , suy ra .

Do đó, tam giác  vuông tại , suy ra .

Ta lại có  nên .

Câu 19. Cho hình chóp đều  có tất cả các cạnh bằng . Tính côsin góc giữa hai mặt phẳng sau:

a) Mặt phẳng  và mặt phẳng ;

b) Mặt phẳng  và mặt phẳng .

Lời giải

a) Gọi  là giao điểm của  và . Khi đó  nên , kẻ  tại

 thì , suy ra . Do đó, góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng

góc giữa hai đường thẳng   và  , mà   nên góc giữa hai mặt phẳng

 và  bằng .

Ta tính được , suy ra .

b) Gọi  là trung điểm của . Khi đó , suy ra góc giữa hai mặt phẳng

 và  bằng góc giữa hai đường thẳng  và .

Ta có: .

Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có:

, suy ra .

Vậy côsin góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng .

Câu 20. Cho hình chóp tam giác đều , cạnh đáy bằng , cạnh bên bằng . Tính số đo góc

phẳng nhị diện .
Lời giải
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Gọi   là  trung  điểm   là  trọng  tâm  tam  giác  .  Ta  có

, suy ra  là góc phẳng nhị diện 

Ta tính được

,

,

.

Ta  có  tam  giác   vuông  cân  tại  ,  suy  ra  số  đo  góc  phẳng  nhị  diện

.

Câu 21. Cho  hình  chóp   có  .  Tam  giác   vuông  tại  ,

. Tính số đo góc phẳng nhị diện .
Lời giải

Vẽ , ta có , suy ra  là góc phẳng nhị diện . Ta có

, suy ra .
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Câu 22. Cho hình lập phương  có cạnh bằng .

a) Tính côsin của góc giữa hai mặt phẳng  và .

b) Tính côsin của số đo góc nhị diện .

Lời giải

a) Gọi  là giao điểm của  và , ta có:  nên góc giữa hai mặt phẳng

 và  bằng góc giữa hai đường thẳng  mà

 nên góc giữa hai mặt phẳng  và  bằng . Ta có:

.

Suy ra .

b) Vì  nên góc nhị diện ,  bằng .

Ta có  nên .

Câu 23. Cho  hình  chóp   có  đáy   là  hình  vuông  cạnh  a,  biết  ,

 và  . Tính côsin của số đo góc nhị diện   và góc nhị diện

.
Lời giải
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Ta có  nên góc nhị diện  bằng . Vì tam giác  vuông tại

 nên  và

.

Kẻ  tại  thì  nên .

Ta có   nên tam giác   vuông tại  ,  tính được  ,   và

.  Áp  dụng  định  lí  côsin  trong  tam  giác  ,  ta  có:

.

Câu 24. Cho hình chóp  có đáy  là hình vuông cạnh , tam giác  đều và nằm trong

mặt phẳng vuông góc với mặt đáy . Gọi   lần lượt là trung điểm của các cạnh
 và .

a) Tính côsin của góc giữa đường thẳng  và mặt đáy .

b) Chứng minh rằng .

Lời giải

a) Ta có   và   nên  , suy ra góc giữa đường thẳng

 và mặt phẳng  bằng góc giữa hai đường thẳng  và , mà , t

a tính được  và .

Do đó .

b) Ta có  nên . Hơn nữa, mặt phẳng (SDM) chứa đường

thẳng  nên .

Câu 25. Cho hình chóp  có  là hình vuông,  cắt  tại . Tất cả các
cạnh của hình chóp bằng .

a) Tính góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng .
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b) Gọi  là số đo của góc nhị diện . Tính .

c) Gọi   là giao tuyến của hai mặt phẳng   và   là số đo của góc nhị diện

. Tính .

 Gọi  là số đo góc nhị diện . Tính .

Lời giải

a) Vì  nên . Suy ra góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng

 bằng góc  . Xét tam giác   có   và   nên tam giác

 vuông cân tại . Suy ra , hay góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  b

ằng .

b) Gọi   là  hình chiếu của   trên  .  Khi  đó,  số  đo của   bằng  ,  hay

. Ta có:

c) Gọi   là  hình chiếu của   trên  .  Vì   nên   và  .  Khi  đó

. Suy ra số đo của  bằng , hay .

Ta có: .

d*) Gọi  là hình chiếu của  trên . Vì  nên . Suy ra  n

ên . Vậy số đo của  bằng , hay .

Vì hai tam giác  đều nên . Khi đó, ta có:
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Câu 26. Cho hình chóp  có  (  là hình thoi cạnh , . Tính

số đo của góc nhị diện .
Lời giải

Gọi  là hình chiếu của  trên . Khi đó, . Vì  nên . Suy

ra . Khi đó, . Như vậy, số đo của  bằng . Ta có:

nên

Vậy số đo của góc nhị diện  bằng . 

Câu 30*. Cho hình chóp  có  cắt  tại . Gọi  lần lượt là số đo của các nhị

diện  và . Tính .

Lời giải
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Trong mặt phẳng , lấy đường thẳng  sao cho . Gọi  là giao điểm

của  và . Trong mặt phẳng , lấy đường thẳng  sao cho . Khi

đó, số đo của  bằng , hay  và số đo của  bằng , hay

. Trong mặt phẳng  có ,  thẳng hàng nên .

Câu 31*. Cho hình chóp  . Gọi   lần lượt là góc giữa các đường thẳng

 và mặt phẳng . Chứng minh rằng:

Lời giải

Gọi   là  hình  chiếu  của   trên  .  Khi  đó,  ta  có:

. Các tam giác   vuông có các

góc  đều nhỏ hơn  nêN

Như vậy:
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Dạng 5. Khoảng cách

Câu 27. Cho hình chóp  có đáy  là tam giác đều cạnh , cạnh bên  vuông góc với đáy.

Tính khoảng cách từ điểm  đến mặt phẳng  theo , biết .
Lời giải

Gọi   là  trung  điểm  của   thì   (vì   đều).  Ta  có   và

 .

Trong mặt phẳng , vẽ .

Suy ra  hay .

Xét  vuông tại :

Vậy .

Câu 28. Cho hình chóp tam giác đều  có cạnh đáy bằng , cạnh bên bằng . Gọi  là trọng

tâm của tam giác  là trung điểm của .

a) Tính khoảng cách từ  đến mặt phẳng .

b) Tính khoảng cách từ  đến mặt phẳng .

Lời giải
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a) Do  là hình chóp tam giác đều nên  hay .

Tam giác  là tam giác đều cạnh  nên .

Tam giác  vuông tại  nên

.

Vậy .

b) Vì  nên 

.

Gọi  là trung điểm của .

Ta có:  và  và .

Do đó . Vậy .

Câu 29. Cho hình lập phương  cạnh . Gọi  lần lượt là trung điểm của  và

. Tính khoảng cách giữa hai đường thẳng  và .
Lời giải
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 cắt  tại . Gọi  là trung điểm của . Vẽ .

Ta có: .

Xét tam giác vuông , ta có , suy ra .

Câu 30. Cho tứ diện đều  có cạnh bằng . Gọi  là trung điểm của cạnh . Tính khoảng cách
giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải

Gọi  là trung điểm  là trung điểm . Vẽ .

Ta có .

Xét tam giác  cân tại , ta có

,

Câu 31. Cho hình lập phương  có cạnh bằng . Tính theo  khoảng cách:

a) Giữa hai đường thẳng  và .

b) Giữa đường thẳng  và mặt phẳng .

c) Từ điểm  đến đường thẳng .

d) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải
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a) Vì  vuông góc với cả hai đường thẳng  và  nên .

b) Vì  nên

c) Gọi  là giao điểm của  và , ta

có  ,  theo  định  lí  Pythagore,  áp  dụng  cho  tam  giác   vuông  tại   thì

. Do đó .

d) Ta có: .

Câu 32. Cho hình chóp  có đáy là tam giác  đều cạnh bằng  và . Tính
theo  khoảng cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng .

b) Từ điểm  đến mặt phẳng .

c) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải

a) Kẻ   tại  ,  mà   nên  ,  suy  ra  .  Do  đó

.

b) Kẻ  tại  và  tại  thì , suy ra .
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Ta có: , suy ra . Vậy .

c) Dựng  hình  bình  hành   thì   và  mặt  phẳng   chứa   nên

. Mà , tính tương tự như câu b ta được:

. Vậy .

Câu 33. Cho hình chóp  có đáy  là tam giác vuông tại , góc  bằng , biết tam giác

 đều cạnh  và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng . Tính theo  khoảng
cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng .

b) Từ điểm  đến mặt phẳng .

c) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải

a) Kẻ  vuông góc với  tại  thì , suy ra .

b) Kẻ  vuông góc với  tại  vuông góc với  tại  thì .

Ta  có:   và  tam  giác   vuông  tại  ,  đường  cao   nên

.

Lại có  là trung điểm của  nên .

C) Dựng  hình  bình  hành  ,  chứng  minh  được   là  hình  chữ  nhật.  Khi  đó

 và  mặt  phẳng   chứa   nên

.
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Kẻ  vuông góc với  tại ,  vuông góc với  tại  thì , suy ra

. Ta có: , tam giác  vuông tại , đường cao 

nên . Vậy .

Câu 34. Cho hình hộp chữ nhật  có . Tính theo  khoảng
cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng .

b) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải

a) Kẻ  vuông góc với  tại .

Khi đó , suy ra .

b) Ta có:  nên .

Vì  cắt  tại trung điểm của  nên .

Kẻ  vuông góc với  tại . Khi đó , suy ra

Vậy 

Câu 35. Cho  hình  lăng  trụ  đứng   có  đáy   là  tam  giác  vuông  tại   và

. Tính theo  khoảng cách:

a) Từ điểm  đến đường thẳng .

b) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải
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a) Kẻ  vuông góc với  tại  thì .

Ta có:  nên . Vậy .

b) Vì  nên Mà  cắt  tại

trung điểm của  nên 

Đặt   thì  ,  suy  ra  .  Vậy

.

Câu 36. Cho hình chóp  có . Tính khoảng cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

b) Giữa hai đường thẳng  và ;

c) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

d) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

e*) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải
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a) .

b) .

c) Gọi   là  hình  chiếu  của   trên  .  Khi  đó,  .  Suy  ra

.

d) Gọi  là hình chiếu của  trên . Khi đó, . Suy ra

e*) Lấy điểm  sao cho  là hình bình hành, gọi  là hình chiếu của  trên . Ta có

 là  hình  chữ  nhật  do  .  Suy  ra   nên  .  Do  đó,

.

Vì  nên .

Xét tam giác  vuông tại  có: .

Vậy .

Câu 37. Cho hình chóp  có  là hình chữ nhật, , tam giác  vuông

cân tại  và nằm trong mặt phẳng vuông góc với . Tính khoảng cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

b) Giữa hai đường thẳng  và ;

c) Giữa hai đường thẳng  và ;

d) Từ điểm  đến mặt phẳng .

Lời giải
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a) .

b) Vì  nên

c) Vì  nên .

Vì  nên , suy ra . 

Ta có: 

Vậy .

d) Gọi  là trung điểm . Vì tam giác  cân nên .

Mà  nên . Vậy .

Câu 38. Cho  hình  chóp   có   là  hình  vuông  cạnh   cắt   tại  ,

. Tính khoảng cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

b) Giữa hai đường thẳng  và ;

c) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

d*) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải
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a) .

b) Gọi  là hình chiếu của  trên . Khi đó,

c) Gọi  là hình chiếu của  trên . Khi đó,  nên . Ta có:

d*) Vì  nên . Gọi  là hình chiếu của

 trên . Vì  là hình chiếu của  trên  mà  thẳng hàng nên 

thẳng hàng. Ngoài ra, ta có . Do đó, . 

Suy ra .

Câu 39. Cho  hình  hộp   có   là  hình  thoi  cạnh  ,

. Tính khoảng cách:

a) Từ điểm  đến mặt phẳng ;

b) Giữa hai mặt phẳng  và ;

c*) Giữa hai đường thẳng  và .

Lời giải
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a) Gọi  là hình chiếu của  trên . Khi đó, . Vì tam giác  đều cạnh

 nên .

Vậy .

b) Vì  là hình hộp nên .

Gọi  là hình chiếu của  trên . Vì tam giác  đều cạnh  nên .

Khi đó, .

c*)  Gọi   là  hình  chiếu  của   trên  .  Vì   nên  .  Suy  ra

. Ta có:

Vì  nên

Vậy .
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