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Lôøi noùi ñaàu

Phöông trình muõ laø moät maûng ñeà taøi khaù 
thuù vò vôùi nhieàu phöông phaùp giaû ñaëc saéc . 
Ngoøai nhöõng phöông phaùp giaûi thuaàn tuùy nhö: 
bieán ñoåi töông ñöông, ñaët aån phuï, ñöa veà cuøng 
cô soá, logarit hai veá ….., baèng caùch ñaùnh giaù 
phöông trình döïa treân : tính chaát haøm soá muõ; tính 
chaát giaù tò tuyeät ñoái; tam thöùc baäc hai, caùc baát 
ñaúng thöùc cô baûn… ta coù theå nhanh choùng chæ ra
ñöôïc nghòeâm cuûa baøi toaùn. Phöông phaùp naøy 
ñaëc bieät coù hieäu quaû ñoái vôùi nhöõng phöông 
trình khoâng maãu möïc hay nhöõng phöông trình ta 
khoâng theå giaûi baèng caùc phöông phaùp thoâng 
thöôøng hoaëc seû gaëp nhieàu khoù khaên.

Ñeå baïn ñoïc khoâng coøn aùi ngaïi trong vieäc löïa
choïn phöông phaùp giaûi khi ñöùng tröôùc moät phöông
trình khoâng maãu möïc, nhoùm chuùng toâi xin giôùi 
thieäu ñeà taøi “ Giaûi phöông trình muõ baèng 
phöông phaùp ñaùnh giaù” . ÔÛ ñaây chuùng toâi 
toång hôïp vaø ñöa ra nhöõng ví duï ñieån hình ñöôïc 
saép xeáp töø ñôn giaûn ñeán phöùc taïp theo töøng 
daïng ñaùnh giaù cuï theå thöôøng gaëp. Sau moãi ví duï
hoaëc sau moãi daïng ñaùnh giaù chuùng toâi coù ñöa ra
nhaän xeùt vaø höôùng ñi, höôùng phaùt trieån cho baøi 
toaùn ñeå baïn ñoïc tieän tham khaûo vaø naém baét 
moät caùch deã daøng.

Ñeà taøi cuûa chuùng toâi goàm 4 phaàn, moãi 
phaàn laø moät daïng cuûa phöông phaùp ñaùnh giaù:

- Daïng 1: Ñaùnh giaù döïa vaøo tính chaát haøm 
soá muõ.

- Daïng 2: Ñaùnh giaù döïa vaøo caùc baát ñaúng 
thöùc cô baûn.

- Daïng 3: Ñaùnh giaù döïa vaøo tính chaát haøm 
soá chöùa giaù trò tuyeät ñoái.

- Daïng 4: Ñaùnh giaù döïa vaøo tam thöùc baäc 
hai.

Hy voïng ñeà taøi naøy laø taøi lieäu thieát thöïc 
cho vieäc oân taäp reøn luyeän kyõ naêng giaiû toaùn 
phuïc vuï caùc baïn trong caùc kyø thi.

Chuùc caùc baïn may maén vaø hoïc taâp toát hôn!

Nho ́m thực hiệ 
n
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Môû ñaàu
Phöông trình muõ:

Phöông trình muõ cô baûn coù daïng
,( 0; 1)xa b a a   .

1. Haøm soá   goïi laø haøm soá muõ 

cô soá a.
2. Caùc tính chaát
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Daïng 1: ÑAÙNH GIAÙ DÖÏA TREÂN TÍNH CHAÁT
HAØM SOÁ MUÕ.
(Phöông Trình Muõ)

1. Phöông phaùp chung : Giaûi phöông trình  f(x) = 
g(x)
Xeùt treân taäp xaùc ñònh D ta coù 

Khi ñoù phöông trình thoûa maõn khi 

      Ví duï minh hoïa :
Ví duï 1:[4]    Giaûi phöông trình : 

   Giaûi:

      Ví duï 2:[4]   Giaûi phöông trình:
 

      Giaûi  :
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  Ví duï 3  :  [3]   Giaûi phöông trình :

        Giaûi:  
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Nhaän xeùt: Trong caùc ví duï treân , baèng vieäc 
ñaùnh giaù moät caùch raát tinh teá caùc toaùn töû 
trong phöông trình , ta ñaõ nhanh choùng tìm ñöôïc 
nghieäm cuûa baøi toaùn moät caùch deå daøng. Ñaây 
laø phöông phaùp duøng ñeå ñaùnh giaù phöông trình 
muõ raát hay.

Söû duïng caùc tính chaát caûu haøm soá ñeå giaûi 
phöông trình laø moät daïng khaù quen thuoäc . Ñoái 
vôùi phöông trình muõ tính chaát ñaëc tröng cuûa noù 
laø tính ñôn ñieäu. Ñaây cuõng laø moät maûng raát 
thuù vò. Ta coù 3 höôùng aùp duïng sau:

 Höôùng 1: Thöïc hieän theo caùc böôùc:
Böôùc 1: Chuyeån phöông trình veà daïng f(x)=k
Böôùc 2: Xeùt haøm soá y=f(x)
     Duøøng laäp luaän khaúng ñònh haøm soá ñôn 
ñieäu(giaû söû ñoàng bieán)
Böôùc 3: Nhaän xeùt

 Höôùng 2: Thöïc hieän theo caùc böôùc:
Böôùc 1: Chuyeån phöông trình veà daïng f(x)=g(x)
Böôùc 2: Xeùt haøm y=f(x) vaø y=g(x)

Duøng laäp luaän khaúng ñònh y=f(x) laø 
ñoàng bieán,coøn haøm y=g(x) laø nghòch 
bieán hoaëc laø haøm haèng.

Xaùc ñònh .

Böôùc 3: Vaäy phöông trình coù nghieäm duy nhaát

:

 Höôùng 3: Thöïc hieän theo caùc böôùc:
Böôùc 1: Chuyeån phöông trình veà daïng f(x) = 
f(v)
Böôùc 2: Xeùt haøm soá y=f(x)

Duøng laäp luaän khaúng ñònh haøm ñôn 
ñieäu.

Khi ñoù 

      Ví duï minh hoïa :
      Ví duï 4: [4]   Giaûi phöông trình :    (1)

Giaûi   :   
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Caùch 1: ta coù nhaän xeùt x=2 laø 1 nghieäm cuûa 
phöông trình

Caùch 2: 

        Ví duï 5: [3]   Giaûi phöông trình : 
    Giaûi:
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     Ví duï 6: [4]  Giaûi phöông trình: 

  Giaûi:

      Ví duï 7: [6]

          Giaûi:
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* Chuù yù : Trong phöông phaùp treân ta ñaõ söû 
duïng hai meänh ñeà sau:

+ Meänh ñeà 1: Xeùt phöông trình f(x)= trong ñoù
f(x) luoân ñoàng bieán (hoaëc nghòch bieán) treân 
taäp xaùc ñònh cuûa phöông trình khi ñoù phöông 
trình coù nghieäm duy nhaát.
+ Meänh ñeà 2: Xeùt phöông trình f(x) = g(x) , 
trong ñoù f(x) luoân ñoàng bieán (hoaëc nghòch 
bieán) vaø g(x) luoân nghòch bieán ( hoaëc ñoàng 
bieán) treân mieàn xaùc ñònh cuûa phöông trình thì
khi ñoù phöông trình coù nghieäm duy nhaát.
Moät caùch toång quaùt: Neáu haøm soá f(x)=h coù
m khoaûng ñôn ñieäu thì haøm soá coù nhieàu 
nhaát laø m nghieäm.

       Ta xeùt theâm moät ví duï nöõa:
 Ví duï 8:    Giaûi phöông trình : 
  Giaûi:
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Baøi taäp ñeà nghò:
Giaûi caùc phöông trình sau :
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Daïng 2 : ÑAÙNH GIAÙ PHÖÔNG TRÌNH MUÕ
BAÈNG CAÙC BAÁT
ÑAÚNG THÖÙC CÔ BAÛN

Treân ñaây , chuùng toâi ñaõ trình baøy nhöõng
baøi  toaùn  ñôn  giaûn  nhaèm  coù  theå  söû  duïng
phöông  phaùp  ñaùnh  giaù  ñeå  giaûi  toaùn  phöông
trình muõ moät caùch nhanh choùng , deå hieåu. Tuy
nhieân ta cuõng ñaõ söû duïng kheùo leùo moät soá
baát  ñaúng  thöùc  thöôøng  gaëp  nhö  Côsi,
Bunhiacoâpxki, Bernoulli….. ñeå giaûi quyeát nhöõng
baøi toaùn phöùc taïp

 I.  Moät soá neùt chính cuûa caùc baát ñaúng
thöùc
1. Baát ñaúng thöùc Coâsi : 

2. Baát ñaúng thöùc Bernoulli : laø moät baát ñaúng
thöùc cho pheùp tính gaàn ñuùng cuûa luõy thöøa
1+x, baát ñaúng thöùc naøy ñöôïc phaùt bieåu nhö
sau:

 3.  Baát ñaúng thöùc Bunhiacopxki : 
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M  oät soá ví duï minh hoïa  

 Ví duï 1: 

    Giaûi:

 Ví duï 2: 

Giaûi 

               Nhaän xeùt: Vôùi nhöõng baøi toaùn nhö ví
duï 1,ví duï 2 thì söû duïng phöông phaùp ñaùnh giaù
döïa  vaøo  baát  ñaúng  thöùc  laø  caùch  raát  hay  vaø
ngaén goïn trong lôøi giaûi. Neáu nhö ôû ví duï 1 ta coù
theå  söû  duïng  phöông  phaùp  ñôn  ñieäu  ñeå  tìm  ra
nghieäm cuûa baøi  toaùn thì  sang ví  duï  2  haàu nhö
khoâng coù phöông phaùp naøo khaùc phöông phaùp
ñaùnh giaù baøi toaùn ñoù.
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Ví duï 3:[4] 

Giaûi:

         Nhaän xeùt: Khoâng phaûi luùc naøo chuùng ta
cuõng  coù  theå  nhaän  ra  ngay  raèng  moät  baøi
toaùn naøo ñoù laø söû duïng phöông phaùp ñaùnh
giaù baèng baát ñaúng thöùc ñeå giaûi maø phaûi
qua  moät  soá  pheùp  bieán  ñoåi  cuï  theå  ñeå
chuyeån baøi toaùn ñoù veà daïng coù theå sử duïng
baát  ñaúng  thöùc  ñeå  ñaùnh  giaù  vaø  tìm  ra
nghieäm.

        Víduï4:[4]

             Giaûi:
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   Nhaän xeùt: Raát nhieàu hoïc sinh nhaàm töôûng
raèng coù theå giaûi baøi toaùn baèng caùch söû duïng
ñaët aån phuï  t=2x.  Tuy nhieân khi  ñoù ta seõ nhaän
ñöôïc moät phöơng trình baäc 6, maø phöông trình baäc
6 thì haàu nhö chöa coù moät phöông phaùp giaûi cuï
theå naøo.

        Ví duï 5:

     Laøm moät caùch töông töï, söû duïng phöông phaùp
treân ta tìm ñöôïc nghieäm duy nhaát x=0.
     Nhaän xeùt: 

 Ví duï 4, ví duï 5 ñeàu xuaát phaùt töø moät baát
ñaúng thöùc

.  (Baát  ñaúng thöùc  naøy ñöôïc

chöùng minh nhö caùch laøm ôû ví duï 4)
 Vieäc ra baøi taäp cho daïng ñaùnh giaù baèng baát

ñaúng thöùc  Côsi thaät ñôn giaûn neáu baïn bieát
moät soá baát ñaúng thöùc ñöôïc chöùng minh töø
baát  ñaúng  thöùc  Côsi.  Luùc  ñoù  baïn  quy  baát
ñaúng thöùc ñoù veà daïng muõ laø ñöôïc ( Vì baát
ñaúng thöùc Côsi aùp duïng cho nhöõng soá khoâng
aâm vaø  daïng muõ laø nhöõng soá döông neân
chuùng lieân heä vôùi nhau ñöôïc)

        Moät soá baøi taäp töï giaûi:

         Ví duï 6:[4] Giaûi phöông trình : 
      Giaûi:
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  Ví duï 7:[4] 

     Giaûi:

      Nhaän xeùt: Qua ví duï 6 , ví duï 7 ta thaáy neáu
gaëp baøi toaùn coù daïng:

 thì  phöông  phaùp  Bernoulli
ñöôïc  söû  duïng  laø  hieäu  quaû  nhaát  baèng  caùch
ñaùnh giaù theo töøng tröôøng hôïp gioáng nhö treân.

Ví duï 8:[4] 
Giaûi:
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      Nhaän xeùt:  Khoâng phaûi baøi  toaùn naøo ta
cuõng  nhìn  ra  caùch  aùp  duïng  baát  ñaúng  thöùc
Bernoulli  maø  trong  tröôøng  hôïp  cuï  theå  coù  theå
chuyeån baøi  toaùn veà  daïng:  .
Khi ñoù ta xaùc ñònh ñöôïc:

      Moät soá baøi toaùn töï giaûi:

       

  3) Giaûi phöông trình: 
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Ví duï 9: 

    Giaûi:

        Nhaän xeùt: ÔÛ baøi toaùn treân chuùng ta coù
theå  quy  veà  giaûi  phöông  trình  voâ  tæ

baèng  caùch  bình  phöông  hai  veá
nhöng  seõ  khoâng  ñöôïc  nhanh  choùng  nhö  aùp
duïng baát ñaúng thöùc Bunhiacopxki.

        Ví duï 11: Giaûi phöông trình:

     Giaûi:

 

       Ñaây laø phöông trình thuaàn nhaát ñoái vôùi sinx
vaø cosx. Chuùng ta coù theå söû duïng phöông phaùp
giaûi baøi toaùn daïng naøy nhöng quaû thaät khaù raéc
roái .  Vôùi moät chuùt bieán ñoåi ñeå söû duïng baát
ñaúng thöùc Bunhiacopxki chuùng ta deå daøng tìm ra
nghieäm cuûa noù.
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        Ñaây laø moät soá ví duï thöôøng gaëp khi giaûi
phöông trình muõ khi caùc phöông phaùp khaùc khoâng
ñem laïi  keát  quaû  toái  öu  thì  baát  ñaúng  thöùc  laø
coâng cuï hieäu quaû nhaát.
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Daïng 3: ÑAÙNH GIAÙ PHÖÔNG TRÌNH MUÕ BAÈNG
CAÙC TÍNH CHAÁT

HAØM CHÖÙA DAÁU TRÒ TUYEÄT ÑOÁI

1. Ñònh nghóa :

2. Caùc tính chaát:

Ví duï 1:[5] 

Giaûi:

Ví duï 2: 

Giaûi:
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        Nhaän xeùt: ÔÛ ví duï treân töø (*) neáu baèng
caùch môû daáu giaù trò ñoái thì chuùng ta cuõng giaûi
queát ñöôïc baøi toaùn nhöng noù seõ raéc roái hôn. Ñeå
yù moät chuùt chuùng ta söû duïng baát ñaúng thöùc trò

tuyeät  ñoái   thì  baøi  toaùn trôû  neân deå

daøng hôn.
      *  Toång quaùt cho daïng toaùn naøy:

                       

     Ví duï 3:[5] 

          Giaûi:  

 

  *Chuù yù: Raát nhieàu hoïc sinh khi giaûi baøi toaùn
naøy chæ thu ñöôïc nghieäm x=3.
  * Toång quaùt cho daïng naøy :

              
     Ví duï 4:[6]   Tìm taát caû caùc caëp soá thöïc x,y
thoûa :

   Giaûi:
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      Nhaän xeùt : Sai laàm thöôøng gaëp ôû daïng baøi
naøy laø:

 Hoïc sinh seõ khöû giaù trò tuyeät ñoái  cuûa (2)
daãn  ñeán  baøi  toaøn  naøy  daøi  vaø  khoù  ñònh
höôùng tieáp theo.

 Ñaây laø moät trong nhöõng baøi toaùn khoù ñònh 
höôùng cho hoïc sinh neáu nhö khoâng bieát caùch 
so saùnh ñeå suy ra .

Ví duï 5: 

   Giaûi:

     Nhaän xeùt: Khi gaëp phöông trình muõ daïng ví duï
3 ta neân duøng caùch ñaùnh giaù treân ñeå giaûi vì noù

lieân quan ñeán haøm sinx vaø cosx maø

Ví duï 6: 

  Giaûi:
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   Toång quaùt : Khi gaëp phöông trình muõ chöùa giaù
trò  tuyeät  ñoái  coù  daïng

.  Ta  duøng  baát

ñaúng thöùc Bernoulli ñeå giaûi quyeát baøi toaùn vaø
phöông phaùp naøy ñaõ ñöôïc chuùng toâi trình baøy ôû
daïng 2 trong taøi lieäu.
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Daïng 4: ÑAÙNH GIAÙ DÖÏA VAØO TAM THÖÙC
BAÄC HAI,

PHÖÔNG TRÌNH MUÕ

Ñaët aån phuï laø phöông phaùp ñöôïc duøng phoå 
bieán trong vieäc giaûi phöông trình noùi chung vaø 
giaûi phöông trình muõ noùi rieâng. Nhieàu baøi toaùn 
chæ nhìn vaøo laø ta coù theå thaáy ñöôïc caùch choïn 
aån phuï thích hôïp. Nhöng cuõng khoâng ít baøi toaùn 
khieán chuùng ta boái roái ngay töø böôùc naøy. Ñoái 
vôùi nhöõng baøi toaùn naøy, thoâng thöôøng ñoøi hoûi 
baïn ñoïc phaûi coù caùi nhìn tinh teá ñeå ñaùnh giaù 
vaø ñöa ra höôùng giaûi thích hôïp. Ñeå minh hoïa cho 
söï tinh teá ñoù, chuùng ta laàn löôït xeùt caùc ví duï 
sau:

Ví duï 1[2]: 

 Giaûi:

     Chuù yù:   Trong nhieàu tröôøng hôïp ta khoâng thaáy 
ngay ñöôïc söï xuaát hieän ab=1 ñoái vôùi caùc toaùn 
töû cuûa phöông trình . Khi ñoù caàn ñaùnh giaù tinh teá
hôn. Cuï theå ta xeùt ví duï sau:

    Ví duï   2  :[1] 

        Giaûi:
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    Nhaän xeùt: Nhö vaäy, trong ví duï treân, baèng
vieäc ñaùnh giaù 

ta ñaõ löïa choïn ñöôïc aån phuï t= cho phöông

trình .
   Ví duï tieáp theo ta seõ mieâu taû vieäc löïa choïn aån
phuï thoâng qua ñaùnh giaù môû roäng cuûa ab=1 . Ñoù
laø:

Ta xeùt ví duï cuï theå sau:

    Ví duï 3: 

      Giaûi:
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Ñeå baïn ñoïc naém vöõng hôn veà kyõ naêng giaûi
caùc daïng toaùn treân môøi caùc baïn laøm caùc ví duï
sau:

Chuù yù: Tuy nhieân , nhieàu baøi toaùn sau khi ñaët
aån phuï vaãn coøn toàn taïi  aån ban ñaàu. Loaïi baøi
toaùn naøy ta coù theå giaûi baèng caùc phöông phaùp
thoâng thöôøng cho phöông trình aån t. Nhöng ôû ñaây,
chuùng toâi  seõ trình baøy phöông phaùp ñaùnh giaù
qua ñònh lí Viet cuûa tam thöùc baäc hai. Vôùi phöông
phaùp naøy ta seõ nhanh choùng ñöa ra nghieäm cuûa
phöông trình.

Ta xeùt caùc ví duï sau
Ví  duï  4:

   Giaûi:
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Nhaän xeùt: Ñaây laø moät ví duï vaän duïng raát
tinh teá ñònh lí Viet cuûa tam thöùc baäc hai

ÔÛ  baøi  taäp  naøy,  sau  khi  ñaët  aån  phuï  5x-2=t  ,
phöông trình vaãn coøn toàn taïi aån x. Ta coù theå giaûi
phöông trình (2) nhö moät phöông trình baäc hai theo
aån t thoâng thöôøng. Nhöng ôû ñaây chuùng toâi trình
baøy theo phöông phaùp ñaùnh giaù döïa vaøo tam thöù
baäc hai.

Hoaøn toaøn töông töï ta xeùt ví duï sau:
Ví  duï  5:[2]

  Giaûi:
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 Baøi taäp ñeà nghò. 
Giaûi caùc phöông trình sau:
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KEÁT LUAÄN CHUNG

Vôùi söï coá gaéng vaø noå löïc cuûa taát caû caùc 
thaønh vieân trong nhoùm taøi lieäu ñaõ ñöôïc hoaøn 
thaønh trong döï kieán. Tuy nhieân , do thôøi gian coù 
haïn vaø kinh nghieäm cuûa nhoùm coøn non yeáu, ñeà 
taøi coù theå coøn nhieàu thieáu soùt, khuyeát ñieåm. 
Raát mong quyù thaày coâ giaùo,caùc baïn sinh vieân 
vaø baïn ñoïc gaàn xa goùp yù, pheâ bình ñeå chaát 
löôïng ñeà taøi ngaøy moät hoaøn chænh hôn.

Chuùng toâi raát mong nhaän ñöôïc söï goùp yù cuûa 
ñoäc giaû vaø caùc baïn sinh vieân!
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TAØI LIEÄU THAM KHAÛO
[1]  Phöông phaùp giaûi toaùn töï luaän haøm soá 
muõ, haøm soá logarit –Traàn Thò Vaân Anh
[2]  15 Chuyeân ñeà TAM THÖÙC BAÄC HAI – 
Nguyeãn Ñöùc Ñoàng
[3]  690 Baøi toaùn ñaïi soá choïn loïc – Nguyeãn 
Ñöùc Ñoàng
[4]  Phöông phaùp giaûi toaùn Ñaïi soá- Phöông 
trình,heä phöông trình,baát phöông trình chöùa 
muõ-Leâ Hoàng Ñöùc
[5]  Phöông phaùp giaûi toaùn Ñaïi soá- Phöông 
trình,heä phöông trình,baát phöông trình chöùa 
daáu trò tuyeät ñoái-Leâ Hoàng Ñöùc

          [6]  500 Baøi toaùn ñieån hình phöông trình, baát
phöông trình,heä phöông trình muõ logarit - Traàn Ñình
Thì
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