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DANH MUC CAC TU VIET TAT

Stt | Chir viét tit Noi dung
1 SKKN Sang kién kinh nghiém
2 THPTQG Trung hoc pho thong qudc gia
3 THPT Trung hoc pho thong
4 bH-Cb bai hoc, Cao déng
5 HSG Hoc sinh gioi




6 GTLN Gi tri 16n nhat

7 GTNN Gi4 tri nho nhat

8 minP Gi4 tri nho nhat caa biéu thirc P
9 maxP Gia trj 16n nhat caa biéu thic P
10 BPT Bit dang thuc




1. Mé& dau
- Li do chon dé tai.

Trong chuong trinh todan THPT, bai toan tim gia tri 16n nhat, gia tri nho
nhat (GTLN, GTNN) ctia ham s6 c6 mot vai tro hét stirc quan trong. N6 thudng
xuyén duoc van dung dé giai quyét nhidu bai toan thudc nhitng linh vuc khac
nhau nhu: Giai tich, Pai s6, Hinh hoc,.... Dic biét 1a phuong phap tim GTLN,
GTNN bing cong cu dao ham (Giai tich 12) thi cach van dung that 13 don gian,
hiéu qua.

Nhitng nim gan day, trong cac ky thi HSG cap tinh, ky thi PH-CP (trudc
nam 2015) va nay 1a ky thi THPTQG. Bai toan tim GTLN, GTNN cua biéu thuc
nhiéu bién xuat hién ngay cang nhiéu (v4i huéng giai chu dao 1a don bién va st
dung dao ham) nhu 1a mot thir thach 1on nhét cudi cung danh cho nhiing thi sinh
mudn chinh phuc diém 10 mén Toan. Nhung c6 vé thir thach nay 1a mot “ngon
nai” qua 1ém dé vuot qua ? Chi c6 mot sé rat it thi sinh 1am dugc. Nguyén nhan
chu yéu la do cac em khong c6 dinh hudéng giai, hodac khong xac dinh dugc cach
don bién hop 1i.

Vi tinh thiét thue, nhiéu gido vién ciing khong c6 hung tht 6n luyén phan
nay (trur khi c6 trong tay nhitng hoc tro that su Xudt sac) Lau dan thanh mot sy
mic dinh cta nhiéu hoc sinh (va ca gido vién): Cau 1y diém 10 chi 14 ciu cho
“dep doi hinh”, chur chang may ai quan tam dén né ca! Chinh vi vay cac SKKN
viét vé phan nay ciing chua nhiéu.

Véi hoc sinh thi cac em c¢é quyén lua chon 6n thi chi can dat dén bao
nhiéu diém. Nhung vé6i kinh nghiém ctia mét gido vién nhiéu nam luyén thi DH-
CD, boi dudng HSG cua nha truong (lién tyc tir ndm hoc 2009-2010 dén nay).
Trén quan diém “biét mudi day mot”, “mdi thdy co gido la mot tam guong vé
tinh than tu hoc va sang tao”, toi tu nhu du khé dén miy ciing phai quyét tim
tim cho dugc mdt hudng tiép can kha thi nhat. C6 thé co nhirng “ngon ni” minh
khéng vuot qua dugc nhung diéu quan trong hon 1a minh phai vuot qua duogc
chinh ban than minh.

Véi nhitng 1i do 6, t6i viét SKKN véi dé tai: “Phwong phap két hop don
bién va dgo ham tim GTLN, GTNN ciia biéu thirc nhiéu bién trong luyén thi
THPTOG va boi dwong HSG tai truong THPT Lé Lai” v5i mong mudn cé thé
truyén thém ngon lra ham mé kham pha khoa hoc, ddng thoi gitp cac em hoc
sinh luyén thi THPTQG, luyén thi HSG cap tinh ¢ truong THPT Lé Lai c6 dugc
mot cach nhin méi, mot cach tiép cdn méi dbi vaoi bai toan nay.

- Muc dich nghién ciru.

+ Giap hoc sinh (dac bi€t 1a cac em hoc sinh kha, giéi) 6n thi THPTQG,
luyén thi HSG mon Toan c6 mot phuong phéap hiru hiéu, mot cach tiép can gan
giii, ty nhién véi cac bai toan tim GTLN, GTNN cua biéu thirc nhiéu bién,

+ Giup cho cac ban dong nghiép c6 thém ngudn tai liéu phuc vu cong tac
luyén thi THPTQG va bdi dudng hoc sinh gioi,

+ Gilp ban than ty hoc nang cao trinh d6 chuyén modn, nghiép vu.



- P6i twong nghién ciru.

SKKN tip trung nghién ctru mot sé phuong phap don bién co ban dé dua
mot biéu thirc nhiéu bién (chil yéu 1a 2 dén 3 bién) vé ham mot bién. Sau do sur
dung cong cu dao ham dé khao sat ham mot bién nay tim GTLN, GTNN. Cac
bai toan trong sang kién nay ciing chi tp trung & muc do cac bai trong dé thi
DPH-CP (trudc day), dé thi THPTQG hién nay va dé thi HSG cap tinh.

- Phwong phap nghién ciru.
Mot s6 phuong phap chinh duge sir dung trong SKKN nay la:
+ Phuong phép diéu tra khao sat thuc té,
+ Phuong phap thu thap thong tin,
+ Phuong phap théng ké, xtr Iy sé lidu,
+ Phuong phap thuc nghiém, d6i ching.

2. No§i dung
2.1. Co s6 li luan
Phuong phap két hop don bién va dao ham tim GTLN, GTNN cua biéu
thirc nhiéu bién (3 bién) c6 thé mo ta bai bai toan sau:
2.1.1 Bai toan: Cho ba s6 thuc *7»Z thda mén diéu kién: F(x,y,2) =0 (hoic
F(x,y,2z) =0 F(x,¥,2) <0). Tim GTLN, GTNN cua biéu thirc P(x,y,2).
Phwong phap:
* Bwge 1: - Quan sdt, dw dodn, tim ra bién cdn don vé
- Dat t = bién can don vé
- Tim diéu kién chinh xdc cua t
* Bwéc 2: Chuyén biéu thirc can tim GTLN, GTNN theo t
P (x.y,2) - f(t), voi diéu kién ¢

* Bwge 3: Dung cong cu dao ham khéo sat ham f(t) tim GTLN, GTNN .

2.1.2 Phuong phap tim GTLN, GTNN cia ham mt bién sb.
2.1.2.1 Quy tac tim GTLN, GTNN ciia ham so y =/ (x) lién tuc trén [a;b]

* Bwgce 1: Tim cdc diém Xy Xy X, trén khodng (a;b), tai d6 '(X) =0 hodc
f'(X) khong xdc dinh.

* Bude 2: Tinh @), f(x), f(x,),..., f(x ), f(D).

* Bwge 3: Tim s6 16n nhdt M va s6 nhé nhdt m trong cdc sé trén. Ta co:

M=, IR0

2.1.2.2 Quy tic tim GTLN, GTNN ciia ham sé y =/ (%) lién tuc trén (a;b)
* Bwéc 1: Tim cdc diém Xp Xor-oo X, trén khodang (a:b), tai @6 '(X) =0 hogc
f(X) khéng xdc dinh.



* Buge 2: Tinh m /() =L f(x)), f(x,), . f(x ), limf(x) =L,

* Buwoc 3:

+ Néu min{f(x,), f(x;),.... f(x,)} < min{L,, L,} th;

frin = MIN{f(x), f(X,), ..., F(X,) } (7).

+ Néu max {f(x,), f(x;),..., f(x,) } > max{L,, L, } ¢/

fr = MAX{F(X,), F(X), o0, FX0) } (2),

+ Néu khong thoa (1) (hogc (2)) thi ham so khong dat min (hodac max).

Chi y:

i) C6 thé ldp bdng bién thién ciia ham sé f(x) trén khoang'@ D) thay cho bude 3.

ii) Néu phirong trinh '(X) = 0 vé nghiém trén (@ D) thi ham sé khong dat min,

max trén (a;b),

2.1.3. Phuwong phap don bién
Gia st ta can ching minh f(x,7,2) 20 (hodc /(x, ».2) =0), v6i f(x.»,2) 1a
biéu thirc dbi ximgcuax, y,zvax, y,zIa3 bién s thuc théa man cac tinh chat
nao ddy. Phuong phap don bién cho f(x, ¥, 2) dugc khai quat boi hai budc sau:
Buwéc 1 (Ky thudt don vé 2 bién bang nhau)
Panh gid f(x,y,2) 2f(x,t,0) véi t la mdt bién méi sao cho bo sé (x,t,t)
théa mdn tinh chdt ciia bé sé (x,,z).
Théng thwong ta hay dat t la cdc dai lwong trung binh dé khong lam mdt di cdc

) ) [ 2 2
tinh chat cho truoc, chang han t = %, t=xy, t= X ;y yeees

Buwdc 2. Banh gia f(x,t,1) =0

Viéc kho nhét cta chung ta 1 danh gia f(x,v.2) =/ (x,,7) . Diéu d6 phai
str dung nhiéu ky thuat (dac biét 1a viéc van dung cac bat dang thirc trung gian),
0 budc thir 2 hau hét 1a don gian vi chung ta da han ché con lai chi 2 bién.
2.1.4. Mt s bat diang thire, hing dang thic thwong ding (phin phu luc).

2.2. Thyc trang van dé

Nhitng nim gan day, trong cac ky thi HSG cap tinh, ky thi PH-CP (trudc
nam 2015) va nay 1a ky thi THPTQG, c6 thé ndi cau “chot” (ciu phan loai
nhing thi sinh xuét sic) trong dé thi mon Toan chu yéu 1a bai toan tim GTLN,
GTNN ciia biéu thirc nhiéu bién. Bai toan nay xuat hién ngdy cang nhiéu, dan
thay thé cho céac bai toan bat dang thirc truyén théng. Pay ciing 13 xu ‘huong ra
dé cia B6 GD&DT, nham tang cuong tmg dung cua dao ham, ham s6 vao giai
toan. Tuy nhién dai da s thi sinh truong THPT Lé Lai chua lam duoc bai toan
nay. C6 mot s nguyén nhan sau:

Thir nhat, vé phia gido vién: Chua cha tdm giang day, 6n luyén dang bai
nay (1i do 13 vi co rét it hoc sinh c6 du trinh do, ning luc dé tiép thu). Tuy nhién
diéu quan trong hon 1a gido vién ciing chua thuc sy dau tu nghién ctru dé co thé
tim ra mot hudng tiép can, mot phuong phap giai giai hiéu qua nhat.



Tht hai, vé phia hoc sinh: Chua dugc cac théy c6 On luyén can than (héu
hét cac em hodc 1a khong dinh hudng duge cach giai hodc 13 c¢6 dinh hudng
nhung khong nim duogc cac phuong phap don bién thiéu ki nang van dung cac
BDT trung gian, tu duy phan tich tong hop chua tbt,...), cong thém tam Ii thiéu
tur tin, ngai kham pha (bang 1ong voi muc tiéu <9 dlem)

Trén thuc té, ¢ trudng Lé Lai hang nim van c6 nhimg hoc sinh xudt sic
(nim nao ciing c6 hoc sinh thi dd vao cac truong PH voi diém sb cao tir 25-28
diém). Néu cac em ty tin va duoc 6n luyén tich cuc thi van c6 thé 1éy diém bai
todn nay dugc. Béi vi bai toan tim GTLN, GTNN cua biéu thirc nhiéu bién co
hudng giai chu dao 13 don bién (cha yéu 1a quy vé ham mét bién) va dung dao
ham khao sat ham sb tim GTLN, GTNN. R rang cong viéc mau chét 13 1am sao
don duoc bién. D6 1a mot phuong phap tuy da co dién nhung khong hé don gian.
Mubdn lam chu dugc nd, quan trong la can phai c6 nhiing h1eu biét va ki nang
kha sau sic vé phan bat ding thirc, cuc tri. Chinh vi 18 d6 néu c6 quyét tim cao,
c6 thoi gian 6n luyén, rat kinh nghiém chic chan s& 1am dugc.

Trong SKKN nay t0i s€ tp trung vao viéc phan tich, dinh huong cach van
dung cac phuong phap don bién. Con cong viée st dung dao ham dé khao sat
ham mot bién s tim GTLN, GTNN chung ta s& khong ban nhiéu.

2.3. Giai phap thuc hién

Trong sang kién nay, phuong phap don bién dugc toi van dung trén co s
can cir chil yéu vao dang ban dau ctia biéu thirc can tim GTLN, GTNN. Bao
gom hai dang chinh sau:
2.3.1. Phuwong phap don bién cac biéu thirc d6i xing

Viéc van dung phwong phap don bién 6 trén (muc 2.1.3.) cho chiing ta
dinh hwong vi¢c chon bién dé don nhw sau:

1. Néu x, y doi xirng thi théng thwong ta don vé bien t =Xx+y t=Xxy
hodc t = x* +y2,..

2. Néu X,Y,Z d@bi xitng thi théng thuong ta don vé bien t =X+y +2,
E=XyZ t=x"+y"+2" hodc ! =xy+yz+zx
Ta xét cac vi du cu thé sau:

Vidu 1: Cho *=0 va »=0 thoa man di€u ki€én x+» =2 Tim gia tri 16n nhat cua

biu thurc £ =x + :
xy +1

Loi giai.

- — r + ? * A ‘A
batt=w Tacd 0=<xy < %] =1, Suy ra diéu ki¢n 0 <z <1

1 t+2)

1 LN
i d6: P=P(t) =t+—— v&i 0 <t <1=> P (1) =1- E
Khi do: (1) t+l,V0’10 ! ([+1)2 (t+1)°

Béng bién thién:




=
S
~

~ 3 .
Vay max P = khi x =L y =1

Vidu 2 : (PH Khbi D — 2009 ) Cho x =0,y =0 va x+y =1 Tim gia tri 16n nhat,
gia tri nhé nhat cua biéu thac
S =(4x> +3y)(4y” +3x) +25xy .

&= Phdn tich huong lam :
- Tir gia thiét x+y =1 va S la mét biéu thirc doi xitng ciia x, y nén ta co thé
nghi dén viéc bién doi dua S vé bién t =xy
- Khai trién biéu thirc S ¢é gdng lam xudt hién XY va X+Y dé sir dung gid
thiét.
- Chii y cdc hang ddang thirc quen thudc :
x4yt =(x+y)’ - 2ay
Xy =+ )7 -y +y7)
Loi giai.
Taco: S =(4x> +3y)(4y° +3x)+25xy =16x°y" +12(x° + y°) +34xy
=16x"y” +12(x + y)(x* - xy + y*) +34xy
=16x"y* +12[(x + y)* - 3xp]+34xy, dox+y =1
=16x"y" - 2xy +12
(x+y) 1
bat 1 =xy . Do x20;y 20 nén 0 <xy <—->

Xét ham sd f(1) =164 - 2t +12 v&i 0 <t <

_,;|,_..lk

1
Taco /(1) =32t- 2. f'(t)=0ﬁt=g.

Taco:/(0)=12 ; (- )—191 f( )—

Vay :

191
mins =1 /0 =i )—16 khix=2+4ﬁ;y=2'4ﬁ hofe =5y =

maXS—’["an(t) f() B khlx y—%

[ Nhdn xét:
VDI, VD2 c6 diéu kién ban dau kha don gian x+y =1, x+y =2_ Vi thé ta
co thé nghi toi mot cach don bien khac la y =1- x, y =2-x_ Sau do duwa S, P vé




ham sé bién x. Véi diéu kién x 20,y 20 ta dé dang suy ra diéu kién cia x. Tuy
nhién dé6 khéng phdi la cdach lam tong quat. N6 sé gdp nhiéu khé khén khi diéu
kién ban dau (rang budc giia cdc bién) khéng phdi la bic nhat.

Ta tiép tuc xét cac vi du sau:

Vidu 3: (CP Khéi A, B—2008) Cho * ¥ 1a s6 thuc thoa man x* +y* =2.
Tim gia tri 16n nhat, gia tri nho nhat ctia biéu thirc P =2(x* +)°)- 3xy.

&~ Phdn tich huong lam:

- Tirgid thiét X +y* =2 va P la mét biéu thire doi xieng ciia x, y nén ta cé
thé nghi dén viéc bién doi dwa P vé bien t =X +Y hogc t = XY bang
cdach ap dung cdc hang dang thirc
Xyt =(x4y) - 2y X4y =(x4 ) -y +yY),

- Khai trién biéu thirc P ¢é gang lam xudt hién x* +y* dé sir dung gid thiét:

P =2(x+y)(x*- xy+y°)- 3xy
=2(x+y)(2- xp)- 3xy

Id + 2 -
- Tirgid thiét ¥* +y* =(x+y)* - 2xy =2= xy _(x yz) 2
Vay dén day ta cé thé dwa P vé ham mdt bién t =X+ .
Loi giai.
Taco:

P =2(x+y)(x*- xy+y°)- 3xy
=2(x+y)(2- xy)- 3xy

. +)’-2 % C sl g — X
Laicéd: xy zw,w thé sau khi dat  =x+ thi:
2 _ 2 _
Pty =262- L2y 3572 i3 6ras
2 2 2
2
Tacéx2+yzz@:(x+y)zs4:-zstsz.

t =1

14 3 .
Xét ham so P(t) =-t - 5t2+6t+3 voi -2<t<2.Co P'(t)=-3t*-3t+6 =0« U

1
Taco: f(-2)="7; f() :73 - f(2) =1
Viay :

minP =M P(0) =P(-2) =7 yhj x =y =-1

LI LA
13 - 2 7 - 2

maxP =fz) O =0 2 - _1—\/§, 143

X = > sV = D




Vi du 4 : ( DH Khéi B — 2009) Tim gia tri 16n nhat , gia tri nho nhit cua biéu
thirc 4 =3(x*+y* +x7y%)- 2(x* + %) +1,
voi %V 1a cac s6 thuc thoa man diéu kién : (x+y)’ +4xy =2,

¢~ Phdn tich huwong lam:

- Vi Ala biéu thire doi ximg ciia %Y nén ta nghi dén viéc don vé bién
t=x+y =Xy hogct=x"+)",..

- Bing cdc céng thitc quen thude, ta bién déi va danh gid A nhw sau :
A=3(x M+ yt+x7y7) - 2(x7 + ) +1

:%(x2 +y7) +%(x4 +yh) - 2(x* +y7) +1

2 2\2 2 25\2
z%(x2 +y7) FECIIDN :y ). 2(x*+y")+1 (do x*+y* 2—(x +2y ) )
DPén ddy ta c6 thé dwa A vé ham mét bién bang cdach dat t =x* + ).

Loi giai.

Ta ludn c6 két qua : (x+y)* >4xy, tir d6 ta co :
(x+y) +dxy 22= (x+p) +(x+y)* 2(x+y) +4xp =2
= (x+y) +(x+y)’ =2

= [(x+y)- 1][(X+y)2+(x+y)+2] >0
= (x+y)-120

Do [(x+y)2+(x+y)+2] = +%20,Vx,y

1
(x+y)+ 5
Bai toan dugc dua vé tim max, min cta :
A=3(x+y +x7ph)- 2(x* +y*)+1. V61 %Y thdoaman x+y =1,
Ta bién dbi biéu thirc A nhu sau :
A=3(x +y #5727 + ) +1
:%(x2 +y7) +%(x4 +y*)-2(x + 7)) +1

3 2 2
=—(x" +
2( )

Hay 4 Z%(}C2 +37) - 2(x*+ ) +1,

2 252 2 252
2+—3(x Zy) -2(xP+y)+1 (do x*+)f 2—(x +2y) )

2
Vi x*+)° ZM (do x+y=I)nén x° +)’ zl.
2 2
9 . 1
Pat t =x’+)*. Tacd 4= f(?) :th- 2t +1 véi t22.
Yo 9 1 A \ £ A L R 1
Vi f'(0) =51 2>0, vt = Nén suy ra ham s6 /(t) dong bién trén [§;+<>0)

- .9 1 9 9 1
min f(1) =f(3) =— o r=—_Tac a4 >— . Mit khac. 4 =— khi x =y =—
Suy ra i T 5 Ttc la e Mait khac, T khi x =y )



: 9 . | . s 1s A
Vay : min 4 16 khi x =y =5 va khong c6 gia tri 16m nhat.

Vi du 5: (PH Khdi B-2011) Cho a, b 1a cac sd thuc duong théa min
2(a® +b*)+ab =(a+b)(ab+2). Tim gia tri nho nhat cta biéu thirc

a b at b’

b—“a—z]' et

&~ Phan tich huwong lam:
- Do dac diem doi xung cua biéu thiec P nén ta dé dang tim ra bién can
A A 7 a b £ AL £ , ey \ . , . A . A
don vé la t:Z+_‘ Van dé mau chot cua bai nay la khai thac diéu kién
a
ban ddau nhw thé nao dé tim ra diéu kién cua t. Cach nghi ty nhién nhat la

Vs £ 1 a b . A , » 3R s .,
phai lam xudat hién %+Z' Sau do van dung cdc BDT co ban dé danh gia.

Loi giai.
- Bién d6i gia thiét: 2(a’* +b*)+ab =(a+b)(ab+2)
e 2(a’ +b*)+ab =a’b+ab’ +2(a+b)
o 2| il i1 =@y #2232
b a ab
) +1=(a+b)+2 LI e
R N
- Ap dung bat dang thuc Co-si ta dugc:
(a+b)+2 l+— =2 12(a+b) l+l =212 £+ﬁ+2
a b a b a
: a b a b a b|_5
Kéth * 2l —=+=|+1=2 /2 —+ (2= | =+ | ==,
Sthop (*) suy ra b a b a a) 2

b 5
bit ¢ :%7 , tZE_ Ta dugc ;: P =4 - 3t)- 9(t* - 2) =41’ - 97 - 12t +18,

Xétham sb:  f(t) =46 - 9* - 121 +18; f'(¢) =6(2¢* - 3t- 2) =0, Vt 2%

. 5 23
Suy ra {rsnif]f(l‘) :f[z] — ?

1 1

o 23 S . i,.a. b 5
Vay min P =- — dat duogc khi va chi khi L2 =2 vaavh=2|—+—
4 b a 2 a b

< (a;b) =(2;1) hodac (a;0) =(1;2)

, \ 4 , ~ 3 . e
Vi du 6: Cho x, y, z 1a ba s0 thuc duong théa man: x*+y°+z° =<7~ Tim gié tri nho

/{ 2 . /‘7\ 4 1 1 1
nhat ctia biéu thirc P =8z +—+—+—
Xy yz zx

&~ Phdn tich huwong lam:




1 1 ? 4 14
-Vi P :8xy2+;+;+; la biéu thirc doi xung cua x, y, z. Nén ta nghi dén viéc
donvébien t =X+y+2z t=XyZ t=x*+y"+2* hojc t =Xy +yz+zx

-Mdt khdc, theo chiéu danh gid tim GTNN ta dé nghi dén viéc dp dung BPT Cé

., 1 1 1 / 1 ¢ x a s ;
si cho tong — +—+— =33——=— . Va nhw vay bién can don vé da xuat hién.
Xy yz zx xXyz

Loi giai.

, 1 1 1 1
Apd BPTCoHsi.tacO —+—+— =33 datr= >0
p dung 0 si, ta co ORI~ x2y2 5, da Yxyz

2 2 2
Ma 3/x2y222 Su S1:> O<l§l
3 4 2
, 1
~ p Z8t3+t—32’.Xét ham s6 f(t)=8t3+t§2 véi 0<r <=

Tacod Vet #0, fi(t) =24 - 6 (t) = O@t—i/:ﬁ(O =1, dé thay /(1) <0, VtG(O—]

e 1
Tu d6 ta co f(¢) > f(§)=13 vGi moi gia tri ¢ thoa man 0<¢ SE
£ 13 , . 1 1
Suy ra: P> 13. Dau bang xay ra khi z = > hayx= y=z= >
Vay: minP = 13.
, LA , i gx paa |XTYTZ=4
Vi du 7: Cho cac s6 thuc duong *:Y-Z théa man di€u ki¢n wyz =3
Chting minh rang: 183- 165v5 <x* +y* +x* <18
Huwéng din:
- Biéu thirc P =x"+y"+z" doi xumg véi ba an *V-Z. Mat khdc theo gia thiét
xty+z=4 ~ore en gAAq.A « 2, 2,2
1z =3 . Vivay ta nghi toi viéc don vé bien XV *+*Yz2+zX hogc x" +y” +z

- Ap dung céng thirc: (x+y+z)* =x*+y* + 2> +2(xy + yz + 2x) suy ra:
P =y +y4 +o4 :(xz +y2 +ZZ)2- 2(x2y2 +y222 +sz2)

=(4%- 2(xy+yz+2zx))* - 2(xy + yz +zx)7 - 2xpz(x + ¥ +2)

. J4 - f— \ \ .2 A X+y+Z :4 I 2
Khido: Patt =Xy *yz+2zx yq tur gia thiet 7 =3 ta co P =2(t" - 32t +144)
- Bdy gio ta can tim diéu kién ciia bién t.
N Y SR 2 . 2
Tu cac diéu kién doi voi x, y, z ta dwoc y+z =4- x;yz = Do do t =x(4- x)"';

Luc nay ta tim diéu kién doi voi an x va chuyén diéu kién do theo an t.

10



Ta cé: (v+z) =4yz e (4- x) 2§ e x - 8x" +16x-8=0 < (x-2)(x* - 6x+4) =0
x

o 3-/5 <x <2.
-2(x- D(x* - x-1)
> .

14 \ /( 2 A 14
Xet ham so t(x) =x(4- x)+; trén doan {3' \/5;2] ,ta co: t'(x)=

5J5- 1

2

Tir viée xét dau 1'(x) trén doan [3' \/3;2} ta dwoc 5 <t <

, F T 4 ;. -1
- Khao sat ham so P =2(t" - 32t +144) véi 5 <t 35\/5 )

Tir d6 suy ra : 183- 1655 <x* +y* +x* <18

Vi du 8 : (Khdi B - 2010) Cho cac s6 thuc khong 4m a, b, ¢ théa man a+b+c =1,
Tim gié tri nho nhat cua biéu thuc
M =3(a’b* +b°c +c’a’)+3(ab +bc+ca)+2Na” +b* +c” .

Loi gidi.
Ap dung BPT Bunhiacopxki Ta c6 : 3(a’h’ +b°c’ +c’a’) =(ab +bc +ca)’
Do d6 : M >(ab +bc +ca)’ +3(ab+bc +ca)+2,/1- 2(ab+bc +ca) |
(a+b+c)’ 1
S
Xétham sb : f(t) =2 +3t+2:/1- 2t v6i tE[O;%] )

ey =2- —2 <0

’ ! — _ 2 . =
Taco f'(2) =2t+3 N m

Déu bang chi x4y ra tai t=0 ; suy ra £’(t) nghich bién trén

bat t =ab+bc+ca, taco: 0<t <

O;l}
3

1 1 11 A X
0;— 5] =3 23>0, suy ra ham /(t) dong bién.

3
Do d6 f() =f(0) =2,Vie

tacd: f'(O)=f"
0;1} )
3

O;l
3

X¢ét trén doan

Vithé M =f(1) =2, Ve

& (a;b;¢) 1a mot trong cac bod sé sau: (1;0;0), (0 ;1 ;0), (00 ;1).

;M =2 khi ab=bc=ca, ab+bc+ca=0 va a+b+c=1

VAy gia tri nhd nhat ciia M 13 2
Vi du 9: (THPTQG-2015) Cho cac s6 thyc a,b,c thugc doan [1; 3] va thoa
man di€u kién a+b+c =6, Tim gia tri l6n nhat cua bi€u thic
_a’b’+b’c’+c’a’ +12abc+72 1
P= - —abc
ab+bc+ca 2

&~ Phdn tich huong lam:
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- Véi gid thiét a,b,c thuéc doan [1; 3]. Ta nghi dén cach khai thac
(a-1)(b-1)(c-1)20 (1) va (3-a)(3-b)(3-¢) 20 (2). Khai trién (1) va (2) déu dan
dén cdc biéu thirc chira ab+bc+ca va abe. Den ddy cdn cir cu thé vao chiéu
BDT cua (1) va (2) ta c6 thé danh gid dwoc mién gid tri ciia ab+bc+ca. Tir d6
quyét dinh viéc don bién theo t= ab+bc+ca.

Loi giai.

9 , b+c)’
bat t=ab+bc+ca. Ta co: t=ab + bc + ca < w

=12 (%)

Mit khéc, tir gia thiét suy ra:
* (a-1)(b-1)(c-1)20 = (ab-a-b+1)(c-1) 20
< abc-(abtbctca) +(atb+c) +120< abe-t+6+120 < abct-5 (1)
e (3-a)(3-b)(3-¢)20= (9-3a-3b+ab)(3-c) 20
< 27-9(atb+c)+3(ab+tbctca)-abe 20 27-9.6+3t-abc20< 3t-272abc  (2)
Tu (1) va(2) = 3t-272t-5= t211  (**)
Tu (*) va (F*)= 11 <t <12
Ta co : (ab+bc+ca)” =a’b’ +b’c’ +c’a’ +2abc(a+b+c)

= t’= a’b% +b>c® +c%a’ +12abc

_£+72 1 < L 5-
= Pp= - Jabe. Matkhac tir (1) = -abe=-1+5= - gabc <—2 , do do:
£+72 5-1 202 +144+¢(5-1) 2 +5t+144
PS + = =
t 2 2t 2t
e LA A £ +5t+144 .
Xét ham so f(¢) = - Vai te[ll; 12]
) L1 A s 160 160
Khdo sat ham so nay ta dugc: {ﬁﬁ‘i‘]f(t)—— tai t=11= P<—
160 160
=—kh1a—1b 2,¢c=3.Vay maxP = — T
[ Nhin xeét:

1) Trong VD6, VD7, VDS, VD9 ta nhdn thdy viéc dinh hudng don vé bién
nao khong qua kho. Tuy nhién viéc tim diéu kién cho bién méi lai khéng hé dé
dang. Pé lam tot diéu nay doi hoi phai c6 ki nang vdn dung cac BDT co ban va
si Ii diéu kién ban dau hét siec tinh té.

2) Trong mot s6 truong hop, diéu kién rang bugc ban ddu cua cdc bién la
mdt biéu thirc bic nhat don gian. Khi d6 ta cé thé don truec tiép vé mot trong ba
bién bdng phwong phdp thé (thay cho phép dat truyén thong). Tuy nhién van cdn
phdi chii y dén tinh d6i xvmg ciia cdc bién.

Ta xét cac vi du sau:
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X+y+z=0

Vi du 10: Cho ba sb thyc x, y, z thay d6i thoa méan Ry 2 =2 .Tim gia tri

16n nhét cta biéu thitc P =X +y* + 2.

Loi gidi.
Tacé X+y+z=0=z=-(x+y) = P=x2+y- (x+y) =3xz
T R+ +2 =2 (x+y)' - 2xy+ 2 =2 22- 2xy=2= xy=2-1
vay P=342-1)

Do 2:X2+y2+22 Z}(X+y)2+22 :EZZ: -\/Eszs\/g
co f(2=92-3, f(2)=0= z_E z=- f(deuthuocK)
Ta co: ﬂ[\g =- 3 = 5"{@]:@ [E =
1

Do vay maxP = 2 khi z= 2 X =y =
O va - = 1 T T Y - —F
W J3 J3 J3

pit P =1(2)=32- 3z v¢i ze

1

ﬁ

Vi du 11: Cho a, b, ¢ 1a d6 dai ba canh ctia tam giac c6 chu vi bang 3. Tim gia

tri nho nhat ca biéu thuc
T =3(a’ +b* +c*) +4abc

Loi giai.
Do vai tro binh ddng cia a, b, c nén ta c6 thé gid st : 0<a <b <c.

. - A . 3
Vichuvibang3néna +b +c=3 = a+b=3-c maa+tb>c= 15055

Ta bién doi :
T =3(a* +b* +c*) +4abc =3(a* +b*) +3c* +4abc
23[(51 +b)’ - 2ab} +3c” +4abc :3(3- )’ +3c” +2ab(2c- 3)

2

a+b)’
= ab(2c-3) =

2

3-¢

Mit khac ab < (2c 3) (vi2e-3<0)

2

: 2
Dodé T 23(3-¢) +3c +2(2- 3)| oS | == %cﬂ +77 = f(c)

3 27 3
Xét ham sb f(c) =¢’ -EC +7 trén 2} Co f'(c) =3¢*-3c =0, Vce

Tudosuyra I =f(c) =f(1) =13 khi c=1; a=1,; b=1
Vay minT=13 khi a=b=c=1.

=
2
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2.3.2. Phwong phap don bién cac biéu thirc bat ddi xing

Dbi véi cac biéu thirc bat dbi ximg, dé don bién thi phai cha ¥ thém nhiéu
yéu t (diéu kién ban dau, tinh ding cép,...) tir d6 mai c6 thé phan tich, suy luan
cach 1am cu thé. C6 mot s6 cach 1am co ban sau:

1) Déi bién dé dwa biéu thire ban dau vé dang déi xirng hodc ¢é dang don
gidn hon. Sau d6 vin dung cdach don bién nhw & phan 1(muc 2.3.1.)

2) Diing cdc bat dang thire trung gian dé danh gid, don gian héa biéu thirc
ban dau, lam giam s6 bién.

3) Néu biéu thirc P(x,¥.2) chi doi xitng véi hai bién, chang han x, y. Thi ta
c6 thé don vé bién con lai la z.

Sau day la cac vi du cu thé:

Vi du 12: (PH khdi D- 2013) Cho x, y 1a cac sb thuc duong thoa man diéu kién
xX+y x-2y

S - 1 by 7 . r A 9 < R 4 P =
xy <y-1.Tim gia tri 16n nhat ctua biéu thic e -me3y 6(c+ )"

¢~ Phdn tich huong lam:

- ‘Vi P la mot biélf thure dcfng cd’p (xem thém phcfn phu luc). Lai do diéu kién ban
dau x, y>0. Vi thé ta co:

X
4] .
p= x+y o Xx- 2y y )
-+
vl oy Y

’ ’ N 3 X
- Dén day thi van dé la di tim mién gia tri cua f:;. Mot suy nghi ty nhién la
4 x ’ N\ 4
phai lam xuat hién > tir gid thiet Xy <y-1, dong thoi ket hop danh gia hop Ii.

Loi gii. Tur gia thiét:

IR 25 S O G S N U |
r=Y y oy y 2] 4 4
T4 X2
p=__**Y X2y LY
S TR
v oy Y
t+1 t-2

X \ 1
piat t =—_ diéu kién 0<¢<—_ Suyra P = -
e - ide Ji- 143 61+

[_2 -3t+7 1

. = t+1 - x 1 VALE - 2
Xet f(t) m 6( +1) A% O<t52. Co 2\/m 2(l‘+1)
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Véi 0<t<— ta ¢ -t+3=t(t-1)+3<3; -3t+7>6; t+1>1. Do d6:

_3z+7 .6 _ 5 L S 3_1>0
27 - 143 2¢3° o Ve 2(t+1)° 2 SO> 5 2
' 1 1 7+10+/5
= f()>0, Vie O;Z = f d6ng bién trén —} = f=f ] T\/_
1
Vay maxP—7+10\/_ ix=—, y=2.

2

Chii y: V&i cdc biéu thire ddang cdp ¢6 3 bién. Bang phép bién doi twong tw nhu
VD12 ta sé don duoc tu 3 bién vé 2 bién.
Xét vi du sau:

Vi du 13: (BH khoi B-2014) Cho céc s6 thyc a, b, ¢ khong am va thoa man
di€u kién (a+b)c >0. Tim gia tri nhoé nhat cia bicu thirc

_ a + b + C
“ANb+e  VNa+e 2@a+d)
Loi giai.
Tfrdiéukiéntacéc>0véla+b>0 Do do:

a/c / f
X_i> :E>O
f+1 7_,_1 y+1 Vx+1 2(X+y) vOi o= 0,y o

X 2X 1
Tacod: x+y+1=>2x(y+1) = > .Dau“="xayrakhix=0"x=vyv+1
co % Jx(y+1) ,/y+1 xty+l u y y

y 2y A9 2 . v
Tuong tu: > .Dau “="xayrakhiy=0 =x+1
gtt x+1 x+y+1 Y M M
2(x +Y) 1 2t 1
o d6 - P> + = — t=x+y>0
T d6 suy ra: (x+y)+1 2(x+y) t+1 2t Vol t=x+y
Xét ham s6 £(0) =t - t>0; £ =——-

t =- l(loai)
f(t) =0 = 4t° =(t+1)* = ;
t=Il= f(l) ==
ey 5

2 A . 3 apa
Tt bang bién thién ta co f(t) =f(1) = Tuc laP =

~ . kh X 0 x =1 a :0v b =0
— =
Vay minP = 1 y=l |y=0 b=c |a=c
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Vi du 14: (HSG Vinh Phc, 2015-2016) Cho x, v, z 14 ba sé thuc thudc doan [1;9)]

va X Z,X 22z Tim gia tri nho nhit cua biéu thaec P = LA
10y-x 2| y+z z+x
Loi giai.
Ta c6 BRT ——+——2—— v6i, b>0 vi ab =1 han phy |
a Co 1+a 1+b —1+\/E,VOICI, va ab = (Xemp an phu UC)

‘ Lz R 1 1 | 1 1 |
Ap dung bat dang thirc trén: £ =—— 1 i > +
10- — 1+= 1+=] 10-
Yy y z

1+ X
Y

< | =

+1L+t trén doan [1;3}.

< X _ . e 1 A —
bat \/; —2‘6[1,3]. Xét ham so f(t)—lo_ e

2 - 1 = /') =0 1*- 26 - 24¢ - 2t +100 =0
(10- ) (+2)

(t- 2)(r*- 241- 50) =0 = 1 =2 do £ - 24¢- 50 <0 Vr€[1;3].

JAOE

- & ‘A .. 1
Lap bang bién thién, ta co min [ = t=2

x =4y

: Lo
Suy ra min P =3 khi va chi khi

Vi du 15: Cho céc s6 thyc *>Y>Z thoa man x>2,y >1,z>0. Tim gia trj 16n
1 |

2+ 2= 2Q2x+y-3) (- DE+D)

nhét cta biéu thuc £ =

Lo giai.
bit a =x- 2,b=y-l,c =z= a,b,c >0 Suy ra:
1

P = - g e A , Lo, e
a b el (@Dt (1a bi€u thure d61 xtrng doi cua a, b, c)

(a+b)’ L€ +1)?
2 2
Dau “=" xay ra khi a =b =c =1

3
Miit khc (@ +1)(b+1)(c+1) < &F2 ;’70 *3)

Tacod a’ +b* +c* +1>

zi(a +b+c+1)

.Déu “="xay rakhi a+1=b+1=c+l
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.y
a+b+c+l (a+b+c+3)
1 27

Détt=a+b+c+1>l.Khidél’s;-a+2f,

Khi dé £ = . Déu “=" xdy ra khi a =b =c =1

r>1

: 1 27 , 1 81  817-(t+2)
At ha 0 f(t)=— ——,t>1; () =- =+ =
Xét ham s0./ (7) P <0 1) o(t+2)" P +2)!

L) =0 o 817 - (1+2)' =0 1’ - 5t+4 =0 & ¢ =4, lim f(#) =0

Bang bién thién
t 1 4 +00
) + 0 -
) 1
/ 8 \
0 0

1
Tu BBT Ta co max f(x)zf(4)=§

a=b=c=1

@ a=h=c=l= x=3;y=2;z =1
a+b+c+1=4

1
a P =f(4) =—
Vay max (4) 8@{

Vi du 16: Cho a, b, ¢ 13 cac sb thuc duong. Tim gia tri nho nhat cta biéu thic
_ 1 i 4 Lo ]
da+2b+42bc S+a+2b+3c 4+b+2c"

Loi giai.
1 1
N 24/2bc <b+2c = >
Taco A4a +2b+42bc  4da+4b+4c
-4 -1 -1
> +
8+a+2b+3¢ 4+a+b+c 4+b+2c
Dau “=" xay ra khi 4+a+b+c=4+b+2c & a+b+c=b+2c.
1 -1
P> + 3 =

. Déu “=” xay ra khi b=2¢

I 1
va (4p dyng BDT: —+— = (x,y>0))

y o ox+y

. 1 -1 . 1 1 .
ty=——+=+ 5 t>0: 't - 1+7ﬂ; 't :0@124.
s pa O =ts L 10 = et 10

e . n , ) 1
Lap bang bién thién ta co: nin f(@) =- 6 ot =4

\ r (4 . 9 A 9 v 1 . > ==
Tur d6 suy ra gia tri nho nhat cia P bang 1o khi {5250 =52 — {x=2

Vi du 17: Cho céc s6 thuc duong a, b, ¢ théa min ab >1; cla+b+c) =3,
b+2c+a+2c
l+a 1+b

Tim gi4 tri nho nhat cta biéu thirc P = +6In(a +b+2c).




&~ Phan tich hwong lam:

- Do biéu thirc In(a+b+2¢) la bat bién. Vi thé ta nght dén viéc don vé bién
t=a+b+2c. Pén day diéu quan trong la lam sao don dwgc phan con lqi
ciia P theo t. Muén lam dwoc diéu ndy can c6 s quan sdt tinh té biéu
thirc P, diéu kién ban dau va van dung khéo 1éo cic BPT trung gian.

Loi gidi. Ta co:
a+tb+2c+1 a+b+2c+l

P+2= + +6In(a +b+2c)
l+a 1+b

1 1
- 4
ta 1+b
Ta ching minh dugc cac BDT quen thudc sau:
+) L, 1., 2 1 5ia. b>0va ab =1 +)\/—b<
l+a 1+b 1++Jab (1) (véia, va ab 21)
L2 2 4
Do do: 1+a 1+b 1+yab |, b+l 3+ab
2
4 4 16
> = >
ab+bc+ca+c® (a+c)b+c) (a+b+2c)

=(a+b+2c+1) +61In(a +b +2c¢)

(2) (a, b>0)

Dat t =a+b+2¢,t>0 ta co:

Pe2= ) _16(; +1)

+6Int, t>0;

, _6 16(t+2) 62 -16t-32 _(¢- 4)(6t+8)
[ ==- 3 - 3 - 3
t t t
Lap bang bién thién suy ra: I ng(z) =5+6lnd4 = 1=4 Tuely P+2>5+6In4

Vay: minP = 3+6In4 khi a=b=c=1.

Vi du 18: (Pé thi HSG Thanh Hoéa, 2013-2014) Cho a.b.¢ 1a cac s thuc duong.
8a +3b +4(\ab +~/bc +3/abc)

Tim gid tri 1én nhét cua biéu thic P =
slath Ha bt 1+(a+b+c)

#~Phdn tich huwong lam:

- Theo chiéu danh gid tim GTLN, ta nghi dén viéc van dung BPT Cési dé phd
cdc can thirc trong P. Tuy nhién diém khé cia bdi nay la du dodn GTLN cia P
dat duwoc khi nao (do a, b, ¢ chwa dwoc chudn hoa) dé chon “diém roi” khi van

dung BDT Coési cho hop [i.
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- Quan sdt P ta ¢é thé dy dodn bién can don vé la t=a+b+c. Vi thé can nghién
ctru “diém roi” khi vin dung BDT Coési sao cho tir s6 cuia P ¢6 thé thu gon duoc
vé dang k(a+b+c). Tir d6 ta ¢ 1oi gidi sau:

Loi giai.

Ta co:
P _8a+3b +4(\Jab ++/bc +3/abc)
1+(a+b+c)

a+4b+b+4c+a+4b+16c
4 12 )_2_8 a+b+c

1+(a+b+c) 3 1+(a+b+c)’

8a+3b+4(

=<

Dau “=" x4y ra khi a=4b=16c.

Pit t=at+b+c, ta c6 t>0. Xét ham sb

! 1- ¢
1) =——,t>0;, f()=——5=01=H
f() 1+t2 f() (1+t2)2
A ha - & A maXf(Z):th:]: Psé_lzﬁ
Lap bang bién thién, suy ra ©:+ 2 32 3
4 4
Vay : max P :l— o oa :E,b =, :L
3 21 21 21

[JNhdn xét: Qua cdc vi du trén (VD12-VDI8 )chiing ta nhdn thdy sw khé khén
trong viéc dinh huéng bién can don vé cia cdc biéu thirc bat doi xirng. Ciing tir
dé thém mét lan nita thdy dwoc tam quan trong cua ki nang van dung cic BPT
trung gian. P6 la nhitng BDT hét sirc don gian nhung sirc manh thi thit la to
I6n. Ching nhir nhitng cdy cau nhé nhung cé thé néi lién nhitng hon ddo Iom
voi nhau. Ddy ciing chinh la nguyén nhdan thuc sy tao nén sw kho khan trong

viéc di tim 101 gidi bai todn GTLN, GTNN ciia biéu thirc nhiéu bién.

2.3.3. Bai tap tu luyén
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Bai 1. (PH khéi D- 2014) Cho hai sé thuc x, y thoa mén cac didu kién 1 < x < 2;
1 <y < 2. Tim gia tri nho nhét cia biéu thuc :
_ X+2y N y+2x + 1
x> +3y+5 y 43x+5 4(x+y-1)

DPain sbs minP 7 . |x=1 h x =2
ap so: mink = tai y=2 ay y =1
Bai 2. Cho x, y, z 1a cac s6 thyc thoa man diéu kiénx” +y* +z* =2 Tim GTLN,
GTNN cua biéu thitc : P =x"+y’ +2z°- 3xyz.
Dap s6 : max P =22 dat duwoc khi x =N2;y =z =0
min P =- 22 dat dwoc khi x =-~/2;y =z =0.
Bai 3. Cho 4.b.c 1a ba sb thuce thoéa man diéu kién abc +a+c =b. Tim gia tri 16n

, , 2 2 3
A 2 A 4 P : - +
nhat cua biéu thirc Tl el el

; 10 1 J2
Pdp s6: maxP =— khi ¢ =——,a =~—=,b =2
ap so 3 khic=r.a=7

Bai 4. Cho ba s6 duong x, y, z thay d6i va thoa diéu kién x+y +z =3 Tim gia

tri nho nhét cua biéu thic P :x4 + 7yt + 824.
A .o 648 6 3
Dap s6: min P= 125 S Khi x= =y=73; z=5
Bai 5. Cho cac sb thuc duong a, b, ¢. Tim gié tri nho nhat cta biéu thic
3

:a+m+3\/abc ) «/a+b+c )

Y S RN IR B i
Ddp so: min P = 2Khla 21,b o1

2.4 Hi¢u qua cua SKKN
Véi nodi dung ciia SKKN nay, qua thuc té giang day (khoang 16 tiét) cho
d6i tuyén HSG cip tinh va nhém hoc sinh khé gioi luyén thi dai hoc, THPTQG
ctia truong THPT Lé Lai nhiing nim gan day, t6i nhan thdy cac em da budc dau
hinh thanh cho minh nhiing ki ndng co ban, can thiét va mot cach tiép can co
dinh hudng dé giai quyét bai toan tim GTLN, GTNN cua biéu thirc nhiéu bién.
Nhung do dic thu day 1a mot bai toan rat kho (nham phan loai nhitng hoc sinh
xudt sic), chinh vi thé ma viéc van dung cac phuong phap don bién 1a hét strc da
dang, phong phu. Doi hoi sy linh hoat va tu duy doc lap cao trong viéc van dung
kién thirc. Do @6 dbi véi biéu thirc 2 bién thi hau hét cac em lam dwoc. Nhung
v6i biéu thic 3 bién trd 1én thi ciing dang con han ché. Can phai c6 thém thoi
gian va su dau tu dung mirc.
Mot diéu kha quan trong ma SKKN nay lam duoc, 1a da lam thay do6i
quan ni¢m, cach nhin nhan cua nhiéu hoc sinh (va ca gido vién Toan) trudng
THPT Lé Lai vé cdu “chdt” trong dé thi THPTQG. Ttr chd thd o, khong quan
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tam thi nay bat dau c6 céi nhin than thién va cd niém tin vao kha nang cé the
chiém linh duoc nd.

3. Két luan, kién nghi
- Két luén.

Véi dé tai: “Phwong phap két hop don bién va dao ham tim GTLN,
GTNN ciia biéu thirc nhiéu bién trong luyén thi THPTQG va boi dwong HSG
tai trwong THPT Lé Lai”, t61 da cO gang hé thong mot s6 phuong phap don
bién co ban. Trong mdi phén c6 dua ra co so 1i thuyét va nhimg vi du duoc chon
loc ¢6 tinh minh hoa cao cho phan dinh huéng cach giai, c6 phan tich huéng 1am
cu thé nham giup hoc sinh c6 thé tu tim ra 10i giai, ciing tir d6 hinh thanh cho
minh phuong phap giai toan noéi chung dé giai quyét cac bai toan nay.

Céc vi du dua ra tir d& dén kho, c¢6 nhiing vi du c6 10i giai chi tiét nhung
c6 nhiing vi du chi ¢6 hudng dan, hoc sinh phai biét ty chiém linh tri thirc, phat
trién kha nang tu duy cua minh. H¢ thong bai tap trong sang kién nay chu yéu la
bai tap trong cac dé thi Pai hoc, Cao dang nhiing nam gan day nén khi hoc sinh
hiéu bai va lam duoc thi tao nén himg thu va dong luc hoc tap rat t6t cho céac
em. Chinh vi vay SKKN nay s€ la mdt tai li¢u tham khao bo ich cho cac ban
dong nghiép, cic em hoc sinh muén chinh phuc diém 10 mén Toan trong cac ky
thi THPTQG sap t6i.

Do phai han ché vé dung lugng (khong qua 20 trang) nén sang kién nay
moi chi khai thac dugc mot phan nho trong tong thé phuong phap két hop don
bién va dao ham tim GTLN, GTNN ciia biéu thirc nhiéu bién. bic biét la cac ki
thuat don bién. Chinh vi vay ma sang kién nay chua thé giai quyét triét dé duoc
bai toan tim GTLN, GTNN cua biéu thirc nhiéu bién. Do d6 trong thoi gian téi
t6i s& tiép tuc phat trién sang kién nay bang cach cap nhat thém nhiéu vi du hay,
nhiéu phuong phap don bién doc ddo, nhu s& di sau vao phuong phap “ khao sat
tung bién” bang cong cu dao ham.

- Kién nghi.

- T6 Toan-Tin trudng THPT Lé Lai can tao diéu kién, khuyen khich, dong
vién cac gido vién luyén thi THPTQG va giao vién day doi tuyén HSG cép tinh,
danh mot phan thoi gian hop 1i dé 6n luyén ndi dung liy diém 10 trong dé thi
THPTQG cho hoc sinh.

- Sau mdi nam S& GD&DPT can chon loc nhirng SKKN hay thudc linh vuc
SKKN nay (va nhiéu linh vuc khac) trién khai vé cac truong dé gido vién duoc
hoc hoi, rat kinh nghiém va van dung thyc hién nham nang cao chét lugng day
va hoc cua nha truong.

XAC NHAN CUA THU TRUONG  Thanh Héa, ngay 30 thing 5 nam 2016

DON VI T61 xin cam doan day la SKKN cua
minh viét, khong sao chép ndi dung cua
nguoi khac.
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(Ky va ghi ro ho tén)

Nguyén Pirc Lwong

TAI LIEU THAM KHAO

1. Dé thi tuyén sinh PH-CD, d¢ thi THPTQG hang nim ctua Bo GD&DT,

ctia cac truong THPT trén toan quoc.

2. Tai liéu chuyén toan Giai tich 12 — Poan Quynh (chi bién), Nha xuat ban
Giao duc.

3. Chuyén dé Bét dang thirc — Nguyén Trung Kién, Nha xuit ban PHQGHN

PHU LUC
* Cac dang thirc va bat dang thirc co ban (can hoc thudc 1ong dé van dung):

(a+b+c)’=a*+b*+c’+2(ab+betca)= a>+b*+c*+a(b+c)+b(atc)+c(atb)
(a+b-c)*=a*+b*+c*+2ab-2bc-2ca
(a-b-c)*=a*+b*+c*-2ab+2bc-2ca
(x- V)Y +(y-2) +(z- x)> =3x" +3)* +32° - (x+y +2z)’

a*+b’+c?>ab+bc+tca
G+b+c) =a> +b* + 2 +ab+c)+bla+c)+c(a+b) (1)
voi a—lx- Y b=lv- 2l e=l=- A
Ap dung bat dang thuc | 4] + 8| =|4 + Bl

Ix- Y +ly- 2 2x- y+y- z=lx- 2=[2- 2 = atb>c
Tuong tu a+c=b; atc=b
(1) = G+b+cY =a*+b*+c* +aa+bb+cc
© (@+b+c) 22(a®> +b> +¢%)

= a+b+c Zm

7. a*+b*+c*2a’b*+b’c*+c’a’ 2abe(atbtc)
8. (a+b+c)2=%[(a - b)Y’ +(b- c)’ +(c- a)’]+3(ab + bc + ca)

= (atb+c)>=3(ab +bc +ca)
G+b+c)
3

O\.‘”:b.w!\-’.—‘

= ab+bc+ca<

9. (ab+bc+ca)’ =a’b” +b’c’ +c’a’ +2abc(a+b+c)
10. Néu a.b€la; l= (B- a)(B-b) 20 = ab- fla+b)+p> =0
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bat S=a+b; P=a.b

= P-f(S+B*=0

=> P>=pS- B’

Ta c6 a’+b’=S*-2P <§* - 2(5S - B°)
= a2b?<S?*- 285 +2/°

2

Mat khac ab S%(a +b)Y = P s‘%

., S? 1
Ta lai co: a’+b’=5°- 3Ps >5° - 38 = a3+b3zzS3

11.Néu a.b.eelaspl= {7 20200 =0

CfF - adCfF - HBHICSF - o)y =0
- {I:a[)— (x(a+1))+(x‘2J‘.|((('— cx) =0
ab - (a +~b))+ B2 (L - <) =0
= {(71)(3 - x(ab +hc+ca)+cx"(a+bHh+c) - cx’ =0 @b}

- abc + G(ab +bc +cad- [F(a+b +c)+ 37 =0 [¢=H)

Lay (1)+(2) ta dugc
= (B- adab+bc+ca)+(a’- B a+b+c)+ B - & =0

Ap dung bat diang thirc Bunhiacopxki

(X1y1 X2y HXsyst. . . XoYn) S(Xf +X; 4+ X; X )(ylz +yy Yty )

IS X _X X% X,
Dau“="xayra® — = = ==
yl yZ y3 yn
12. a* +b? Z(a+b)2
2
2,12
13 a4+b4zw
w2 52 Z(av+by
14, { Oy = attbt > (";by
a® +phpt ="~ =
2

15. a+b*=(atb)'-3ab(a+b) > (a+b)*-3. L2 (a+b)- - (a+by

Ap dung bat dang thirc cosi

arta,tast...fa,=ni/a,.a,.a5..a, Voia, a, as, ..., a, la cac so thuc khong am

16. atb =2+ab Véi a,b khong am
17, Jab < Vi a,b khong 4m

18. ab Si(a +b)’

1 1 4
19. —+—2=
? a b a+b

20. 2ab <a* +b*

2 2
21. ab <4 +P
2
22. atb+c =33/abc V61 a,b,c khong am
23. (a+b+c)’ =27abc Vi a,b,c khong am
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(a+b+c)

24. abc <
27

25. a’+b’+c’23abe Vi a,b,c khong 4m

26. atbtc22ab+c) =

b+c a+b+c
x+y
27 ax_|_ay22.\/a".ay =2~a" =24
28. a' >t +1, Vt =0vaa >3
Chirng minh.
bat f(t)= a -t-1, co £(t)= a'.lna-1>0, V2 =0vaa >3
= ham s dong bién
t>0= f(t)> f(0) = a“-t-120=> o' >r+1
1 1 2 . .
2. 32 1+8 Zlﬂ/% Vo1 a,b>0 va ab>1

Churng minh.

1,1 o (Va-b) (Jab-1)=0 ding do ab >1.

l+a 1+5b 1 J_

Déu bang x4y ra khi va chi khi @ =b hoic ab =I.

30. 4] +|5] =|4 + 5]

31, ko= d ]y - 2 2= v+ 2=lx- 2=]z- A

32. P=f(x); x€la:p]

Néu £(x)>0 thi ham s6 f(x) dong bién= f(a) <P <f(b)
Néu £(x)<0 thi ham sb f(x) nghich bién= f(a)>P> f(b)

33. Néu dat t

!

1\?}1‘31;'3M

\
|
$ |

‘\\;
SR

‘J

Il
I

i)

TN

!

34, Neudatt—\f \fﬁ —+——t2
=0= _4+_+

>3A/abc. —=
3 abce a b ¢ a+b+c
36. a’ +b° +c’ - 3abc =(a+b +c)’ - 3(a +b+c)(ab +bc +ca)

37. a*+b +¢° =(az+b+c){a2 +h*+c - (ab+bc+ca)J+3abc

—

35. (a+b+c) L1 9

_+ +_
b

Vi a,b,c khong am

* Biéu thirc dang cap
Biéu thuc f(x, y) duoc goi lai biéu thuc dang cap bac k néu:
S (mx,my) =m" f(x,y)

- Bdi véi cac biéu thirc déng cap 2 bién sd ngoai viéc quy vé mot bién theo cach
dit S=x+y, P=xy (ddi véi biéu thirc 601 xung) ta cing co thé dung phép dat a=tb

v6i b #0 hay x=ty v6i y #0 dé quy vé bai toan mot an sé t.
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- D61 v61 cac biéu thirc dang cap 3 bién so, chung ta cling thuc hién phép don
bién tuong tu nhu vé1 bieu thire 2 bién va s€ don dugce tir 3 bién con 2 bien.
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