
Chuyên đề 18. TÍNH CHẤT BA ĐƯỜNG TRUNG TUYẾN CỦA TAM GIÁC
[image: image265.png]Hinh 18.1



A. Kiến thức cần nhớ
1. Đường trung tuyến của tam giác là đoạn thẳng nối một đỉnh của tam giác với trung điểm của cạnh đối diện.
2. Ba đường trung tuyến của một tam giác cùng đi qua một điểm (điểm này gọi là trọng tâm của tam giác).

Trọng tâm cách mỗi đỉnh một khoảng bằng 
[image: image1.wmf]2

3

độ dài đường trung tuyến đi qua điểm đó (h.18.1).

B. Một số ví dụ
Ví dụ 1: Cho tam giác ABC, hai đường trung tuyến BM và CN cắt nhau tại G. Trên tia GB và GC lấy các điểm F và E sao cho G là trung điểm của FM đồng thời là trung điểm của EN. Chứng minh rằng ba đường thẳng AG, BE và CF đồng quy.
Giải (h.18.2)
* Tìm cách giải.
[image: image266.png]D
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Để chứng minh ba đường thẳng AG, BE và CF đồng quy ta có thể chứng minh chúng là ba đường trung tuyến của tam giác GBC.

* Trình bày lời giải.

Gọi D là giao điểm của AG và BC. Vì G là trọng tâm của 
[image: image2.wmf]ABC

D

nên AD là đường trung tuyến, suy ra 
[image: image3.wmf].
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Ta có 
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Do đó 
[image: image5.wmf]11
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Xét 
[image: image6.wmf]GBC

D

có GD, BE, CF là ba đường trung tuyến nên chúng đồng quy suy ra ba đường thẳng AD, BE, CF đồng quy.

Ví dụ 2: Cho tam giác ABC. Trên nửa mặt phẳng bờ AB không chứa C vẽ tia 
[image: image7.wmf]x // 

BAC

. Lấy điểm 
[image: image8.wmf]x

DB

Î

và điểm E thuộc tia đối của tia CA sao cho BD = CE. Chứng minh rằng 
[image: image9.wmf]ABC

D

và 
[image: image10.wmf]ADE

D

có cùng một trọng tâm.
Giải (h.18.3)
* Tìm cách giải
Tam giác ABC và ADE có chung đỉnh A nên muốn chứng minh chúng có cùng một trọng tâm, chỉ cần chứng minh chúng có chung một đường trung tuyến xuất phát từ đỉnh A.

* Trình bày lời giải.

Vì 
[image: image11.wmf]x // 

BAC

nên 
[image: image12.wmf]·

·

x

CBBCE
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(so le trong).
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Gọi M là trung điểm của BC.

Ta có 
[image: image13.wmf]BMDCME

D=D

(c.g.c).

Suy ra 
[image: image14.wmf](
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và 
[image: image15.wmf]·
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Ta có 
[image: image16.wmf]·

·
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o

BMECME
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(kề bù).

Do đó 
[image: image17.wmf]·
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D, M, E thẳng hàng. (2)

Từ (1) và (2) suy ra M là trung điểm của DE.


[image: image18.wmf]ABC

D

và 
[image: image19.wmf]ADE

D

chung đỉnh A, chung đường trung tuyến AM nên trọng tâm G của hai tam giác này trùng nhau.

* Nhận xét: Để chứng minh hai tam giác có cùng trọng tâm ta có thể chứng minh chúng có chung một đỉnh và chung đường trung tuyến đi qua đỉnh ấy.

Ví dụ 3: Cho tam giác ABC, đường trung tuyến AD. Trên tia đối của tia DA lấy điểm K sao cho 
[image: image20.wmf]1

.
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DKAD
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Qua B vẽ một đường thẳng song song với CK cắt AC tại M. Chứng minh rằng M là trung điểm của AC.

Giải (h.18.4)

* Tìm cách giải.

[image: image268.png]


Để chứng minh M là trung điểm của AC ta chứng minh BM là đường trung tuyến. Muốn vậy, chỉ cần chứng minh BM đi qua trọng tâm G.

* Trình bày lời giải.
Gọi G là giao điểm của BM và AD.

Ta có 
[image: image21.wmf]BDGCDK

D=D

(g.c.g).

Suy ra 
[image: image22.wmf]1
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Xét 
[image: image23.wmf]ABC

D

có điểm G nằm trên đường trung tuyến AD mà 
[image: image24.wmf]1
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GDAD

=

nên G là trọng tâm. Suy ra BM là đường trung tuyến do đó 
[image: image25.wmf].
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Ví dụ 4: Chứng minh rằng ba đường trung tuyến của một tam giác có thể là ba cạnh của một tam giác khác.

Giải (h.18.5)

* Tìm cách giải.

Để chứng minh ba đường trung tuyến của tam giác này có thể là ba cạnh của một tam giác khác, ta chứng minh ba đường trung tuyến đó tỉ lệ với ba cạnh của một tam giác.

* Trình bày lời giải.

Gọi AD, BE, CF là ba đường trung tuyến của 
[image: image26.wmf]ABC

D

. Ba đường trung tuyến cắt nhau tại G. Trên tia đối của tia DG lấy điểm H sao cho 
[image: image27.wmf].
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Ta có 
[image: image28.wmf] (c.g.c).
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Theo tính chất ba đường trung tuyến của 
[image: image29.wmf]ABC

D

ta có:
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Suy ra 
[image: image31.wmf]3
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Vậy ba đường trung tuyến AD, BE, CF tỉ lệ với ba cạnh của tam giác GHB, do đó ba đường trung tuyến này có thể là ba cạnh của một tam giác.

C. Bài tập vận dụng
· Chứng minh đồng quy, thẳng hàng
18.1. Chứng minh rằng trong một tam giác có hai cạnh không bằng nhau thì đường trung tuyến ứng với cạnh lớn hơn sẽ nhỏ hơn đường trung tuyến ứng với cạnh bé.

18.2. Cho tam giác nhọn ABC. Vẽ 
[image: image32.wmf].
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^

Cho biết 
[image: image33.wmf]10,

ABcm
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image34.wmf]13,

ACcm

=

và 
[image: image35.wmf]3.

AHcm

=

Gọi O là một điểm trên AH sao cho 
[image: image36.wmf]2.

AOcm

=

Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và HC.

Chứng minh ba điểm M, O, N thẳng hàng.

· Chứng minh trọng tâm
18.3. Cho tam giác ABC. Gọi D và E là hai điểm trên cạnh BC sao cho 
[image: image37.wmf].

BDDEEC

==

Vẽ đường trung tuyến AO của tam giác ABC. Trên tia đối của tia OA lấy điểm F sao cho 
[image: image38.wmf].
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a) Chứng minh rằng D là trọng tâm của tam giác BAF; E là trọng tâm của tam giác CAF.

b) Tia AD cắt BF tại N, tia FE cắt AC tại M. Chứng minh rằng tam giác ABC và tam giác AMN có cùng trọng tâm.

18.4. Cho tam giác ABC. Qua A vẽ đường thẳng 
[image: image39.wmf] // .

aBC

Qua B vẽ đường thẳng 
[image: image40.wmf] // 

bAC

và qua C vẽ đường thẳng 
[image: image41.wmf] // .

cAB

Các đường thẳng b và c cắt nhau tại A’ và cắt đường thẳng a lần lượt tại C’ và B’.

Chứng minh rằng 
[image: image42.wmf]ABC

D

và 
[image: image43.wmf]ABC

¢¢¢

D

có cùng một trọng tâm.

18.5. Cho góc xOy và một điểm G ở trong góc đó. Hãy xác định điểm 
[image: image44.wmf]x;y

AOBO

ÎÎ

sao cho G là trọng tâm của tam giác AOB.

· Tính độ dài các đường trung tuyến
18.6. Cho tam giác ABC cân tại A, 
[image: image45.wmf]341,24.
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==


Tính độ dài đường trung tuyến BM.

18.7. Cho tam giác ABC vuông tại A. Các đường trung tuyến BE, CF cắt nhau tại G. Biết 
[image: image46.wmf]461,2601.

GBcmGCcm
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Tính chu vi tam giác ABC.

18.8. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image47.wmf]22

2.
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Chứng minh rằng các đường trung tuyến AM và CN vuông góc với nhau.

18.9. Chứng minh rằng tổng ba đường trung tuyến của một tam giác thì lớn hơn 
[image: image48.wmf]3

4

chu vi của tam giác đó.

· Chứng minh trung tuyến, trung điểm
18.10. Tam giác ABC có hai đường trung tuyến BE và CF bằng nhau. Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Chứng minh rằng 
[image: image49.wmf].
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18.11. Cho tam giác ABC. Trên cạnh AC lấy điểm D sao cho 
[image: image50.wmf]2

.
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Trên tia đối của tia CB lấy điểm E sao cho 
[image: image51.wmf].

CECB
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Tia BD cắt AE tại điểm M. Trên tia CM lấy điểm N sao cho M là trung điểm của NC. Chứng minh rằng 
[image: image52.wmf].
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=


18.12. Cho tam giác ABC và trọng tâm G của nó. Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác cân khi và chỉ khi 
[image: image53.wmf].
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18.13. Cho tam giác ABC, đường trung tuyến AM.

Chứng minh rằng 
[image: image54.wmf]1
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>

khi và chỉ khi 
[image: image55.wmf]µ
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18.14. Cho tam giác ABC trọng tâm G.

Chứng minh rằng nếu 
[image: image56.wmf]·
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thì 
[image: image57.wmf]3.
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Hướng dẫn giải

[image: image270.png]Hinh 186



18.1. (h.18.6)

Xét tam giác ABC có BE và CF là hai đường trung tuyến cắt nhau tại G.
Giả sử 
[image: image58.wmf],

ACAB

>

ta phải chứng minh 
[image: image59.wmf].
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Ta vẽ thêm đường trung tuyến AD, theo tính chất ba đường trung tuyến ta có AD đi qua G.

· Xét 
[image: image60.wmf]ADB

D

và 
[image: image61.wmf]ADC

D

có:

[image: image62.wmf],

DBDC
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AD chung và 
[image: image63.wmf]ABAC

<

nên 
[image: image64.wmf]·

·

ADBADC

<

(định lí hai tam giác có hai cặp cạnh bằng nhau).

· Xét 
[image: image65.wmf]GDB

D

và 
[image: image66.wmf]GDC

D

có: 
[image: image67.wmf],

DBDC

=

GD chung và 
[image: image68.wmf]·

·
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(chứng minh trên) nên 
[image: image69.wmf],
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<

suy ra 
[image: image70.wmf]22
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do đó 
[image: image71.wmf].
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18.2. (h.18.7)
Áp dụng định lí Py-ta-go vào các tam giác vuông ABH và ACH ta tính được HB = 1cm, HC = 2cm.

Vì N là trung điểm của HC nên 
[image: image72.wmf]1cm.
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==


Do đó 
[image: image73.wmf]1cm.
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Vậy AH là đường trung tuyến của 
[image: image74.wmf].
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Mặt khác 
[image: image75.wmf]3,2
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nên 
[image: image76.wmf]2
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suy ra O là trọng tâm của 
[image: image77.wmf].

ABN
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Ta có NM là một đường trung tuyến của 
[image: image78.wmf],

NAB

D

do đó NM phải đi qua trọng tâm O. Vậy ba điểm M, N, O thẳng hàng.

18.3. (h18.8)

a) Xét 
[image: image79.wmf]BAF

D

có 
[image: image80.wmf]OAOF

=

nên BO là đường trung tuyến.

Điểm D nằm trên đường trung tuyến BO mà 
[image: image81.wmf]12

33
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(vì 
[image: image82.wmf]2
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) nên D là trọng tâm của 
[image: image83.wmf].

BAF

D


Chứng minh tương tự ta được E là trọng tâm của 
[image: image84.wmf].

CAF
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b) Vì D là trọng tâm của 
[image: image85.wmf]BAF

D

nên đường thẳng AD là một đường trung tuyến.
[image: image272.png]


Vì AD cắt BF tại N nên 
[image: image86.wmf](
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Chứng minh tương tự ta được 
[image: image87.wmf](
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Ta có 
[image: image88.wmf](c.g.c).

OFBOAC
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Suy ra 
[image: image89.wmf](
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và 
[image: image90.wmf]·
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Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image91.wmf].
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[image: image92.wmf] (c.g.c),

AOMFON
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suy ra 
[image: image93.wmf](
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và 
[image: image94.wmf]·
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Ta có 
[image: image95.wmf]·
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 (kề bù).

Suy ra 
[image: image96.wmf]·

·
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do đó ba điểm M, O, N thẳng hàng. (5)

Từ (4) và (5) suy ra O là trung điểm của MN do đó AO là đường trung tuyến của 
[image: image97.wmf].
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[image: image98.wmf]ABC

D

và 
[image: image99.wmf]AMN

D

có chung đỉnh A, chung đường trung tuyến AO nên có cùng trọng tâm G.

[image: image273.png]


18.4. (h.18.9)

Theo tinh chất đoạn chắn song song ta có 
[image: image100.wmf],

ABBCACBC
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suy ra 
[image: image101.wmf].

ABAC
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Chứng minh tương tự ta được 
[image: image102.wmf]BCBA
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và 
[image: image103.wmf].
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Xét 
[image: image104.wmf],

ABC

¢¢¢

D

ba đường thẳng 
[image: image105.wmf],,

AABBCC

¢¢¢

là ba đường trung tuyến nên chúng đồng quy tại một điểm G.

Gọi M là giao điểm của 
[image: image106.wmf]AA

¢

với BC; N là giao điểm của 
[image: image107.wmf]BB

¢

với AC; P là giao điểm của 
[image: image108.wmf]CC

¢

với AB.

Ta có 
[image: image109.wmf](

)

c.g.c

AMCAMB
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D=D

suy ra 
[image: image110.wmf].
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Vậy AM là đường trung tuyến ứng với cạnh BC của 
[image: image111.wmf].
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D


Chứng minh tương tự ta được BN, CP là đường trung tuyến tương ứng với cạnh AC, AB của 
[image: image112.wmf].

ABC

D


Ba đường trung tuyến AM, BN, CP của 
[image: image113.wmf]ABC

D

gặp nhau tại một điểm. Mặt khác ba đường thẳng AM, BN, CP cũng là ba đường thẳng 
[image: image114.wmf],,.
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Do đó trọng tâm G của 
[image: image115.wmf]ABC

¢¢¢

D

cũng là trọng tâm của 
[image: image116.wmf].
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D


18.5. (h.18.10)

· Tìm cách giải
Giả sử đã vẽ được tam giác AOB sao cho G là trọng tâm của nó. Tia OG cắt AB tại trung điểm M. Trên tia OG lấy điểm K sao cho 
[image: image117.wmf]3.
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Ta chứng minh được 


[image: image118.wmf](
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Suy ra 
[image: image119.wmf] // y; //x.

KAOKBO

Do đó xác định được A và B.

· Trình bày lời giải.
· Vẽ tia OG, trên đó lấy điểm K sao cho 
[image: image120.wmf]3.

OKOG

=


· Từ K vẽ 
[image: image121.wmf](

)

 // yx

KAOAO

Î

và 
[image: image122.wmf](
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KBOxBOy


· Vẽ đoạn thẳng AB cắt OK tại M. Khi đó G là trọng tâm của 
[image: image123.wmf].

AOB

D


Thực vậy, ta có 
[image: image124.wmf]AKOB

=

(tính chất đoạn chắn song song).


[image: image125.wmf](

)

g.c.g,

AMKBMO

D=D

suy ra 
[image: image126.wmf](
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và 
[image: image127.wmf].

MKMO
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Vì 
[image: image128.wmf]3

OKOG

=

nên 
[image: image129.wmf]3

2

OMOG
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hay 
[image: image130.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra G là trọng tâm của 
[image: image131.wmf].

AOB

D


18.6. (h.18.11)

Vẽ các đường trung tuyến AD, BM cắt nhau tại G.
[image: image275.png]Hinh 18.11



Ta có 
[image: image132.wmf](
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c.c.c.

ADBADC
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Suy ra 
[image: image133.wmf]·
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Áp dụng định lí Py-ta-go vào 
[image: image134.wmf]ABD

D

vuông tại D ta được


[image: image135.wmf]22222
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ADABBDADcm


Vì G là trọng tâm của 
[image: image136.wmf]ABC

D

nên 
[image: image137.wmf]1
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3

GDADcm
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Áp dụng định lí Py-ta-go vào tam giác GBD vuông tại D ta được 


[image: image138.wmf](
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Suy ra 
[image: image139.wmf](
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18.7. (h.18.12)

Vì G là trọng tâm của 
[image: image140.wmf]ABC
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nên
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· Xét 
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vuông tại A ta có:
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· Xét 
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Từ (1) và (2), suy ra 
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Mặt khác 
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Suy ra 
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Ta viết (3) thành 
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So sánh (*) và (**) ta được 
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Từ đó ta tính được 
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Vậy chu vi 
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18.8. (h.18.13)

Đặt 
[image: image158.wmf].
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Áp dụng định lí Py-ta-go cho 
[image: image159.wmf]ABC
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vuông tại A ta có:
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Áp dụng định lí Py-ta-go cho 
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vuông tại A ta có:
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Gọi G là trọng tâm của 
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, ta có
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Xét 
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Do đó theo định lí Py-ta-go đảo ta được 
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vuông tại G. Suy ra 
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18.9. (h.18.14)

Xét 
[image: image173.wmf]ABC
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có các đường trung tuyến AD, BE, CF cắt nhau tại G.
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Xét 
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Cộng từng vế các bất đẳng thức (1) (2) (3) ta được:
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Suy ra 
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Nhận xét: Trong bài 17.7 ta đã chứng minh được AD + BE + CF lớn hơn nửa chu vi tam giác. Như vậy kết quả bài này “mạnh” hơn kết quả ở bài 17.7.

18.10. (h.18.15)
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Xét 
[image: image181.wmf]ABC

D

có BE và CF là hai đường trung tuyến và 
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Vì G là trọng tâm nên 
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GBGCGEGF

==


Ta có 
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dẫn tới 
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Gọi D là giao điểm của đường thẳng AG với BC.

Do G là trọng tâm nên AG là đường trung tuyến. Suy ra 
[image: image188.wmf].
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Ta có 
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Vậy 
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18.11. (h.18.16)

Xét 
[image: image192.wmf]ABE
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có AC là đường trung tuyến. Mặt khác 
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và 
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nên D là trọng tâm của 
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Suy ra đường thẳng BD chứa đường trung tuyến ứng với cạnh AE, do đó 
[image: image196.wmf].
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18.12. (h.18.17)

· Chứng minh mệnh đề nếu 
[image: image200.wmf]ABGBACGC

+=+

thì 
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cân tại A.
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Ta chứng minh bằng phản chứng.

Giả sử 
[image: image202.wmf](
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Vẽ tia AG cắt BC tại D.

Khi đó AD là đường trung tuyến nên 
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Xét 
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(định lí hai tam giác có hai cặp cạnh bằng nhau).

Xét 
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và 
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Từ (1) và (2) suy ra 
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Vậy điều giả sử 
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Từ (*) và (**) suy ra 
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· Chứng minh mệnh đề nếu 
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cân tại A thì 
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Gọi E là giao điểm của BG vơi AC; F là giao điểm của CG với AB.

Khi đó 
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Suy ra 
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18.13. (h.18.18)

· Chứng minh mệnh đề nếu 
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Ta chứng minh bằng phản chứng.

Giả sử 
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Giả sử 
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trái giả thiết.

Vậy nếu 
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· Chứng minh mệnh đề nếu 
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18.14. (h.18.19)

Gọi D là giao điểm của tia AG với BC.

Ta có 
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do đó GD là đường trung tuyến của tam giác GBC.

Xét 
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(xem bài 17.13) do đó 
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Trên tia AD lấy điểm sao cho 
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Từ (1) và (2), suy ra 
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