
DAO ĐỘNG CƠ HỌC

CHỦ ĐỀ 1:  TỔNG HỢP CÁC DAO ĐỘNG ĐIỀU HÒA

A.  TÓM TẮT LÍ THUYẾT

1. Xác định dao động tổng hợp.

Hai dao động thành phần
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Dao động tổng hợp
[image: image2.wmf](

)

1212

xxxxAcost

¾¾®==+=w+j


[image: image3.wmf]12

1212

AAAAA

j£j£j

¾¾®

-££+


Trong đó 
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 và 
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 được xác định bởi:
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Các trường hợp đặc biệt: 
· Khi x1; x2 cùng pha 
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· Khi x1; x2 ngược pha 
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 thì 
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· Khi x1; x2 vuông pha 
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 thì 
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· Khi 
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 thì 
[image: image14.wmf]12

AAA

¾¾®==


2. Khoảng cách hai vật dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số trên cùng trục Ox
· Khoảng cách 
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· Khoảng cách lớn nhất 2 vật: 
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3. Đề cho x12, x23 và x13. Tìm x1, x2, x3 và x123.

Ta có 
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B.  CÁC DẠNG BÀI TẬP VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI

DẠNG 1:  BÀI TOÁN THUẬN TRONG TỔNG HỢP DAO ĐỘNG ĐIỀU HÒA

Phương pháp giải

Cách 1: Áp dùng CT trực tiếp. Chú ý điều kiện kèm theo 
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Cách 2: Phương pháp cộng số phức (nếu số liệu cho tường minh) 
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 Để tính toán số phức bấm 
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Cách 3: Phương pháp vec tơ quay (nếu chưa biết một đại lượng nào đó)
Ví dụ 1: Vật thực hiện đồng thời hai dao động cùng phương, cùng tần só có phương trình lần lượt là 
[image: image21.wmf]1

x8cos20t

3

p

æö

=-

ç÷

èø

cm và 
[image: image22.wmf]2

x3cos20t

3

p

æö

=+

ç÷

èø

cm. Tính gia tốc cực đại, tốc độ cực đại, và vận tốc của vật khi nó ở vị trí cách vị trí thế năng cực đại gần nhất là 2 cm ?
Giải

Biên độ:
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Gia tốc cực đại: 
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Tốc độ cực đại: 
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Vị trí cách vị trí thế năng cực đại gần nhất là 2 cm, tức là vị trí đó cách VTCB 
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Vận tốc lúc này là: 
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Ví dụ 2: Một vật có khối lượng 0,5 kg thực hiện đồng thời ba dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số có phương trình 
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cm. Tính cơ năng dao động và độ lớn gia tốc của vật ở vị trí cách vị trí thế năng cực đại gần nhất là 2 cm ?

Giải

Tổng hợp theo phương pháp số phức: 
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Vậy cơ năng: 
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Vị trí cách vị trí thế năng cực đại gần nhất là 2 cm, tức là vị trí đó cách VTCB 
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Độ lớn gia tốc lúc đó là: 
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Ví dụ 3: Một chất điểm thực hiện hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số. Li độ x1 và x2 phụ thuộc thời gian có dạng như hình vẽ. Phương trình dao động tổng hợp của vật ?

Giải

Nhận xét: Để làm tốt các câu đồ thị, ta phải nắm vững trục phân bố thời gian, các giá trị đặc biệt đẹp của góc lượng giác.
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Từ đồ thị ta có phương trình dao động của x1 và x2 là: 
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Vậy phương trình dao động tổng hợp của vật là 
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Ví dụ 2: Cho ba dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số có phương trình lần lượt là 
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cm. Gọi x12 = x1 + x2 và x23 = x2 + x3. Biết đồ thị sự phụ thuộc x12 và x23 theo thời gian như hình vẽ. Xác định các dữ liệu còn thiếu trong các phương trình trên ?
Giải
Chú ý, từ đồ thị ta thấy khi t = 0 đối với đồ thị x23 thì dễ xác định, nhưng x12 ta không thể biết được pha ban đầu của nó vì không biết được li độ ban đầu.
Chỉ có một điểm đặc biệt là khi t = 0,5 s thì hai đồ thị cắt nhau tại điểm đã biết li độ x = - 4cm. Do đó ta chọn gốc thời gian lúc t = 0,5 (s). Lúc đó 
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Mặt khác, từ đồ thị ta có 
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Tại t = 0,5(s) thì x12 đang ở vị trí x = -4 cm và đang đi theo chiều âm nên 
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Và x23 đang ở vị trí biên âm đi theo chiều dương nên 
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Vậy 
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Mà 
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Thay vào gt bài toán đã cho 
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Để xác định A2 ta có: 
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Với 
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Vậy 
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Ta đã xác định hết các thông số cua bài toán, nếu đề yêu cầu viết phương trình dao động tổng hợp thì ta có 
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 đến đây ta bấm máy là ra KQ nhanh gọn.
Ví dụ 3(Chuyên Hà Tĩnh): Hai vật dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số lần lượt có phương trình là 
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cm. Gọi x+ = x1 + x2 và x- = x1 - x2. Biết rằng biên độ của x+ lớn gấp 3 lần biên độ của x- Độ lệch pha cực đại giữa x1 và x2 gần nhất với giá trị nào sau đây ?

Giải

Ta có: 
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Ta có 
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Theo giả thiết
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Trong khoảng 
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BÀI TẬP VẬN DỤNG
Bài 1: Một vật thực hiện đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số, li độ x1 và x2 phụ thuộc thời gian có đồ thị như hình vẽ. Phương trình dao động tổng hợp là ?
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Bài 2: Cho ba dao động   điều hòa cùng phương, cùng tần số có phương trình lần lượt là 
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cm. Gọi x12 = x1 + x2 và x23 = x2 + x3. Biết đồ thị sự phụ thuộc x12 và x23 theo thời gian như hình vẽ. Tính 
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Bài 3(QG-2015): Đồ thì li độ theo thời gian của chất điểm 1 (đường nét liền), và chất điểm 2 (đường nét đứt) như hình vẽ. Tốc độ cực đại của chất điểm 2 là 
[image: image69.wmf]4

p

(cm/s). Không kể thời điểm t = 0. Hỏi thời điểm để hai chất điểm có cùng li độ lần thứ 5 là bao nhiêu ?
HD: Từ đồ thị viết phương trình dao động của  hai chất điểm. Sau đó giải phương trình x1 = x2 tìm nghiệm t theo k.
ĐÁP ÁN
DẠNG 2:  BÀI TOÁN NGƯỢC TRONG TỔNG HỢP DAO ĐỘNG ĐIỀU HÒA

1.  Bài toán ngược trong tổng hợp dao động điều hòa.

Bài toán: Cho biết dao động tông hợp, tìm các đại lượng của các dao động thành phần.

Phương pháp giải:

· Nếu số liệu tường minh thì dùng phương pháp số phức:
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· Nếu  liên quan đến độ lệch pha như 
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 thì ta dùng giản đồ véc tơ.
· Dựa vào hệ thức vec tơ  ta bình phương vô hướng 2 vế: 
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· Chú ý: Nếu đề cho một cặp cạnh - góc đối nhau (cho trước) thì ta sử dụng định lí hàm sin trong giản đồ véc tơ cho kết quả nhanh hơn, dựa vào đây ta cũng có thế tính được các giá trị cực đại của các biên độ thành phần.
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Các góc 
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 được lấy từ dấu hiệu đề cho (từ đó ta vẽ giản đồ véc tơ)
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· Khi tính  A1max; A2max thì ta biến đổi 
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về phương trình bậc 2 để biện luận, Phép biến đổi này có thể sử dụng Toán Đanko - Popop là hay nhất.

· Hoặc khi tính A1max; A2max thì ta qui A, A1, A2 là biến số của pt bậc 2.

· Trường hợp hai dao động cùng biên độ thì ta dùng CT cộng lượng giác:
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Ví dụ 1(ĐH-2010): Dao động tổng hợp của hai dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số có phương trình li độ 
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 cm. Biết dao động thứ nhất có phương trình li độ là 
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Giải

Dùng PP số phức:
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Ví dụ 2: Ba dao động điều hòa cùng phương 
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Ta có: 
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Ví dụ 3: Một vật thực hiện đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số có dạng 
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Giải

Ta có: 
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Mà 
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Ví dụ 4: Một vật có khối lượng 0,2 kg tham gia đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số có dạng 
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Giải

Ta có 
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Ví dụ 5: Một con lắc lò xo tham gia đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số góc 
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 và biên độ lần lượt là A1 = 4 cm và A2. Biết độ lớn vận tốc của vật tại thời điểm mà động năng của vật bằng 2 lần thế năng của vật là 20 cm/s. Tính A2 ?
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Khi Wđ = 2Wt thì 
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Hay 
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Vậy A2 = 2 cm.
Ví dụ 6: Một vật thực hiện hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số 4 Hz và cùng biên độ 2 cm. Khi qua vị trí động năng của vật bằng 3 lần thế năng thì vật đạt tốc độ 
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Ví dụ 7: Một vật thực hiện hai dao động thành phần, biên độ của dao động thứ nhất là 
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Bình phương hai vế ta có: 
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Vì biên độ là đại lượng luôn dương nên ta chỉ nhận A2 = 8 cm.
Ví dụ 8: Một vật tham gia đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số trên cùng một trục Ox có phương trình 
[image: image114.wmf]1

x4cost

3

p

æö

=w+

ç÷

èø

cm và 
[image: image115.wmf](

)

222

xAcost

=w+j

cm. Phương trình dao động tổng hợp là 
[image: image116.wmf](

)

x2cost

=w+j

cm. Biết 
[image: image117.wmf]2

2

p

j-j=

 . Tính A2và 
[image: image118.wmf]j

?
Giải

Ta có: 
[image: image119.wmf](

)

(

)

222

1212122

12

222

2121121

AAAAAA2AAcos

AAA

AAAAAA2AAcos

=-¾¾®=+-j-j

¾¾®=+¾¾®

=-¾¾®=+-j-j

rrr

rrr

rrr

.
[image: image471.wmf]a


[image: image120.wmf]2

222

164A2.4.AcosA23cm

2

124162.2.4cos0

3

p

æö

=+-¾¾®=

ç÷

èø

¾¾®

p

æö

=+-j-¾¾®j=

ç÷

èø


Bài này nếu nhanh ý thì thấy  
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Ví dụ 9: Hai dao động cùng phương lần lượt có phương trình 
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Xem A1 là ẩn số của phương trình bậc 2 ở trên, ta có điều kiện để phương trình có nghiệm là
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Ví dụ 10: Một vật tham gia hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số với các phương trình dao động 
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. Dao động tổng hợp của x1 và x2 có biên độ là 2 cm, dao động tổng hợp của x1 và x3 có biên độ là 
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Vậy 
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Ví dụ 11: Hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số có 
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cm. Dao động tổng hợp có phương trình 
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Cách 1: Viết lại hệ thức dưới dạng hàm bậc 2
Ta có 
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Đến đây ta qui về hàm bậc 2
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Vậy 
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Để tính 
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Cách 2: Sử dụng định lí hàm sin và coi phương trình bậc 2 với biến số là A1.
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Xem A1 là biến số, thì điều kiện để phương trình trên có nghiệm khi 
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Từ đó A1 = 1 cm
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Cách 3: Sử dụng định lí hàm sin
Ta có 
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Theo định lí hàm sin, ta có:
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Vậy, để A2max thì 
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Từ đó 
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Từ đây ta cũng có thể tính được cạnh A1 = 1 cm.
 Vì 
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Nhận xét: Muốn vận dụng định lí hàm sin thì ta phải tính được các cặp cạnh, góc tương ứng. Nếu nhìn hình nhanh thì PP này thường rất nhanh.
Ví dụ 12: Một chất điểm thực hiện đồng thời hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số có 
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cm. Dao động tổng hợp có phương trình 
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 bằng bao nhiêu ?

Giải

Cách 1: Sử dụng định lí hàm COSIN, biến đổi về hàm bậc 2

Ta có: 
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Đến đây ta biến đổi 
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Nhận xét: Tại sao không gom theo a ?  
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 Vì đề hỏi b nên gom theo b, thế thôi.
Vậy 
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Thay vào 
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Ta loại nghiệm 
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Cách 2: Sử dụng định lí hàm sin và coi phương trình bậc 2 với biến số là b.


[image: image170.wmf](

)

222222

121221

AAA2AAcos8ab3ab

¾¾®=++j-j¾¾®=+-



[image: image171.wmf](
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 Phương này có nghiệm khi 
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Đến đây, để tìm 
[image: image173.wmf]j

ta làm như cách 1.
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Cách 3: Sử dụng định lí hàm SIN trong tam giác
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Ví dụ 13:  Hai dao động điều hòa cùng phương cùng tần số có 
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cm. Dao động tổng hợp có phương trình 
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 bằng bao nhiêu ?
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Cách 1: Dùng định lí hàm số COSIN, đưa về dạng đa thức bâc 2
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cm.
Đến đây ta dùng PP số phức 
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Cách 2: Dùng định lí hàm số SIN
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Ví dụ 14: Hai dao động điều hòa cùng phương có các phương trình 
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cm. Dao động tổng hợp của hai dao động này 
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Tính giá trị cực đại của A1 + A2 ?
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Ta có: 
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2.  Khoảng cách cực đại, cực tiểu của hai chất điểm dao động điều hòa trên cùng một trục Ox.
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Bài toán: Giả sử hai chất điểm M, N dao động điều hòa trên cùng một trục Ox cùng VTCB O cùng tần số với các phương trình 
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· Tổng đại số 
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· Khoảng cách đại số 
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· Để tìm các thời điểm cách nhau một khoảng b thì ta giải pt 
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· Các thời điểm khác được xác định bởi 
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Ví dụ 1: Hai điểm M, N cùng dao động điều hòa trên cùng một trục x quanh điểm O với tần số góc 
[image: image207.wmf]w

. Biên độ của M là 
[image: image208.wmf]A3

, của N là A. Dao động của M chậm pha hơn một góc 
[image: image209.wmf]2
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 so với dao động của N. Độ dài đại số 
[image: image210.wmf]MN

biến thiên điều hòa với tần số góc và biên độ bằng bao nhiêu ?

Giải
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Vậy biên độ là 2A và pha ban đầu là 
[image: image212.wmf]5
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Ví dụ 2: Hai chất điểm M, N dao động điều hòa trên trục Ox, quanh điểm O, cùng biên độ A, cùng tần số nhưng lệch pha nhau một góc là 
[image: image213.wmf]j

 . Tính khoảng cách MN ? Khoảng cách cực đại, cực tiểu của MN ?

Giải

Ta có 
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Khoảng cách cực đại: 
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Khoảng cách cực tiểu: 
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MN0khicost0

2

j

æö

¾¾®=®¾¾®w+=

ç÷

èø


Ví dụ 3: Hai chất điểm dao động điều hòa trên cùng một trục tọa độ Ox. Xem trong quá trình dao động hai chất điểm không va chạm nhau. Biết phương trình dao động của hai chất điểm lần lượt là 
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cm. Trong quá trình dao động thì khoảng cách lớn nhất giữa hai vật là bao nhiêu ?
Giải

Ta có 
[image: image219.wmf]2
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3.  Khoảng cách giữa hai dao động điều hòa trên hai đường thẳng song song.
[image: image477.wmf]3
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Phương pháp: 

Nếu hai dao động điều hòa lệch pha nhau một góc 
[image: image220.wmf]¾¾®Dj

 thì 
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Thì tổng li độ, và hiệu li độ là: 
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Cách 1: Dùng phương pháp đại số

· Gọi A và B lần lượt là biên độ của dao động tổng hợp và khoảng cách cực đại giữa hai chất điểm thì 
[image: image223.wmf]222
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· Khi cho biết biên độ dao động tổng hợp A 
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· Khi cho biết khoảng cách cực đại B 
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Cách 2: Dùng PP véc tơ quay
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Tại t0 = 0 
· [image: image479.wmf]1
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Khoảng cách xa nhất: MN = B
Thời điểm xa nhất lần đầu: 
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Thời điểm xa nhau nhất lần thứ n: 
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· Khi gặp nhau 
[image: image228.wmf]x0
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Thời điểm gặp nhau lần đầu: 
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Thời điểm gặp nhau lần thứ n: 
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Cách 3: Dùng VTLG khảo sát hàm điều hòa 
[image: image231.wmf](
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Cho hai dao động điều hòa cùng phương, cùng tần số 
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Khoảng cách của hai vật là: 
[image: image233.wmf](
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 Đến đây thay vì khảo sát khoảng cách thì ta khảo sát hàm điều hòa như trên 
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 Dùng VTLG
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 Ứng với trên VTLG có hai điểm có 
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 Trong một chu kỳ có hai lần dmax.
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 Khoảng thời gian hai liên tiếp để có dmax chính là 
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 ứng với trên đường tròn có hai vị trí đó là N1 và N2 
[image: image242.wmf]¾¾®

 Lúc này chính là lúc hai vật gặp nhau.

Tương tự. Trong một chu kỳ có hai lần dmin (hay 2 lần hai vật gặp nhau).
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 Khoảng thời gian hai liên tiếp để có dmin chính là 
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Xét trường hợp tổng quát: 
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 Trong một chu kỳ vật đi qua 4 lần 
[image: image246.wmf]xk
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Ví dụ 1: Cho hai dao động điều hòa trên trục Ox có phương trình lần lượt là  
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cm. Khoảng cách xa nhất của hai vật trong quá trình dao động ?
Giải

Khoảng cách: 
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)

12

dxx5cost0,12

¾¾®=-=w+


[image: image250.wmf]max

d5cm

¾¾®=


Ví dụ 2: Cho hai dao động điều hòa trên trục Ox có phương trình lần lượt là  
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cm. Tính từ lúc t = 0 thì hai chất điểm xa nhau nhất lần đầu tiên là bao nhiêu ?

Giải

Khoảng cách: 
[image: image253.wmf]12

2

dxx4cos4tx

3

p

æö

¾¾®=-=p+=

ç÷

èø


[image: image254.wmf]max
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Trạng thái ban đầu thì vật có 
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[image: image482.wmf]π/3

Thời điểm đầu tiên để hai vật xa nhau nhất ứng với trên vòng tròn vật quay từ VTBĐ có góc 
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 đến vị trí biên âm -A 

Vậy vật quét được một góc 
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Vậy thời gian (trùng với thời điểm đầu tiên) là 
[image: image258.wmf]1
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Ví dụ 2: Cho hai dao động điều hòa trên trục Ox có phương trình lần lượt là 
[image: image259.wmf]1
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cm. Tính từ lúc t = 0 thì thời điểm lần thứ 3 để hai vật cách nhau 6 cm là bao nhiêu ?
Giải

Khoảng cách: 
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Khi 
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Trạng thái ban đầu thì vật có 
[image: image263.wmf]6
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Thời điểm lần thứ 3 để hai vật cách nhau 6 cm ứng với vật quét được một góc 
[image: image264.wmf]3
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Vậy thời gian (trùng với thời điểm đầu tiên) là 
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Ví dụ 4: Hai chất điểm P, Q dao động trên cùng một trục có phương trình dao động lần lượt là 
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cm. Tìm khoảng thời gian ngắn nhất giữa hai lần liên tiếp mà hai vật cách nhau 5 cm ?
Giải

Khoảng cách: 
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Khi 
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Khoảng thời gian ngắn nhất giữa hai lần liên tiếp thì tương ứng vật đi quanh VTCB (tức là một là vật đi từ M4 đến M1 hoặc là từ M2 đến M3).
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Ví dụ 5: Hai chất điểm P, Q dao động trên cùng một trục có phương trình dao động lần lượt là 
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cm. Tìm thời điểm lần thứ 2015 mà hai vật cách nhau 5 cm ?
Giải
Khoảng cách: 
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Khi 
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Thời điểm ban đầu vật có 
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 ứng với vị trí M0. 

Nhận xét: Trong một chu kỳ vật qua ví trí 
[image: image276.wmf]x5cm
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 là 4 lần

Tách 2015 bằng cách lấy số gần nhất chia hết cho 4: 
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Ứng với thời gian 
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Từ M0 vật quay được 4.502 = 2012 lần rồi quay về M0. Vậy còn thiếu 3 lần. 3 lần cuối cùng đó vật qua vị trí có li độ 
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 ứng với vật quay từ M0 đến M4. Tương ứng vật quét được một góc 
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Vậy 
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[image: image486.wmf]j

Ví dụ 1a: Cho hai chất điểm dao động điều hòa trên trục Ox quanh VTCB với phương trình là 
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cm. Tính từ thời điểm ban đầu xác định các thời điểm khi hai chất điểm ở xa nhau nhất lần thứ ba và tính khoảng cách xa nhất của hai chất điểm trong quá trình dao động ?

Giải

Tại thời điểm ban đầu: 
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Khi t = t1xa thì 
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)

xa

3xa1xa

T228

tn1t(s)

251515

p

¾¾®=-+=+=

p


Ví dụ 1b: Cho hai chất điểm dao động điều hòa trên trục Ox quanh VTCB với phương trình là 
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cm. Tính từ thời điểm ban đầu xác định thời điểm và vị trí khi hai chất điểm gặp nhau ? Thời điểm xa nhau nhất lần thứ hai ?
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Tại thời điểm ban đầu 
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Khi gặp nhau lần thứ nhất:
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Vậy 
[image: image291.wmf]1gap1

1gap

0

1

3

t(s)

39

p

-

j-j

¾¾®===

wp


Vậy thời điểm gặp nhau lần thứ hai: 
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Khi hai vật xa nhau thì 2 véc tơ sẽ quay như hình vẽ. tức là 
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Ta có khoảng cách: 
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Hoặc ta dùng pp số phức 
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Hay 
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Ví dụ 1: Hai chất điểm M và N có cùng khối lượng, dao động điều hòa cùng tần số dọc theo hai đường thẳng song song kề nhau và song song với trục Ox. VTCB của M và N đều ở trên một đượng thẳng qua gốc tọa độ và vuông góc với trục Ox. Biên độ của M và N đều bằng 6 cm. Trong quá trình dao động, khoảng cách lớn nhất giữa M và N theo phương Ox là 6 cm. Tính độ lệch pha của hai dao động ?
Giải

Cách 1: Áp dụng trực tiếp CT 
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Cách 2: Dùng VTLG
Khoảng cách hai chất điểm lớn nhất khi 
[image: image299.wmf]12
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Ví dụ 2: Hai con lắc lò xo giống hệt nhau dao động điều hòa trên mặt phẳng nằm ngang, dọc theo hai đường thẳng song song cạnh nhau và song song với trục Ox. Với các biên độ A1 = 4 cm và 
[image: image303.wmf]2
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cm. Con lắc thứ hai dao động sớm pha hơn con lắc thứ nhất. Trong quá trình dao động khoảng cách lớn nhất giữa hai vật dọc theo trục Ox là 4 cm. Khi động năng của con lắc thứ nhất cực đại thì động năng con lăc thứ hai bằng bao nhiêu ?
Giải
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Cách 1: Dùng pp đại số

Khoảng cách hai chất điểm lớn nhất khi 
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Vì độ lệch pha giữa x1 và x2 là 
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 nên đến đây ta chọn hàm bất kỳ vẫn không làm thay đổi tính chất của chúng, vậy giả sử chọn:
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  hoặc ta chọn 
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 (đều được)

Khi x1 = 0 thì thế năng của con lắc 1 bằng 0, tức là động năng của nó cực đại. Khi đó con lắc thứ hai có thế năng bằng 1/4 cơ năng của nó tức là động năng bằng 3/4 cơ năng của nó.
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Ví dụ 3: Hai chất điểm M và N có cùng khối lượng dao động điều hòa cùng tần số dọc theo hai đường thẳng song song cạnh nhau và song song với trục Ox. Vị trí cân bằng của M và N đều nằm trên đường thẳng qua gốc O và vuông góc với trục Ox. Biên độ của M và N đều bằng 6 cm. Trong quá trình dao động, khoảng cách lớn nhất giữa M và N theo phương Ox là 6 cm. Mốc thế năng tại VTCB. Ở thời điểm mà M có động năng gấp 3 lần thế ăng, thì tỉ số động năng của M và thế năng của N bằng bao nhiêu ?

Giải

Cách 1: Dùng VTLG
Khoảng cách hai chất điểm lớn nhất khi 
[image: image312.wmf]2
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. Tức là tứ giác MM1M2N là hình chữ nhật. Vậy 
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Tam giác OM1M2 là tam giác đều  
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Khi 
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Mà 
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Dựa theo hình vẽ  
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Hay 
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Cách 2: Áp dụng CT 
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Khi 
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 thì ta có thể chọn 
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Theo gt khi 
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Hay 
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Thay vào pt x2: 
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Từ đó ta ra kết quả như trên cách 1 đã làm.
Ví dụ 4 (ĐH-2012): Hai chất điểm M và N có cùng khối lượng, dao động điều hòa cùng tần số dọc theo hai đường thẳng song song kề nhau và song song với trục tọa độ Ox. VTCB của M và N đều ở trên đường thẳng qua O và vuông góc với Ox. Biên độ của M là 6 cm, của N là 8 cm. Trong quá trình dao động khoảng cách lớn nhất giữa M và N theo phương Ox là 10 cm. Mốc thế năng tại VTCB. Ở thời điểm mà M có động năng bằng 3 thế năng thì tỉ số động năng của M và động năng của N là bao nhiêu ?
Giải

Cách 1: Dùng dấu hiệu vuông pha

Khoảng cách hai chất điểm ở thời điểm bất kỳ luôn được xác định:
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Vì 
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 nên xM và xN vuông pha nhau 
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Vậy khi 
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Thay 
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Vậy tỉ số động năng của M và động năng của N là: 
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Cách 2: Dùng VTLG 
Khoảng cách hai chất điểm lớn nhất khi 
[image: image334.wmf]2
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. Tức là tứ giác MM1M2N  là hình chữ nhật. Vậy 
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Vậy tỉ số cần tìm là 
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Chú ý: 
Từ phương trình (ta đạo hàm hai vế theo biến x)
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Ví dụ 5: Hai vật dao động điều hòa dọc theo các trục song song với nhau. Phương trình dao động của các vật lần lượt là 
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. Tại thời điểm t, vật thứ nhất đi qua vị trí có li độ x1 = 3 cm với vận tốc v1 = - 18 cm/s. Thì vật thứ hai có tốc độ bằng bao nhiêu ?

Giải

Ta có 
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Vậy 
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Ví dụ 6: Hai vật dao động điều hòa cùng phương cùng tần số với li độ lần lượt là x1 và x2. Li độ của hai chất điểm thỏa mãn điều kiện 
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 (cm2). Tìm biên độ dao động tổng hợp của hai dao động trên ?

Giải

Từ 
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[image: image350.wmf](
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 cm.
4.  Điều kiện gặp nhau của hai vật.
a.  Hai vật dao động khác biên độ khác tần số

Cách giải tổng quát: Dùng phương pháp đại số

· Trường hợp tổng quát:
· Xét hai vật dao động điều hòa có phương trình tổng quát 
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· Điều kiện để hai vật gặp nhau là 
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· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động cùng chiều: 
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· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động ngược chiều: 
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· Ban đầu hai vật có cùng li độ x0 chuyển động cùng chiều.
· Điều kiện để hai vật trở lại trạng thái ban đầu (tức là gặp nhau): Nếu gọi 
[image: image355.wmf]¾¾®t

 là thời gian để hai vật trở lại trạng thái ban đầu thì 
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· Thời gian ngắn nhất để hai vật trở lại trạng thái ban đầu 
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 tức là ta phải chọn cặp 
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Ví dụ 1: Cho hai con lắc đơn có chiều dài lần lượt là l1 và l2 có chu kỳ dao động điều hòa T1 = 0,6 (s) và T2 = 0,8 (s). Từ VTCB kéo hai con lắc tới vị trí góc lệch cực đại 
[image: image359.wmf]max
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 như nhau rồi buông tay. Thời gian ngắn nhất để cả hai con lắc trở về trạng thái ban đầu là bao nhiêu ?

Giải

Thời gian để trở lại trạng thái ban đầu là 
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Thời gian ngắn nhất ứng với cặp 
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Vậy 
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Ví dụ 2: Cho hai chất điểm dao động điều hòa nằm trên hai đường thẳng song song nằm cạnh nhau, có VTCB nằm trên đường thẳng vuông góc với trục Ox tại O. Có cùng biên độ A. Có chu kỳ lần lượt là T1 = 0,5 (s) và T2 = 0,51 (s). Tại thời điểm ban đầu thì chất điểm thứ nhất đi qua VTCB theo chiều dương còn chất điểm thứ hai đang ở vị trí biên âm. Thời điểm đầu tiên để hai chất điểm gặp nhau và chuyển động cùng chiều là bao nhiêu ?

Giải

Ta có: 
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Theo gt tại thời điểm ban đầu ta có: 
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Và  
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Vậy 
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Hai chất điểm gặp nhau thì x1 = x2 
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Vậy theo gt để hai chất điểm cùng chiều nên ta chọn họ nghiệm 
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Vậy các thời điểm mà hai vật gặp nhau và chuyển động cùng chiều là 
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Do đó thời điểm đầu tiên ứng với kmin 
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b.  Hai vật dao động cùng tần số khác biên độ
[image: image497.wmf]A

r

Phương pháp: 

Cách 1: PP đại số (đã nêu ở trên)

· Điều kiện gặp nhau: 
[image: image372.wmf]12

xx

¾¾®=


· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động cùng chiều: 
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· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động ngược chiều: 
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Cách 2: Giải phương trình 
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Cách 2: Dùng VTLG

· Biểu diễn x1 và x2 bằng hai đường tròn đồng tâm với các bán kính A1 và A2.

· Từ VTLG ta xác định được các đại lượng 
[image: image376.wmf]Dj

 và các biên độ thành phần A1, A2
· Dùng định lí hàm COSIN ta tính MN 
[image: image377.wmf]22
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· [image: image498.wmf]j

Khi gặp nhau thì hình chiếu của chúng trên trục Ox trùng nhau, tức là cạnh MN của tam giác OMN phải vuông góc với trục Ox.

· Xác định góc quét 
[image: image378.wmf]Da

 mà bán kính ON quét được từ vị trí ban đầu cho đến vị trí gặp, từ đó dựa vào CT 
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 để tính thời gian, thời điểm gặp.
· Để cạnh 
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 thì có các khả năng sau:
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Từ hình vẽ, ta xác định được góc quét, và các khoảng cách tương ứng rồi thay vào biểu thức  
[image: image381.wmf]tT
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 để tìm yêu cầu của bài toán.
Các dạng toán có thường gặp như sau:
· Thời gian gặp nhau lần đầu tiên luôn luôn là 
[image: image382.wmf]1
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 (vì cả hai gặp nhau lần 1 khi x1 và x2 quét được một góc là 
[image: image383.wmf]p

ứng với nữa vòng tròn)
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· Số lần hai vật gặp nhau sau thời gian t là 
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· Thời điểm gặp nhau lần thứ n: 
[image: image385.wmf]1
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Ví dụ 1: Hai con lắc lò xo giống nhau có khối lượng vật nặng 400 g, độ cứng lò xo là 
[image: image386.wmf]2
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p

(N/m), dao động điều hòa dọc theo hai đường thẳng song song cạnh nhau, chúng có cùng VTCB. Biên độ của con lắc thứ nhất lớn gấp đôi biên độ của con lắc thứ hai. Biết rằng hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động ngược chiều nhau. Khoảng thời gian giữa ba lần hai vật gặp nhau liên tiếp là ?
Giải

Khoảng thời gian giữa ba lần gặp nhau liên tiếp là: 
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[image: image388.wmf](
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Ví dụ 2: Hai vật dao động điều hòa dọc theo các trục song song với nhau với các phương trình lần lượt là 
[image: image389.wmf]1
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cm. Trong khoảng thời gian 1 giây đầu tiên thì hai vật gặp nhau mấy lần ?
Giải

Đầu tiên ta tính thử ở thời điểm ban đầu t1 = 0 hai vật có gặp nhau không ? 

Cụ thể, khi t1 = 0 thì 
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Vậy chứng tỏ ban đầu hai vật gặp nhau  vì  
[image: image392.wmf]12
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Vậy trong thời gian t = 1(s) thì có 
[image: image393.wmf](
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Vậy 
[image: image394.wmf]n6
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 có 6 lần gặp nhau.
Ví dụ 3: Hai vật dao động điều hòa dọc theo các trục song song với nhau, với các phương trình lần lượt là 
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cm và 
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cm. Xác định thời điểm gặp nhau của hai vật ?

Giải

Đối với bài toán này, ta dùng máy tính để giải nhanh phương trình d = x1 - x2 = 0

Vì khi gặp nhau thì x1 = x2 nên x1 - x2 = 0
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Ví dụ 4: Hai vật dao động điều hòa dọc theo các trục song song với nhau, với các phương trình lần lượt là 
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cm. Xác định thời điểm gặp nhau của hai vật ?
Giải

Đối với bài toán này, ta dùng máy tính để giải nhanh phương trình d = x1 - x2 = 0
Vì khi gặp nhau thì x1 = x2 nên x1 - x2 = 0
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c.  Hai vật dao động cùng biên độ khác tần số

· Điều kiện gặp nhau: 
[image: image403.wmf]Dj


· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động cùng chiều: 
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· Điều kiện hai vật gặp nhau khi chúng chuyển động ngược chiều: 
[image: image405.wmf]12
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Ví dụ 1: Hai chất điểm dao động điều hòa cùng biên độ A với các tần số f1 = 3 Hz và f2 = 6 Hz. Lúc đầu hai vật cùng xuất phát theo chiều dương từ một vị trí có li độ 
[image: image406.wmf]A2

2

. Khoảng thời gian ngắn nhất để hai vật gặp nhau là ?
Giải

Vì cùng xuất phát từ một vị trí 
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 và chuyển động theo chiều dương lúc đó pha ban đầu 
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Phương trình 
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  Hai vật gặp nhau lần đầu nên ngược pha tức là:
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Lần đầu kmin = 0 
[image: image411.wmf]1
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Ví dụ 2(ĐH-2013): Hai con lắc đơn có chiều dài lần lượt là 81 cm và 64 cm được treo ở trần một căn phòng. Khi cả hai đang ở VTCB, thì người ta truyền cho chúng các vận tốc cùng hướng sao cho hai con lắc dao động điều hòa với biên độ góc trong hai mặt phẳng  song song với nhau. Gọi 
[image: image412.wmf]t
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 là khoảng thời gian ngắn nhất kể từ lúc truyền vận tốc đến lúc hai dây treo lại có phương song song nhau. Tính 
[image: image413.wmf]t
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Giải

Cách 1: PP đại số

Phương trình dao động hai vật: 
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Vì kéo hai vật cùng chiều đến vị trí biên độ góc cực đại nên 
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Hai dây song song (tức là trở về trạng thái ban đầu) khi 
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Vậy 
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Giải ra ta được t = 0,423 (s)
[image: image501.wmf]0
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Ví dụ 2(QG-2015): Đồ thì li độ theo thời gian của chất điểm 1 (đường nét liền), và chất điểm 2 (đường nét đứt) như hình vẽ. Tốc độ cực đại của chất điểm 2 là 
[image: image418.wmf]b

(cm/s). Không kể thời điểm t = 0. Hỏi thời điểm để hai chất điểm có cùng li độ lần thứ 5 là bao nhiêu ?

Giải
Tốc độ cực đại của chất điểm 2 là 
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Theo hình vẽ T2 = 2T1 
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Phương trình: 
[image: image421.wmf]12
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Khi gặp nhau x1 = x2
[image: image422.wmf]2
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Vậy thời điểm gặp nhau lần thứ 5 là 3,5 (s)

Chú ý: 
Đối với bài toán này, nếu đề yêu cầu tính thời điểm gặp nhau lần thứ nhất thì ta dùng máy tính với chức năng 
[image: image424.wmf]SHIFTSOLVE
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 giải ra sẽ rất nhanh.

Bấm 
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Thời điểm gặp nhau lần đầu là 0,5 (s).
5.  Bài toán về hiện tượng trùng phùng của hai vật.

Phương pháp: 
· Trước tiên cần phân biệt hiện tượng trùng phùng và hiện tượng gặp nhau. Nếu như hiện tượng gặp nhau của hai vật dao động điều hòa xảy ra khi tọa độ chúng bằng nhau (kể cả ngược chiều, cùng chiều và xảy ra trên mọi ví trí). Thì hiện tượng trùng phùng của hai con lắc đó là những lần hai con lắc (hai vật dao động điều hòa) chuyển động cùng chiều và trùng nhau tại VTCB của chúng.

· Thường thì đề cho hai con lắc, một con chạy đúng, còn con lắc kia có thể chạy nhanh hơn hoặc chậm hơn (chạy sai).

a.  Hiện tượng trùng phùng với hai vật có chu kỳ khác nhau nhiều.
· Cho hai con lắc đặt trong hai mặt phẳng song song nhau. Giả sử chúng cùng chuyển động cùng một lúc từ thời điểm ban đầu t = 0. Sau khoảng thời gian 
[image: image426.wmf]t
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 (còn gọi là thời gian trùng phùng) thì hai con lắc trở lại trùng phùng khi 
[image: image427.wmf]t
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bằng một bội số của chu kỳ T1 và T2 tức là: 
[image: image428.wmf]1122
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· Trong đó n1, n2 là số lần mà hai con lắc thực hiện được trong khoảng thời gian trùng phùng.

· Thời gian giữa hai lần trùng phùng liên tiếp được xác định bởi cặp (n1, n2)min  
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Ví dụ 1: Hai con lắc đơn có chiều dài lần lượt là 64 cm và 81 cm dao động nhỏ trong hai mặt phẳng song song. Lấy gia tốc trọng trường bằng 
[image: image430.wmf]2

p

(m/s2). Hai con lắc cùng qua VTCB theo cùng một chiều lúc t = 0. Xác định thời điểm gần nhất mà hiện tượng trên tái diễn ?

Giải

Ta có: 
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Thời gian ngắn nhất để lặp lại trạng thái ban đầu (chính là thời gian hai lần trùng phùng liên tiếp) 
[image: image433.wmf](
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Ví dụ 2: Hai con lắc đơn có chiều dài lần lượt là 64 cm và 81 cm dao động nhỏ trong hai mặt phẳng song song. Lấy gia tốc trọng trường bằng 
[image: image434.wmf]2

p

(m/s2). Hai con lắc cùng qua VTCB theo cùng một chiều lúc t = 0. Gọi t1 và t2 lần lượt là thời điểm gần nhất mà cả hai cùng đi qua VTCB và cùng chiều và cùng đi qua VTCB ngược chiều. Giá trị t1 và t2 là bao nhiêu ?

Giải

Gọi 
[image: image435.wmf]¾¾®t

 là các thời điểm mà hai vật cùng đi qua VTCB (kể cả cùng chiều và ngược chiều) thì: 
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Khi n chẵn thì cả hai qua VTCB cùng chiều, khi n lẽ thì cả hai qua VTCB ngược chiều
Vậy 
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b.  Hiện tượng trùng phùng với hai vật có chu kỳ xấp xỉ nhau.
Hai con lắc có chu kỳ xấp xỉ nhau T1 và T2 (T1 > T2) hoặc (T2 > T1), bắt đầu dao động từ thời điểm t0:

· Số dao động mà hai con lắc thực hiện: (nếu T1 > T2) thì khi con lắc 1 thực hiện được n dao động thì con lắc đơn thứ hai thực hiện được n - 1 dao động và ngược lại, tức là:
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· Khoảng thời gian giữa hai lần trùng phùng liên tiếp:


[image: image440.wmf](
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Tóm lại: Đối với bài toán hiện tượng trùng phùng cho mọi trường hợp thì ta chỉ cần nhớ đến một công thức để áp dụng 
[image: image441.wmf]1122
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Ví dụ 1: Một con lắc đơn có chu kỳ chưa biết dao động trước một con lắc đồng hồ có chu kỳ T0 = 2 s. Con lắc đơn dao động chậm hơn con lắc đồng hồ một chút, nên có những lần hai con lắc chuyển động cùng chiều và trùng phùng tại VTCB của chúng. Quan sát thấy giữa hai lần trùng phùng liên tiếp là 7 phút 30 giây. Hãy tính chu kỳ của con lắc đơn và chiều dài của nó ?
Giải

Thời gian hai lần trùng phùng liên tiếp là 
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Do 
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Số dao động mà con lắc đồng hồ thực hiện được sau thời gian trùng phùng là 
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Vậy số dao động mà con lắc đơn thực hiện được sau 
[image: image447.wmf]min
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Vậy chu kỳ của con lắc đơn là 
[image: image449.wmf]min

T2,009(s)

224

t

¾¾®==

 

Chiều dài 
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Ví dụ 1: Một con lắc đơn có chu kỳ chưa biết dao động sau một con lắc đồng hồ có chu kỳ T0 = 2 s. Con lắc đơn dao động nhanh hơn con lắc đồng hồ một chút, nên có những lần hai con lắc chuyển động cùng chiều và trùng phùng tại VTCB của chúng. Quan sát thấy giữa hai lần trùng phùng liên tiếp là 8 phút 20 giây. Hãy tính chu kỳ của con lắc đơn và chiều dài của nó ?

Giải

Thời gian hai lần trùng phùng liên tiếp là 
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Số dao động mà con lắc đồng hồ thực hiện được sau thời gian trùng phùng là 


[image: image455.wmf]min

0

0

500

n250

T2

t

¾¾®===

 

Vậy số dao động mà con lắc đơn thực hiện được sau 
[image: image456.wmf]min
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[image: image457.wmf]0

nn1251

¾¾®=+=


Vậy chu kỳ của con lắc đơn là 
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Chiều dài 
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Ví dụ 3: Hai con lắc đơn treo cạnh nhau có chu kỳ T1 = 4(s), T2 (s). kéo hai con lắc lệch khỏi VCTB một góc lệch nhỏ rồi buông nhẹ. Tính khoảng thời gian giữa hai lần trùng phùng liên tiếp của hai con lắc ?
Giải
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Hoặc bài này ta làm như sau 
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Thời gian trùng phùng nhỏ nhất khi n1 = 6 và n2 = 4 
[image: image462.wmf]1122
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