TOÁN TÔ HỢP – RỜI RẠC (Phần 4)

Bài 1.  Cho 
[image: image1.wmf]S

 là một tập hợp có tính chất:
i) Một phần tử là một dãy 15 kí tự viết liền nhau, mà chỉ gồm hai kí tự a và b

ii) Hai phần tử phân biệt của 
[image: image2.wmf]S

 là hai dãy khác nhau tại ít nhất 3 vị trí.

Chứng minh rằng số phần tử của 
[image: image3.wmf]S

 không vượt quá 
[image: image4.wmf]11
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.
Hướng dẫn giải:
Để cho đơn giản ta mã hóa a là 0, b là 1. Thế thì 
[image: image5.wmf]S

 đơn giản là tập các dãy nhị phân có độ dài 15 sao cho hai dãy bất kì có ít nhất ba vị trí khác nhau.

Với mỗi phần tử 
[image: image6.wmf]sS
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, có đúng 15+1=16 dãy nhị phân độ dài 15 (bao gồm cả 
[image: image7.wmf]s

) khác 
[image: image8.wmf]s

 tại nhiều nhất một vị trí. Ta kí hiệu 
[image: image9.wmf]s
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 là tập các dãy như vậy (các phần tử của 
[image: image10.wmf]s
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 ngoại trừ 
[image: image11.wmf]s

 đều không nằm trong 
[image: image12.wmf]S
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Với 
[image: image13.wmf]s,tS
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 phân biệt ta có 
[image: image14.wmf]st
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vì một dãy thuộc 
[image: image15.wmf]s
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 khác 
[image: image16.wmf]s

 tại nhiều nhất một vị trí do vậy khác 
[image: image17.wmf]t

 tại ít nhất 2 vị trí và như thế không thể thuộc 
[image: image18.wmf]t
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Do đó, 
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[image: image20.wmf]11
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Bài 2.  Cho một bảng hình vuông gồm 
[image: image21.wmf]20132013
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ô vuông. Hỏi có bao nhiêu cách tô hai màu xanh hoặc đỏ vào các ô vuông trong bảng sao cho mỗi hình vuông 
[image: image22.wmf]22
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 có số ô được tô bởi hai màu bằng nhau. ( Hai cách tô được gọi là khác nhau nếu có một ô vuông nào đó mà trong cách này thì được tô màu đỏ còn cách kia thì được tô màu xanh).
Hướng dẫn giải:

Gọi Sn là số cách tô trong bảng 
[image: image23.wmf]nn,  n1
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. Xét tập 
[image: image24.wmf]n
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 gồm các ô vuông nằm trong cột n (tính từ trái sang) và hàng n (tính từ trên xuống). Ta gọi 
[image: image25.wmf]n
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 là số các cách tô sao cho hai ô kề nhau trong 
[image: image26.wmf]n
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 có cùng màu và 
[image: image27.wmf]n
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 là số các cách tô sao cho các ô trong 
[image: image28.wmf]n
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 có màu xen kẽ.

Nhận xét 1: mỗi cách tô thuộc 
[image: image29.wmf]n
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 sẽ ứng với một cách tô thuộc 
[image: image30.wmf]n1
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, còn mỗi cách tô thuộc 
[image: image31.wmf]n
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 sẽ ứng với một cách tô thuộc 
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 và một cách tô thuộc 
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. ( Điều này suy ra khi xét bảng ô vuông 
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 có được từ bảng 
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 sau khi bỏ 
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Nhận xét 2: Mỗi cách tô thuộc 
[image: image37.wmf]n
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 sẽ ứng với một cách tô thuộc 
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, Mỗi cách tô thuộc 
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 sẽ ứng với một cách tô thuộc 
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Từ đó ta có: 
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Suy ra: 
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Nhận xét 3: 
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 và 
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Từ (1) ta suy ra 
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Vậy có 
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 cách tô màu thỏa yêu cầu bài toán.

Bài 3.  Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xét tập hợp 
[image: image50.wmf](
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. Mỗi điểm của S được tô bởi một trong ba màu xanh, đỏ, vàng.  Chứng minh rằng tồn tại hình chữ nhật có các cạnh song song với hai trục tọa độ, cố bốn đỉnh thuộc S và được tô cùng một màu.
Hướng dẫn giải:

Từ giả thiết suy ra số phần tử của S là 144.

Không giảm tính tổng quát, giả sử tô các điểm được tô đỏ của S là nhiều nhất. Theo nguyên llý Dirichlet, số các điểm đỏ trong S ít nhất là 48.

Ký hiệu các điểm màu đỏ có tung độ 
[image: image51.wmf]i

 là 
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Số các cặp điểm màu đỏ có tung độ 
[image: image54.wmf]i

 là 
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Sô có cặp điểm màu đỏ có cùng tung độ trong S là :
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Vậy số các cặp điểm màu đỏ có cùng tung độ trong S ít nhất là 72 cặp.

Mặt khác số cặp điểm trên trục hoành có tung độ là các số nguyên từ 1 đến 12 là 
[image: image57.wmf]2
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Do đó khi chiếu các cặp điểm màu đỏ lên trục hoành có ít nhất 2 cặp hình có chiều trùng nhau, hai cặp điểm này xác định hình chữ nhật thỏa mãn yêu cầu.

Bài 4.  Cho 
[image: image58.wmf]n

 là một số nguyên dương chẵn lớn hơn hoặc bằng 4. Ta tô màu mỗi  
 số trong các số nguyên dương từ 1 đến 
[image: image59.wmf]n

 sao cho 
[image: image60.wmf]n
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 số trong chúng được tô màu  xanh và  
[image: image61.wmf]n
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 số còn lại được tô màu đỏ. Với mỗi cách tô như vậy, kí hiệu 
[image: image62.wmf]n

f

 là số các  số nguyên dương bất kì mà nó có thể viết được dưới dạng tổng hai số khác màu.

          a. Tìm tất cả các giá trị của 
[image: image63.wmf]4

f.


          b. Khi 
[image: image64.wmf]n8,
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 chứng minh rằng 
[image: image65.wmf]n

f2n3.

<-

 Hãy chỉ ra một cách tô màu thỏa mãn 
[image: image66.wmf]n
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Hướng dẫn giải:

+) Không mất tổng quát, coi 1 được tô xanh. Ta có các trường hợp sau:

1X 2X (suy ra 3Đ 4Đ) : 
[image: image67.wmf]4
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 (các số viết dưới dạng tổng của hai số khác màu là 4; 5; 6);

1X 2Đ 3X (suy ra 4Đ) : 
[image: image68.wmf]4
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 (các số viết dưới dạng tổng của hai số khác màu là 3; 5; 7);

1X 2Đ 3Đ (suy ra 4X) : 
[image: image69.wmf]4
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 (các số viết dưới dạng tổng của hai số khác màu là 3; 4; 6; 7);

    Vậy 
[image: image70.wmf]{
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+) Ta xét với 
[image: image71.wmf]n8.
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       Rõ ràng 
[image: image72.wmf]n
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do các số có thể viết dưới dạng tổng của hai số khác màu luôn lớn hơn hoặc bằng 3 và nhỏ hơn hoặc bằng 
[image: image73.wmf]2n1.
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       Nếu 
[image: image74.wmf]n
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thì từ 3 đến 
[image: image75.wmf](n1)
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 đều viết được dưới dạng tổng của hai số khác màu. Và do đó, ta có thể coi 1X, 2Đ. Lại vì các số từ 4 đến 
[image: image76.wmf](n1)
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 cũng viết được dưới dạng tổng của hai số khác màu nên 3Đ, 4Đ,…, 
[image: image77.wmf](n2)

-

Đ. Lúc này, các số được tô Đ vượt quá 
[image: image78.wmf]n
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 vô lý. Vậy 
[image: image79.wmf]n
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Ta chỉ ra cách tô màu thỏa mãn 
[image: image80.wmf]n
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       Thật vậy, giả sử 
[image: image81.wmf]n2k,
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 ta tô X các số 
[image: image82.wmf]1; 2; 4; ; 2k 2,
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 tô Đ các số 
[image: image83.wmf]3; 5; ; 2k1; 2k.
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 Khi đó, các số viết được dưới dạng tổng của hai số khác màu là tất cả các số từ 4 đến 4k 
[image: image84.wmf]-

2, tức có 4k 
[image: image85.wmf]-

5 số mà nó có thể viết được dưới dạng tổng của hai số khác màu.

Bài 5.  Cho tập hợp gồm 2014 phần tử sau: 
[image: image86.wmf]{

}

1;2;3;.....;2014

. Cần loại bỏ ít nhất bao nhiêu phần tử khỏi tập hợp trên, sao cho tập hợp còn lại có tính chất: không có phần tử nào bằng tích hai phần tử còn lại khác.
 Hướng dẫn giải:

 Trước hết, ta loại bỏ các số 2, 3, 4, 5, ….., 44, và chứng minh tập các số còn lại là {1;45;46;…..;2014} thỏa mãn đề bài.

Thật vậy, nếu trong 2 số có một số bằng 1 thì hiển nhiên 
[image: image87.wmf]1.xxy
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[image: image88.wmf]x
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{45; 46;…..; 2014} và 
[image: image89.wmf]y
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{45; 46;…..; 2014}\{x}.

Nếu không số nào bằng 1, tức là 
[image: image90.wmf]x,y
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{45; 46;…..; 2014} và 
[image: image91.wmf]xy
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, thì 
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sẽ không thuộc tập đã cho.

Như vậy, ta đã chỉ ra một cách loại bỏ 43 phần tử thỏa mãn đề bài.

Bây giờ, ta xét một cách loại bỏ bất kỳ ít hơn 43 phần tử.

 Xét 43 bộ số:             (2; 87; 2
[image: image93.wmf]´

87)

                                   (3; 86; 3
[image: image94.wmf]´

86)

                                   (4; 85; 4
[image: image95.wmf]´

85)

                                    …………….

                                   (44; 45; 44
[image: image96.wmf]´

45)

Do tất cả các số trong các bộ trên đôi một khác nhau, và ta chỉ loại bỏ ít hơn 43 phần tử, nên trong tập còn lại sẽ chứa ít nhất một trong số các bộ trên. Bộ ba số ấy sẽ không thỏa mãn đề bài, nên cách loại bỏ đang xét cũng không thỏa mãn bài toán.

Vậy ta cần loại bỏ ít nhất 43 phần tử.

Bài 6.  Trong một lớp học có 30 học sinh gồm 15 học sinh nam và 15 học sinh nữ. Các học sinh này được đánh số thứ tự từ 1 đến 30 (mỗi học sinh chỉ được đánh một số và mỗi số chỉ được đánh cho đúng một học sinh) theo nguyên tắc: Các học sinh nam được đánh số lẻ, các học sinh nữ được đánh số chẵn. Từ 30 học sinh trên có bao nhiêu cách chọn ra một nhóm học sinh mà tổng số thứ tự của các học sinh trong nhóm không nhỏ hơn 233 đồng thời số học sinh nam và số học sinh nữ trong nhóm bằng nhau. 
Hướng dẫn giải:

Cho tương ứng mỗi nhóm học sinh được chọn với một tập con 
[image: image97.wmf]M

 của tập hợp 
[image: image98.wmf]A{1,2,3.,...,30}
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 thỏa mãn: “
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 và trong 
[image: image100.wmf]M

 thì số lượng các số chẵn bằng số lượng các số lẻ” (*). Ta sẽ đếm số các tập con 
[image: image101.wmf]M

 như vậy.

Trước hết ta xét các tập con 
[image: image102.wmf]M

 của 
[image: image103.wmf]A

 có số lượng các số chẵn bằng số lượng các số lẻ. Số cách chọn ra 
[image: image104.wmf]k

 phần tử chẵn là 
[image: image105.wmf]k
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 và số cách chọn ra 
[image: image106.wmf]k

 phần tử lẻ là 
[image: image107.wmf]k
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. Do đó, số cách chọn ra tập con 
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 có số lượng các số chẵn bằng số lượng các số lẻ là 
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Chứng minh được: 
[image: image111.wmf]15
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Gọi 
[image: image112.wmf](A)
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 là tập các tập con của 
[image: image113.wmf]A

 có số lượng các số chẵn bằng số lượng các số lẻ (coi ( là một tập như vậy). Ta thấy, nếu 
[image: image114.wmf]M(A)
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 thì 
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[image: image116.wmf]f:(A)(A),Mf(M)A\M
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 là một song ánh.

Vì 
[image: image118.wmf]aA

a465

Î

=

å

 nên nếu 
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  thì 
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 thỏa mãn (*) thì 
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 và không thỏa mãn (*), do đó số cách chọn ra nhóm học sinh thỏa mãn bài toán là 
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Bài 7.  Giả sử có sự phân hoạch 
[image: image124.wmf]¥

 thành hai tập hợp A, B. Chứng minh rằng 
[image: image125.wmf]n
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 tồn tại 
[image: image126.wmf]a,b
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 phân biệt lớn hơn n sao cho { a, b, a + b } là tập con của A hoặc B.
Hướng dẫn giải:

Do 
[image: image127.wmf]AB
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- Nếu B là tập hữu hạn 
[image: image128.wmf]Þ

tồn tại m là phần tử lớn nhất của B. Với mọi 
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a, b > max{n, m } thì a, b, a + b > m 
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- Nếu B là tập vô hạn 
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 lấy b, c 
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 phân biệt sao cho b, c > n. 

Lấy 
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 sao cho a – b > n, a > c 
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[image: image135.wmf]{

}

{

}

a,b,abA

ac,bcA

a,b,abB

+Ì

é

Þ++Î

ê

+Ì

ê

ë


Do a – b > n, a, b 
[image: image136.wmf]Î

B mà a – b+ b = a 
[image: image137.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image138.wmf]abA
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Mà ( a – b) + (b + c) = a + c 
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Vậy 
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Bài 8.  Xếp 10 học sinh ngồi quanh một bàn tròn. Ngân hàng đề có tất cả 5 loại  đề thi. Hỏi có bao nhiêu cách phát đề cho học sinh sao cho không có 2 học sinh nào ngồi cạnh nhau có cùng đề thi?
Hướng dẫn giải:

  Gọi 
[image: image142.wmf]n

S

 là số cách phát đề cho học sinh sao cho không có 2 học sinh nào ngồi cạnh   

  nhau có cùng đề thi

  Cố định một học sinh làm vị trí đầu tiên và các học sinh bên tay phải của học sinh đó    

  là vị trí thứ 2, thứ 3,…, thứ n.( học sinh ở vị trí thứ n ngồi cạnh học sinh ở vị trí thứ     

  nhất)

   Ta thấy:

   Nếu học sinh ở vị trí thứ nhất và học sinh ở vị trí thứ n-1 có đề thi khác nhau thì sẽ có 3 cách   

  phát đề cho học sinh ở vị trí thứ n.

  Nếu học sinh ở vị trí thứ nhất và học sinh ở vị trí thứ n-1 có đề thi giống nhau thì có 4 cách 
  phát đề cho học sinh ở vị trí thứ n.

  Do đó ta có hệ thức:
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  Sử dụng phương pháp sai phân để tính 
[image: image144.wmf]n
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 . Xét phương trình đặc trưng:
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   Do 
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 Ta có:
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  Vậy 
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Bài 9.  Cho 
[image: image149.wmf]{
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, với mỗi tập tập con khác rỗng 
[image: image150.wmf]TS

Ì

, ta chọn một phần tử của nó làm phần tử đại diện. Tìm số cách ký hiệu phần tử đại diện cho mọi tập con khác rỗng của S thỏa mãn với mỗi tập khác rỗng 
[image: image151.wmf]TS
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 là hợp của các tập khác rỗng không giao nhau 
[image: image152.wmf]A,B,CS

Ì

, thì phần tử đại diện của D cũng là phần tử đại diện của một trong ba tập A, B, C.
Hướng dẫn giải:

+ Với mỗi tập 
[image: image153.wmf]XS
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, ký hiệu 
[image: image154.wmf](
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 là phần tử đại diện của X. Giả sử 
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. Trước hết ta chứng minh khẳng định sau: Nếu 
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 và 
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 thì 
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- Nếu 
[image: image159.wmf]X2012
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, ta viết S thành hợp của ba tập không giao nhau gồm X và hai tập con khác nữa của S. Từ giải thiết suy ra 
[image: image160.wmf](
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- Nếu 
[image: image161.wmf]X2013
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, xét phần tử 
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. Coi S là giao của ba tập không giao nhau gồm 
[image: image163.wmf]{
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 và hai tập khác nữa, áp dụng trường hợp 
[image: image164.wmf]X2012
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, ta suy ra 
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[image: image166.wmf](

)

yrX

¹

 (vì theo giả thiết phần tử đại diện của một trong ba tập cũng là phần tử đại diện của X, mà 
[image: image167.wmf]{
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 và hai tập còn lại đều không chứa y). Do y lấy tùy ý nên 
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. Từ đó ta có 
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- Chú ý rằng khẳng định trên vẫn còn đúng với mọi tập con của S có từ 5 phần tử trở lên.

+ Ta có 2014 cách chọn 
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. Tương tự ta có 2013 cách chọn 
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Lặp lại tương tự quá trình này ta có 2014.2013….5 cách chọn 
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 với mỗi  
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Bây giờ còn lại 4 phần tử của S ký hiệu là 
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. Ta có 4 cách chọn 
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, chứng minh tương tự trên ta có 
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Còn 7 tập chưa có phần tử đại diện là 
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phần tử đại diện của các tập này được chọn tùy ý nên có 34.23 cách chọn.
+ Vậy tổng cộng có 2014.2013….4.34.23 =  2014!.108 cách xếp phần tử đại diện cho các tập con.

Bài 10.  Gọi hình chữ nhật kích thước 
[image: image187.wmf]3
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(hoặc 
[image: image188.wmf]32
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) bị cắt bỏ một hình vuông 
[image: image189.wmf]11
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 ở một góc là hình chữ nhật khuyết đơn (xem hình 1). Gọi hình chữ nhật kích thước 
[image: image190.wmf]23

´

(hoặc 
[image: image191.wmf]32
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) bị cắt bỏ hai hình vuông 
[image: image192.wmf]11
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 ở hai góc đối diện là hình chữ nhật khuyết kép (xem hình 2). Người ta ghép một số hình vuông 
[image: image193.wmf]22

´

, một số hình chữ nhật khuyết đơn và một số hình chữ nhật khuyết kép với nhau sao cho không có hai hình nào chờm lên nhau để tạo thành một hình chữ nhật kích thước 
[image: image194.wmf]20132014
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. Gọi s là tổng số các hình vuông 
[image: image195.wmf]22
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và hình chữ nhật khuyết kép cần dùng trong mỗi cách ghép hình nói trên. Tìm giá trị lớn nhất của s. 
	
	
	

	
	
	


	
	
	

	
	
	


	
	

	
	


             Hình 1
                              Hình 2

                    Hình vuông 2 x 2
Hướng dẫn giải:

Tổng quát 
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(dòng) và 
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(cột) với 
[image: image198.wmf]m1006;n1007
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 gọi s là tổng số các hình vuông 
[image: image199.wmf]22
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và hình chữ nhật khuyết kép, gọi y là số các hình chữ nhật khuyết đơn. 

    Ta có đẳng thức về diện tích các hình: 
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Ta đánh dấu 
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 vào các ô có tọa độ (2r; 2t) với 
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 ta được 
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 Dễ thấy trên hình:

    i. Hình vuông 
[image: image206.wmf]22
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 và mỗi hình chữ nhật kép chứa đúng một dấu 
[image: image207.wmf]´


    ii. Hình chữ nhật khuyết đơn chứa một hoặc hai dấu 
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ta có bất đẳng thức sau về số dấu 
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 trên hình: 
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vậy thì 
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Áp dụng vào bài với 
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 ta được kết quả 
[image: image215.wmf]s1011028

£

 . Sự tồn tại của cách ghép với 
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Bài 11.  Cho tập X = {1 ; 2 ; ... ; 2016}. Với 3 ≤ k ≤ 2016, ta kí hiệu Fk là họ các tập con gồm k phần tử của X sao cho hai tập bất kì có chung không quá k  2 phần tử. Chứng minh tồn tại tập con Mk  của X sao cho |Mk| ≥ 11 và Mk không chứa tập con nào thuộc Fk.
Hướng dẫn giải: 
Nếu 
[image: image217.wmf]k11
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  thì mọi tập k  gồm 11 phần tử đều thỏa mãn. 

Xét 
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: Chọn K là tập con lớn nhất của X  không chứa tập nào thuộc 
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. Khi đó, với mọi 
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 ta có: . Dễ thấy
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Mặt khác 
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Do đó, nếu 
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trái với (1).

Bài 12.  Cho bảng hình chữ nhật kích thước 
[image: image234.wmf]mn(mn)

´<

. Một số ô có một số ngôi sao, giả sử mỗi cột có ít nhất một ngôi sao. Chứng minh rằng có ít nhất hai ngôi sao mà hàng chứa nó có nhiều ngôi sao hơn cột chứa nó.
Hướng dẫn giải:

N ngôi sao được đánh số từ 1 tới N

        Đặt 
[image: image235.wmf]ii
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 tương ứng là số ngôi sao ở cột và hàng chứa ngôi sao thứ i. Ta cần chứng minh 
[image: image236.wmf]ii
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 với ít nhất hai chỉ số i nào đó.

      . Nhận xét: Nếu 
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 thì mọi ngôi sao cùng cột với ngôi sao thứ i có 
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 tương ứng là 
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Từ đó suy ra  
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 Suy ra tồn tại hai chỉ số i để 
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Bài 13.  Trên đường tròn ngoại tiếp đa giác lồi 2n đỉnh (n lẻ, lớn hơn 2), ta đặt tại đỉnh thứ i số 
[image: image246.wmf]i

(1).i
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. Một phép biến đổi là thay hai số tại hai đỉnh tùy ý bởi hai số mới : số mới tăng 1 đơn vị so với số cũ nếu số cũ âm và giảm 1 đơn vị so với số cũ nếu số cũ không âm. 
           Sau một số phép biến đổi như vậy ta có thể thu được tất cả các số tại 2n đỉnh của đa giác là các số bằng nhau không?
Hướng dẫn giải:

Xét đa giác 
[image: image247.wmf]122n

AA...A

 và tại đỉnh 
[image: image248.wmf]1

A

 ta đặt số -1, tại đỉnh
[image: image249.wmf]2

A

ta đặt số 2,…, tại đỉnh thứ 2n ta đặt số 2n. Tổng tất cả các số trên đường tròn ban đầu là n (số lẻ).
Xét tính chất chẵn, lẻ của tổng 2n số trên đường tròn sau mỗi phép biến đổi thì tính chất này không đổi. Thật vậy, có ba trường hợp sau

       . Nếu hai số bị tác động đều là các số chẵn thì hai số này sau phép biến đổi đều là các số lẻ, do đó tính chẵn, lẻ của tổng hai số này không đổi sau phép biến đổi. Các số còn lại không đổi nên tính chẵn, lẻ của tổng của 2n số không đổi sau phép biến đổi.

       . Nếu hai số bị tác động đều là các số lẻ thì hai số này sau phép biến đổi đều là các số chẵn, tương tự trên, tính chẵn, lẻ của tổng của 2n số không đổi sau phép biến đổi.

       . Nếu hai số bị tác động có một số lẻ, một số chẵn thì hai số này sau phép biến đổi cũng là một số lẻ, một số chẵn, do đó tính chẵn, lẻ của tổng của 2n số không đổi sau phép biến đổi.
Nếu có thể thu được tất cả các số tại 2n đỉnh là các số bằng nhau thì tổng của 2n số này là một số chẵn. Điều này không thể xảy ra do ban đầu tổng này là số lẻ.

Vậy không thể thu được tất cả các số tại 2n đỉnh của đa giác là các số bằng nhau.
Bài 14.  Quần đảo Hoàng Sa có 3 loài chim bồ câu đang sinh sống, mỗi loài mang một màu sắc khác nhau , loài màu xám có 133 con,  loài màu nâu 155 con và loài màu xanh có 177 con. Giả sử cứ hai con bồ câu khác màu gặp nhau  thì chúng đồng thời đổi sang màu thứ ba và  hai con bồ câu cùng màu gặp nhau thì chúng giữ nguyên không đổi màu. Có xảy ra tình trạng  tất cả loài chim bồ câu đang sống trên đảo  trở thành cùng một màu hay không?
Hướng dẫn giải:

Khi chia các số 133; 155; 177 cho 3 được lần lượt các số dư là:1; 2; 0

Ta xét:

       Nếu 1 con bồ câu  xám gặp 1 con bồ câu nâu, thì chúng đồng thời đổi thành màu xanh. Khi đó ta có 132 con xám, 154 con nâu, và 179 con xanh. Những số dư của 132; 154; 179 cho 3 tương ứng là 0;1 và 2, nghĩa là lại gặp lại đầy đủ các số dư đã có.

        Nếu 1 con bồ câu xám gặp con bồ câu màu xanh thì chúng đồng thời đổi sang màu nâu. Khi đó ta có 132 con bồ câu xám, 157 con bồ câu  nâu, và 176 con bồ câu xanh. Lấy những số trên chia cho 3 cho số dư tương ứng là 0,1 và 2, nghĩa là lại gặp cả 3 khả năng của số dư. 

      Nếu bồ câu nâu và bồ câu xanh gặp nhau, thì chúng cùng đổi thành màu xám. Khi đó có 135 con bồ câu xám, 154 con ồ câu nâu và 176 con ồ câu xanh. Số dư củ những con bồ câu trên chia cho 3 tương ứng là 0,1và 2, vẫn có đầy đủ các số dư khi chia cho 3..

Bất biến ở đây là dù thay đổi mầu như thế nào thì số dư của các sô lượng bồ câu chia cho 3 đều có đầy đủ 0,1,2.

Số lượng tất cả thằn lằn trên đảo là 133+ 155+ 177= 465 là một số chia hết cho 3. Nếu tất cả các con bồ câu đều cùng một màu thì số dư của số lượng bồ câu màu xám, nâu và đỏ chia cho 3 tương ứng là 0,0,0. Điều này vô lý vì các số dư phải có đầy đủ các số dư này khi chia cho 3. Như vậy câu trả lời là không thể được.

Bài 15.  Cho trước số nguyên dương 
[image: image250.wmf]n2
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 . Trong một giải đấu cờ vua có 2n vận động viên tham gia, mỗi người đấu với người khác đúng một ván. Tại một thời điểm trong giải, người ta thấy có n2+1 ván đấu đã diễn ra. Chứng minh rằng khi đó có thể chọn ra ba vận động viên sao cho hai người bất kỳ đều đã thi đấu với nhau.
Hướng dẫn giải:

Ta chứng minh bằng quy nạp theo n.

Với n = 2: Giả sử có bốn vận động viên theo dự là A, B, C, D và có 5 ván đấu đã diến ra.

Nếu hai trong ba người B, C, D đều đã đấu với nhau một ván thì ta có điều phải chứng minh.

Nếu có hai trong ba người B, C, D chưa đấu với nhau thì mỗi người B, C, D đều đã đấu với A một ván. (Nếu không thì số ván sẽ ít hơn 5).

Khi đó ba người A, B, C thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Giả sử bài toán đúng với n = k 
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Ta chứng minh bài toán đúng với n = k + 1.

Giả sử E và F là hai vận động viên đã đấu với nhau.

Nếu tổng ván đấu giữa  2k vận động viên còn lại không ít hơn k2+1 thì theo giả thiết quy nạp ta có điều phải chứng minh.

Nếu tổng số ván đấu giữa 2k vận động viên không vượt quá k2  tổng số ván mà E và F đã đấu không ít hơn 2k+1(không kể ván đấu giữa E và F).

Do đó trong số 2k vận động viên còn lại, phải có một người G đã đấu với cả E và F.

Khi đó ta có ba vận động viên E, F, G thỏa yêu cầu bài toán.

Vậy bài toán được chứng minh.
Bài 16.  Giả sử có 20 người, xếp ngồi vào 4 bàn riêng biệt. Cách xếp tốt là những người ngồi cùng bàn đều quen nhau. Giả sử tồn tại cách xếp tốt, đồng thời đối với mọi cách xếp tốt, ta đều có đúng 5 người ngồi mỗi bàn. Hỏi có nhiều nhất bao nhiêu cặp quen nhau ?
Hướng dẫn giải:

Xét nhân vật A thuộc bàn 1, suy ra trong mỗi bàn 2, 3, 4 đều có ít nhất một người không quen A. Vì nếu quen hết 5 người trong 1 trong các bàn 2, 3, 4 thì A phải sang bàn đó, nhưng lại là 6 người (trái với giả thiết là 5 người).

Suy ra số người mà A không quen lớn hơn hoặc bằng 3 người.

Do đó mỗi người quen nhiều nhất là 16 người.

Mà số cặp quen nhau nhỏ hơn hoặc bằng 
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Giả sử có đúng 160 cặp quen nhau thì có đúng 
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 cặp không quen nhau.

Suy ra có thể xếp thành 5 nhóm, mỗi nhóm 4 người không quen nhau. Mỗi người đều quen với những người thuộc 4 nhóm còn lại. Ghép người đó với mỗi nhóm 1 người vào một bàn, ta được cách xếp tốt.
Bài 17.  Trên bảng ô vuông 3x3, người ta đặt một số viên sỏi sao cho mỗi ô vuông có không quá một viên sỏi. Với mỗi cách đặt ta cho tương ứng với số điểm bằng tổng số : các hàng, các cột, các đường chéo chứa số lẻ các viên sỏi trên đó. Bảng không có sỏi ứng với 0 điểm.

a)  Tồn tại hay không cách đặt sỏi sao cho ô chính giữa bảng không có sỏi và số điểm tương ứng với cách đặt đó là 8.


b) Chứng minh rằng số cách đặt sỏi với điểm số là một số chẵn bằng số cách đặt sỏi với điểm số là một số lẻ.
Hướng dẫn giải:

a) Giả sử ô chính giữa không có sỏi và điểm số của cách đặt là 8. Như vậy 3 hàng , 3 cột và hai đường chéo đều có một số lẻ viên sỏi. Gọi a, b, c, d  là số sỏi trong các ô như hình vẽ , 
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 . Khi đó các ô đối xứng với a, b, c, d qua tâm sẽ có số sỏi tương ứng là 
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 Từ đó 
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  suy ra một trong hai tổng  
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  là một số chẵn. Khi đó dòng thứ nhất hoặc dòng thứ ba có tổng số sỏi là một số chẵn, mâu thuẫn với giả thiết ban đầu. 

Vậy không tồn tại cách đặt sỏi thỏa mãn điều kiện bài toán.

b)  Ta gọi hai cách đặt sỏi là liên hợp với nhau nếu ô trên cùng bên trái của chúng có số sỏi khác nhau và các ô còn lại tương ứng có số sỏi như nhau.
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Như vậy, các cách đặt sỏi chia thành từng cặp đôi một liên hợp với nhau. 

Xét hai cách đặt liên hợp với nhau (B) và (B’). Tổng số sỏi ở dòng 1, cột 1 và 1 đường chéo cả hai bảng đôi một khác nhau về tính chẵn lẻ. Các dòng, cột và đường chéo còn lại của hai bảng có số sỏi như nhau. Do đó điểm số của ( B) và (B’) khác nhau 3 đơn vị, suy ra số điểm của ( B) và (B’)  có tính chẵn lẻ khác nhau.

Vậy hai cách đặt liên hợp với nhau, một cách xếp có điểm số chẵn, cách đặt còn lại có điểm số  là một số lẻ suy ra điều phải chứng minh.
Bài 18.  Các số tự nhiên 
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 được điền vào bảng ô vuông kích thước 
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 (mỗi ô một số), bắt đầu từ số 0 ở chính giữa bảng, đến các số tiếp theo được điền theo hình xoắn ốc ngược chiều kim đồng hồ như hình vẽ bên dưới:
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1) Biết rằng các cột của bảng được đánh số từ 1 đến 2015 từ trái sang phải và các dòng của bảng được đánh số từ 1 đến 2015 theo thứ tự từ trên xuống dưới. Hỏi theo cách điền trên thì số 2015 nằm ở dòng nào, cột nào?

2) Người ta cho phép thực hiện thao tác sau: Đầu tiên, thay số 0 ở giữa bảng bằng số 14. Mỗi lần sau đó, người ta sẽ chọn ra 12 ô vuông liên tiếp thuộc cùng hàng, hoặc 12 ô vuông liên tiếp thuộc cùng cột, hoặc 12 ô vuông thuộc một bảng hình chữ nhật 
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 rồi cộng thêm 1 vào tất cả các ô được chọn (mỗi lần chỉ được chọn 1 trong 3 loại hình trên). Hỏi sau một số hữu hạn lần, có thể làm cho tất cả các ô vuông của bảng đã cho đều chia hết cho 2016 được không? 
Hướng dẫn giải:

1) Ta có các nhận xét sau:

i. Trong một bảng ô vuông con có kích thước lẻ 
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+´+

và có tâm là ô chứa số 0, tất cả 
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 số từ 
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 đến 
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 đều được điền và cột đầu tiên tính từ trái sang của bảng này chứa 
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 số lớn nhất (số lớn nhất là 
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 nằm cuối cột đó).

ii. Số 0 nằm ở hàng 1008, cột 1008 của bảng.

Từ đó, ta thấy rằng: 

Vì 
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 nên số này nằm trong bảng ô vuông 
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 và số lớn nhất trong bảng này là 2024. 

Số 2024 nằm ở cột 1 của bảng này, tương ứng là cột thứ 
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 của bảng đã cho.

Số 2024 nằm ở dòng 45 của bảng này, tương ứng là dòng thứ 
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 của bảng.

Do 
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 nên số 2015 sẽ nằm cao hơn số 2024 là 9 dòng, suy ra số 2015 nằm ở dòng thứ 
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Vậy số 2015 nằm ở dòng thứ 1021 và cột thứ 986 của bảng.

2) Sau bước thay 0 bởi 14, ta thấy tổng các số của bảng là:
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Dễ thấy số này chia 4 dư 2.

Trong thao tác cộng các số trong 12 ô (bất kể nằm trên hàng nào, cột nào) của bảng thì tổng các số tăng lên đúng 12 đơn vị. Suy ra số dư của tổng các số trên bảng khi chia cho 4 là bất biến trong suốt quá trình.

Để bảng có tất cả các số chia hết cho 2016 thì dễ thấy tổng của chúng phải chia hết cho 4, đây là điều không thể xảy ra.

Vậy câu trả lời là phủ định.

Bài 19.  Tìm tất cả các số nguyên dương 
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 sao cho tập 
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 có thể phân hoạch thành 
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 tập con mà tổng các phần tử của mỗi tập con đều bằng nhau.
Hướng dẫn giải:

Tổng các phần tử của 
[image: image280.wmf]A

 bằng 
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. Do đó, mỗi tập con có tổng các phần tử bằng 
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 Khi đó tổng các phần tử của mỗi tập con bằng 
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Vì 
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 thuộc một tập con nào đó nên suy ra 
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Nếu 
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[image: image288.wmf]{

}

A1,3,,59

=

K

 chia thành 
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 tập con, mỗi tập con có tổng các phần tử bằng 
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 do đó mỗi tập con đều có nhiều hơn một phần tử. Hơn nữa, số các phần tử của mỗi tập con là một số lẻ, do đó mỗi tập con có ít nhất ba phần tử. Suy ra 
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 có ít nhất 
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 phần tử, vô lý vì 
[image: image293.wmf]A30.

=


Với 
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 ta có phân hoạch 
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 với 
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 thỏa mãn.

Với 
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 xét các tập 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image303.wmf]{
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ta có một phân hoạch thỏa mãn bài toán.

Với 
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 xét các tập 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image309.wmf]{
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ta có một phân hoạch thỏa mãn bài toán.

Với 
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 xét các tập 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image318.wmf]{
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ta có một phân hoạch thỏa mãn bài toán.

Bây giờ, giả sử 
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 thỏa mãn bài toán, khi đó 
[image: image320.wmf]0

kk4

=+

 cũng thỏa mãn bài toán. Thật vậy, giả sử 
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 là một phân hoạch tập 
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 thỏa mãn bài toán. Khi đó tập 
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 được phân hoạch thành các tập 
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 thỏa mãn bài toán.

Từ các trường hợp trên suy ra các giá trị 
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 thỏa mãn có dạng 


[image: image326.wmf]44m,64m,74m,94m

++++

.

Do vậy 
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Bài 20.

Cho11 điểm nằm trên đường thằng d sao cho khoảng cách giữa 2 điểm bất kì ko lớn hơn 1. Đặt S(m) là tổng khoảng cách từ 1 điểm bất kì đến 10 điểm còn lại. CMR:
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lại nhỏ thì người đi bước cuối thua, nếu bằng thì hòa. Xác định kết quả trò chơi.
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