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Ly thuyét

1. Pinh nghia

Vi

" Cho ham s6 ~ =1 () xac dinh trén D

(=
{i:;:, Pinh nghia:

S0 M duoc goi la gid tri Ion nhdat (GTLN) cua ham sé y :f(X) trén D néu
| f(x) =<M;vxeD

X eD:f(x)=M

o M=maxf(x) | M =maxf(x)
ta ki hiéu el hoac b .

+ S0 m dwoc goi la gid tri nhé nhdt (GTNN) ctia ham so y=f) trén D néu
f(x) =M;¥xeD
N eN-Ffly Y=N m =min f(x) m=min fl¥)
B |
y=0)

»  Quy wéc rang khi néi GTLN va GTNN cua ham so X (ma khong

xét “trén tdp D”) thi ta hi€u d6 la GTLN hay GTNN cua y=r() trén
tap xac dinh cua ham sé6.

» D& tim GTLN hay GTNN cua ham sé trén tap D, ta thuong lap bang
bién thién ctiia ham s6 trén tap D dé két luan.

.

2. Tim gia tri I6n nhat - nhé nhat trén doan

iif_,» Cach tim gia tri I6n nhat - nhé nhat trén doan.

ar—f

= ()

N . 7 . 7 ~ . 7 . 2 ~ 2 \ ~ oA JaY al‘ b
Tim gia tri lon nhat, gia tri nho nhat cua ham so6 lién tuc trén doan [ ] :

(a:b) f)=0

«  Buéc 1: Tim céc diém X thude sao cho
S i T T fla); f(x); fx, );---;f[xn);f(b).

«  Budéc 3: Goi M 1a s6 16m nhat va ™M 1a s6 nhé nhat trong cac gia tri & Budc 2.
- M=maxf(x) m=minf(x)

X, ;Xy;



Chuong 01
UNG DUNG PAO HAM

egCéc dang bai tap

0 Dang 1. Gia tri I6n nhat - nhé nhat cia ham s6 trén doan

L Phams )

=
s Y 4 69 N . [ab]
Tim gia tri l16n nhat, gia tri nho nhat caa ham so6 lién tuc trén doan °
. . [ e X, n ; (x) =0
» Buoc 1: Tim céc diém %7 X%, thuodc (D) sao cho &) .
, , al; G ) fix ), flb
s Bude 2: Tinn [ @i fO0): FOC); £(x); £ (D)
» Buoc 3: Goi M 1a s6 16n nhat va ™ 13 s6 nho nhét trong cac gia tri & Budc
2.
AL e £ 200 S T i |
P
4 Vi du 1.1.
r Tim aia tri 16n nhat va nhd nhat cia ham sé f)=x - 3x+1 trén doan I
o Loi giadi
i x =1 (n)
fX)=0=3-3=0=
. x =-1(n)
Ta co:
, -2)=-1; \-1)=3; j\1)=-1; (2)=3
g, ED=1 (D=3 =1 @)
X =-1 f[ } X=-2
_ min f{x)=-1 _
khi [X=2 va 7 khi [X=!
r T rid +ri 1An nhAat vd nhA nhat ~ia ham cA f(x)zx I_ X I
o Loi gidi
biéu kién: 1- X 20 = -1=x=I,
]
x= :E(n)
F(x)=0= 1- X +x. -=0=1- X - X =0 -

X=—
Ta co: =
) «.E B JE N i
. ﬁ(-|}—|:h [—2 —?} T —E} (l}—ﬂ
aco \ ;
max f(x) =L X :é min f(x) -1 X =£
A - 151 2 S 131 2 .
Vay | < Khi 2 ya "M = Kkhi 2
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0 Dang 2. Gia tri Ié6n nhat - nhé nhat cia ham soé trén khoang

\" Phuon <
R S,
Tim gid tri 16n nhat, gia tri nhé nhat cia ham sé &) trén khoang (a:b)
» Buoc 1: Tim diéu kién xac dinh ctia ham so y=r (X).

), .. A n (a;b):> n s en1s on g oo

| khong lién tuc tréen Khong co gia tri 1on nhat, gia tri
nhé nhat.

m ) lién tuc trén (@b, Budc ti€p theo

» Buoc 2: Tinh dao ham y=f (x).

»Buéc3:  Tim céc diém T <) thudc @b s T
' =0 o
f(x) hodic
F&) khong xac dinh.
» Buoc 4: Lap bang bién thién clia ham s6 ¥ =100 trén khodng (a:D) cho
trudce.
» Buéc 5: Xac dinh diém “cao nhat” va diém “thdp nhat” ctia do6 thi ham sé
trén (o b).
Cu=r~(x)
St
4 Vi du 2.2,
Tim ai4 tri 1ém nhat ciia ham s Y =X *2X*4 a0 khoana (0;3)‘ I

o Loi gidi

ph—

(0;3

Ham so6 lién tuc trén i nén ham s6 lién tuc trén
y=-2x+2= y =0+ x=1(n)

Ta co:
x 0 1 3
v 0 - 7
Y ? 5 V//
/ _
%4 / %
% W
maxy =5
T bang bién thién, ta c6 “° tai X=1.

4 Vvidu2.2.

Tim aid tri 1én nhat va nhd nhat (néu cd) ctia ham so
o Loi giai

. fOx)=x"-3x-4 AN I
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i x =1 (n)
fx)=0=3-3=0=
) x=-1(n)
Ta co:
—1 1 2
+ 0 - 0
—2 /2
/ \6
%) nin 60 ”
max flx)=-2 min flx)=-22
Vay | khi X="1 va 5 khi X=-3,

Vi du 2.3.

[ \ e 13 e 2 1s Y EXF ,  (0;+0)
Tim gia tri nho nhat cua ham so6 X tren khoang .
o Loi giadi
biéu kién: X #0,
x =2(0;+x)
X=-2¢ (U'; +cr)

. 4 .
) =l- —= ) =0 =
i X
Ta co:

R £

SN
bo
4_
3

Ny

OO AR,

&g\‘ktll-

=
+
g

+
8

iny=y(2)=
Vay: Hmw Y 4.

Vi du 2.3.

Fl) ="

r Tim gid tri 16n nhat va nho nhat (néu cé) cua ham soé X -1 trén
o Loi giai
Piéu kién: X - 1#0e= x=H

=7
fF)=0e " =g x=0(n)
i x -1
Ta co:
X

|
—
o
—

+

2

ALY

N

NN
+
|

DAMMIMNNY

P

s ///‘ m s 7m 7z
Vay ham s6 khong cé gia tri 1é6n nhat va gia tri nho nhat.
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I Dang 3. S& dung cach danh gia dé tim gia tri I6n nhat - nhé nhat

"\ Phuon
( ’ﬁ T B 9 ,) )
# Str dung bdat dang thiic thuong gap:

% Bat dang thuc Co-si:

m V6i hai s6 thuc khong am: a+b32@_ D&u bing xay ra< a=b,
m Vdi ba s6 thuc khong am: a+b+c=3ac pgy bang xay ra < a=b=c,
m Véi I thuc khong 4m: G+aq++q, 2NYaa - a,

Dé&u bang xay ra < G =4 = =G,
< Bat dang thuc Bunhiacopxki

(@ +b )¢ +c) =(ac+bd) €=
, l@+b)c +d)=(ac+ . , — =
m Dang co ban: .Dau “="xdyra © ¢ d,
m Dang tong quat:
Véi hai bo s6 (a.a,.q) va (8.b,.b,) ta co:
(@ +G+-+@)(l +1 +-+1)(ab +ab +-+ab)
4.2_ -5
Dau “="xayra < B b b, .
& Swdung “Tap gia tri” cua ham sé luong gidac:
-1=sinx =l [0 =sin®x <
- . ) « -1=oosx =l |0 =008 x <I
. J

g Vi du 3.1.

.« 2 2 \ A N \ 2 N A :'} i s

Gia st M va M lan luot 1a GTLN va GTNN cta ham sé y=2+3sIDX pip I
o Loi giai

vy "l =SInX=LVXE] a0 -3<3sinx<3e -1<2+3sinx<5

- P
sinx=1e< x="+kp(kec)
M =5 dat duoc khi 2 .

sinx=-1= x =P +kp (ke ¢)
m=-1dat dwoc khi 2 .
Suy ra M+m=4,

{ Vi du 3.2.
186x
N . o 2 A 2 N A f(x): 2 s
Tim gia tri nhé nhat ctia ham sé X +2X+35 yoi x>0,

o Loi gidi

o x+222\/§= x+£+2 32J§+2
Theo bat dang thitc AM-GM, ta c6: X X
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- 386 - 380 . _
3 T Ws5+2=s Flx) = 380X = 380
X+x+3 f6d X +2x+5 2542

5

¢ n no > S X=— 2 _J_
Dau ' ="xay ra X & X =52 X=V5 (v x>0)
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\ o

1 Dang 4. Ung dung gia tri I6n nhat - nhé nhat

.\ Phuong )

Tk A

A

< Bai toan bat phuong trinh

» Buoc 1: Chuyén bat phuong trinh da cho vé dang f)- gx)=0
va tim diéu kién ton tai ctia bat phuong trinh

y=h(x)=f(x)- g(x)

Xét tinh don diéu cua y=h() trén diéu kién xac dinh.
» Buoc 3: Tu d6 két luan vé gia tri 1ém nhat, gia tri nhd nhat.
Bai toan bat phuong trinh chira tham sé
Ta dua bat phuwong trinh dé bai cho vé mot trong cac dang sau

_m=f() m=max f(x)

» Buoc 2: Dat ham so

2
%

nghiém ding véi moi X€D thi

m=f(x)

» nghiém ding véi moi X€D thi
. m= f(x) m::rr}linf[x)

N mzf(x)

m <min f(x)

c6 nghiém X €D thi

mz=min fx
c6 nghiém X€D thi b fx)

y=f,

# Nhan xét: Néu

rlrg;ihnf(x) = f(a)

max f() = F (b)

v déng bién trén |58 Ules

min f(x) = f(b)
Ilrﬁzf(x) =f(a

v' nghich bién trén [a;b] thi

r Tim ™M bat d& nhirona trinh X - 3X- M>0 ¢4 nahiém Xe [0;2} ?
o Loi gidi
X - 3x- m=0< x - 3x>m(1)
x:IE[D;EI
x:—lE[D;E]

fx)=3x-3= fx)=0=

co

L L flx)=x"-3x_ . ;
Xét ham so f( ) trén [O 2]

fO=0 fM)=-2 f@)=2
max f(x) = f(2) =2

11;:2|

Ta co

Suy ra

. m =max f(x) =2
D€ bat phuong trinh () c6 nghiém Xe [0'2} thi [0:2]
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Vi du 4.2.

Gidi bat phuong trinh: V3X- 1+4/x+3 =4
o Loi giadi

X =—
Diéu kién: 5.

JiX-1++4x+3 =4 = +f5x- 1 +~Jx+3 -4 ::D.

1
— 400
s o V=) =5x-14x+3-4 N , ’
Xét ham so: =) lién tyc trén nua khoang >
. 5 1 1
f (x)= + >0,¥x>—
Ta cé: 2J5x- 1 24x+3 5
1
= f() dong bién trén 5
1
@ 5 1 +oc
y + i +
Y | +oo

Mmoo,

(1) /

Mat khac: ) =0. Khi d6 bat phwong trinh da cho = fl)=f()=0 )

Vay nghiém bat phuong trinh 14 : X =1,

{ Vi du 4.3.

Giai bat phuong trinh: V2X +3x° +0x+16- Y4+ x =243
o Loi giai
Diéu kién: -2 =X =4,
, X)=y2X 43X +0x+10-4-Xx-243 ., |-2;
Xetf(}J J J_tren[24].

3(x¢ +x+1) |

>0, vxe(-2:4)

, F )=

+*
cé J2x7‘+3x*+ax+m 244 - X

£ 1s v aa . . A -2;4
Do d6 ham s6 dong bién trén [ ]
X

/()
J(x)

[Nv]
=
.

+ : +

NN
N

N
DR

RN

NN RN,

AR

DA

2) A

f(1)=0 X)z=f()=2z = x=l

Mat khac: . Khi d6 bat phuong trinh da cho =

So véi diéu kién, tap nghiém cua bpt la [1:4] :
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X) . . A
coO bang bién thién nhu sau:
L= 0 1 +00

f(x)>logx- m

Biét bat phuong trinh

'l—l'\)i—rl.h‘l‘a_k LR e F(A"ﬁ

nghiém dang

o Loi gidi
6 f(x)=logx- m,¥xe(l;6) = m>logx- f(x), wxe(l;6)
h(x) =logx- f(x) (1;6)

Ta

Xét ham so: trén khoang

. | .
C6 h (X):xlnlt}_ f(x).

l
f(x)<0,vxe(1;6) 43 XInio >0, vxe(1;6)

Twr bang bién thién suy ra:
= h(x)>0 vxe(1;6).

Ta c6 bang bién thién cua h(x):
z | 1 6’ i
h(x) 22?: —[(6) +1og 6 éiﬂ
i 0

2 o« A « A ) ~ N - v ;
T bang bién thién suy ra dé bat phuong trinh: m>logx f(x)’ xe(l 6).

= mzlogo- f(6)

Suy ra 4=6;0=6_Ngp a- b=0



Chuong 01
UNG DUNG PAO HAM

1 Dang 5. Bai toan thuc té ap dung gia tri I6n nhat - nhé nhat

— ’;‘? P!n,ro'ng )
» Buoc 1: Goi &n va x4c dinh diéu kién cho an.
7 . « X 7 . o A ~2 A~ \ 7 . ~
» Budc 2: Biéu dién céc dai lwong chua biét theo an s6 va céc dai lwong da
biét.
» Budc 3: Xét ham so bi€u thi dai lwong ma dé bai yéu cau. Tim gid tri 16n

nhat, gid tri nho nhat cia ham sé d6 trén diéu kién cua &n.
» Rivcvr 4. KAt lnAn

Vi du 5.1.

Tinh dién tich 16n nhat Snax clia mot hinh chir nhat

noi tiép trong ntra dwong tron ban kinh R=6cm ngy
mot canh cta hinh chir nhat nam doc theo duong
kinh cta hinh tron ma hinh chir nhéat dé noi tié€p. A 0 B

o Loi giai
» Cach 1.

—2 -
Goi chiéu dai AD =2x(0<x<6) = AB=\36- x.

Dién tich hinh chir nhat 1a S=2X30- X

- X’
I ey ) f(x)=436- X' - ——=0= x=542.
Xét fl)=xy30- x trén (0’6), ta c V36- X7

x 0 3v2 6
f'(x) + 0 -
6

f(x) 3
0 / \U .
%

VAy gi4 tri 16n nhat clia dién tich hinh chir nhat ABCD 13 36cm’
» Cach 2.

pap AB=CD =2X(0<Xx<0) 1 46 AD ={DO" - 40" =\30- X |

T, X +30-X
=2 -y =2 - @
S mp =2X36- X <2 . 30.

Suyra 2
Déu béng xay ra khi X=V36- X phay X =32 |
VAy gid tri lén nhat cta dién tich hinh chit nhat ABCD 13 36cm’
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/i du 5.2.

- Mot doanh nghiép can san xuadt mot mat hang trong dang 10 ngay va phai
st dung hai may A va B. Mdy A lam viéc trong X ngay va cho s6 tién lai la

X’ +2X (triéu déng), may B lam viéc trong Y ngay va cho s6 tién 1ai 1a

326y- 27y (triéu dong). Hoi doanh nghiép d6 can st dung méay A trong bao

nhiéu ngay sao cho sé tién 1ai la nhiéu nhat? (Biét rang hai mady A va B
khong dong thoi lam viéc, may B lam viéc khong qua 6 ngay).
o Loi giai
Theo gia thiét :
m Thoi gian lam viéc cia mdy A 1a X ngay.
m Thoi gian lam viéc cta may B 1a Y ngay.

R , X =10 =10- X
Nen ta co ty i (*).

Va Dey=0= 4*_ZX¢:IEI_

c o f) =X +2x+326(10- x)- 27(10- XY .
So tién lai f( ) AT ( ) ( ) (thay (*)Vao).
= f(x)=28x"- 810X° + 7776x- 23740 vei X€ [4;10)

, Fx)=84x" - 1620x+ 7776
Ta co f( ) * .

)
F(X)=0 = 84x* - 1620x+7776 =0 = x=9" x=%ﬂ)

Bang bién thién.

x 4 9 10
f(z) + 0 -
f(x) /f(g)
f(4) 107
T BBT ta c6 X =9 1a gid tri can tim.
Z
Vi du 5.3.
Mot méanh dat hinh chit nhat ABCD ¢ chiéu dai ! Zm B
AB=25m = chigy rong AD =20m duoc chia 20m
thanh hai phan bang nhau béi vach chdn MN ( E M

M.N 14 lwot 1a trung diém BC va AD). Mot déi

xay dung lam mot con duong di tir A dén € qua
crmnls AlZaa MN 1A+ 15108 1M Fradon e 422lan nilan D C

duoc 15m va khi 1am trong mién CONM mbi gi¢r lam duoc 30M Tinh thei
aian nadn nhat ma déi xav duna lam dwoc con duoma di tir A dén C.
o Loi giai
» Cach 1.
Do céan thoi gian x4y la ngan nhat nén con duong lam trén moéi mién phai la
nhitng duong thang.
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Goi AE va EC 1an luot 1a doan duong can lam. Véi NE =x(m) (véi 0 =X=25),
= EM =25- x(m)

fAE:JAN: +EN? =4J100 +x°
EC =/MC* + EM? =J| 00+(25- x)
Ta duwoc ! .
= Thoi gian dé lam doan duong tir A dén C 1a:

= J(25- x) +100
15 30 s
L
S () L S
15100+ x° 304[35-;;-}”0&

(h)

30 (V4i 0 =x=25)

X ) 25- X
) 157100+ x° 3:}4{25- xJ +100
Xet

= sz(25- x) +100 =(25- x)J100 + X°

= 4x ((25- x) +100) =(25- x) (100 +x°)

t'(x)=0=

=0

= 43 (25- x) +400x - 100(25- x) - (25- x) x* =0
= 4(25- x) (¢ - 25)+x3(203 - (25- x):) —0

= (- 5)(4(25- X (x+5)+x° (45- X)) =0 _

=5
t(c}}:4+gfﬁ_§|
.}
[1(s)=2
3
Ta duoc
25 (1)

Vay thoi gian ngdn nhat 1am duwoc con dudong ditir A dén C 1a 3
» Cach 2.

Jiorex A25-x) 100 200+ (2x) +J(25- x) +10°

t(X}: 10 +X% +J :J '\j

Xét 15 30 30 (Véi 0 =X 25,

Lai co

Jmf +(2x) +J(35- x) +10° :;-J(45— x) +(2x+10) (dﬂ M*‘M 3—“1[“"[-")'

o chﬁ +(2x) +J(35- x) +10° ::Js(x- 5) +2000

t[x} ::JS(X— 5): + 2000 ::,Ifgggg :3,_!5

Do d6 30 30 3
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00, =25 )

Vay X =5 (m).

khi va chi khi
295 (1)

Vay thoi gian ngdn nhat lam duoc con duong ditr A dén C 1a 3
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