
Chuyên đề 10. VẼ HÌNH PHỤ ĐỂ GIẢI TOÁN TRONG CHƯƠNG ĐƯỜNG TRÒN
A. Đặt vấn đề
	Có nhiều bài toán trong chương đường tròn, muốn giải được ta phải vẽ thêm hình phụ. Vẽ hình phụ để tạo điều kiện vận dụng các định lí trong chương này. Có nhiều cách vẽ hình phụ.
1. Vẽ đường kính vuông góc với một dây

Nếu bài toán yêu cầu so sánh độ dài của hai dây, ta có thể so sánh khoảng cách từ tâm đến hai dây. Khi đó ta vẽ đường kính vuông góc với mỗi dây để so sánh hai khoảng cách.

Để tính toán độ dài của một dây ta vẽ đường kính vuông góc với dây đó rồi dùng định lí Py-ta-go tính độ dài của một nửa dây, từ đó suy ra độ dài của cả dây.

2. Vẽ bán kính của đường tròn đi qua tiếp điểm

Các bài toán có tiếp tuyến của đường tròn ta thường vẽ thêm bán kính đi qua tiếp điểm. Khi đó bán kính này vuông góc với tiếp tuyến.

3. Vẽ tiếp tuyến chung tại tiếp điểm của hai đường tròn tiếp xúc

Nếu bài toán có hai đường tròn tiếp xúc ta có thể vẽ thêm một tiếp tuyến chung tại tiếp điểm. Từ đó ta có thể vận dụng được tính chất của hai tiếp tuyến cắt nhau và một số tính chất khác.

4. Vẽ dây của hai đường tròn cắt nhau

Nếu bài toán có hai đường tròn cắt nhau, ta có thể vẽ thêm dây chung để được dây chung vuông góc với đường nối tâm và bị đường nối tâm chia đôi. Dây chung đóng vai trò trung gian để chuyển từ đường tròn này sang đường tròn khác.


B. Một số ví dụ

Ví dụ 1. Cho hai đường tròn (O; R) và (O’; R) ngoài nhau. Một đường thẳng d // OO’ cắt đường tròn (O; R) tại A và B, cắt đường tròn (O’; R) tại C và D sao cho B và C nằm giữa A và D. Chứng minh rằng:

a) 
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b) 
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Giải
* Tìm hướng giải

Muốn chứng minh hai dây AB và CD bằng nhau ta chứng minh chúng cách đều tâm. Muốn vậy ta vẽ 
[image: image3.wmf],
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 rồi chứng minh 
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* Trình bày lời giải

	a) Vẽ 
[image: image5.wmf],
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Ta có OH // O’K.

Mặt khác, HK // OO’ nên tứ giác HKO’O là hình bình hành. Hình bình hành này có 
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Suy ra 
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Do đó 
[image: image9.wmf]ABCD
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 (hai dây cách đều tâm thì bằng nhau).

b) Ta có 
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 (tính chất đường kính vuông góc với dây).

Do 
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Ta có 
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Do đó 
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Nhận xét: Bài toán vẫn đúng nếu hai đường tròn cắt nhau hoặc tiếp xúc nhau.

Ví dụ 2. Cho đường tròn (O; 34cm) và đường tròn (O’; 20cm) cắt nhau tại A và B sao cho AB = 32cm. Qua A vẽ đường thẳng d cắt đường tròn (O) tại một điểm thứ hai là M, cắt đường tròn (O’) tại một điểm thứ hai là N. Tính độ dài lớn nhất của MN.
Giải

	Vẽ 
[image: image16.wmf],
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Ta có 
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Do đó 
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Suy ra 
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 (Dấu “=” xảy ra khi 
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Vậy 
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Gọi F là giao điểm của AB với 
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Ta có 
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Áp dụng định lí Py-ta-go vào các tam giác vuông AFO và AFO’ ta tính được:


[image: image29.wmf]22222

341690030()

OFOAAFOFcm

=-=-=Þ=

;


[image: image30.wmf]22222

201614412()

OFOAAFOFcm

¢¢¢

=-=-=Þ=

.

* Nếu điểm F nằm giữa 
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* Nếu điểm F không nằm giữa 
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Nhận xét: Khi đề bài có hai đường tròn cắt nhau, cần xét hai trường hợp của hình vẽ:

- Trường hợp hai tâm nằm trên hai nửa mặt phẳng đối nhau bờ chứa dây chung;

- Trường hợp hai tâm thuộc cùng một nửa mặt phẳng bờ chứa dây chung.

Ví dụ 3. Cho hai đường tròn đồng tâm O có bán kính là R và r (R > r). Trên đường tròn nhỏ lấy một điểm A cố định và một điểm M di động. Qua A vẽ dây BC của đường tròn lớn vuông góc với AM. Chứng minh rằng:
a) Tổng 
[image: image37.wmf]222
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 không phụ thuộc vào vị trí của điểm M.

b) Trọng tâm G của tam giác MBC là một điểm cố định.

Giải

a) Gọi D là giao điểm thứ hai của BC với đường tròn nhỏ.
Vẽ 
[image: image38.wmf]OHAD
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 ta có: 
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 (đường kính vuông góc với dây).

Xét 
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 có OH là đường trung bình.

Suy ra 
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	Ta có: 
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Xét 
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Xét 
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Do đó 
[image: image48.wmf]222222

224

ABACAMHAHBOH

++=++




[image: image49.wmf](

)

(

)

2222

22

HAOHHBOH

=+++




[image: image50.wmf]22

22

rR

=+

 (không đổi)
	
[image: image51.png]





b) 
[image: image52.wmf]MAD
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 và 
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 cùng có chung đường trung tuyến MH nên có cùng trọng tâm G. Xét 
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, mà OA cố định nên G cố định.

Vậy trọng tâm G của 
[image: image56.wmf]MBC
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 là một điểm cố định.

Ví dụ 4. Cho đường tròn (O) nội tiếp tam giác ABC vuông tại A, tiếp xúc với các cạnh BC, CA và AB lần lượt tại D, E, và F. Gọi r là bán kính của đường tròn. S là diện tích của tam giác ABC. Chứng minh rằng:
a) 
[image: image57.wmf]2

ABACBC

r

+-

=


b) 
[image: image58.wmf].
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Giải

* Tìm hướng giải

Trong câu a) ta phải chứng minh một hệ thức liên hệ giữa r với các cạnh của tam giác. Trên hình vẽ chưa có bán kính của đường tròn. Vì thế ta cần vẽ các bán kính đi qua các tiếp điểm để vận dụng tính chất của tiếp tuyến.

* Trình bày lời giải

a) Theo tính chất tiếp tuyến cắt nhau ta có: 
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Tứ giác AEOF là hình vuông nên 
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	Ta có 
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Suy ra 
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b) Diện tích tam giác ABC là 
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 (Vì 
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Suy ra 
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 do đó 
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Ví dụ 5. Cho hai đường tròn (O1; R1) và (O2; R2) tiếp xúc ngoài tại A. Vẽ tiếp tuyến chung ngoài BC trong đó 
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a) Chứng minh rằng tam giác ABC là tam giác vuông.

b) Tính độ dài BC theo R1, R2.

Giải

	a) Qua A vẽ tiếp tuyến chung trong cắt BC tại M.

Ta có 
[image: image73.wmf];
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Suy ra 
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Xét 
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b) Ta có MO1 là tia phân giác của góc AMB, MO2 tia phân giác của góc AMC.

Suy ra 
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Xét 
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Suy ra 
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Vậy 
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Ví dụ 6. Hai đường tròn (O; 17cm) và (
[image: image85.wmf]O
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; 10cm) cắt nhau tại A và B. Biết 
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 = 21cm. Tính diện tích tứ giác 
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Giải

Vẽ dây chung AB cắt 
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Do đó điểm H nằm giữa O và O’.

Đặt 
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	Xét các 
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Suy ra 
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Do đó 
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Diện tích tứ giác 
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Nhận xét: Việc vẽ dây chung AB giúp ta xác định được tứ giác 
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có hai đường chéo vuông góc. Do đó diện tích của tứ giác này bằng nửa tích của hai đường chéo. Đã biết 
[image: image108.wmf]OO
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 = 21cm nên chỉ cần tính AB.
C. Bài tập vận dụng

* Vẽ đường kính vuông góc với một dây

10.1. Cho đường tròn (O; R) và một dây AB bất kì. Từ B vẽ tiếp tuyến xy. Vẽ 
[image: image109.wmf]AHxy
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. Chứng minh rằng tỉ số 
[image: image110.wmf]2
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10.2. Cho hai đường tròn (
[image: image111.wmf]O

) và (
[image: image112.wmf]O
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) cắt nhau tại A và B. Gọi M là trung điểm của 
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, gọi N là điểm đối xứng của A qua M. Vẽ một đường thẳng qua A cắt đường tròn (
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) và (
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) lần lượt tại C và D. Chứng minh rằng tam giác NCD là tam giác cân.

10.3. Cho đường tròn (
[image: image116.wmf]O

) và hai dây song song AB, CD cách nhau 6cm, tâm O nằm ở miền trong của hai dây này và AB = 10cm, CD = 14cm. Một dây MN song song với hai dây này và cách đều chúng. Tính độ dài của dây MN.

10.4. Cho đường tròn (O; 3cm) và một điểm M cách O là 5cm. Qua M vẽ đường thẳng d cắt đường tròn tại A và B phân biệt hoặc trùng nhau. Tính giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của tổng MA + MB.

10.5. Cho hai đường tròn (
[image: image117.wmf]O

) và (
[image: image118.wmf]O
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) cắt nhau tại A và B. Hãy dựng qua A một đường thẳng cắt đường tròn (
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) và (
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) lần lượt tại một điểm thứ hai là C và D sao cho A là trung điểm của CD.

10.6. Cho hai đường tròn đồng tâm O, bán kính lần lượt là R và r trong đó 
[image: image121.wmf]1
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. Hãy dựng dây AB của đường tròn lớn cắt đường tròn nhỏ tại C và D (C nằm giữa A và D) sao cho 
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* Vẽ bán kính đi qua tiếp điểm

10.7. Cho đường tròn (O) và đường thẳng xy tiếp xúc với nhau tại A. Từ một điểm B trên đường tròn vẽ 
[image: image123.wmf]BHxy
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. Cho biết BH = 9cm, AH = 15cm. Tính bán kính của đường tròn.

10.8. Cho đường tròn (O; r) nội tiếp tam giác ABC vuông tại A. Qua O vẽ đường thẳng d cắt hai cạnh AB, AC lần lượt tại M và N. Tính diện tích nhỏ nhất của tam giác AMN.

10.9. Cho tam giác ABC vuông tại A có tổng hai cạnh góc vuông là 34cm. Biết bán kính R của đường tròn ngoại tiếp hơn bán kính r của đường tròn nội tiếp là 9cm. Tính R và r.

10.10.
	Hình bên vẽ đường tròn (O2; x) tiếp xúc ngoài với đường tròn (O1; a) và (O3; b) và tiếp xúc với hai cạnh của góc nhọn xOy

a) Chứng minh rằng bốn điểm O, O1, O2, O3 thẳng hàng.

b) Tìm độ dài x.
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* Vẽ tiếp tuyến chung

10.11. Cho đoạn thẳng AB = 2a. Trên cùng một nửa mặt phẳng bờ AB ta vẽ đường tròn (
[image: image125.wmf]O

) tiếp xúc với AB tại A, đường tròn (
[image: image126.wmf]O
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) tiếp xúc với AB tại B và hai đường tròn này tiếp xúc ngoài với nhau. Gọi R và R’ lần lượt là bán kính của đường tròn (
[image: image127.wmf]O

) và (
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). Chứng minh rằng 
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10.12. Cho hai đường tròn (
[image: image130.wmf]O

) và (
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) tiếp xúc với nhau tại A. Qua A vẽ một cát tuyến cắt đường tròn (
[image: image132.wmf]O

) và (
[image: image133.wmf]O
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) tại B và C. Vẽ tiếp tuyến Bx của đường tròn (
[image: image134.wmf]O

) và tiếp tuyến Cy của đường tròn (
[image: image135.wmf]O
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). Chứng minh rằng Bx // Cy.

10.13. Cho đường tròn (O1; 3cm) và đường tròn (O2; 1cm) tiếp xúc ngoài tại A. Vẽ tiếp tuyến chung ngoài BC với 
[image: image136.wmf](
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. Tính các độ dài AB, AC.

10.14. Cho đường tròn (O1; R1) và đường tròn (O2; R2) tiếp xúc ngoài với nhau tại A. Vẽ tiếp tuyến chung ngoài BC trong đó 
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)

2

CO

Î

. Vẽ đường tròn (O) tiếp xúc ngoài với đường tròn (O1) và đường tròn (O2) đồng thời tiếp xúc với đường thẳng BC tại một điểm nằm giữa B và C. Gọi R là bán kính của đường tròn (O).

a) Chứng minh rằng 
[image: image140.wmf]12

111

RRR

=+

.

b) Bây giờ giả sử đường tròn (O; R) cố định còn đường tròn (O1; R1) và (O2; R2) thay đổi. Tìm giá trị nhỏ nhất của tích 
[image: image141.wmf]12

.

PRR

=

 theo độ dài R cho trước.


* Vẽ dây chung

10.15. Cho hai đường tròn (
[image: image142.wmf]O

) và (
[image: image143.wmf]O

¢

) có bán kính khác nhau cắt nhau tại A và B. Vẽ hình bình hành 
[image: image144.wmf]OBOM

¢

. Chứng minh rằng bốn điểm 
[image: image145.wmf],,,

MAOO

¢

 cùng nằm trên một đường tròn.

10.16. Cho hai đường tròn (
[image: image146.wmf]O

) và (
[image: image147.wmf]O

¢

) cắt nhau tại A và B. Vẽ các đường kính 
[image: image148.wmf]AOC

 và 
[image: image149.wmf]AOD

¢

. Qua A vẽ đường thẳng d cắt đường tròn (
[image: image150.wmf]O

) và đường tròn (
[image: image151.wmf]O

¢

) lần lượt tại một điểm thứ hai là M và N. Xác định vị trí của đường thẳng d để tổng MC + ND đạt giá trị lớn nhất
HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ
10.1. 

	Vẽ 
[image: image152.wmf]OKAB

^

 ta có 
[image: image153.wmf]1

2

KBAB

=

.

Nối OB thì 
[image: image154.wmf]OBxy

^


Suy ra OB // AH (vì cùng vuông góc xới xy).

Do đó 
[image: image155.wmf]·

·

OBABAH

=

 (so le trong).

Vậy 
[image: image156.wmf](

)

.

KBOHABgg

DD

∽

.

Suy ra


[image: image157.wmf]2

1

2

2

AB

KBOBRAB

R

AHABAHABAH

=Þ=Þ=

 (không đổi).
	
[image: image158.png]





10.2. 
	Vẽ 
[image: image159.wmf]OH

, 
[image: image160.wmf]OK

¢

 và MI cùng vuông góc với CD.

Ta có: 
[image: image161.wmf];

HCHAKDKA

==

.

Xét hình thang 
[image: image162.wmf]HKOO

¢

 có:


[image: image163.wmf]MI

 // 
[image: image164.wmf]OH

 // 
[image: image165.wmf]OK

¢

 và 
[image: image166.wmf]MOMO

¢

=

 nên 
[image: image167.wmf]IHIK

=


Xét 
[image: image168.wmf]MHK

D

 có MI vừa là đường cao vừa là đường trung tuyến nên 
[image: image169.wmf]MHK

D

 cân => 
[image: image170.wmf]MHMK

=

. (1)

Xét 
[image: image171.wmf]ACN

D

 có MH là đường trung bình nên 
[image: image172.wmf]2

NCMH

=

. (2)

Xét 
[image: image173.wmf]ADN

D

 có MK là đường trung bình nên 
[image: image174.wmf]2

NDMK

=

. (3)

Từ (1), (2), (3) suy ra 
[image: image175.wmf]NCND

=

 do đó 
[image: image176.wmf]NCD

D

 cân.
	
[image: image177.png]





10.3. 
	Qua O vẽ một đường thẳng vuông góc với ba dây song song cắt AB, CD và MN lần lượt tại H, K, I. Ta đặt 
[image: image178.wmf],

OHxOKy

==

.

Gọi R là bán kính của đường tròn.

Theo tính chất đường kính vuông góc với dây ta có:


[image: image179.wmf]11

5;7

22

HAABcmKCCDcm

====


và 
[image: image180.wmf]1

2

IM

MN

=

.
	
[image: image181.png]





Áp dụng định lí Py-ta-go ta được 
[image: image182.wmf]222222

5;7

xRyR

+=+=

.

Suy ra 
[image: image183.wmf](

)

(

)

222222

572424

xyxyxyxy

+=+Û-=Û-+=

.

Vì 
[image: image184.wmf]6

xy

+=

 nên 
[image: image185.wmf]4

xy

-=

.

Suy ra 
[image: image186.wmf]5;1

xy

==

. Do đó 
[image: image187.wmf]222

5550

R

=+=

.

Xét 
[image: image188.wmf]IOM

D

 vuông tại I có: 
[image: image189.wmf]2222

50246

IMOMOI

=-=-=

.

Suy ra 
[image: image190.wmf]46

IM

=

, do đó 
[image: image191.wmf](

)

246

MNcm

=

.

10.4. 
	Vẽ 
[image: image192.wmf]OHAB

^

 ta được 
[image: image193.wmf]HAHB

=


Ta có


[image: image194.wmf](

)

(

)

2

MAMBMHHAMHHBMH

+=-++=

.

Mặt khác, 
[image: image195.wmf]MHMO

£

 nên:


[image: image196.wmf](

)

22.510

MAMBMOcm

+£==


Vậy giá trị lớn nhất của tổng 
[image: image197.wmf]MAMB

+

 là 10cm khi d đi qua O.
	
[image: image198.png]





* Vẽ tiếp tuyến MT thì 
[image: image199.wmf]22222

5316

MTMOOT

=-=-=



[image: image200.wmf]4

MTcm

Þ=

.

Ta có 
[image: image201.wmf]222

MHMOOH

=-

 (1).


[image: image202.wmf]222

MTMOOT

=-

 (2)

Mặt khác, 
[image: image203.wmf]22

OHOT

£

 nên từ (1) và (2)
Suy ra 
[image: image204.wmf]22

MHMT

³

.

Do đó 
[image: image205.wmf]4

MHMTcm

³=

.

Ta có 
[image: image206.wmf]228

MAMBMHMTcm

+=³=

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của tổng 
[image: image207.wmf]MAMB

+

 là 8cm khi d là tiếp tuyến của đường tròn (O)

10.5. 
* Phân tích

	Giả sử đã dựng được cát tuyến CAD sao cho 
[image: image208.wmf]ACAD

=

.

Vẽ 
[image: image209.wmf],

OHACOKAD

¢

^^

.

Ta có 
[image: image210.wmf]HCHAKAKD

===

.

Gọi M là trung điểm của 
[image: image211.wmf],

OOAM

¢

là đường trung bình của hình thang 
[image: image212.wmf]HKOO

¢


=> AM // OH do đó 
[image: image213.wmf]AMCD

^

.
	
[image: image214.png]





* Cách dựng

- Dựng trung điểm M của 
[image: image215.wmf]OO

¢


- Qua A dựng một đường thẳng vuông góc với AM cắt đường tròn 
[image: image216.wmf]()

O

và 
[image: image217.wmf]()

O

¢

lần lượt tại C và D. Khi đó 
[image: image218.wmf]ACAD

=

.

* Chứng minh

Vẽ 
[image: image219.wmf]OHAC

^

 và 
[image: image220.wmf]OKAD

¢

^

, ta được 
[image: image221.wmf];

HCHAKAKD

==

.

Hình thang 
[image: image222.wmf]HKOO

¢

 có 
[image: image223.wmf]MOMO

¢

=

và MA // OH nên 
[image: image224.wmf]AHAK

=

.

Do đó 
[image: image225.wmf]ACAD

=

.

* Biện luận: Bài toán luôn có một nghiệm hình.

10.6.
* Phân tích
	Giả sử đã dựng được dây AB sao cho

[image: image226.wmf]ACCDDB

==

.

Vẽ 
[image: image227.wmf]OMABMAMB

^Þ=

 và 
[image: image228.wmf]MCMD

=

.

Do đó 
[image: image229.wmf]1

3

MCMA

=

.

Vẽ CN // OM 
[image: image230.wmf](

)

NOA

Î

 ta được:


[image: image231.wmf]CNAB

^

 và 
[image: image232.wmf]1

3

ONOA

=

.
	
[image: image233.png]





* Cách dựng

- Dựng bán kính OA của đường tròn lớn.

- Dựng điểm N trên OA sao cho 
[image: image234.wmf]1

3

ONOA

=

.

- Dựng đường tròn đường kính AN cắt đường tròn (O; r) tại C.

- Dựng dây AB của đường tròn lớn đi qua C cắt đường tròn nhỏ tại điểm thứ hai là D. Khi đó 
[image: image235.wmf]ACCDDB

==

.

* Chứng minh và biện luận: Dành cho bạn đọc.

10.7.
	Vẽ bán kính OA ta được 
[image: image236.wmf]OAxy

^

.

Vẽ 
[image: image237.wmf]BKOA

^

, tứ giác AKBH là hình chữ nhật nên 
[image: image238.wmf]15

KBAHcm

==

.

Xét 
[image: image239.wmf]KOB

D

 vuông tại K ta có:


[image: image240.wmf]222

OBOKKB

=+

.

Do đó 
[image: image241.wmf](

)

2

22

915

rr

=-+



[image: image242.wmf]22

188122517

rrrrcm

Û=-++Û=


	
[image: image243.png]





10.8.
	Gọi D, E lần lượt là tiếp điểm của đường tròn (O) trên các cạnh AB, AC.

Ta có 
[image: image244.wmf],

ODABOEAC

^^

 và 
[image: image245.wmf]ODOEr

==


Gọi S là diện tích của 
[image: image246.wmf]AMN

D

.

Ta có


[image: image247.wmf](

)

111

..

222

AOMAON

SSSAMODANOErAMAN

=+=+=+


	
[image: image248.png]





Mặt khác, 
[image: image249.wmf]2.22

AMANAMANS

+³=

.

Do đó 
[image: image250.wmf]22

1

.22.2

2

SrSSrS

³Þ³

.

Suy ra 
[image: image251.wmf]2

2

Sr

³

 (dấu “=” xảy ra 
[image: image252.wmf]AMAN

Û=



[image: image253.wmf]AMN

ÛD

 cân 
[image: image254.wmf]MNOA

Û^

).

Vậy 
[image: image255.wmf]2

min2

Sr

=

 khi 
[image: image256.wmf]dOA

^

.

10.9.
	Gọi O là tâm đường tròn nội tiếp 
[image: image257.wmf]ABC

D

 và D, E, F lần lượt là các tiếp điểm của đường tròn (O) trên các cạnh AB, BC, CA.

Dễ thấy tứ giác AFOD là hình vuông.

Suy ra 
[image: image258.wmf]ADAFODOFr

====

.

Đường kính của đường tròn ngoại tiếp 
[image: image259.wmf]ABC

D

 là 
[image: image260.wmf]2

BCR

=

.
	
[image: image261.png]F






Ta có 
[image: image262.wmf],

BDBECFCE

==



[image: image263.wmf]2

BDCFBECEBCR

Þ+=+==

.

Mặt khác, 
[image: image264.wmf](

)

(

)

22

ABACADBDAFCFADAFBDCFrR

+=+++=+++=+

.

Vì 
[image: image265.wmf]34

ABAC

+=

 nên 
[image: image266.wmf]2234

Rr

+=

 hay 
[image: image267.wmf]17

Rr

+=

.

Mặt khác 
[image: image268.wmf]9

Rr

-=

 nên 
[image: image269.wmf]13;4

Rcmrcm

==

.

10.10. 
	a) Vẽ các bán kính đi qua các tiếp điểm.

Mỗi điểm O1, O2, O3 cách đều hai cạnh của góc xOy nên chúng nằm trên tia phân giác của góc xOy do đó các điểm O, O1, O2, O3 thẳng hàng.
	
[image: image270.png]





b) Vẽ 
[image: image271.wmf]123

,

ODOBOEOC

^^

. Ta có 
[image: image272.wmf]23

;

ODxaOEbx

=-=-

.


[image: image273.wmf](

)

1223

.

ODOOEOgg

DD

∽

. Suy ra 
[image: image274.wmf]212

323

ODOO

OEOO

=

. Do đó 
[image: image275.wmf]xaxa

bxbx

-+

=

-+

.

Suy ra 
[image: image276.wmf]xab

=


10.11. 
	Gọi C là tiếp điểm của hai đường tròn.

Qua C vẽ tiếp tuyến chung cắt AB tại M.

Ta có 
[image: image277.wmf]2

AB

MAMCMBa

====

.

Tia 
[image: image278.wmf]MO

và tia 
[image: image279.wmf]MO

¢

 là hai tia của góc CMA và góc CMB.

Do đó 
[image: image280.wmf]MOMO

¢

^

.
Áp dụng hệ thức lượng trong tam giác vuông 
[image: image281.wmf]MOO

¢

 ta có:
	
[image: image282.png]







[image: image283.wmf]2

2

.

2

AB

OCOCMC

æö

¢

==

ç÷

èø


Do đó 
[image: image284.wmf]2

.

RR'a

=

.

10.12. 
	* Trường hợp hai đường tròn tiếp xúc ngoài

Qua A vẽ một tiếp tuyến chung của hai đường tròn cắt Bx và Cy lần lượt tại M và N.

Ta có 
[image: image285.wmf];

MAMBNANC

==

.

Suy ra 
[image: image286.wmf]µ

µ

¶

¶

1122

;

BACA

==


Mà 
[image: image287.wmf]µ

¶

12

AA

=

 nên 
[image: image288.wmf]µ

¶

12

BC

=

.

Do đó Bx // Cy (vì có cặp góc so le trong bằng nhau)

* Trường hợp hai đường tròn tiếp xúc trong: Chứng minh tương tự.
	
[image: image289.png]





10.13. 
Ta có 
[image: image290.wmf]ABC

D

vuông tại A và 
[image: image291.wmf]23.123

BCcm

==

 (xem ví dụ 5).

Vẽ đường kính BOD thì 
[image: image292.wmf]·

90

BAD

=°

.

Mặt khác, 
[image: image293.wmf]·

90

BAC

=°

 nên ba điểm C, A, D thẳng hàng.

Ta có 
[image: image294.wmf]BDBC

^

 (tính chất của tiếp tuyến).

Xét 
[image: image295.wmf]BCD

D

 vuông tại B, có BA là đường cao nên 
[image: image296.wmf]222

111

BABDBC

=+

,

	Suy ra 
[image: image297.wmf](

)

222

111

6

23

BA

=+

.

Do đó 
[image: image298.wmf](

)

2

11

3

9

BAcm

BA

=Þ=

.


[image: image299.wmf](

)

2

2222

2333

ACBCAB

=-=-=


Suy ra 
[image: image300.wmf](

)

3

ACcm

=

.
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10.14. 
	a) Ta có


[image: image302.wmf]1212

2.;2.;CD2.

BCRRBDRRRR

===

(xem ví dụ 5).

Vì D nằm giữa B và C nên 
[image: image303.wmf]BCBDCD

=+


Hay 
[image: image304.wmf]1212

2.2.2.R

RRRRR

=+



[image: image305.wmf]1212

...

RRRRRR

Þ=+


Chia cả hai vế cho 
[image: image306.wmf]12

..

RRR

 ta được

 
[image: image307.wmf]12

111

RRR

=+

.
	
[image: image308.png]





b) Theo bất đẳng thức Cô-si ta có 
[image: image309.wmf]1212

1111

2.

RRRR

+³


hay 
[image: image310.wmf]2
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R
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(dấu “=” xảy ra khi 
[image: image311.wmf]12

4

RRR

==

).
Vậy 
[image: image312.wmf](

)

2

12

min16

RRR

=

 khi 
[image: image313.wmf]12

4

RRR

==


10.15. 
	Vẽ dây chung AB. Gọi H và K lần lượt là giao điểm của 
[image: image314.wmf]OO

¢

với AB và MB.

Theo tính chất dây chung ta có: 
[image: image315.wmf]HAHB

=

.

Theo tính chất của hình bình hành ta có 
[image: image316.wmf]KMKB

=

.

Do đó HK là đường trung bình của tam giác BAM.

Suy ra HK // AM hay 
[image: image317.wmf]OO

¢

// AM, dẫn tới tứ giác có bốn đỉnh 
[image: image318.wmf],,,

MAOO

¢

là hình thang.
	
[image: image319.png]





Ta có 
[image: image320.wmf]OMOB

¢

=

 (cạnh đối hình bình hành) mà 
[image: image321.wmf]OAOB

=

 nên 
[image: image322.wmf]OMOA

¢

=

.

Do đó bốn điểm 
[image: image323.wmf],,,

MAOO

¢

là bốn đỉnh của một hình thang cân.

Suy ra bốn điểm 
[image: image324.wmf],,,

MAOO

¢

cùng nằm trên một đường tròn (xem ví dụ 1, chuyên đề 6)

10.16. 
	Vẽ dây chung AB.

Vì AC, AD là đường kính nên


[image: image325.wmf]·

·

·

·

90;90;90

AMCANDABCABD

=°=°==°

.

Do đó ba điểm C, B, D thẳng hàng và đoạn thẳng CD cố định.

Ta có CM // DN (vì cùng vuông góc với d).

Suy ra tứ giác MNDC là hình thang.
	
[image: image326.png]





Gọi E, F lần lượt là trung điểm của MN và CD.

Ta được AF là một đoạn thẳng cố định.

Đoạn thẳng EF là đường trung bình của hình thang MNDC.

Do đó 
[image: image327.wmf]22

MCNDEFAF

+=£

 (dấu “=” xảy ra khi 
[image: image328.wmf]EAMNAF

ºÛ^

).

Vậy 
[image: image329.wmf](

)

max2

MCNDAF

+=

 khi 
[image: image330.wmf]dAF

^

.
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