
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Dạng 1. Tìm nguyên hàm của một số hàm số sơ cấp
Bảng nguyên hàm của một số hàm thường gặp (với C là hằng số tùy ý)

Một số nguyên tắc tính cơ bản

 Tích của đa thức hoặc lũy thừa  khai triễn.

 Tích các hàm mũ  khai triển theo công thức mũ.

 Bậc chẵn của sin và cosin  Hạ bậc: 

 Chứa tích các căn thức của  chuyển về lũy thừa.

Câu 1. Tìm:

1) ; 2) 3) . 4) 

5) . 6) ; 7) 8) .

9) ;
10) ;

11) . 12) 

13) 14) 
15) 

16)

17) 18)

 

19) ; 20) ;

21) ;
22) 

23) ; 24) ;

25) . 26) 27) ; 28) 

29) 30) 31) 
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Câu 2. Tìm:

1) ; 2) 3) 
4) ;

5)

6) 7) 
8) 

9) . 10) 
11) 

12) ;

13) 14) 15) 
16)

17) 

18)

19) 

20) 

21) 22) 23) 24) .

25) 

Câu 3. Tìm:

1) 2) 
3) 

4) 

5) 6) 7) 8) 

9) 
10) 11) 

12) 

13) 14) 15) 
16)

17) 18) 19) 

Câu 4. Tìm:

1) 2) .
3) ; 4) 

5) 6)  trên

.

7) 
8) .

9) 10) 11) .
12)

;
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13)

;
14) .

15) ;
16) .

17)  

18) 

19)

20) 

21) 22) 

Dạng 2. Nguyên hàm có điều kiện

Câu 5. Tìm hàm số , biết  và .

Câu 6. Tìm hàm số  biết rằng  và .

Câu 7. Tìm hàm số , biết rằng:

a) ;

b) 

Câu 8. Biết rằng đồ thị của hàm số  đi qua điểm  và có hệ số góc của tiếp tuyến tại mỗi 

điểm  là  với . Tìm hàm số .

Câu 9. Tìm đạo hàm của hàm số . Từ đó, tìm .

Câu 10. Tìm nguyên hàm  của hàm số , biết .

Câu 11. Cho hàm số  với . Tìm nguyên hàm  của  thoả mãn .

Câu 12. Cho  là nguyên hàm của hàm số  thoả mãn . Tính .

Câu 13. Tìm nguyên hàm  của hàm số , biết .

Câu 14. Tìm nguyên hàm  của hàm số , biết .

Câu 15. a) Tìm .

b) Tìm nguyên hàm  của hàm số , biết .

Câu 16. Tìm nguyên hàm  của hàm số  thoả mãn .

Câu 17. (Mã 123 2017) Xác định hàm số  thỏa mãn  và .

Câu 18. (Sở Bắc Ninh 2019) Cho hàm số . Tìm một nguyên hàm  của hàm số

 thỏa mãn .
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Dạng 3. Ứng dụng
1. BÀI TOÁN VỀ VẬN TỐC

Phương pháp giải

- Nguyên hàm của vận tốc là quãng đường: 

- Rút ra kết luận bài toán.

Ví dụ 1. Vận tốc của một viên đạn được bắn lên theo phương thẳng đứng tại thời điểm  là

) (coi  là thời điểm viên đạn được bắn lên). Tính quãng đường đi được của 
viên đạn kể từ khi bắn lên cho đến thời điểm ?

Bài giải

Quãng đường đi được của viên đạn là 

2. BÀI TOÁN VỀ GIA TỐC

Phương pháp giải

- Nguyên hàm của vận tốc là quãng đường: 

- Rút ra kết luận bài toán.

Ví dụ 2. Một viên đạn được bắn lên trời (phương thẳng đứng) với vận tốc là  bắt đầu từ . Hãy 

xác định chiều cao của viên đạn sau thời gian  kể từ lúc bắn.

Bài giải

Ta có vận tốc của viên đạn tại thời điểm  là 

Do  nên 

Độ cao của viên đạn tại thời điểm  là

Vì  nên 

Vậy sau khoảng thời gian  kể từ lúc bắn, viên đạn ở độ cao

3. BÀI TOÁN VỀ KINH TẾ

Phương pháp giải

- Nếu biết  là hàm giá trị biên, thì hàm mục tiêu sẽ là 

- Rút ra kết luận bài toán.

Ví dụ 3. Một công ti cho biết hàm chi phí biên của việc sản xuất sản phẩm A là 

Hỏi hàm tổng chi phí của việc sản xuất sản phẩm A là gì?
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Bài giải

Hàm tổng chi phí là 

Khi  thì . Giá trị này gọi là định phí của công ti (FC nghĩa là fix cost) không phụ thuộc 

vào sản lượng sản xuất. Do đó ta có 

Câu 19. Vận tốc của một viên đạn được bắn lên theo phương thẳng đứng tại thời điểm  là

) (coi  là thời điểm viên đạn được bắn lên). Tính quãng đường đi được của 
viên đạn kể từ khi bắn lên cho đến thời điểm .

Câu 20. Khi được thả từ độ cao , một vật rơi với gia tốc không đổi . Sau khi rơi được
 giây thì vật có tốc độ bao nhiêu và đi được quãng đường bao nhiêu?

Câu 21. Một ô tô đang chạy với tốc độ  thì hãm phanh và chuyển động chậm dần với tốc độ

. Kể từ khi hãm phanh, quãng đường ô tô đi được sau 1 giây, 2 giây, 3 giây là bao 
nhiêu?

Câu 22. Một quả bóng được ném lên từ độ cao 24,5 m với vận tốc được tính bởi công thức

.
a) Viết công thức tính độ cao của quả bóng theo thời gian .

b) Sau bao nhiêu lâu kể từ khi ném lên thì quả bóng chạm đất?

Câu 23. Một vườn ươm cây cảnh bán một cây sau 6 năm trồng và uốn tạo dáng. Tốc độ tăng trưởng 

trong suốt 6 năm được tính xấp xỉ bởi công thức , trong đó  là chiều cao của cây 

khi kết thúc  (năm). Cây con khi được trồng cao .
a) Tìm công thức chỉ chiều cao của cây sau  năm.

b) Khi được bán, cây cao bao nhiêu centimét?

Câu 24. Tại một lễ hội dân gian, tốc độ thay đổi lượng khách tham dự được biểu diễn bằng hàm số

trong đó  tính bằng giờ  tính bằng khách/giờ.

Sau một giờ, 500 người đã có mặt tại lễ hội.

a) Viết công thức của hàm số  biểu diễn số lượng khách tham dự lễ hội với .

b) Sau 3 giờ sẽ có bao nhiêu khách tham dự lễ hội?

c) Số lượng khách tham dự lễ hội lốn nhất là bao nhiêu?

d) Tại thời điểm nào thì tốc độ thay đổi lượng khách tham dự lễ hội là lớn nhất?

Câu 25. Một con lắc lò xo dao động điểu hoà theo phương ngang trên mặt phẳng không ma sát như 

Hình, có vận tốc tức thời cho bởi , trong đó  tính bằng giây và  tính bằng centimét/giây.

Tại thời điểm , con lắc đó ở vị trí cân bằng.
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Phương trình chuyển động của con lắc đó được xác định bằng cách nào?

Câu 26. Một xe ô tô đang chạy với tốc độ  thì người lái xe bất ngờ phát hiện chướng ngại vật 

trên đường cách đó . Người lái xe phản ứng một giây sau đó bằng cách đạp phanh khẩn cấp. Kể từ 

thời điểm này, ô tô chuyển động chậm dần đều với tốc độ , trong đó  là thời gian 

tính bằng giây kể từ lúc đạp phanh. Gọi  là quãng đường xe ô tô đi được trong  (giây) kể từ lúc đạp 
phanh.

a) Lập công thức biểu diễn hàm số .

b) Thời gian kể từ lúc đạp phanh đến khi xe ô tô dừng hẳn là bao nhiêu giây?

c) Quãng đường xe ô tô đã di chuyển kể từ lúc người lái xe phát hiện chướng ngại vật trên đường
đến khi xe ô tô dừng hẳn là bao nhiêu mét? Xe ô tô liệu có gặp tai nạn do va chạm với chương ngại
vật trên đường hay không?

Câu 27. Mực nước trong hồ chứa của nhà máy điện thuỷ triều thay đổi trong suốt một ngày do nước 
chảy ra (khi thuỷ triều xuống) và nưốc chảy vào (khi thuỷ triểu lên).

Tốc  độ  thay  đổi  của  mực  nược  trong  hồ  chứa  được  cho  bởi  hàm  số

trong đó  tính bằng giờ  tính bằng mét/giờ. Tại thời điểm , mực nước trong
hồ chứa là 6 m.

a) Viết công thức xác định hàm số .

b) Mực nước trong hổ chứa cao nhất và thấp nhất bằng bao nhiêu (làm tròn kết quả đến hàng phẩn
mười của mét)?

c) Mực nước trong hồ chứa thay đổi nhanh nhất khi nào? Tốc độ thay đổi của mực nước trong hồ
chứa khi đó là bao nhiêu?

Câu 28. Cây cà chua khi trồng có chiều cao . Tốc độ tăng chiều cao của cây cà chua sau khi trồng 
được cho bởi hàm số
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trong đó  tính theo tuần,  tính bằng centimét/tuần. Gọi  (tính bằng
centimét) là độ cao của cây cà chua ở tuần thứ .

a) Viết công thức xác định hàm số .

b) Giai đoạn tăng trưởng của cây cà chua đó kéo dài bao lâu?

c) Chiều cao tối đa của cây cà chua đó là bao nhiêu?

d) Vào thời điểm cây cà chua đó phát triển nhanh nhất thì cây cà chua sẽ cao bao nhiêu?

Câu 29. Cho hàm số  có đồ thị là . Xét điểm  thay đổi trên . Biết rằng, hệ 

số góc của tiếp tuyến của đồ thị  tại  là  và điểm  trùng với gốc toạ độ khi nó nằm 

trên trục tung. Tìm biểu thức .

Câu 30. Một viên đạn được bắn thẳng đứng lên trên từ mặt đất. Giả sử tại thời điểm  giây (coi  là 

thời điểm viên đạn được bắn lên), vận tốc của nó được cho bởi . Tìm độ cao của 
viên đạn (tính từ mặt đất):

a) Sau  giây;

b) Khi nó đạt độ cao lớn nhất (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ nhất).

Câu 31. Trong dược học, chu kì bán thải  của thuốc được cơ thể hấp thụ là thời gian để lượng thuốc 
giảm đi một nửa so với ban đầu nhờ quá trình hấp thụ và và chuyển hoá. Giả sử tốc độ chuyển hoá thuốc 

được cho bởi , trong đó  là lượng thuốc ban đầu tại  và  là hằng số (hằng 

số hấp thụ). Tìm chu kì bán thải .

Câu 32. Một khinh khí cẩu bay với độ cao (so với mực nước biển) tại thời điểm  là , trong đó  

tính bằng phút,  tính bằng mét. Tốc độ bay của khinh khí cầu được cho bởi hàm số

 với  tính bằng phút,  tính bằng mét/phút. Tại thời điểm xuất phát , 

khinh khí cẩu ở độ cao  và 5 phút sau khi xuất phát, khinh khí cầu đã ở độ cao  (Nguồn: A. 
Bigalke et al., Mathematik, Grundkurs ma-1, Cornelsen 2016).

a) Viết công thức xác định hàm số .

b) Độ cao tối đa của khinh khí cầu khi bay là bao nhiêu?

c) Khi nào khinh khí cầu sẽ trở lại độ cao khi xuất phát?

Dạng 4. Sử dụng tính chất đạo hàm của hàm hợp để tìm nguyên hàm hàm ẩn

Dạng 1. Bài toán tích phân liên quan đến đẳng thúrc  

Phương pháp:

Dễ dàng thấy rằng 

Do dó 

Suy ra 
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Từ đây ta dễ dàng tính được 

Dang 2. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thúc 

Phương pháp:

Chia hai vế với  ta đựơc 

Suy ra 

Từ đây ta dễ dàng tính được 

Dang 3. Bài toán tích phân liên quan đến biếu thức  

Phương pháp:

Nhân hai vế với  ta đượcc 

Suy ra 

Từ đây ta dễ dàng tính được 

Câu 33. (THPT Chuyên Lê Hồng Phong Nam Định 2019) Cho hàm số  liên tục trên

 thỏa mãn . Biết . Tính ?

Câu 34. (Cần Thơ 2018) Cho hàm số  thỏa mãn ,  và

. Tính giá trị của 

Câu 35. (Chuyên Lê Hồng Phong - 2018) Cho hàm số  có đạo hàm trên  thỏa mãn

 và . Tính .

Câu 36. (Liên Trường - Nghệ An - 2018) Cho hàm số  liên tục trên  thỏa mãn 

điều kiện  và . Giá trị , với . Tính

.

Câu 37. Cho hàm số  liên tục trên  thỏa mãn ,  và . 

Tính .

Câu 38. (Chuyên Đại học Vinh - 2019) Cho hàm số  thỏa mãn  và

. Tìm tất cả các nguyên hàm của 

Câu 39. (Chuyên KHTN - 2021) Cho hàm số  liên tục trên  và thỏa mãn

 với mọi . Tính .
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Câu 40. Biết  là nguyên hàm của hàm số . Hỏi đồ thị của hàm số  

có bao nhiêu điểm cực trị trên khoảng ?

Câu 41. (Chuyên Lê Quý Đôn – Điện Biên 2019) Cho hàm số . Đồ thị của hàm số

trên  như hình vẽ (phần cong của đồ thị là một phần của parabol ).

Biết , giá trị của  bằng

Câu 42. Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  thỏa mãn  và

. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số  tại điểm có hoành độ 

Câu 43. (Sở Lạng Sơn 2022) Giả sử hàm số  liên tục, nhận giá trị dương trên  và thỏa

mãn , , với mọi . Tính 

Câu 44. (Sở Hậu Giang 2022) Cho hàm số  thỏa mãn  và

. Tính giá trị  

Câu 45. (Mã 102-2023) Cho hàm số  nhận giá trị dương trên khoảng , có đạo hàm trên 

khoảng đó và thỏa mãn . Biết , tìm giá trị

 

Câu 46. (Mã 103 - 2023) Cho hàm số  nhận giá trị dương trên khoảng , có đạo hàm trên 

khoảng đó và thỏa mãn . Biết , tìm giá trị

 

Câu 47. (Sở Vĩnh Phúc 2023) Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên  thỏa mãn

 và . Tìm giá trị của 

Câu 48. (Sở Quảng Trị 2023) Cho hàm số  có đạo hàm liên tục trên , thỏa mãn

 và  với mọi . Tính  
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Câu 49. (Chuyên KHTN 2023) Cho hàm số  thỏa mãn  với mọi

. Biết . Tính giá trị của  

Câu 50. (Đại học Quốc Gia Hà Nội 2023) Cho hàm số  có đạo hàm cấp hai liên tục trên  và 

thoả mãn  với mọi . Hỏi giá trị của  bằng bao 
nhiêu?
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