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CHỦ ĐỀ 4

BÀI TOÁN LIÊN QUAN VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẲNG VỚI MẶT CẦU

Vị trí tương đối giữa đường thẳng d và mặt cầu (S)

Cho mặt cầu  có tâm  bán kính  và đường thẳng  Để xét vị trí tương đối giữa  và  ta

tính  rồi so sánh với bán kính 

 

 

 

 

 

 

A  

B  

I  H  

d  d  d  

R  
  

  Nếu   không cắt 

  Nếu  tiếp xúc với  tại 

  Nếu  cắt  tại hai điểm phân biệt 

DẠNG 1

VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA ĐƯỜNG THẲNG VỚI MẶT CẦU

Câu 1. Trong  không  gian  ,  cho  đường  thẳng   và  và  mặt  cầu  (S):

. Số điểm chung của  và 
 
là:

A.3. B.0. C. 1 D. 2.

Lời giải

Chọn D

Đường thẳng 
đi qua và có VTCP 

Mặt cầu có tâm và bán kính R=9

Ta có và 
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Vì  nên  cắt mặt cầu 
 
tại hai điểm phân biệt.

Câu 2. Trong  không  gian  ,  cho  đường  thẳng   và  và  mặt  cầu  :

. Số điểm chung của  và  là:

A.0. B.0. C. 2. D. 3.

Lời giải

Chọn A

Đường thẳng  
đi qua và có VTCP 

Mặt cầu có tâm 
 
và bán kính R=2

Ta có 
 
và 

Vì  nên  không cắt mặt cầu 

Câu 3. Trong  không  gian ,  cho  đường  thẳng   và  mặt  cầu.

. Giá trị của   để đường thẳng  không cắt mặt cầu  là:

A. .hoặc B. .hoặc 

C. . D. .

Lời giải

Chọn A

Từ phương trình đường thẳng  và mặt cầu ta có
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Để  không cắt mặt cầu  thì (1) vô nghiệm, hay (1) có .

Câu 4. Trong  không  gian  ,  cho  mặt  cầu   và  đường  thằng

. Giá trị của   để đường thẳng   tiếp xúc mặt cầu  là:

A.  hoặc B.  hoặc .

C. . D. .

Lời giải

Chọn B

Từ phương trình đường thẳng  và mặt cầu ta có

Để  tiếp xúc mặt cầu  thì (1) có nghiệm kép, hay (1) có .

Câu 5. Trong  không  gian  ,  cho  mặt  cầu  và  đường  thẳng

. Giá trị của  để đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt là:

A. . B. .hoặc 

C. .hoặc D. .

Lời giải

Chọn D

Từ phương trình đường thẳng  và mặt cầu ta có
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Để  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt thì (1) có hai nghiệm phân biệt, hay (1) có

.

DẠNG 2

LẬP PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU LIÊN QUAN  ĐẾN ĐƯỜNG THẲNG

PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.

Câu 6. Trong không gian , cho điểm . Phương trình mặt cầu tâm I và tiếp xúc với trục Oy

 là:

A. . B. .

C. . D. .

Lời giải

Chọn D

Gọi M là hình chiếu của  lên Oy, ta có:

 

.

là bán kính mặt cầu cần tìm

Phương trình mặt cầu là: 

Câu 7. Trong không gian , phương trình mặt cầu tâm I(2; 3; -1) sao cho mặt cầu cắt đường thẳng

có phương trình:  tại hai điểm A, B sao cho 
 
là:

A. . B. .

C. . D.
 

.

Lời giải

Chọn D

Đường thẳng đi qua và có VTCP 
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Gọi H là hình chiếu của I trên (d). Có: .

Vậy phương trình mặt cầu: 

Câu 8. Trong  không  gian  ,  biết  mặt  cầu   có  tâm   và  tiếp  xúc  với  mặt  phẳng

 tại điểm . Giá trị của tổng  bằng

A. . B. . C. D. .

Lời giải

Chọn B

 là véc tơ chỉ phương của đường thẳng  

 

Câu 9. Trong không gian , cho điểm  và đường thẳng . Gọi  là mặt

cầu có tâm , tiếp xúc với đường thẳng . Bán kính của  bằng

A. . B. . C. . D. .

Lời giải

Chọn C

Gọi  là hình chiếu của  trên đường thẳng .

Có ; vectơ chỉ phương của  là .

Vì  là hình chiếu vuông góc của  trên  nên 

.

Bán kính của mặt cầu  là .

Câu 10.   Trong không gian với hệ tọa độ cho đường thẳng . Gọi  là mặt

cầu có bán kính , có tâm  thuộc đường thẳng  và tiếp xúc với trục . Biết rằng  có tung độ

dương. Điểm nào sau đây thuộc mặt cầu ?

A. . B. . C. . D. .
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Lời giải

Chọn B

Điểm 
 thuộc đường thẳng  nên có tọa độ dang: 

Vì mặt cầu 
 tiếp xúc với trục  nên 

Với 
 ta có  (Loại).

Với 
 ta có  (Thỏa mãn).

Nên mặt cầu 
có phương trình là: .

Thay tọa độ các điểm trong các phương án vào phương trình mặt cầu, nhận thấy điểm

 thỏa mãn.

Câu 11. Trong không gian với hệ tọa độ , cho hai điểm  và  2; 2;0B 
 và mặt phẳng

. Xét đường thẳng d  thay đổi thuộc  P
 và đi qua B , gọi H  là hình chiếu vuông góc của

A  trên d . Biết rằng khi d  thay đổi thì H  thuộc một đường tròn cố định. Tính bán kính R  của đường tròn

đó.

A. 3R  B. 2R  C. 1R  D. 6R 

Lời giải

Chọn D

Gọi I  là trung điểm của AB  3;2;1I

   3 2 1
; 2 3

3
d I P

 
 

Gọi  S
 là mặt cầu có tâm  3;2;1I

 và bán kính 
3 2

2

AB
R 

Ta có  H S
. Mặt khác  H P

 nên      H C S P  

Bán kính của đường tròn  C
 là 

        2 22 2 ; 3 2 2 3 6R R d I P    
.

Câu 12. Trong  không  gian  Oxyz  mặt  phẳng   : 2 6 3 0P x y z   
 cắt  trục  Oz  và  đường  thẳng

5 6
:

1 2 1

x y z
d

 
 

  lần lượt tại A  và B . Phương trình mặt cầu đường kính AB  là:
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A.      2 2 2
2 1 5 36.x y z     

B.      2 2 2
2 1 5 9.x y z     

C.      2 2 2
2 1 5 9.x y z     

D.      2 2 2
2 1 5 36.x y z     

Lời giải

Chọn B

   0;0;3P Oz A 

Tọa độ của B  là nghiệm của hệ phương trình:

 
2 6 3 0 42 6 3 0
2 10 0 2 4; 2;7 .5 6

2 12 0 71 2 1

x y z xx y z
x y y Bx y z

y z z

        
            

         Gọi I  là trung điểm của

 2; 1;5 4 1 4 3.AB I IA      

Phương trình mặt cầu đường kính AB  là:      2 2 2
2 1 5 9.x y z     

Câu 13. Trong  không  gian  Oxyz ,  cho  đường  thẳng  
  3 2

:
2 1 1

x y z
d

 
 

 và  hai  mặt  phẳng

 : 2 2 0P x y z  
;  : 2 3 5 0Q x y z   

. Mặt cầu  S
 có tâm I  là giao điểm của đường thẳng  d

 

và mặt phẳng  P
. Mặt phẳng  Q

 tiếp xúc với mặt cầu  S
. Viết phương trình mặt cầu  S

.

A.        2 2 2
: 2 4 3 1S x y z     

. B.        2 2 2
: 2 4 3 6S x y z     

.

C. 
       2 2 2 2

: 2 4 3
7

S x y z     
. D.        2 2 2

: 2 4 4 8S x y z     
.

Lời giải

Chọn C

Ta có:  I d  2 ;3 ;2I t t t  
.

         : 2 2 3 2 2 0 1 2;4;3I P P t t t t I         

 Q
 tiếp xúc với  S

 nên 
   2

,
7

R d I Q 
.

Vậy 
       2 2 2 2

: 2 4 3
7

S x y z     
.

Câu 14. Trong không gian , cho các điểm và đường thẳng . Phương

trình mặt cầu có tâm I và cắt đường thẳng d tại hai điểm A, B sao cho tam giác IAB đều là:

A. . B. .

C. . D. .
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Lời giải

Chọn A

Đường thẳng
đi qua và có VTCP 

Ta có 
và 

Gọi H là hình chiếu của I trên (d). Có: .

Xét tam giác IAB, có 

Vậy phương trình mặt cầu là: 

PHẦN II. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ trả lời đáp án.

Câu 15. Trong không gian , Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho điểm 
 
và đường

thẳng d có phương trình . Lập phương trình mặt cầu tâm A, tiếp xúc với d.

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

Đường thẳng đi qua và có VTCP 

Phương trình mặt cầu là : 

Câu 16. Trong không gian , cho đường thẳng  và điểm . Đường thẳng 

d cắt mặt cầu có tâm M, tại hai điểm A, B sao cho . Lập phương trình của mặt cầu .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

 đi qua  và có VTCP ; .

Gọi  là chân đường vuông góc vẽ từ M đến đường thẳng d  MH = .
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Bán kính mặt cầu : .

 PT mặt cầu : 

Câu 17. Trong  không  gian  với  hệ  tọa  độ  ,  cho  điểm   và  mặt  phẳng

. Mặt cầu tâm  tiếp xúc với  tại điểm . Tìm tọa độ điểm .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

Tọa độ điểm  là hình chiếu của điểm  trên mặt phẳng .

Phương trình đường thẳng  qua  và vuông góc với mặt phẳng là: .

Tọa độ điểm  là giao điểm của  và , ta có:

Vậy .

Câu 18. Trong  không  gian  ,  cho  hai  mặt  cầu  ,   có  phương  trình  lần  lượt  là

,  .  Một  đường  thẳng   vuông  góc  với  véc  tơ

 tiếp xúc với mặt cầu  và cắt mặt cầu  theo một đoạn thẳng có độ dài bằng . Tìm

vectơ chỉ phương của .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Có  nên  nằm trong mặt cầu .
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(S2)

(S1)

M

N

H

O

I

Giả sử  tiếp xúc với  tại  và cắt mặt cầu  tại , . Gọi  là trung điểm .

Khi đó  và .

Theo giả thiết .

Có , . Do đó , suy ra , tức  vuông góc 

với đường thẳng .

Đường thẳng  cần tìm vuông góc với véc tơ  và vuông góc với  nên có véc tơ 

chỉ phương .

Câu 19.   Trong không gian , cho mặt cầu  (  là tham số) và

đường thẳng . Biết đường thẳng  cắt mặt cầu  tại hai điểm phân biệt  sao cho

. Tìm giá trị của .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

R

B

I

A HM

Gọi  là trung điểm đoạn thẳng .

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Đường thẳng  đi qua  và có 1 véc tơ chỉ phương .
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Ta có: .

Ta có: .

Câu 20. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz  cho mặt phẳng  : 2 0P z  
,  0;0; 2K 

, đường thẳng

: 
1 1 1

x y z
d  

. Lập phương trình mặt cầu tâm thuộc đường thẳng d  và cắt mặt phẳng  P
 theo thiết diện là

đường tròn tâm K , bán kính 5r  .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 
2 2 2 9x y z  

 P
 có vectơ pháp tuyến  0;0;1n 


.

Viết lại phương trình của đường thẳng d  dưới dạng tham số: 

x t

y t

z t


 
  .

Gọi I  là tâm của mặt cầu cần lập. Vì I d  nên giả sử  ; ;I t t t
. Có  ; ; 2IK t t t    



.

Thiết diện của mặt cầu và mặt phẳng  P
 là đường tròn tâm K  nên ta có  IK P

. Suy ra IK


 và

 0;0;1n 


 cùng phương. Do đó tồn tại số thực k  để 

.0
0

.0
2

2 .1

t k
t

IK kn t k
k

t k

 
        



.

Suy ra  0;0;0I
. Tính được   , 2d I P 

.

Gọi R  là bán kính mặt cầu. Ta có: 
   22 , 3R r d I P     .

Vậy mặt cầu cần tìm có phương trình: 
2 2 2 9x y z   .

Câu 21. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho ba điểm  2;0;0A 
,  0; 2;0B 

,  0;0; 2C 
. Gọi

D  là điểm khác O  sao cho DA , DB , DC  đôi một vuông góc nhau và  ; ;I a b c
 là tâm mặt cầu ngoại tiếp

tứ diện ABCD . Tính S a b c   .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 1S 
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d

A

D

C

M

B

I
G

Gọi d  là trục của ABC , ta có  : 2 0ABC x y z   
.

Do ABC  đều nên d  đi qua trọng tâm 

2 2 2
; ;

3 3 3
G     
   và có VTCP (1;1;1)u 


, suy ra 

2

3
2

:
3
2

3

x t

d y t

z t

  

  

   .

Ta thấy DAB DBC DCA   , suy ra DA DB DC D d     nên giả sử 

2 2 2
; ;

3 3 3
D t t t       
  .

Ta có 

4 2 2 2 4 2 2 2 4
; ; ; ; ; ; ; ;

3 3 3 3 3 3 3 3 3
AD t t t BD t t t CD t t t                           

     

  

Có 
 

2 4 4 4
; ;

. 0 3 3 3 3

2. 0
0;0;0 ( )

3

t D
AD BD

AD CD
t D loai

          
  

 

 

.

Ta có 

2 2 2
; ;

3 3 3
I d I t t t         

  , do tứ diện ABCD  nội tiếp mặt cầu tâm I  nên

1 1 1 1
; ; 1

3 3 3 3
IA ID t I S          

  .

Câu 22. Trong không gian  Oxyz , cho    :2 2 1 0P x y z   
,     0;0;4 , 3;1;2A B

. Một mặt cầu   S

luôn đi qua ,A B  và tiếp xúc với  P
 tại C . Biết rằng, C  luôn thuộc một đường tròn cố định bán kính r . 

Tính bán kính r của đường tròn đó.

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: r 
14 5

3 .
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Ta có  3;1; 2AB 


là véc tơ chỉ phương của đường thẳng AB .

Phương trình tham số của đường thẳng AB là 

3

4 2

x t

y t

z t


 
   .

Giả sử AB cắt  P
tại  3 ; ;4 2T t t t

. Do T 
  7

:2 2 1 0
3

P x y z t


     
.

Khi đó

7 26 7 14 7 14 10 20 10 14
7; ; ; 7; ; ; 10; ;

3 3 3 3 3 3 3 3
T TA TA TB TB

                
     

 

.

Ta có 

2 980 14 5
.

9 3
TC TA TB TC   

.

Điểm C thuộc mặt phẳng  P
và cách điểm T cố định một khoảng 

14 5

3 .

Vậy C  luôn thuộc một đường tròn cố định bán kính r 
14 5

3 .

Cách 2:

Ta có 

  
  

, 7
; 14

, 10

d A PTA
AB

TB d B P
  

.

Giả sử AB cắt  P
tại T . Suy ra A nằm giữa B và T  ( vì ,A B cùng phía so với  P

).

Khi đó ta có

7
14

14

3

10 14

3

7

10

TTB TA

TA TB

A

TB


     








2 980 14 5
.

9 3
TC TA TB TC    

Câu 23. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho ba điểm  6; 0; 0M
,  0; 6; 0N

,  0; 0; 6P
. Hai

mặt cầu có phương trình   2 2 2
1 : 2 2 1 0S x y z x y     

 và   2 2 2
2 : 8 2 2 1 0S x y z x y z      

 cắt
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nhau theo đường tròn  C
. Hỏi có bao nhiêu mặt cầu có tâm thuộc mặt phẳng chứa  C

 và tiếp xúc với ba

đường thẳng MN , NP , PM ?

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: Vô số.

Nếu điểm  ; ;A x y z
 thuộc  C

 thì

2 2 2

2 2 2

2 2 1 0
3 2 0

8 2 2 1 0

x y z x y
x y z

x y z x y z

          
       .

Suy ra phương trình mặt phẳng    chứa đường tròn  C
 là 3 2 0x y z   .

Phương trình mặt phẳng  MNP
 là 6 0x y z    .

Gọi I  là tâm mặt cầu thỏa bài toán, H  là hình chiếu vuông góc của I  trên mặt phẳng  MNP
, J , K ,

L  lần lượt là hình chiếu vuông góc của H  trên các đường thẳng MN , NP , PM . Ta có

IJ IK IL HJ HK HL     .

Suy ra I  thuộc đường thẳng đi qua tâm đường tròn nội tiếp hoặc tâm đường tròn bàng tiếp của tam giác

MNP  và vuông góc với mặt phẳng  MNP
.

Hình chóp .O MNP  là hình chóp đều nên đường thẳng đi qua tâm đường tròn nội tiếp của tam giác MNP

và vuông góc với mặt phẳng  MNP
 cũng chính là đường thẳng d  đi qua O  và vuông góc với mặt 

phẳng  MNP
.

Phương trình đường thẳng d  là x y z  .

Dễ thấy  d 
 suy ra mọi điểm thuộc d  đều là tâm của một mặt cầu thỏa bài toán. Vậy có vô số mặt cầu

có tâm thuộc mặt phẳng chứa  C
 và tiếp xúc với ba đường thẳng MN , NP , PM .

Câu 24. Trong không gian cho mặt phẳng  : 6 0P x z  
 và hai  mặt cầu  

  2 2 2
1 : 25S x y z  

,

 2 :S 2 2 2 4 4 7 0x y z x z      . Biết rằng tập hợp tâm  I  các mặt cầu tiếp xúc với cả hai mặt cầu

L

KJ H

P

N

M

I
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 1S
, 
 2S

 và tâm I  nằm trên  P
 là một đường cong. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong

đó.

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

7

9


Mặt cầu 
 1S

 có tâm  0;0;0O
 và bán kính 1 5R  . Mặt cầu  S

 có tâm  2;0;2E 
 bán kính 2 1R  . 

Ta có 
   1

6
,

2
d O P R 

 và    2E, 2d P R 
, 2 2OE  , 2 1OE R R   nên mặt cầu 

 2S
 nằm 

trong mặt cầu 
 1S

. Như vậy mặt cầu  S
 tâm I  tiếp xúc với cả 

 1S
 và 

 2S
 thì  S

 tiếp xúc trong 

mặt cầu 
 1S

 và tiếp xúc ngoài với 
 2S

. Gọi R  là bán kính của  S
 khi đó ta có hệ

1
1 2

2

6
OI R R

OI EI R R OI EI
EI R R

         
  .

Nhận xét:  2;0;2OE  


 nên OE  vuông góc với  : 6 0P x z  
.

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của O  lên  P
, đặt IH x , điều kiện 0x  . Khi đó ta có 6OI EI 

2 2 2 2 6OH HI EH HI      

2 2 2 7 7
18 2 6

9 3
x x x x        

.

Vậy điểm I  thuộc đường tròn tâm H  bán kính 

7

3
r 

. Nên diện tích hình phẳng giới hạn bởi đường tròn

là: 

2 7

9
S r

 
.
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DẠNG 3

LẬP PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG LIÊN QUAN  ĐẾN MẶT CẦU

PHẦN I. Câu trắc nghiệm nhiều phương án lựa chọn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ chọn một phương án.

Câu 25. Trong không gian với hệ tọa độ , cho điểm , mặt cầu  và mặt

phẳng . Gọi  là đường thẳng đi qua , nằm trong  và cắt mặt cầu  tại hai

điểm  sao cho tam giác  là tam giác đều. Phương trình của đường thẳng  là

A. . B. .

C. . D. .

Lời giải

Chọn D

Mặt cầu  có tâm  bán kính . Tam giác  là tam giác đều có cạnh bằng 2. Gọi

 là trung điểm  ta có , mặt khác . Vậy điểm  trùng 

điểm . Gọi  là vectơ chỉ phương của  ta có:  và  ( với  là vectơ pháp 

tuyến của  vì ).

, chọn .

Vậy  đường  thẳng  
 

đi  qua  ,  có  vectơ  chỉ  phương  có  phương  trình  là:

.
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Câu 26. Trong  không  gian  hệ  tọa  độ  Oxyz ,  cho  hai  điểm     1;1;1 , 2;2;1A B
 và  mặt  phẳng

  : 2 0P x y z  
. Mặt cầu  S

 thay đổi qua ,A B  và tiếp xúc với  P
tại H . Biết H  chạy trên 1 đường

tròn cố định. Tìm bán kính của đường tròn đó.

A. 3 2 . B. 2 3 . C. 3 . D. 

3

2

Lời giải

Có 
(1;1;1), (2;2;1)A B

 


 Phương trình AB: 

1

1

1

x t

y t

z

 
  
 

Gọi 
K  là giao điểm của AB  và  P

 


 
 1; 1;1K  

Có Mặt cầu  S
tiếp xúc với  P

tại H .

  HK  là tiếp tuyến của  S

  
2 . 12 2 3KH KA KB KH   

 
 không đổi

  Biết H  chạy trên 1 đường tròn bán kính 2 3  không đổi

Câu 27. Trong không gian Oxyz , cho mặt cầu 
2 2 2 9x y z    và điểm 

 0 0 0

1

; ; : 1 2

2 3

x t

M x y z d y t

z t

 
  
   . Ba

điểm A , B , C  phân biệt cùng thuộc mặt cầu sao cho MA , MB , MC  là tiếp tuyến của mặt cầu. Biết rằng

mặt phẳng  ABC
 đi qua điểm  1;1;2D

. Tổng 
2 2 2
0 0 0T x y z    bằng

A. 30 . B. 26 . C. 20 . D. 21 .

Lời giải

Chọn B
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* Ta có: 

 0 0 0 0 0 0

1

; ; : 1 2 4

2 3

x t

M x y z d y t x y z

z t

 
      
   .

* Mặt cầu có phương trình 
2 2 2 9x y z     tâm  0;0;0O

, bán kính 3R  .

* MA , MB , MC  là tiếp tuyến của mặt cầu  .MO ABC 

  ABC
 đi qua  1;1;2D

 có véc tơ pháp tuyến  0 0 0; ;OM x y z


 có phương trình dạng:

     0 0 01 1 2 0x x y y z z     
.

* MA  là tiếp tuyến của mặt cầu tại A MOA   vuông tại 
2 2. 9A OH OM OA R    .

Gọi H  là hình chiếu của O  lên  ABC
  OH OM HM 

, ta có:

   0 0 0 0 0 0 0 0
02 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 4
; . 4

x y z x y z z z
d O ABC OH OH OM z

OMx y z x y z

      
      

    .

0 0 04 9 5 13z z z      
.

* Với 
0 5z    0; 1;5 26M T  

nhận do:
 

0 4 9
26;

26

z
OM OH

OM


  

;

     17
: 5 9 0 ;

26
pt ABC y z MH d M ABC      

.

OH HM OM   .

* Với  0 13 6;11; 13z M   
 loại do: 

9
326;

326
OM OH 

;

     335
:6 11 13 9 0 ;

326
ABC x y z MH d M ABC      

.

OH HM OM   .

Câu 28. Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz , cho mặt cầu   2 2 2: 2 2 1 0S x y z x z     
 và

đường thẳng 

2
:

1 1 1

x y z
d


 

 . Hai mặt phẳng    , 'P P
 chứa d  và tiếp xúc với ( )S  tại T , 'T . Tìm tọa độ

trung điểm H của '.TT

A. 

7 1 7
; ;

6 3 6
H   
  . B. 

5 2 7
; ;

6 3 6
H   
  . C. 

5 1 5
; ;

6 3 6
H   
  . D. 

5 1 5
; ;

6 3 6
H   
  .

Lời giải

Chọn C

Mặt cầu  S
 có tâm  1;0; 1I 

, bán kính 1R  .

Đường thẳng d  có vectơ chỉ phương  1;1; 1du  


.
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Gọi K  là hình chiếu của I  trên d , ta có    ;2 ; 1;2 ; 1K t t t IK t t t       


.

Vì IK d  nên    . 0 1 2 1 0 0 1;2;1du IK t t t t IK            
  

.

Phương trình tham số của đường thẳng IK  là 

1 '

2 '

1 '

x t

y t

z t

 
 
  

Khi đó, trung điểm H  của 'TT  nằm trên IK  nên    1 ';2 '; 1 ' ';2 '; 'H t t t IH t t t     


. Mặt khác, ta có:

2 1
. . 1 ' 4 ' ' 1 '

6
IH IK IT IH IK t t t t        
    5 1 5

; ; .
6 3 6

H    
 

Câu 29. Trong  không  gian  với  hệ  trục  tọa  độ  Oxyz ,  cho  điểm  1;1;1E
,  mặt  phẳng

 : 3 5 3 0P x y z   
 và mặt cầu   2 2 2: 4S x y z  

. Gọi   là đường thẳng qua E , nằm trong mặt

phẳng  P
 và cắt  S

 tại 2 điểm phân biệt ,A B  sao cho 2AB  . Phương trình đường thẳng   là

A. 

1 2

2

1

x t

y t

z t

 
  
   . B. 

1 2

1

1

x t

y t

z t

 
  
   . C. 

1 2

3

5

x t

y t

z t

 
  
   . D. 

1 2

1

1

x t

y t

z t

 
  
   .

Lời giải

Chọn D

Δ

RH

B

A

I

  2 2 2: 4S x y z   
Tâm  0;0;0I

; bán kính 2R  .

 : 3 5 3 0P x y z    
véctơ pháp tuyến của    : 1; 3; 5PP n  


.

Gọi H là hình chiếu của I lên 
1

2

AB
AH BH    

.

Xét IAH vuông tại 
2 2 4 1 3H IH IA AH      .

Mặt khác ta có  1;1;1 3IE IE IH    


H E IE   .

Đường thẳng   đi qua  1;1;1E
; vuông góc với IE  và chứa trong  P

 nên:

Véctơ chỉ phương của  :
 ; 8;4;4Pn n IE     

 

.

 véctơ  2; 1; 1u   


 cũng là véctơ chỉ phương của  .
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Phương trình đường thẳng   là: 

1 2

1

1

x t

y t

z t

 
  
   .

Câu 30. Trong  không  gian  với  hệ  tọa  độ  Oxyz ,  cho  mặt  phẳng   : 3 0P x y z   
 và  hai  điểm

 1;1;1M
,  3; 3; 3N   

. Mặt cầu  S
 đi qua M, N và tiếp xúc với mặt phẳng  P

 tại điểm Q . Biết rằng

Q  luôn thuộc một đường tròn cố định. Tìm bán kính của đường tròn đó.

A. 

2 11

3
R 

. B. 6R  . C. 

2 33

3
R 

. D. 4R  .

Lời giải

Chọn B

P)

M

N

Q

I

K

* Đường thẳng MN  có phương trình là: 

1

: 1

1

x t

MN y t

z t

 
  
   .

* Gọi  I MN P 
 khi đó tọa độ điểm I  ứng với t  thỏa mãn:

1 1 1 3 0 2 0 2t t t t t             3;3;3 2 3,  6 3I IM IN   
.

* Do mặt cầu  S
 đi qua M, N và tiếp xúc với đường thẳng IQ  tại điểm Q  nên ta có:

2 2 2 2. . 36 6IQ IM IN KI R IQ IM IN IQ       

Vậy Q  luôn thuộc đường tròn tâm I  bán kính 6R  .

Câu 31. Trong không gian với hệ tọa độ  Oxyz , cho mặt phẳng   : 2 2 3 0P x y z   
 và mặt cầu

     2 2 2: 1 3 9S x y z    
 và đường thẳng 

2 1
:

2 1 2

x y z
d

 
 

 . Cho các phát biểu sau đây:

I. Đường thẳng d  cắt mặt cầu  S
 tại 2 điểm phân biệt.

II. Mặt phẳng 
 P

 tiếp xúc với mặt cầu  S
.

III. Mặt phẳng  P
 và mặt cầu  S

 không có điểm chung.
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IV. Đường thẳng d  cắt mặt phẳng  P
 tại một điểm.

Số phát biểu đúng là:

A. 4 . B. 1. C. 2 . D. 3 .

Lời giải

Chọn D

Mặt cầu  S
 có tâm  1; 3;0I 

, bán kính 3R  .

Phương trình tham số của đường thẳng 

2

: 2

1 2

x t

d y t

z t


  
   .

Xét hệ phương trình 
   

 2

2 2 2

2

2
9 2 6 0 1

1 2

1 3 9

x t

y t
t t

z t

x y z


        
      .

Phương trình (1) có 2 nghiệm phân biệt nên 
d  cắt  S

 tại 2 điểm phân biệt.

    2.1 2. 3 0 3 11
,

3 3
d I P R

   
   

  P
 và  S

 không có điểm chung.

Xét hệ phương trình 

2

2 3

1 2 2

2 2 3 0

x t

y t
t

z t

x y z


      
     . d  cắt  P

 tại một điểm.

Vậy có 3 phát biểu đúng.

Câu 32. Trong  không  gian  Oxyz,  cho  mặt  cầu         2 2 2 2: 1 2 1 3S x y z     
,  mặt  phẳng

 : 3 0P x y z   
 và điểm  1;0; 4N 

 thuộc  P
. Một đường thẳng   đi qua N nằm trong  P

 cắt

 S
 tại hai điểm A,  B thỏa mãn 4AB  . Gọi   1; ;u b c


,   0c 

 là một vecto chỉ phương của   , tổng

b c  bằng

A. 1. B. 3 . C. 1 . D. 45 .

Lời giải
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N

I

K

H
B

A

P

Chọn D

Ta có mặt cầu (S) có tâm  1;2;1I
 bán kính 3R  .

Gọi H và K lần lượt là hình chiếu vuông góc của I lên đường thẳng   và mặt phẳng (P).

Suy  ra  H  là  trung  điểm  của  đoạn  AB  nên  AH  =  2   2 2, 5d I IH IA AH     
 và

   1 2 1 3
, 3

3
IK d I P

  
  

.

Ta có 

 
 

IK P
IK

P

  
    mà IH   KH  

hay  ,KH d K 
 và 

2 2 2KH IH IK   .

Do  IK P
 nên phương trình tham số đường thẳng 

1

: 2

1

x t

IK y t

z t

 
  
     1 ;2 ;1K t t t   

.

Mà    1 2 1 3 0 1 0;3;0K P t t t t K           

Từ đây ta có 

       2 2 3

2 2

, 4 3 4 3
, 2

1

KN u b c c b
KH d K

u b c

            
 





 (*).

Mặt khác ta có   . 0 1 0 1P PP u n u n b c b c            
  

.

Thay vào (*) ta được

       2 2 3 2 2

2 2

2

4 4 4 2 1 1

3 24 48 4 4 4

20 44 0

22( )

2( )

c c c c c

c c c c

c c

c N

c L

         

     

   


  

Suy ra 23 45b b c    .
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Câu 33. Trong  không  gian  Oxyz ,  cho  mặt  cầu         2 2 2
: 2 3 4 14S x y z     

 và  mặt  phẳng

 : 3 2 5 0x y z    
. Biết đường thẳng   nằm trong   , cắt trục Ox  và tiếp xúc với  S

. Vectơ nào

sau đây là vectơ chỉ phương của  ?

A.  4; 2;1u  


. B.  2;0; 1v  


. C.  3;1;0m  


. D.  1; 1;1n  


.

Lời giải

Chọn B

Mặt cầu  S
 có tâm  2;3;4I

 và bán kính 14R  .

Ta có     , 14d I R   
 tiếp xúc với  S

.

Gọi H  là hình chiếu vuông góc của I  lên    1;0;2H 

Gọi  ;0;0A Ox A a 
 và  1;0; 2AH a  



Đường thẳng   nằm trong   , cắt trục Ox  và tiếp xúc với  S
 nên AH n

 

. Tức là

 1 0 4 0 5 4;0; 2a a AH        


 cùng phương với  2;0; 1v  


.

Câu 34. Trong không gian với hệ tọa độ  Oxyz ,  cho mặt phẳng   : 2 2 9 0P x y z   
 và mặt cầu

       2 2 2
: 3 2 1 100S x y z     

. Mặt phẳng  P
 cắt mặt cầu  S

 theo một đường tròn  C
. Tìm tọa

độ tâm K  và bán kính r  của đường tròn  C
 là

A.  3; 2;1K 
, 10r  . B.  1;2;3K 

, 8r  . C.  1; 2;3K 
, 8r  . D.  1;2;3K

, 6r  .

Lời giải

 Mặt cầu  S
 có tâm  3; 2;1I 

; 10R  .

 Khoảng cách từ I đến  P
 là 

   6 4 1 9
; 6

3
IK d I P

  
  

.
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 Đường thẳng qua  3; 2;1I 
 vuông góc với  P

 có phương trình tham số là

3 2

2 2

1

x t

y t

z t

 
  
    khi đó Tọa độ 

tâm K  là nghiệm của hệ phương trình 

 

3 2

2 2
1;2;3

1

2 2 9 0

x t

y t
K

z t

x y z

 
      
     .

 Bán kính: 
2 2 100 36 8r R IK     .

Câu 35. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt phẳng  : 2 2 3 0P x y z   
 và mặt cầu  S

tâm  5; 3;5I 
, bán kính 2 5R  . Từ một điểm A  thuộc mặt phẳng  P

 kẻ một đường thẳng tiếp xúc với

mặt cầu  S
 tại B . Tính OA  biết 4AB  .

A. 11OA  . B. 5OA . C. 3OA . D. 6OA  .

Lời giải

Chọn A

Khoảng cách từ điểm I đến mp(P) là: 

 
2 2 2

5 2.( 3) 2.5 3
;( ) 6

1 ( 2) 2
d I P

   
 

   .

AB  tiếp xúc với ( )S  tại B  nên tam giác AIB  vuông tại B, do đó ta có:

   
2

2 2 2 2 22 5 4 6 ;( )IA IB AB R AB d I P       
 A  là hình chiếu của I lên (P)

Đường thẳng IA đi qua  5; 3;5I 
 có VTCP  ( ) 1; 2;2Pu n  

 

 có phương trình 

5

3 2

5 2

x t

y t

z t

 
  
  

Có ( )A IA P   5 2( 3 2 ) 2(5 2 ) 3 0 2 (3;1;1)t t t t A             11OA  .

Câu 36. Trong  không  gian  ,Oxyz  cho  mặt  cầu  
2 2 2 9x y z    và  điểm   0 0 0; ;M x y z

 thuộc

1

: 1 2

2 3

x t

d y t

z t

 
  
   . Ba điểm A , B , C  phân biệt cùng thuộc mặt cầu sao cho MA , MB , MC  là tiếp tuyến của

mặt cầu. Biết rằng mặt phẳng  ABC
 đi qua  1;1;2D

. Tổng 
2 2 2
0 0 0T x y z    bằng

A. 30 B. 26 C. 20 D. 21

Lời giải

Chọn B

Mặt cầu  S
 có tâm  0;0;0O

 và bán kính R . Gọi  0 0 01 ;1 2 ;2 3M t t t d   
.
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Gỉa sử    ; ;T x y z S
 là một tiếp điểm của tiếp tuyến MT  với mặt cầu  S

. Khi đó 
2 2 2OT MT OM 

            2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 09 1 1 2 2 3 1 1 2 2 3x t y t z t t t t                     

     0 0 01 1 2 2 3 9 0t x t t z       
.

Suy ra phương trình mặt phẳng  ABC
 có dạng      0 0 01 1 2 2 3 9 0t x t y t z      

Do    1;1;2D ABC
 nên  0 01 1 2 2. 2 3 9 0t t t       0 1t   0; 1;5M 

.

Vậy  22 20 1 5 26T     
.

Câu 37. Trong  không  gian  với  hệ  tọa  độ  Oxyz cho  hai  điểm     0;0;3 , 2;0;1A B 
và  mặt  phẳng

 : 2 2 8 0x y z    
. Hỏi có bao nhiêu điểm C trên mặt phẳng   sao cho tam giác ABC đều?

A. 2 . B. 1. C. 0 . D. Vô số.

Lời giải

Gọi  P
 mặt phẳng trung trực của AB , khi đó phương trình của  P

là: 1 0x z   .

Ta có    1;0;1 , 2; 1;2Pn n  
 

 nên 
 , 1;0; 1Pn n    

 

.

Gọi d  là giao tuyến của mặt phẳng  P
với mặt phẳng   . Chọn  1;0; 1du  



và điểm  1;10;0M d
nên phương trình tham số của d là: 

1

10

x t

y

z t

 
 
  .

Do  tam giác  ABC đều  nên  CA CB  hay  C thuộc  mặt  phẳng  trung  trực  của  AB mà   C 
 nên

   C P d  
 suy ra tọa độ C  có dạng  1 ;10;C t t 

.

Do ABC  đều nên AC AB , thay tọa độ các điểm ta có:

           2 2 2 2 2 2
1 0 10 0 3 2 0 0 0 1 3t t             

  2 4 51 0 *t t   

Do phương trình  *
vô nghiệm nên không tồn tại điểm C thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Câu 38. Trong không gian , cho mặt cầu  tâm  bán kính bằng . Gọi ,  là hai điểm

lần lượt thuộc hai trục ,  sao cho đường thẳng  tiếp xúc với , đồng thời mặt cầu ngoại tiếp tứ

diện  có bán kính bằng . Gọi  là tiếp điểm của  và , giá trị  bằng

A. . B. . C. . D. .

Lời giải

Chọn B.

+) Đặt  và .
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Nhận xét:  tiếp xúc  mà  tiếp xúc 

 tiếp xúc  tại tiếp điểm của  và  .

+) .

+) Khi đó có  vuông tại ,  (do , )

 Bán kính mặt cầu ngoại tiếp  bằng bán kính đường tròn ngoại tiếp  bằng 

Suy ra: .

Mà .

.

Thay vào  ta được: .

Ta có .

Câu 39. Trong không gian , cho mặt cầu  tâm  bán kính bằng . Gọi ;  là hai

điểm lần lượt thuộc hai trục ;  sao cho đường thẳng  tiếp xúc với , đồng thời mặt cầu ngoại

tiếp tứ diện  có bán kính bằng . Gọi  là tiếp điểm của  và , giá trị  bằng

A. . B. . C. . D. .

Lời giải

Chọn A.

Cách 1:

Ta có :  nên mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm , đồng thời

đường thẳng  tiếp xúc với  cũng tại điểm  do 

Gọi ; , 

Do  nên .
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Phương trình mặt phẳng trung trực đoạn 

Phương trình mặt phẳng trung trực đoạn 

Phương trình mặt phẳng trung trực đoạn 

Do đó tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  là 

Theo giả thuyết cầu ngoại tiếp tứ diện  có bán kính bằng  nên 

Vì  nên chọn , suy ra 

Khi đó .

Cách 2: 

Dễ thấy mặt cầu  tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm , đồng thời đường thẳng  tiếp

xúc với  cũng tại điểm  do 

Gọi ; .

Do  nên .

Gọi  là trung điểm  và  thuộc đường thẳng  vuông góc với  tại điểm

. Phương trình  là 

Tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  là điểm .
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Theo giả thiết ta có hệ: 

Với  ta được .

Với  ta được .

PHẦN II. Câu trắc nghiệm trả lời ngắn. Mỗi câu hỏi thí sinh chỉ trả lời đáp án.

Câu 40. Trong không gian với  hệ trục  ,Oxyz cho mặt cầu    2 2 2: 2 4 6 13 0S x y z x y z      
 và

đường thẳng 

1 2 1
:

1 1 1

x y z
d

  
 

. Điểm    ; ; , 0M a b c a 
 nằm trên đường thẳng d  sao cho từ M  kẻ

được  ba  tiếp  tuyến  , ,MA MB MC đến  mặt  cầu   S
 ( , ,A B C  là  các  tiếp  điểm)  và  

 060AMB  ,

 060BMC  , 
 0120CMA  . Tính 

3 3 3a b c  .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

3 3 3 112

9
a b c  
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H
M

A

I

C

Mặt cầu  S
 có tâm  1;2; 3I 

 và bán kính 
 22 21 2 3 13 3 3R      

Gọi  C
 là đường tròn giao tuyến của mặt phẳng  ABC

 và mặt cầu  S
.

Đặt MA MB MC x    khi đó ; 2; 3AB x BC x CA x    do đó tam giác ABC  vuông tại B  nên 

trung điểm H của AC  là tâm đường tròn  C
 và , ,H I M  thẳng hàng.

Vì 
 0120AMC   nên tam giác AIC  đều do đó 3x R  3x   suy ra 2 2 6IM AM x   .

Lại có M d  nên    1 ; 2 ;1 , 1M t t t t     
 mà 6IM   nên      2 2 2

2 4 4 36t t t     

23 4 0t t  

0

4

3

t

t



 
 .

Mà a > 0 nên 

4

3
t 

 suy ra 

1 2 7
; ;

3 3 3
H
  
   nên 

3 3 3 112

9
a b c  

.

Câu 41. Trong không gian , cho mặt cầu  tâm , bán kính bằng 2. Gọi  là hai điểm

lần lượt thuộc hai trục  sao cho đường thẳng  tiếp xúc với , đồng thời mặt cầu ngoại tiếp tứ

diện  có bán kính bằng . Gọi  là tiếp điểm của  và , tính giá trị . 

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 
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Gọi .

Ta có  nên  tiếp xúc với mặt phẳng  tại điểm  và  cũng đi qua

.

Lại  có   và  3  điểm   thẳng  hàng  nên  ta  được:

.

Tứ diện  có  và  vuông tại  nên nếu gọi  là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện

 thì .

Suy ra bán kính mặt cầu ngoại tiếp tứ diện  bằng bán kính đường tròn ngoại tiếp .

Ta có  (với  bán kính đường tròn ngoại tiếp ).

.

Đặt .

Từ (1|) và (2) ta có hệ .

Từ (4) ta được: 

.

Suy ra . 

Vậy .

Câu 42. Trong không gian  cho mặt cầu  tâm  bán kính bằng 3. Gọi  là hai điểm

lần lượt thuộc 2 trục  sao cho đường thẳng  tiếp xúc với , đồng thời mặt cầu ngoại tiếp tứ

diện  có bán kính bằng . Gọi  là tiếp điểm của  và , Tính giá trị .

Trả lời: ………………..
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Lời giải

Đáp án: 

 tiếp xúc với .

Gọi 

 tiếp xúc với  tại  nên  là hình chiếu của  lên .

Suy ra .

Gọi  là trung điểm .

Gọi  là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện .

Gọi  là trung điểm 

Mà .

Ta có 

.

 cùng phương  nên 

Từ  và  suy ra 
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 thẳng hàng 

Từ 

Ta có 

+ Trường hợp 1: .

.

.

+ Trường hợp 2: .

.

.
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Câu 43. Trong  không  gian  với  hệ  tọa  độ  ,Oxyz cho  phương  trình  mặt  cầu:

   2 2 2: 2 2 2 3 0mS x y z m x my mz m        
. Biết rằng với mọi số thực m  thì  mS

 luôn chứa

một đường tròn cố định. Tính bán kính r  của đường tròn đó.

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

4 2

3
r 

Mặt cầu  mS
 có tâm 

2
; ;

2

m
I m m

   
   và bán kính 

29 8 16

2

m m
R

 


.

Với 1m , 2m  tùy ý và khác nhau, ta được hai phương trình mặt cầu tương ứng:

   
   

2 2 2
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 3 0     1

2 2 2 3 0   2

x y z m x m y m z m

x y z m x m y m z m

         


         .

Lấy  1
 trừ  2

 theo vế, ta được:

       1 2 1 2 1 2 1 22 2 0m m x m m y m m z m m       

   1 2 . 2 2 1 0m m x y z     

 2 2 1 0  3x y z    
.

Dễ thấy  3
 là phương trình tổng quát của mặt phẳng.

  Họ mặt cầu   mS
có giao tuyến là đường tròn nằm trên mặt phẳng   P

 cố định có phương trình:

2 2 1 0x y z    .

Mặt khác, đặt 

 
 22 2

2
2 2 1

9 42
,

61 2 2

m
m m

m
d d I P

     
    

  
.

 22
2 2 2 9 49 8 16 32

 
4 36 9

mm m
r R d m

  
       

. 

Vậy 

4 2

3
r 

.

Câu 44. Trong không gian với hệ trục tọa độ  , cho đường thẳng  , điểm

 và mặt cầu . Gọi  là đường thẳng đi qua  cắt
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đường thẳng  tại , cắt mặt cầu tại  sao cho và điểm  có hoành độ là số nguyên. Lập phương

trình mặt phẳng trung trực đoạn .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

 là đường thẳng đi qua  cắt đường thẳng  tại  suy ra tọa độ .

Trường hợp 1:

suy ra 

Do  nên

, phương trình vô nghiệm

Trường hợp 2:

Suy ra 

Do  nên

.

Điểm  có hoành độ là số nguyên nên ; .

Mặt phẳng trung trực đoạn 
 đi qua trung điểm  và có một véc tơ pháp tuyến

 nên có phương trình 
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Câu 45. Trong không gian  cho , điểm . Gọi  là

đường thẳng di động luôn đi qua  và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Tiếp điểm  di động trên đường

tròn  có tâm . Gọi , tính giá trị của .

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

N

I

J

M

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Có , nên  thuộc miền ngoài của mặt cầu .

Có  tiếp xúc mặt cầu  tại , nên  tại .

Gọi  là điểm chiếu của  lên .

Có . Suy ra  (không đổi),  cố định.

Suy ra  thuộc  cố định và mặt cầu , nên  thuộc đường tròn  tâm .

Gọi , có 

, . Vậy .

Câu 46. Trong không gian với hệ tọa độ , cho mặt cầu  và

đường  thẳng   là  giao  tuyến  của  hai  mặt  phẳng   và
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. Khi đó  thay đổi các giao điểm của  và  nằm trên một đường tròn cố

định. Tính bán kính  của đường tròn đó.

Trả lời: ………………..

Lời giải

Đáp án: 

Q
P

N

B

A

I

K

H

Giả sử đường thẳng  cắt mặt cầu tại hai điểm .

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Đường thẳng  thỏa  nên các giao điểm 

của  và  thuộc đường tròn giao tuyến giữa  và .

 nên .
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