B.   h×nh häc

ch­¬ng 1 ( khèi ®a diÖn vµ thÓ tÝch cña chóng
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A.  KiÕn thøc cÇn nhí

I.  Kh¸i niÖm khèi ®a diÖn
1. Khèi ®a diÖn. Khèi chãp, khèi l¨ng trô
§Þnh nghÜa 

[image: image340.wmf]H×nh ®a diÖn (gäi t¾t lµ ®a diÖn) lµ h×nh gåm mét sè h÷u h¹n ®a gi¸c ph¼ng tho¶ m·n hai ®iÒu kiÖn:
a. Hai ®a gi¸c bÊt k× hoÆc kh«ng cã ®iÓm chung, hoÆc cã mét ®Ønh chung, hoÆc cã mét c¹nh chung.

b. Mçi c¹nh cña ®a gi¸c lµ c¹nh chung cña ®óng hai ®a gi¸c.

§Þnh nghÜa 
[image: image341.wmf]H×nh ®a diÖn vµ phÇn bªn trong cña nã gäi lµ khèi ®a diÖn.

Ph©n chia vµ l¾p ghÐp c¸c khèi ®a diÖn
KÕt qu¶ 
[image: image342.wmf]Mçi khèi ®a diÖn bÊt k× lu«n cã thÓ ph©n chia ®­îc thµnh c¸c khèi tø diÖn (b»ng nhiÒu c¸ch kh¸c nhau).

II. ThÓ tÝch cña khèi ®a diÖn
2. ThÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt

§Þnh lÝ 1:  ThÓ tÝch cña mét khèi hép ch÷ nhËt b»ng tÝch sè cña ba kÝch th­íc.

Nh­ vËy:

· Víi khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th­íc lµ a, b, c th× V = abc.

· Khèi lËp ph­¬ng cã c¹nh b»ng a th× V = a3.

3. ThÓ tÝch cña khèi chãp

§Þnh lÝ 2:  ThÓ tÝch cña khèi chãp b»ng 
[image: image343.bmp] tÝch cña diÖn tÝch ®¸y vµ chiÒu cao.
Nh­ vËy, víi khèi chãp cã diÖn tÝch ®¸y b»ng b vµ chiÒu cao b»ng h ta cã:

V = 
[image: image2.wmf]3

1

b.h.

4. ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô

§Þnh lÝ 2:  ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô  b»ng tÝch cña diÖn tÝch ®¸y vµ chiÒu cao.
Nh­ vËy, víi khèi l¨ng trô cã diÖn tÝch ®¸y b»ng b vµ chiÒu cao b»ng h ta cã:

V = b.h.

B  Ph­¬ng ph¸p gi¶i c¸c d¹ng to¸n liªn quan

D¹ng to¸n 1: TÝnh thÓ tÝch
Ph­¬ng ph¸p

§Ó tÝnh thÓ tÝch cña mét khèi chãp, khèi l¨ng trô (gäi chung lµ (H)) ta th­êng thùc hiÖn theo c¸c b­íc:
B­íc 1: X¸c ®Þnh c¸c yÕu tè cña gi¶ thiÕt (nh­ kho¶ng c¸ch, gãc gi÷a ®­êng th¼ng víi mÆt ph¼ng, gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng ...) theo c¸c ph­¬ng ph¸p ®· biÕt.

B­íc 2: ThiÕt lËp c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch V cho (H).
B­íc 3: Dùa vµo c«ng thøc, ta ph©n tÝch V thµnh c¸c biÓu thøc chøa nh÷ng ®o¹n th¼ng ph¶i tÝnh.

B­íc 4: TÝnh ®é dµi nh÷ng ®o¹n th¼ng Êy b»ng c¸ch sö dông c¸c hÖ thøc l­îng trong tam gi¸c, tÝnh chÊt ®ång d¹ng ... 

B­íc 5: Suy ra gi¸ trÞ cña V.


 Chó ý: 1.   Víi khèi ®a diÖn kh¸c chóng ta sö dông kiÕn thøc vÒ viÖc ph©n chia vµ l¾p ghÐp c¸c khèi ®a diÖn.

2.  Do ®Æc thï cña c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch mét khèi hép ch÷ nhËt chóng ta gi¶m thiÓu n¨m b­íc trong d¹ng to¸n 1 ë phÇn më ®Çu thµnh c¸c b­íc:

B­íc 1: ThiÕt lËp c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch V cho (H).
(1)
B­íc 2: Dùa vµo gi¶ thiÕt tÝnh nh÷ng gi¸ trÞ trong V.
(2)

B­íc 3: Thay (2) vµo (1), ta ®­îc gi¸ trÞ cña V.

ThÝ dô 1. TÝnh thÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th­íc lµm thµnh cÊp sè nh©n víi c«ng béi lµ 2 vµ tæng cña chóng b»ng 42.
( Gi¶i

Gäi a, b, c lµ ba kÝch th­íc cña h×nh hép ch÷ nhËt, ta cã:

V = abc.







(3)
Tõ gi¶ thiÕt a, b, c theo thø tù ®ã chóng lËp thµnh mét cÊp sè nh©n víi c«ng béi b»ng 2 vµ tæng cña chóng b»ng 42, ta cã:
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(4)

Thay (4) vµo (3) ta ®­îc V = 6.12.24 = 1728 (®vtt).

 NhËn xÐt: a. Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt vµ khèi lËp ph­¬ng trªn chóng ta ®· thùc hiÖn ®óng theo ba b­íc ®­îc nªu trong phÇn ph­¬ng ph¸p. 

b.   Do ®Æc thï cña c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch mét khèi chãp chóng ta cô thÓ n¨m b­íc trong d¹ng to¸n 1 ë phÇn më ®Çu thµnh c¸c b­íc:

B­íc 1: X¸c ®Þnh c¸c yÕu tè cña gi¶ thiÕt (nh­ kho¶ng c¸ch, gãc gi÷a ®­êng th¼ng víi mÆt ph¼ng, gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng ...) theo c¸c ph­¬ng ph¸p ®· biÕt.

B­íc 2: ThiÕt lËp c«ng thøc tÝnh cho thÓ tÝch V th«ng qua biÓu thøc chøa nh÷ng ®o¹n th¼ng ph¶i tÝnh.
(1)

B­íc 3: TÝnh ®é dµi nh÷ng ®o¹n th¼ng Êy b»ng c¸ch sö dông c¸c hÖ thøc l­îng trong tam gi¸c, tÝnh chÊt ®ång d¹ng ... 





(2)

B­íc 4: Thay (2) vµo (1), ta ®­îc gi¸ trÞ cña V.

ThÝ dô 2. TÝnh thÓ tÝch h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD cã:
a. DiÖn tÝch ®¸y b»ng 4 vµ diÖn tÝch cña mét mÆt bªn b»ng 
[image: image6.wmf]2

.
b. AC = 
[image: image7.wmf]2

 vµ 
[image: image8.wmf]·
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 = 600.
( Gi¶i

a. Gäi O lµ t©m cña ®¸y ABCD, ta cã:

V = 
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(1)

Gäi M lµ trung ®iÓm AB, ta lÇn l­ît cã:

S(ABCD = AB2 = 4 ( AB = 2.

S(SAB = 
[image: image11.wmf]1
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Thay (2) vµo (1) ta ®­îc V = 
[image: image15.wmf]4
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 (®vdt).
b. Gäi O lµ t©m cña ®¸y ABCD, ta cã:

V = 
[image: image16.wmf]ABCD
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(3)

Gäi M lµ trung ®iÓm AB, ta lÇn l­ît:

· Trong (ABC vu«ng c©n t¹i B, ta cã 
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· Trong (SMA vu«ng t¹i M, ta cã:
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· Trong (SOM vu«ng t¹i O, ta cã:
SO2 = SM2 ( OM2 = 
[image: image22.wmf]62
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(5)

Thay (4), (5) vµo (3) ta ®­îc V = 
[image: image23.wmf]3
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 (®vtt).

 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña c¸c khèi chãp tø gi¸c ®Òu trªn chóng ta ®· thùc hiÖn ®óng theo bèn b­íc ®­îc nªu trong phÇn ph­¬ng ph¸p, víi l­u ý d¹ng h×nh chãp nµy lu«n nhËn SO lµm ®­êng cao.

ThÝ dô 3. a.  Cho h×nh chãp tam gi¸c ®Òu cã c¹nh ®¸y b»ng 
[image: image24.wmf]3

 vµ c¹nh bªn t¹o víi mÆt ph¼ng ®¸y mét gãc 600. TÝnh thÓ tÝch cña h×nh chãp.
b.  Cho h×nh chãp tam gi¸c cã c¸c c¹nh ®¸y b»ng 6, 8, 10. Mét c¹nh bªn cã ®é dµi b»ng 4 vµ t¹o víi ®¸y mét gãc 600. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp.
( Gi¶i

a. XÐt khèi chãp tam gi¸c ®Òu S.ABC tháa m·n ®iÓu kiÖn ®Çu bµi. 

Gäi G lµ träng t©m (ABC, suy ra SG ( (ABC) nªn:

V = 
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(1)

Trong (SGA vu«ng t¹i G, ta cã:

[image: image27.wmf]·
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SG = AG.tan
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Thay (2) vµo (1) ta ®­îc:

V = 
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b. XÐt khèi chãp tam gi¸c S.ABC tháa m·n ®iÓu kiÖn ®Çu bµi víi AB = 6, AC = 8,    BC = 10, SA = 4 vµ t¹o víi ®¸y mét gãc 600. 
Gäi H lµ h×nh chiÕp vu«ng gãc cña S xuèng (ABC), ta cã:

V = 
[image: image34.wmf]ABC

1

S.SH

3

D

.



(3)

Ta lÇn l­ît:

· Trong (ABC, ta cã:
AB2 + AC2 = 62 + 82 = 100 = 102 = BC2 

( (ABC vu«ng t¹i A ( 
[image: image35.wmf]ABC
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(4)

· Trong (SHA vu«ng t¹i H, ta cã 
[image: image36.wmf]·
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 = g(SA, (ABC)) = 600 nªn:

SH = 
[image: image37.wmf]·
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Thay (4), (5) vµo (3) ta ®­îc V = 
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
 NhËn xÐt:  Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña c¸c khèi chãp trªn chóng ta ®· thùc hiÖn ®óng theo bèn b­íc ®­îc nªu trong phÇn ph­¬ng ph¸p, tuy nhiªn:

· ë c©u a) chóng ta dÔ dµng x¸c ®Þnh ®­îc ®­êng cao (mäi h×nh chãp ®a gi¸c ®Òu cã ®­êng cao lµ ®o¹n th¼ng nèi ®Ønh víi t©m cña ®¸y) vµ c«ng thøc tÝnh diÖn tÝch ®¸y.

· ë c©u b) b»ng viÖc gäi H lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña S trªn mÆt ph¼ng (ABC) chóng ta ®· thùc hiÖn ®­îc hai môc ®Ých lµ "X¸c ®Þnh ®­îc gãc gi÷a SA víi (ABC) vµ ®­êng cao SH cña h×nh chãp". Ngoµi ra, nÕu c¸c em häc sinh kh«ng biÕt ®¸nh gi¸ ®Ó nhËn ®­îc (ABC vu«ng t¹i A th× còng cã thÓ tÝnh ®­îc diÖn tÝch (ABC b»ng c«ng thøc Hªr«ng.
ThÝ dô 4. Cho  h×nh chãp S.ABC cã ®¸y ABC lµ mét tam gi¸c vu«ng c©n   AB = AC = a. MÆt bªn (SBC) vu«ng gãc víi mÆt ®¸y (ABC), hai mÆt bªn cßn lai ®Òu t¹o víi ®¸y m«t gãc 450.
a. Chøng minh r»ng h×nh chiÕu vu«ng gãc cña S xuèng ®¸y (ABC) lµ trung ®iÓm c¹nh BC.

b. TÝnh thÓ tÝch h×nh chãp S.ABC.
( Gi¶i

a. H¹ SH vu«ng gãc víi BC th× cïng víi c¸c ®iÒu kiÖn:
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H¹ HM, HN theo thø tù vu«ng gãc víi AB vµ AC (M, N theo thø tù sÏ lµ trung ®iÓm cña AB, AC), ta cã:

SM ( AB ( 
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Tõ ®ã, ta ®­îc:

(SHM = (SHN ( HM = HN ( (BHM = (CHN ( HB = HC.

VËy, h×nh chiÕu vu«ng gãc cña S xuèng (ABC) lµ trung ®iÓm c¹nh BC.

b. Trong (SHM vu«ng t¹i H, ta cã:
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Tõ ®ã, suy ra:

V = 
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
 NhËn xÐt:  a.  Trong lêi gi¶i trªn chóng ta ®· sö dông kÕt qu¶:

"NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi nhau th× bÊt cø ®­êng th¼ng a nµo thuéc mÆt ph¼ng (P), vu«ng gãc víi giao tuyÕn cña (P) vµ (Q) sÏ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (Q)" 

®Ó x¸c ®Þnh ®­êng cao cña h×nh chãp. C¸c em häc sinh cÇn nhí thªm kÕt qu¶:

"Hai mÆt ph¼ng c¾t nhau cïng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng thø ba th× giao tuyÕn cña chóng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng thø ba"

b.  Do ®Æc thï cña c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch mét khèi l¨ng trô chóng ta cô thÓ n¨m b­íc trong d¹ng to¸n 1 ë phÇn më ®Çu thµnh c¸c b­íc:

B­íc 1: X¸c ®Þnh c¸c yÕu tè cña gi¶ thiÕt (nh­ kho¶ng c¸ch, gãc gi÷a ®­êng th¼ng víi mÆt ph¼ng, gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng ...) theo c¸c ph­¬ng ph¸p ®· biÕt.

B­íc 2: ThiÕt lËp c«ng thøc tÝnh cho thÓ tÝch V th«ng qua biÓu thøc chøa nh÷ng ®o¹n th¼ng ph¶i tÝnh.
      (1)

B­íc 3: TÝnh nh÷ng ®o¹n th¼ng Êy b»ng c¸ch sö dông c¸c hÖ thøc l­îng trong tam gi¸c, tÝnh chÊt ®ång d¹ng...  (2)

B­íc 4: Thay (2) vµo (1), ta ®­îc gi¸ trÞ cña V.

ThÝ dô 5. §¸y cña mét h×nh l¨ng trô lµ mét h×nh thoi c¹nh b»ng a vµ gãc nhän b»ng (, c¹nh bªn cã dµi b»ng b vµ t¹o víi ®¸y mét gãc (. TÝnh thÓ tÝch cña l¨ng trô.
( Gi¶i

Gäi h lµ ®é dµi ®­êng cao cña hép, ta cã:

V = B.h.




    (1)

Ta lÇn l­ît:

· DiÖn tÝch ®¸y cña nã h×nh hép ®­îc cho bëi:

B = 2S(ABD = 
[image: image52.wmf]·
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· Gäi H lµ h×nh chiÕp vu«ng gãc cña A' xuèng (ABCD), ta cã:


[image: image54.wmf]·

A'AH

=b

 ( 
[image: image55.wmf]·

hA'HA'A.sinA'AHb.sin

===b

.


(3)
Thay (2), (3) vµo (1), ta ®­îc V = 
[image: image56.wmf]2
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
 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh ®­îc thÓ tÝch khèi l¨ng trô trªn chóng ta cÇn x¸c ®Þnh ®­îc gãc gi÷a c¹nh bªn vµ ®¸y (gãc gi÷a ®­êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng). Víi diÖn tÝch h×nh thoi chóng ta ®· sö dông ®Þnh lÝ hµm sè sin. 

ThÝ dô 6. Cho khèi l¨ng trô tam gi¸c ABC.A’B’C’, mÆt bªn ABB’A’ cã diÖn tÝch b»ng S. Kho¶ng c¸ch gi÷a c¹nh CC’ vµ mÆt (ABB’A’) b»ng d. TÝnh thÓ khèi tÝch l¨ng trô.
( Gi¶i

Ta dùng khèi hép ABCD.A’B’C’D’, khi ®ã:
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(1)

trong ®ã:
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h = d((CDD1C1).(ABB1A1)) = d(CC1.(ABB1A1)) = d.


(3)

Thay (2), (3) vµo (1), ta ®­îc 
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D¹ng to¸n 2: Dïng c¸ch tÝnh thÓ tÝch ®Ó gi¶i to¸n

Ph­¬ng ph¸p

Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc:
B­íc 1: Dïng hai c¸ch ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña khèi ®a diÖn (H), cô thÓ:
V(H) = f vµ V(H) = g.
B­íc 2: Tõ ®ã, suy ra f = g.
ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD cã ®iÓm O n»m trong tø diÖn vµ c¸ch ®Òu c¸c mÆt cña tø diÖn mét kho¶ng lµ r. Gäi hA, hB, h​C, hD lÇn l­ît lµ kho¶ng c¸ch tõ c¸c ®iÓm A, B, C, D ®Õn c¸c mÆt ®èi diÖn. Chøng minh r»ng:
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( Gi¶i

Ta lÇn l­ît cã:
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t­¬ng tù, ta cã 
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Tõ ®ã, suy ra:
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D¹ng to¸n 3: TØ sè thÓ tÝch

Ph­¬ng ph¸p

§Ó tÝnh tØ sè thÓ tÝch hai phÇn cña mét khèi ®a diÖn (H) ®­îc ph©n chia bëi mét mÆt ph¼ng (() ta lùa chän mét trong hai c¸ch:

C¸ch 1: Ta thùc hiÖn theo c¸c b­íc:

B­íc 1: Dùng thiÕt diÖn t¹o bëi (() vµ (H).

B­íc 2: Dïng ph­¬ng ph¸p tÝnh thÓ tÝch ®· biÕt ®Ó tÝnh c¸c thÓ tÝch V1 vµ V​2 cña 2 h×nh (H1) vµ (H2) cña (H) do (() c¾t ra.

B­íc 3: TÝnh 
[image: image71.wmf]2
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C¸ch 2: Sö dông kÕt qu¶:

"Trªn ba tia kh«ng ®ång ph¼ng Sx, Sy, Sz lÊy lÇn l­ît c¸c cÆp ®iÓm A vµ A1, B vµ B1, C vµ C1 khi ®ã ta lu«n cã:


[image: image72.wmf]1
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(*)


 Chó ý: Dùa vµo kÕt qu¶ (*) chóng ta nhËn thªm ®­îc mét c¸ch tÝnh thÓ tÝch.

ThÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD cã thÓ tÝch b»ng V. Gäi B' vµ D' lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ AD. MÆt ph¼ng (CB'D') chia khèi tø diÖn thµnh hai phÇn. TÝnh thÓ tÝch mçi phÇn ®ã.
( Gi¶i

Ta lÇn l­ît cã:


[image: image74.wmf]A.B'CD'

A.BCD

V

AB'ACAD'

..

VABACAD

=

 = 
[image: image75.wmf]1

4

 ( VAB'CD' = 
[image: image76.wmf]V
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VCB'D'DB = VABCD ( VAB'CD' = V ( 
[image: image77.wmf]V

4

 = 
[image: image78.wmf]3V
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.


 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña c¸c khèi ®a diÖn trªn chóng ta ®· sö dông tØ sè thÓ tÝch. C¸c thÝ dô tiÕp theo vÉn minh häa ph­¬ng ph¸p nµy nh­ng víi ®é phøc t¹p cao h¬n.
ThÝ dô 2. Cho h×nh chãp S.ABC cã ®­êng cao SA = a, ®¸y lµ tam gi¸c vu«ng c©n AB = BC = a. Gäi B' lµ trung ®iÓm cña SB, C' lµ ch©n ®­êng cao h¹ tõ A cña (SAC.
a. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.ABC.

b. Chøng minh r»ng SC vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (AB'C').

c. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.AB'C'.

( Gi¶i

a. Ta cã:

VS.ABC = 
[image: image79.wmf]ABC

1

SA.S

3

D

 = 
[image: image80.wmf]2
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 = 
[image: image81.wmf]3
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b. Ta cã:


[image: image82.wmf]BCAB
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 ( BC ( (SAB) ( BC ( AB'.
(1)

Ngoµi ra, v× (SAB c©n t¹i A nªn SB ( AB'.

(2)

Tõ (1) vµ (2) suy ra:

AB' ( (SBC) ( AB' ( SC 
[image: image83.wmf]AC'SC
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 SC ( (AB'C'), ®pcm.

c. Sö dông tØ sè thÓ tÝch vµ hÖ thøc l­îng trong tam gi¸c vu«ng, ta cã:


[image: image84.wmf]S.AB'C'

S.ABC

V

SASB'SC'

..

VSASBSC

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image85.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image89.wmf]1
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[image: image90.wmf]S.ABC
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image91.wmf]3
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
 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña c¸c khèi hép chãp S.AB’C’ chóng ta sö dông tØ sè thÓ tÝch, vµ trong ®ã cÇn mét thñ thuËt nhá ®Ó tÝnh tØ sè SC’:SC. Trong tr­êng hîp c¸c em häc sinh kh«ng biÕt tíi c¸ch gi¶i nµy th× cÇn sö dông ph­¬ng ph¸p truyÒn thèng, cô thÓ:
· Sö dông kÕt qu¶ c©u b) suy ra SC’ lµ ®­êng cao cña h×nh chãp S.AB’C’. Vµ sö dông tÝnh chÊt vÒ quan hÖ vu«ng gãc chøng tá (AB’C’ bu«ng t¹i B’. 
Tõ ®ã, suy ra:
VS.AB'C' = 
[image: image93.wmf]AB'C'

1

SC'.S

3

D

 = 
[image: image94.wmf]1

.SC'.AB'.B'C'

6

.

(3)

· TÝnh c¸c ®é dµi SC’, AB’, B’C’ dùa trªn hÖ thøc l­îng trong tam gi¸c vu«ng vµ tam gi¸c ®ång d¹ng.


(4)

· Thay (4) vµo (3) ta nhËn ®­îc thÓ tÝch h×nh chãp S.AB’C’.
ThÝ dô 3. Cho tø diÖn ABCD cã thÓ tÝch V. H·y tÝnh thÓ tÝch cña h×nh tø diÖn cã ®Ønh lµ träng t©m c¸c mÆt cña tø diÖn ®· cho.
( Gi¶i

Víi tø diÖn ABCD, gäi G1, G2, G3, G4, G theo thø tù lµ träng t©m cña (ABC, (ABD, (ACD, (BCD vµ tø diÖn ABCD.

Khi ®ã, víi phÐp vÞ tù t©m G tØ sè 
[image: image95.wmf]1
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Tõ ®ã, suy ra:
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
 NhËn xÐt: Nh­ vËy, ®Ó tÝnh thÓ tÝch cña tø diÖn G1G2G3G4 chóng ta sö dông tØ sè thÓ tÝch, vµ trong ®ã c¸c tØ sè ®­îc tÝnh b»ng viÖc sö dông tÝnh chÊt cña phÐp vÞ tù. 

C.  C¸c bµi to¸n chän läc

VÝ dô 1: (§Ò thi ®¹i häc khèi B ( 2004): Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu SABCD cã c¹nh ®¸y b»ng a, gãc gi÷a c¹nh bªn vµ mÆt ®¸y b»ng ( (00 < ( < 900). 
a. TÝnh tang cña gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (SAB) vµ (ABCD) theo (. 

b. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp SABCD theo a vµ (.

( Gi¶i

Gäi O lµ t©m h×nh vu«ng ABCD vµ M lµ trung ®iÓm AB, ta cã ngay:

SO ( (ABCD) ( 
[image: image99.wmf]ˆ

SAO

 = (.

a. Ta cã:

SM ( AB ( ((SAB), (ABCD)) = 
[image: image100.wmf]ˆ

SMO

.
Trong (SAO, ta cã SO = AO.tan
[image: image101.wmf]ˆ

SAO

 = 
[image: image102.wmf]a2

2

tan(.
Trong (SMO, ta cã tan
[image: image103.wmf]ˆ

SMO

 = 
[image: image104.wmf]SO

MO

 = 
[image: image105.wmf]2

tan(.
b. Ta cã:

V = 
[image: image106.wmf]1

3

SO.SABCD = 
[image: image107.wmf]3

a2

6

.tan(.

VÝ dô 2: Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu cã c¹nh ®¸y b»ng a vµ chiÒu cao b»ng h. TÝnh thÓ tÝnh h×nh lËp ph­¬ng cã mét mÆt thuéc mÆt ®¸y cña h×nh chãp cßn mÆt ®èi diÖn cã c¸c ®Ønh n»m trªn c¹nh cña h×nh chãp.

( Gi¶i

Víi h×nh chãp S.ABCD (h×nh bªn), ta cã AB = a, SO = h.

Gäi x lµ ®é dµi c¹nh cña khèi lËp ph­¬ng néi tiÕp h×nh chãp, ta cã:


[image: image108.wmf]M'N'SM'SBBM'BM'MM'
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[image: image109.wmf]xx
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[image: image110.wmf]ah
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Khi ®ã, thÓ tÝch cña khèi lËp ph­¬ng ®ã lµ:

V = x3 = 
[image: image111.wmf]3
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VÝ dô 3: TÝnh thÓ tÝch khèi hép ch÷ nhËt ABCD. A’B’C’D’ cã AB = a, AB hîp víi mÆt ph¼ng (A’D’CB) mét gãc ( vµ 
[image: image112.wmf]·

BAC'

 = (.
( Gi¶i

Ta cã:

V = AB.BC.AA’.



(1)

Ta lÇn l­ît tÝnh c¸c ®é dµi AA’, BC nh­ sau:

· V× AB hîp víi mÆt ph¼ng (A’D’CB) mét gãc ( nªn 
[image: image113.wmf]·

ABA'

=a

, tõ ®ã:

AA’ = AB.tan( = a.tan(.


(2)
· Trong (ABC1, ta cã:

BC’ = AB.tan
[image: image114.wmf]·

BAC'

 = a.tan(.

Khi ®ã, trong (BCC1, ta cã:
BC2 = C’B2 ( C’C2 = C’B2 ( A’A2 = a2(tan2( ( tan2()
( BC = 
[image: image115.wmf]22

atantan

b-a

.





(3)
Thay (2), (3) vµo (1), ta ®­îc:

V = a.
[image: image116.wmf]22
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b-a

.a.tan(  = 
[image: image117.wmf]322
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VÝ dô 4: C¸c c¹nh bªn cña h×nh chãp O.ABC ®«i mét vu«ng gãc víi nhau vµ OA = a, OB = b, OC = c. TÝnh thÓ tÝch cña khèi lËp ph­¬ng n»m trong h×nh chãp nµy mµ mét ®Ønh trïng víi O vµ ba c¹nh cïng xuÊt ph¸t tõ O cña nã thuéc OA, OB, OC, cßn ®Ønh ®èi diÖn víi O thuéc mÆt ph¼ng (ABC). 
( Gi¶i

Gi¶ sö h×nh lËp ph­¬ng OPQR.O’P’Q’R’ cã c¹nh b»ng x tháa m·n ®iÒu kiÖn ®Çu bµi vµ Q’ thuéc mÆt ph¼ng (ABC).

Ta cã:

VO.ABC = VQ’.OAB + VQ’.OBC + VQ’.OAC ( 
[image: image118.wmf]1111
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( abc = x(ab + bc + ac) ( 
[image: image119.wmf]abc
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[image: image120.wmf]3
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VÝ dô 5: ThÓ tÝch cña h×nh chãp ®Òu S.ABC cã SA = a vµ t¹o víi mÆt ph¼ng ®¸y mét gãc (.
( Gi¶i

a. Gäi G lµ träng t©m (ABC, suy ra SG ( (ABC) nªn:

V = 
[image: image121.wmf]ABC

1

S.SG

3

D

 = 
[image: image122.wmf]2
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(1)

Ta lÇn l­ît:

· Trong (SGA, ta cã 
[image: image123.wmf]·

SAG

 = ( nªn:
SG = 
[image: image124.wmf]·

SA.sinSAG

 = a.sin(.

(2)
AG = 
[image: image125.wmf]·

SA.cosSAG

 = a.cos(.

· Trong (ABC ®Òu, ta cã:

AG = 
[image: image126.wmf]2

AE

3

 ( a.cos( = 
[image: image127.wmf]2AB3

.
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 ( AB = 
[image: image128.wmf]a3.cos

a

.

(3)
Thay (2), (3) vµo (1) ta ®­îc:

V = 
[image: image129.wmf]22
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[image: image130.wmf]32
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VÝ dô 6: TÝnh thÓ tÝch cña h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD, biÕt: 
a. AB = a, gãc gi÷a c¹nh bªn vµ mÆt ph¼ng ®¸y b»ng (. 
b. AB = a, gãc gi÷a mÆt bªn vµ mÆt ph¼ng ®¸y b»ng (. 
c. ChiÒu cao b»ng h vµ gãc ë ®¸y cña mÆt bªn b»ng (.
( Gi¶i

a. Gäi O lµ t©m cña ®¸y ABCD, suy ra SO ( (ABCD) nªn:

V = 
[image: image131.wmf]ABCD

1

S.SO

3

D

 = 
[image: image132.wmf]2

1

AB.SO

3

.


(1)

Ta lÇn l­ît cã:

g(SB, (ABCD)) = 
[image: image133.wmf]·

SBO

 = (.
SO = BO.tan
[image: image134.wmf]·
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 = 
[image: image135.wmf]BD

2

.tan( = 
[image: image136.wmf]a2.tan
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(2)
Thay (2) vµo (1) ta ®­îc:

V = 
[image: image137.wmf]1

3

.a2.
[image: image138.wmf]a2.tan
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[image: image139.wmf]3
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b. Gäi O lµ t©m h×nh vu«ng ABCD, suy ra SO ( (ABCD) nªn:

V = 
[image: image140.wmf]ABCD
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D

 = 
[image: image141.wmf]2
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(3)
Ta lÇn l­ît:

· Gäi N lµ trung ®iÓm AB, ta cã:
g((SABC), (ABCD)) = 
[image: image142.wmf]·
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 = (.
· Trong (SON, ta cã:

SO = 
[image: image143.wmf]·

ON.tanSNO

 = 
[image: image144.wmf]a.tan
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(4)
Thay (4) vµo (3) ta ®­îc:

V = 
[image: image145.wmf]1

3
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 = 
[image: image147.wmf]3
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c. Gäi O lµ t©m h×nh vu«ng ABCD, suy ra SO ( (ABCD) nªn:

V = 
[image: image148.wmf]ABCD

1
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3

D

 = 
[image: image149.wmf]2

1
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3

.


(5)

Gäi N lµ trung ®iÓm cña BC vµ a lµ ®é dµi c¹nh ®¸y, ta cã:
SN = 
[image: image150.wmf]·

BN.tanSBN

 = 
[image: image151.wmf]a.tan

2

a

.

Trong (SON vu«ng t¹i O, ta cã:

ON2 = SN2 ( SO2 (  
[image: image152.wmf]2
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 = 
[image: image153.wmf]22
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[image: image154.wmf]2
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(6)

Thay (6) vµo (5) ta ®­îc:

V = 
[image: image155.wmf]1

3

SH.SABCD = 
[image: image156.wmf]1

3

.h.a2 = 
[image: image157.wmf]3
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VÝ dô 7: Cho h×nh chãp S.ABC cã ®¸y ABC lµ tam gi¸c c©n AB = AC = a. MÆt (SBC) vu«ng gãc víi mÆt (ABC) vµ SA = SB = a.
a. Chøng minh r»ng tam gi¸c SBC lµ tam gi¸c vu«ng.

b. Cho SC = x, tÝnh thÓ tÝch h×nh chãp S.ABC.
( Gi¶i

a. H¹ AH vu«ng gãc víi BC th× H lµ trung ®iÓm cña BC vµ:


[image: image158.wmf](ABC)(SBC)BC
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 ( AH ( (SBC).

NhËn xÐt r»ng:

(HAB = (HAC = (HAS ( HB = HC = HS

suy ra (SBC vu«ng t¹i S do cã trung thuyÕn thuéc c¹nh huyÒn b»ng mét nöa c¹nh huyÒn.

b. Dùa trªn c¸c tam gi¸c vu«ng, ta cã:

AH2 = AB2 ( BH2 = AB2 ( 
[image: image159.wmf]2
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 = AB2 ( 
[image: image160.wmf]22
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 = 
[image: image161.wmf]22
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( AH = 
[image: image162.wmf]22
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Tõ ®ã, suy ra:

V = 
[image: image163.wmf]1

3

AH.SSBC = 
[image: image164.wmf]1

3

AH.
[image: image165.wmf]1

2

SB.SC = 
[image: image166.wmf]1
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.
[image: image167.wmf]22
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[image: image168.wmf]22
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VÝ dô 8: Cho h×nh chãp S.ABC cã hai mÆt bªn (SAB) vµ (SAC) vu«ng gãc víi ®¸y. §¸y ABC  lµ mét tam gi¸c c©n ®Ønh A, trung tuyÕn AD b»ng a. C¹nh SB t¹o víi ®¸y gãc ( vµ t¹o víi mÆt ph¼ng (SAD) gãc (.
a. X¸c ®Þnh c¸c gãc ( vµ (.

b. TÝnh thÓ tÝch h×nh chãp S.ABC.
( Gi¶i

a. Tõ gi¶ thiÕt:


[image: image169.wmf](SAB)(ABC)
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[image: image170.wmf]·
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Ta cã:


[image: image171.wmf]BDAD
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[image: image172.wmf]·
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b. Ta cã:
V = 
[image: image173.wmf]1

3

SA.S(ABC = 
[image: image174.wmf]1

3

SA.
[image: image175.wmf]1

2

AD.BC = 
[image: image176.wmf]1

3
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§Æt SB = x, ta lÇn l­ît:

· Trong (SAB vu«ng t¹i A, ta cã:

SA = 
[image: image177.wmf]·

SB.sinSBA

 = 
[image: image178.wmf]x.sin

a

;
AB = 
[image: image179.wmf]·

SB.cosSBA

 = 
[image: image180.wmf]x.cos

a

.
· Trong (SBD vu«ng t¹i D, ta cã:

BD = 
[image: image181.wmf]·

SB.sinBSD

 = 
[image: image182.wmf]x.sin

b

;
SD = 
[image: image183.wmf]·

SB.cosBSD

 = 
[image: image184.wmf]x.cos

b

.
· Dùa trªn c¸c tam gi¸c vu«ng, ta cã:

SB2 = SD2 + BD2 = SA2 + AD2 + BD2 ( x2 = 
[image: image185.wmf]22

x.sin
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 + a2 + 
[image: image186.wmf]22

x.sin

b

 

( x2 = 
[image: image187.wmf]2

22

a

1sinsin

-a-b

 = 
[image: image188.wmf]2
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.
Tõ ®ã, suy ra:

V = 
[image: image189.wmf]1
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.
[image: image190.wmf]x.sin

a

.a.
[image: image191.wmf]x.sin
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 = 
[image: image192.wmf]1
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a.
[image: image193.wmf]2
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[image: image194.wmf]3
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VÝ dô 9: Cho h×nh chãp S.ABC cã ®¸y ABC lµ tam gi¸c vu«ng c©n ®Ønh B vµ  SA ( (ABC), SB = a. Gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (SBC) vµ (ABC) b»ng (.
a. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.ABC theo a vµ (. 
b. H·y t×m ( ®Ó thÓ tÝch khèi chãp S.ABC lín nhÊt.
( Gi¶i

a. Ta cã:

[image: image195.wmf]2
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NhËn xÐt r»ng:


[image: image196.wmf]BCAB
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[image: image197.wmf]·
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Trong (SAB vu«ng t¹i A, ta cã:

[image: image198.wmf]·

ABSB.cosSBAa.cos

==a

.


(2)


[image: image199.wmf]·

SASB.sinSBAa.sin

==a
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(3)
Thay (2), (3) vµo (1) ta ®­îc:


[image: image200.wmf]22

S.ABC

1

Va.cos.a.sin

6

=aa



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image201.wmf]3

2

a

cos.sin

6

=aa

 (®vtt).

b. XÐt hµm sè y = cos2(.sin( trªn kho¶ng 
[image: image202.wmf]0;

2

p

æö

ç÷

èø

, ta cã:

y’ = (2cos(.sin(.sin( + cos2(.cos( = (3cos2( ( 2)cos(.

y’ = 0 ( (3cos2( ( 2)cos( = 0 
[image: image203.wmf]0;

2

2

cos

3

p

æö

aÎ

ç÷

èø

Ûa=

.

B¶ng biÕn thiªn:
	x
	(
	
	
	
[image: image204.wmf]2/3


	
	(/2
	+(

	y'
	
	
	
	0
	
	
	

	y
	
	 0
	
	C§


[image: image205.wmf]2/33


	
	       0
	


VËy, ta cã 
[image: image206.wmf](

)

3

S.ABC

Max

a3

V

27

=

 ®¹t ®­îc khi 
[image: image207.wmf]2

cos

3

a=

 víi 
[image: image208.wmf]0;

2

p

æö

aÎ

ç÷

èø

.
VÝ dô 10: Cho l¨ng trô tam gi¸c ®Òu ABC.A’B’C’, c¹nh ®¸y b»ng a, BC’ hîp víi mÆt bªn (ABB’A’) mét gãc (. TÝnh hÓ tÝch  l¨ng trô.
( Gi¶i

Ta cã V = S(ABC.CC’ = 
[image: image209.wmf]2

a3

.CC'

4

.


(1)

Ta lÇn l­ît:

· Gäi I’ lµ trung ®iÓm cña A’B’, ta cã:


[image: image210.wmf]C'I'A'B'

C'I'BB'

^

ì

í

^

î

 ( C’I’ ( (ABB’A’) ( 
[image: image211.wmf]·

C'BI'

=a

.

· Trong (BC’I’, ta cã BC’ = 
[image: image212.wmf]·

C'I'

sinC'BI'

 = 
[image: image213.wmf]a3

2sin

a

.

· Trong (BCC’, ta cã:
C’C2 = C’B2 ( BC2 = 
[image: image214.wmf]2

2

3a

4sin

a

 ( a2 = 
[image: image215.wmf]22

2

a(34sin)

4sin

-a

a


( CC’ = 
[image: image216.wmf]2

a34sin

2sin

-a

a

.





(2)
Thay (2) vµo (1), ta ®­îc:

V = 
[image: image217.wmf]2

a3

4

.
[image: image218.wmf]2

a34sin

2sin

-a

a

 = 
[image: image219.wmf]3

3

a3sin3

8sin

a

a

 (®vtt).
VÝ dô 11: §¸y cña khèi l¨ng trô ®øng tam gi¸c ABC.A’B’C’ lµ tam gi¸c ®Òu. MÆt (A’BC) t¹o víi ®¸y mét gãc ( vµ tam gi¸c A’BC cã diÖn tÝch b»ng S. TÝnh thÓ tÝch khèi l¨ng trô.
( Gi¶i

Ta cã:

V = S(ABC.A’A = 
[image: image220.wmf]2

BC3

.A'A

4

.

(1)

Ta lÇn l­ît:

· Gäi E lµ trung ®iÓm BC, ta cã:

AE ( BC ( A’E ( BC (®Þnh lÝ ba ®­êng vu«ng gãc) ( 
[image: image221.wmf]·

AEA'

=a

.

· Khi ®ã:


[image: image222.wmf]A'BC

1

SBC.A'E

2

D

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image223.wmf]·

1AE

BC.

2

cosAEA'

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image224.wmf]·

2

BC3

BCBC3

2

.

24cos

cosAEA'

==

a


( 
[image: image225.wmf]S.cos

BC2

3

a

=

.





(2)


[image: image226.wmf]·

·

BC3

A'AAE.tanAEA'.tanAEA'

2

==



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image227.wmf]3S.cos.tan

=aa

.
(3)

Thay (2), (3) vµo (1), ta ®­îc:


[image: image228.wmf]34S.cos

V..3S.cos.tan

4

3

a

=aa



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image229.wmf]S3S.cos.sin

=aa

 (®vtt).
VÝ dô 12: Cho l¨ng trô tam gi¸c ®Òu ABC.A’B’C’, c¹nh ®¸y b»ng a. MÆt ph¼ng (ABC’) hîp víi mÆt ph¼ng (BCC’B’) mét gãc (. Gäi I, J theo thø tù lµ h×nh chiÕu cña A lªn BC vµ BC’.
a. TÝnh sè ®o gãc 
[image: image230.wmf]¶

AJI

.

b.   TÝnh thÓ tÝch h×nh l¨ng trô.
( Gi¶i

a. Ta cã:
(ABC’) ( (BCC’B’) = BC’,

[image: image231.wmf]AIBC

AIBB'

^

ì

í

^

î

 ( AI ( (BCC’B’).

V× AJ vu«ng gãc víi BC’ th× IJ còng sÏ vu«ng gãc víi BC’ (®Þnh lÝ ba ®­êng vu«ng gãc), do ®ã 
[image: image232.wmf]·

¶

((ABC'),(BCC'B'))AJI

==a

.
b. Ta cã:
V = S(ABC.CC’ = 
[image: image233.wmf]2

a3

.CC'

4

.


(1)

Ta lÇn l­ît:

· Trong (AJI, ta cã IJ = AI.cot
[image: image234.wmf]¶

AJI

 = 
[image: image235.wmf]a3cot

2

a

.

· Trong (BCC1, ta cã:
CC1 = BC.tan
[image: image236.wmf]·

1

CBC

 

= BC.
[image: image237.wmf]IJ

BJ

=BC.
[image: image238.wmf]22

IJ

BIIJ

-

=
[image: image239.wmf]2

222

a3cot

2

a3acot

44

a

a

-

= 
[image: image240.wmf]2

a3

tan3

a-

. 
(2)

Thay (2) vµo (1), ta ®­îc:

V = 
[image: image241.wmf]2

a3

4

.
[image: image242.wmf]2

a3

tan3

a-

 = 
[image: image243.wmf]3

2

3a

4tan3

a-

 (®vtt).
VÝ dô 13: Cho l¨ng trô tø gi¸c ®Òu ABCD.A’B’C’D’, ®­êng cao h. MÆt ph¼ng (A’BD) hîp víi mÆt bªn (ABB’A’) mét gãc (. TÝnh thÓ tÝch  l¨ng trô.
( Gi¶i

Tr­íc tiªn, ta ®i x¸c ®Þnh gãc (, ta cã:

(A’BD) ( (ABB’A’) = A’B,

[image: image244.wmf]ADAB

ADAA'

^

ì

í

^

î

 ( AD ( (ABB’A’).

H¹ AH vu«ng gãc víi A’B th× DH còng sÏ vu«ng gãc víi A’B (®Þnh lÝ ba ®­êng vu«ng gãc), do ®ã:


[image: image245.wmf]·

·

((A'BD),(ABB'A'))AHD

==a

.

Gäi a lµ c¹nh ®¸y cña h×nh l¨ng trô, suy ra:

· Trong (HAD, ta cã AH = AD.cot( = a.cot(.

· Trong (BAA’, ta cã:


[image: image246.wmf]222

111

AHABA'A

=+

 
( 
[image: image247.wmf]2222

111

a.cotah

=+

a

 ( 
[image: image248.wmf]2

ahtan1

=a-

.

Tõ ®ã, suy ra:

V = SABCD.AA’ = a2.h = h3(tan2( ( 1) (®vtt).
VÝ dô 14: Cho khèi l¨ng trô ®øng ABCD.A’B’C’D’ cã AA’ = h, ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh vµ 
[image: image249.wmf]·

BAD

=a

. C¸c ®­êng chÐo AC’ vµ DB’ lÇn l­ît t¹o víi ®¸y nh÷ng gãc ( vµ (. TÝnh thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô.
( Gi¶i

Ta cã:


[image: image250.wmf]ABCD

VS.AA'

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image251.wmf]·

AB.AD.sinBAD.AA'

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image252.wmf]h.sin.AB.AD

=a

.

(1)

Ta lÇn l­ît:

· Tõ gi¶ thiÕt ta suy ra 
[image: image253.wmf]·

C'AC

=a

 vµ 
[image: image254.wmf]·

B'DB

=b

.

· Trong (ACC’ ta cã:


[image: image255.wmf]·

ACCC'.cotC'ACh.cot

==a

.

· Trong (DBB’ ta cã 
[image: image256.wmf]·

BDBB'.cotB'DBh.cot

==b

.
· ¸p dông ®Þnh lý hµm sè cosin, ta cã:

BD2 = AB2 + AD2 – 2AB.AD.cos(.

AC2 = DC2 + AD2 – 2DC.AD.cos(( ( () = AB2 + AD2 + 2AB.AD.cos(.

Trõ theo vÕ hai ®¼ng thøc trªn, ta ®­îc:

4AB.AD.cos( = AC2 – BD2 = h2.cot2( ( h2.cot2(
( 
[image: image257.wmf]222

h(cotcot)

AB.AD

4cos

a-b

=

a

.




(2)
Thay (2) vµo (1), ta ®­îc:


[image: image258.wmf]222

h(cotcot)

Vh.sin.

4cos

a-b

=a

a

 = 
[image: image259.wmf]3

22

h

.(cotcot)tan

4

=a-ba

 (®vtt).
VÝ dô 15: Cho l¨ng trô xiªn ABC.A’B’C’ ®¸y ABC lµ tam gi¸c vu«ng c©n ®Ønh A. MÆt bªn (ABB’A’) lµ h×nh thoi c¹nh a, n»m trong mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi ®¸y. MÆt bªn (ACC’A’) hîp víi ®¸y mét gãc (. TÝnh thÓ tÝch l¨ng trô.

( Gi¶i

H¹ A’H ( AB th× A1H ( (ABC) nªn:


[image: image260.wmf]ABC

VA'H.S

D

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image261.wmf]2

1

a.A'H

2

=

.





(1)

Ta lÇn l­ît:

· Ta cã:


[image: image262.wmf]ACAB

ACA'H

^

ì

í

^

î

 ( AC ( (ABB’A’) 
( AC ( AA’ ( 
[image: image263.wmf]·

A'AH

=a

.

· Trong (A’AH, ta cã A’H = AA’.sin
[image: image264.wmf]·

A'AH

 = a.sin(.

Thay (2) vµo (1), ta ®­îc V = 
[image: image265.wmf]1

2

a3.sin(.

VÝ dô 16: Cho l¨ng trô xiªn ABC.A’B’C’ ®¸y lµ tam gi¸c ®Òu c¹nh a. H×nh chiÕu cña A’ lªn mÆt ph¼ng (ABC) trïng víi t©m ®­êng trßn ngo¹i tiÕp (ABC. Cho 
[image: image266.wmf]·

0

BAA'45

=

. TÝnh thÓ tÝch l¨ng trô.
( Gi¶i

Gäi G lµ träng t©m (ABC th× A’G ( (ABC) nªn:


[image: image267.wmf]ABC

VA'G.S

D

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image268.wmf]2

a3

A'G.

4

=

.

(1)

Ta lÇn l­ît:

· Gäi M lµ trung ®iÓm cña AB, ta cã:

(A’AB vu«ng c©n t¹i A’ ( A’M = 
[image: image269.wmf]1

2

AB = 
[image: image270.wmf]a

2

.
· Trong (A’MG, ta cã:

A’G2 = A’M2 ( MG2 = A’M2 ( 
[image: image271.wmf]2

CM

3

æö

ç÷

èø

 = 
[image: image272.wmf]2

2

aa3

26

æö

æö

-

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

 = 
[image: image273.wmf]2

a

6


( A’G = 
[image: image274.wmf]a6

6

.





(2)
Thay (2) vµo (1), ta ®­îc:

V = 
[image: image275.wmf]a6

6

.
[image: image276.wmf]2

a3

4

 = 
[image: image277.wmf]3

a2

8

 (®vtt).

VÝ dô 17: Cho l¨ng trô xiªn ABC.A’B’C’ cã ®¸y ABC lµ tam gi¸c vu«ng t¹i A,    AB = a, BC = 2a. MÆt bªn ABB’A’ lµ h×nh thoi, mÆt bªn BCC’B’ n»m trong mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi ®¸y, hai mÆt nµy hîp víi nhau mét gãc (.

a. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ A  tíi mÆt ph¼ng (BCC’B’).
b. X¸c ®Þnh gãc (.

c. TÝnh thÓ tÝch l¨ng trô.
( Gi¶i

a. H¹ AM vu«ng gãc víi BC th×:

AM ( (BCC’B’) ( d(A, (BCC’B’)) = AM.

Trong (ABC, ta cã:

AC2 = BC2 ( AB2 = 4a2 ( a2 = 3a2 ( AC = 
[image: image278.wmf]a3

.


(1)

[image: image279.wmf]222

111

AMABAC

=+

 = 
[image: image280.wmf]22

11

a3a

+

 = 
[image: image281.wmf]2

4

3a

 ( AM = 
[image: image282.wmf]a3

2

.

b. KÎ MN vu«ng gãc víi BB1 suy ra 
[image: image283.wmf]·

ANM

=a

.

c. H¹ B’H ( BC th× B’H ( (ABC) nªn:

V = B’H.S(ABC = 
[image: image284.wmf]1

B'H.AB.AC

2

.
(2)

Ta lÇn l­ît:

· Trong (AMN, ta cã MN = AM. 
[image: image285.wmf]·

cotANM

 = 
[image: image286.wmf]a3.cot

2

a

.

· Trong (ABC, ta cã:

AB2 = BM.BC ( BM = 
[image: image287.wmf]2

AB

BC

 = 
[image: image288.wmf]2

a

2a

 = 
[image: image289.wmf]a

2

.
· Tõ hai tam gi¸c vu«ng ®ång d¹ng lµ (BHB1 vµ (BNM, ta cã:


[image: image290.wmf]B'HB'B

MNMB

=

 ( B’H = 
[image: image291.wmf]MN.B'B

MB

 = 
[image: image292.wmf]a3.cot

.a

2

a

2

a

 = 
[image: image293.wmf]a3.cot

a

.
(3)
Thay (1), (3) cïng víi AB = a vµo (2), ta ®­îc:

V = 
[image: image294.wmf]1

2



 EMBED Equation.3  [image: image295.wmf]a3.cot

a

.a.
[image: image296.wmf]a3

 = 
[image: image297.wmf]3

2

a3.cot( (®vtt).

VÝ dô 18: Cho khèi hép ABCD.A'B'C'D' cã ®¸y lµ h×nh ch÷ nhËt víi AB = a,    AD = b vµ c¹nh bªn cã ®é b»ng c. Hai mÆt bªn (ABB'A') vµ (ADD'A') lÇn l­ît t¹o víi ®¸y nh÷ng gãc ( vµ (. Tnh thÓ tÝch khèi hép.
( Gi¶i

Dùng A'H ( (ABCD) (H ( (ABCD)), HK ( AB (K ( AB),  HM ( AD (M ( AD).
Theo ®Þnh lý 3 ®­êng vu«ng gãc, ta cã:

AB ( A'K ( 
[image: image298.wmf]·

A'KH

=a

,
AD ( A'M ( 
[image: image299.wmf]·

A'MH

=b

.

Ta cã:


[image: image300.wmf]ABCD

VA'H.S

=


[image: image301.wmf]A'H.AB.AD

=

.


(1)

§Æt A'H = x, ta lÇn l­ît:

· Trong (HA’M, ta cã 
[image: image302.wmf]·

A'H

A'M

sinA'MH

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image303.wmf]x

sin

=

b

.

· Trong (MA’A, ta cã:

AM = 
[image: image304.wmf]22

AA'A'M

-

 = 
[image: image305.wmf]2

2

2

x

c

sin

-

b

.

· Trong (HA’K, ta cã:


[image: image306.wmf]·

HKA'H.cotA'KHx.cot

==a


· Tõ nhËn xÐt AMHK lµ h×nh ch÷ nhËt, ta cã: 

AM = HK ( 
[image: image307.wmf]2

2

2

x

cx.cot

sin

-=b

b

 ( 
[image: image308.wmf]2

222

2

x

cx.cot

sin

-=b

b


( 
[image: image309.wmf]222

2

1

xcotc

sin

æö

b+=

ç÷

b

èø

 ( 
[image: image310.wmf]22

c

x

cotcot1

=

a+b+

.
(2)

Thay (2) cïng víi AB = a, AD = b vµo (1), ta ®­îc:



[image: image311.wmf]22

abc

V

cotcot1

=

a+b+

 (®vtt).
VÝ dô 19: Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD. Gäi M, N, P lÇn l­ît lµ trung ®iÓm cña AB, AD vµ SC. 
a. Dùng thiÕt diÖn t¹o bëi mÆt ph¼ng (MNP) vµ h×nh chãp.

b. TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña hai phÇn h×nh chãp ®­îc ph©n chia bëi mÆt ph¼ng (MNP).

( Gi¶i

a. Ta lÇn l­ît cã:

· MN c¾t BC, CD theo thø tù t¹i E, F.

· PE c¾t SB t¹i I; PF c¾t SD t¹i J.

· Nèi IM vµ JN.

Ta nhËn ®­îc thiÕt diÖn lµ MNJPI.

b. §Æt SO = h, AB = a vµ:

V1 = 
[image: image312.wmf]ABCD

.

S

V

,  V2 = 
[image: image313.wmf]SMANJPI

V

,

V3 = 
[image: image314.wmf]BCDNMIPJ

V

,  V4 = VI.BME, V5 = VJ.DNF, V6 = VP.CEF.

Ta cã ngay:

V1 = 
[image: image315.wmf]3

1

a2h.

V4 = V5 = 
[image: image316.wmf]3

1

S(BME.IH = 
[image: image317.wmf]3

1

.
[image: image318.wmf]2

1

BM.BE.IH = 
[image: image319.wmf]6

1

.
[image: image320.wmf]2

a

.
[image: image321.wmf]2

a

.
[image: image322.wmf]4

h

 = 
[image: image323.wmf]96

h

a

2

.

V6 = 
[image: image324.wmf]3

1

S(CEF.PK = 
[image: image325.wmf]3

1

.
[image: image326.wmf]2

1

CE.CF.PK = 
[image: image327.wmf]6

1

.
[image: image328.wmf]2

a

3

.
[image: image329.wmf]2

a

3

.
[image: image330.wmf]2

h

 = 
[image: image331.wmf]16

h

a

3

2

.

V3 = V6 ( 2V4 = 
[image: image332.wmf]16

h

a

3

2

 ( 2.
[image: image333.wmf]96

h

a

2

 = 
[image: image334.wmf]6

h

a

2

.

V2 = V1 ( V3 = 
[image: image335.wmf]3

1

a2h ( 
[image: image336.wmf]6

h

a

2

 = 
[image: image337.wmf]6

h

a

2

.


[image: image338.wmf]3

2

V

V

 = 1.

a. VËy, mÆt ph¼ng (A1EF) chia h×nh lËp ph­¬ng thµnh hai phÇn cã thÓ tÝch b»ng nhau. Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com

b. https://www.vnteach.com
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