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IPHAN I. HAM SO

1. SUDPONG BIEN NGHICH BIEN CUA HAM SO

1.1. Pinh nghia

Vé - N \ kd ~ ~ kd kd i 2 \ ~ = f X 7
Ki hiéu K la khoang hoac doan hoac ntra khoang. Gia str ham so y =fl) xac
dinh trén K ta cé:

.y =flx . : .
e Ham s6 y =f( )duqc goi la dong bién (tdng) trén K néu:

vx,x,€K,x <x,= flx)<r(x)

.y =flx ; , n .
e Ham s6 y =f) duoc goi la nghich bién (gidm) trén K néu:

wx,x, € K,x, <x,= flx)> f(x,)

Ham sé dong bién hodc nghich bién trén K duoc goi chung la don diéu trén K
* Nhan xét:

~ f(x,)- flx)

>0 vx,x, €K, x; #x,.
X0 %

 fx) .. ; R s
e Ham so dong bién trén K Khi do
do6 thi ciia ham soé di Ién tir trai sang phai.
flx,)- flx)
== —

<0 ¥x,x, €K, x, #x,.
X7 %

. Flx . n .
e Ham so6 nghich bién trén K Khi
do do thi cua ham sé di xuéng tur trai sang phai.
. Fix Yxelab
e Néu 06)>0 (@b) = ha

(a:b).

nghich bién trén khodng (a:b).

(a:b).

A

X . . n )
m sO dong bién trén khoang

f(x)
f(x)

e Néu f(x)<0, vxe(ab)= ham so

f'ix) =0 vxelab . A, N 20\ A )

. N& () =0 ( ):> ham so6 khong déi trén khoang
u

., f
Néu (X)

.
e Néu (X)

dong bién trén khoang (@b)= f(x)=0 vxelab).

. He) i =Q ¥ :b).
nghich bién trén khoang (@b) = 1(x) <0 vx< (ab)

¢ R 2 a;b 3 n - 2 2 N 2 . ~
e Néu thay doi khoang (@b) bang mot doan hoac nwra khoang thi phai bo

N Lrd o A \ ~ f X o N N ~ 2 2
sung thém gia thiét “ham so6 lien tuc trén doan hoac nwa khoang
dé”.

1.2. Quy tac va céng thic tinh dao ham

. = sV = L Su- SN «
Quy tac tinh dao ham: Cho u=ula;v=vix) la hang so .

e Téng, hiéu: (Wv) =u'=v.



e Tich:

]

|V.

e Thuong: v

e Pao ham ham hop: Néu

1.3. Bang cong thic tinh dao ham

(wy) =uv+vu=Cu) =Cu.

:u'.v— v , (v ;t[])::

Cu

UE

1 u ¥

¥ :f(U), u :U(x)::r }r‘x :yuux

Pao ham cua ham so

Pao ham cua ham hop

cap
T N .

) =o0 (C la hang so0). (X ) —ax

x*) =ax (ur ) .t
(x)

1 1 1|

— = — — = — ﬂ
[x.‘ xz{x?&m m 7 (u;t )

(V) "k (u>0)

(sinu)r =U'. cosU

(cosu)' =-u.snu

(tanx)r :co;x (tanu)r :co[;u

(cctx)r =- 12 (CCtU) == — 2
sSin‘ x sin‘u

(e) = (@) =ue

(af‘)r =a".lna (a“ ) =ua".lna

(In|x‘)’ :% (In|u|)’ :%

o0, =g og ) =515

1.4 . Cong thuc tinh nhanh dao ham ham phan thic

ax+b| ad-bc

(x+d]  (oc+d)




? x+2 Ex+ ¢
[ax2+h¥+c"'_d f f

& +ex + ]| (¢ +ex + £

1.5. Pao ham cap 2
1.5.1. Pinh nghia

9] z[f'(x)]r
1.5.2. Y nghia co hoc

s =£(t)

t 1 alt)=r(t).

Gia toc tic thoi clia chuyén dong tai thoi diém ©

1.5.3. Pao ham cap cao

00 =[] (nem,n>2)

* Mot s6 chu y:

flx) . glx)

e Néu ham so va cung dong bién (nghich bién) trén K thi ham sé

f(x) +g(x)

cing dong bién (nghich bién) trén K. Tinh chat nay co6 thé
khong dung doéi véi hiéu fl0)- g(x)

F(x) w g(x)

e Néu ham s6 la cdc ham s6 duwong va cung dong bién (nghich

. F(x).glx)

bién) trén K thi ham sé cling dong bién (nghich bién) trén K.

. F(x).g(x)

Tinh chat nay cé thé khoéng ding khi cidc ham s6 khong la céac

ham s6 duong trén K.

e Cho ham s6 :u(x)’ xac dinh véi x & (ab) va ulx)e (':d), Ham sé flu]

x € (a:b) .

cling xac dinh véi
Ta c6 nhan xét sau:

cu=ulx) x € (a;b)

e Gid str ham so6 dong bién véi . Khi d6, ham so
. . Xelab)e flu) _, e 5
dong bién voi (@b) = £(u) dong bién vaoi ue(c d).

Y u :u X s .
e Gia st ham so6 ( ) nghich bién véi XE(a,b)
.. ue(cd)

nghich bién véi xe(gb)= f (u)nghich bién véi

Fu)

f {u(x)]

. Khi d6, ham soé

Quy tdc xét tinh don diéu cua ham sé.

Gia str ham s6 | c6 dao ham trén K

. f'\x)=0 , e
e Néu () chi tai mot s6 htru han

diém X€K thi ham s6 © déng bién trén K |

véi moi X€K va fi(x) =0

6



f'(x) <0 f'(x)=0

e Néu chi tai mot s6 hitru han
diém X €K thi ham s6 | nghich bién trén K .

Chu y:

véi moi XEK va

_ax+b
Y = x+d |

* P6i véi ham phén thic hitu ti ¢ ‘ thi dau " =" khi
xét ddu dao ham ¥ khong xay ra.

S&y :f(}{) —ax’ +hx‘+cx+d= f'(x):_'—'jaxz +2h¢ +C

Gia
Ham so6 dong bién trén R Ham so nghich bién trén R
(a0 [(a<0
|a <0 |A <0
o fx)=0vxeR < ||a =0 . = fx)=0vxeR < ||a=0.
1b=0 b=0
c>0 c=0
f(x) =d

Truong hop 2 thi hé s6 ¢ khac O vi khi @ =b =c =0thj
(Puong thdng song song hodc trung véi truc Ox thi khong don diéu)

* V6i dang todn tim tham s6 m dé ham sé bdc ba don diéu mot chiéu
trén khodng cé do dai bang ! ta gidi nhw sau:

LA ¢ . _ 2
Budc 1: Tinh}rr =f'bem) =ax* +bx +c

. A A XX =0 . N
Budc 2: Ham so6 don diéu trén (1 2);. Y c6 2 nghiém phéan biét
A>0
a#0 (%)

Budc 3: Ham s6 don diéu trén khodng cé do dai bang /
2
=[x - x|=le O, +x,) - axx, =P | o 4p_p (%)

* * 3k
Bucoc 4: Giai va giao véi dé suy ra gia tri m can tim.

2. CUC TRI HAM SO

2.1. Pinh nghia

ek

rd 2 \ ~ 7 . n N N\ X 7 .
Gia strham s6 / xac dinh trén tap Kva "o . Ta noi:

f (a:b)

~ A . n 2 7 X
néu ton tai mot khoang chua “°

|
J  xni a6 SO0 duwoc goi 1a

e % 13 diém cuc tiéu clia ham sé
(a;b)CKvé f(x)> f(xn), vx e (a:b)\ {x

gia tri cuc tiéu ctia ham s6 .

sao cho



f (a;b)

X 2 o ~2 . 2 \ ~ A N . IS 2 Ve X
e "0 ]a diém cuc dai cua ham s6 ' néu ton tai mot khoang chtra "° sao

(]
. 'lc,l' . s L
o @D)EK flx)<rlx,) vxe @\ |x, Khi dé fx,)

f

cuc dai cia ham s6' .
e Diém cuc dai va diém cuc tiéu goi chung 1a diém cuc tri.
e Gi4 tri cuc dai va gié tri cuc tiéu goi chung la cuc tri.
o2 . \ . 2 .2 . by o ~? . kd BN
e Diém cuc dai va diém cuc tiéu dwoc goi chung la diém cuc tri cua ham
~ \ o2 . 2 . \ A . 2 A
§0 va diém cyc tri phai la mot diém trong tap hop K.
e Gié tri cuc dai va gid tri cuc tiéu dwoc goi chung la gid tri cuc tri (hay
cuc tri) cua ham sé.

duoc goi la gia tri

(x:f(x))

e Néu % 1a diém cuc tri cia ham sé thi diém duoc goi 1a diém

cuc tri cua dé thi ham sé f
* Nhan xét:
7 . . o2 f X 7 . AN 2 . \ e . 7 ~ 2
e Gia tri cyc dai (cuc tiéu) °"noi chung khong phai la gid tri 16n nhat (nho

4 2 N ~ n N f X 2 \ . 7 . Vd ~ 2 ~ 2
nhat) cua ham so f trén tap D; 9" chi la gia tri 16n nhat (nho nhat) caa

o ox A a . ab) . .. .. o . .
ham s6 / trén mot khoang nao do chura Xohay néi cach khac khi

(x,)

2 . « 2 ~ ~ . kd 7 f
diém cuc dai ( cuc tiéu) sé ton tai khoang (a;b) chta %o sao cho

7 ~ 2 ~ 2 \ ~ N 2 a;b .
tri 16n nhat (nho nhat) cua ham s6 f tren khoang ( )

e Ham s6 © c6 thé dat cuc dai hodc cuc tidu tai nhidu diém trén tap K. Ham
s6 c6 thé khong c6 cuc tri trén mot tap cho trudce.

la gia

2.2. Piéu kién can dé ham sé dat cuc tri
Pinh Ii 1:

Ly =flx R .. =flx) , .
Gia st ham so y =f( )dat cuc tri tai diém %o, Khi d6, néu y=fx) c6 dao ham
s . F =0.
tai diém %o thi (x,)
Chu y:
() f

e Pao ham c6 thé biang 0 tai dim *0 nhung ham s6 ' khéng dat cuc

tri tai di6m *o.

e Ham s6 c6 thé dat cuc tri tai mot diém ma tai d6 ham sé khoéng cé dao
ham.

e Ham s6 chi cé thé dat cuc tri tai mot diém ma tai d6 dao ham cua ham sé

bang 0 hoac tai d6 ham s6 khong cé dao ham.

2.3. Piéu kién du dé ham sé dat cuc tri
Pinh Ii 2:



Gia st ham s6 dat cuc tri tai diém %o, Khi d6, néu ham s6 fco dao ham tai
diém %ot [0 =0

f(x)>0 (xo- h;xo) Fx)<o0
g va

R 2 \ ~ f .
% 1a mot diém cuc dai cua ham so ()
, f'(x) <0 (xo - h;xo) . f'(x) >0
u g va

e Né
f(x).

g (xo;x0 +h) thi

e Néu trén khoan trén khoan

g (x;%,+h) thi

trén khoan trén khoan

X \ Py o« R o« R kd \ ~
° ]a mot diem cuc tieu cua ham so6

2.4. Quy tac tim cuc tri
Quy tac 1:

f'(x).
e Buoc 1: Tim tap xac dinh. Tim ()

) N 4 o« A2 . l; - . ew \ . 7 \ 2 \ A~ >
e Budc 2: Tim céac diém % (i =12..) ma tai do dao ham cua ham sé6 bang 0

hoac ham sé lién tuc nhung khéng c6 dao ham.
fx) . fx)

e Budc 3: Lap bang bién thién hodc bang xét dau . Néu doi ddu

khi di qua X thi ham s6 dat cuec tri tai X
pinh Ii 3:

Gia s Y = f(x) (x, - hx,+h)

c6 dao ham cap 2 trong khoang v6i h > 0. Khi do:

. N&u f(x,)=0f(x)<0
, =0 f{x 0 «a s ~ .2 .
e Néu f’(x[,) 0, ( °)> thi ham s6 | dat cuc ti€u tai Xo:
Ttr dinh Ii trén, ta cé mot quy tdc khdc dé tim cuc tri cia ham sé

Quy tac 2:
f'ix).
e Buoc 1: Tim tap xac dinh. Tim ()

i =12..) , .. flx)=0
e Buoc 2: Tim cac nghiém % (i=12..) cua phuong trinh (x)

F) f(x).

e Buoc 3: Tinh va tinh
F(x) <0

thi ham s6 | dat cuc dai tai Xo-

f

~ NN ~ . . 3. X.
*x Neéu thi ham s6 ' dat cuc dai tai diém "

F(x)> 0

* Néu thi ham s6 | dat cuc tiéu tai diém X

3. MOT SO DANG TOAN LIEN QUAN DPEN CUC TRI HAM SO

— 3 2
3.1. Cuc tri cia ham da thitc bac ba ¥ =& +bX" +&x+d.
3.1.1. Tim diéu kién dé ham sé cé cuc dai, cuc tiéu théa man hoanh dé

cho truoc

Bai todn téng quat:




. vy =Fflem) =ax’ +bx* +ex+d. . . .
Cho ham so6 Y ( ) Tim tham s6 m dé ham so

c6 cuc dai, cuc tidu tai *’2 théa man diéu kién K cho truéc?
Phuong phap:
e Buoc1:
* Téap xac dinh: D =R.

y' =3ax’ + 2x +c =AX’ +Bx +C

* DPao ham:
e Buoc 2:
Ham s6 ¢ cyc tri (hay cd hai cyc tri, hai cyc tri phan biét hay cé
cuc dai va cuc tiéu)
= ¥ =0 (6 hai nghiém phan biét va¥ déi ddu qua 2 nghiém dé
< phuong trinh ¥ =0 ¢6 hai nghiém phan biét
A =3 =0 (a =0

meD..
A, =B?- 4AC =&7- 12ac> 0 |F-3c>0
e Budc 3:

Goi **2 13 hai nghiém cta phuong trinh Y =0

B 2b
X 4X, == — == —
A £+
Khi do: Y2 A 3
e Buoc4:
Bién d6i diéu kién K vé dang tébng S va tich P . Tir d6 gidi ra tim
duoc meD,.
e Buodc 5:

~ N s .7 . 2 ~ m :.D M .D .
Két luan cac gia tri m thoa man: 1 2

o =ax” +hx’ +cox +dla =0).
* Chu y: Ham s6 bac ba: Y ( )

Ta cé: Y =3ax’ + 2 +C.

Piéu kién Két ludn
B - 3ac <0 Ham s6 khong c6 cuc tri.
- 3ac >0 Ham s6 ¢ hai diém cuc tri.

> Diéu kién dé ham sé c6 cuc tri cung ddu, trdi dau.
» Ham s6 ¢c6 2 cuc tri trdi ddu

< phuong trinh Y =0 ¢6 hai nghiém phéan biét trai dau
= AC =3ac <0< ac < (.
= Ham sé c6 hai cuc tri cung ddu

< phuong trinh Y =0 ¢6 hai nghiém phéan biét cung dau
fé.y. =0
=
P =xx, =550
A
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»= Ham sé c¢6 hai cuc tri cung ddu duong

< phuong trinh ¥ =0 ¢4 hai nghiém duong phan biét
A, > 0

= 15 =x +X, :-%}D

P =xx, :% =0

» Ham sé ¢o hai cuc tri cung ddu dm

© phuong trinh ¥ =0 ¢4 hai nghiém am phéan biét

ﬂ.y.}[]
= /5 =X, + X, :—%{ﬂ
C
P =xx, :E}D

A o~ o ~? )Y ~ 7 . . X ,X 2 ~
» Tim diéu kien dé ham so co hai cuc tri "V"2 thoa man:
Xl <= )(2
X <X, <a
o = X] < Xz

. . X, X > ~ X <a<X
#» Hai cuc tri “v”2 thoa man ! 2

= (xl— a)(xz— )< 0= X X, - af(xl +x2)+a2 <0

X

1{)(2{(1

. C X, X, 2 N
» Hai cuc tri "v"2 thoa man

(x,- a)(x,- «)>0
—
X, + X, <2t

2
xx, - alx +x,)+a’ >0
X, + X, < 20

. . X, X > v EX <X
= Hai cuc tri "2 thoa man 1772

(x, - a)(x,- @)>0
—
X, + X, > 2o

_ xx, - alx +x)+a’ >0

X, +X, > 2o

» Phuong trinh bac 3 ¢6 3 nghiém lap thanh cap sé cong

-b
X=—
khi c6 1 nghiém 1a 3, c6 3 nghiém 1ap thanh cdp s6 nhan khi cé 1
x =49
nghiém la a,

3.1.2. Tim diéu kién dé do6 thi ham sé cé cac diém cuc dai, cuc tiéu nam
cung phia, khac phia so véi mét duwong thang

Vi tri tuong déi gitta 2 diém voi duong thang:
A(XA;FA ), B (XE?YE)

Cho 2 diém Ac:ax+by +c =0.

Nay @+, +o)lax, +by, +c) <0

va duong thang

thi hai diém A B nam ve
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hai phia so véi duong thang A.

§ 0 > . .
Néu (axﬂ by, + c)(axB by, + c)> thi hai diém A’ B n&m cung

phia so v0i duong thang A-
Mot so trwong hop dac biét:
e Cé&c diém cuc tri ctia do6 thi nam cung vé 1 phia déi véi truc Oy
< ham s6 c6 2 cuc tri cung dau

< phuong trinh ¥ =0 ¢6 hai nghiém phan biét cing d&u
e Céc di€m cuyc tri clia d6 thi nam cung vé 2 phia déi véi truc Oy
< ham s6 c6 2 cuc tri trai dau

& phuong trinh ¥ =0 ¢é hai nghiém trai dau
e Cé&c diém cuc tri ctia d6 thi nam cung vé 1 phia déi véi truc Ox
Yep¥er > 0

© phuong trinh ¥ =0 ¢6 hai nghiém phéan biét va
Pic biét:
e Cé&c diém cuc tri ctia d6 thi ndm cung vé phia trén déi véi truc
Ox

Yeo¥er = 0

= + =0
< phuong trinh ¥ =0 ¢6 hai nghiém phan biét va L“" Yor

e Céc diém cuc tri clia doé thi nam ciing vé phia dudi déi véi truc

Ox

Yep¥er * 0

. + <0
< phuong trinh ¥ =0 ¢6 hai nghiém phan biét va |ny" Yer

e Céc diém cuc tri ctia do6 thi nam vé 2 phia déi vdi truc Ox

< phuong trinh ¥ =0 ¢4 hai nghiém phéan biét va Yeo¥er <0
(dp dung khi khéng nhdm duoc nghiém va viét duoc phuong trinh
dudmg thdng di qua hai diém cuc tri ctia d6 thi ham sé)
Hoac: Céc diém cuc tri cua do6 thi nam vé 2 phia déi véi truc Ox
< @6 thi cat truc Ox tai 3 diém phan biét

. fx)=0 A R
< phuong trinh hoanh d¢ giao diém () c6 3 nghiém phan

biét (dp dung khi nhdm duogc nghiém)

3.1.3. Phuong trinh duong thang qua cac diém cuc tri

EZ‘bz' bc

g(x) =

:y— —_—
hodc 18 hodc

- —|X+d- — yy g(x):y-y'y
3 | % g(x) EY,

L

3.1.4. Khoang cach giita hai diém cuc tri cia dé thi ham sé bac 3 la

AB = /% o P - 3ac
a voi %

s s R . —ax* +b* +¢, l@a=0
3.2. Cuc tri cua ham bac 4 trung phuwong Y ( )

3.2.1. Mot so két qua can nh¢
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e Ham s6 c6 mot cuc tri = ab=0.
e Ham s6 c6 ba cyc tri < ab<0.

<:> {

Ham s6 c6 ding mot cuc tri va cuc tri la cuc ti€u
c> {

Ham s6 ¢6 dung mot cuc tri va cuc tri la cuc dai
<:> {

Ham s6 c6 hai cuc tiéu va mot cuc dai

f—1
Ham s6 c6 mot cuc ti€u va hai cuc dai {
3.2.2. Mot sé cong thuc tinh nhanh

a=>0
b=0

a<ao
b<0

a=>0
b<0

a<0
b>0

A{&C}IB T4l %1_ % IE { B %:
— 4 2 u
Gia st ham s¢ ¥ =& B +C o4 3cuec tri: ' FooA
tao thanh tam gidc ABC thda man dit kién: ab<0
VA
C[tz E = E
Téng quat: 2 & A
\/9\/ 3
B C
Dir kién Cong thuc
théa man @ <Gc #0
Tam gidc ABC vudng céan tai A b =-8&
Tam giac ABC déu b =-24a
— 2 5
Tam giac ABC c6 dién tich Saasc =90 32a%(S,)* +b* =0
Tam giac ABC ¢6 dién tich max(S,) s _ [P
0 3233
Tam gidc ABC cé bén kinh duong tron . o4
aivin [ =T B 7 |
noi tiép msc "o b
4f|| 1+ ’1 = ‘
Tam gidc ABC cé bén kinh duong tron b - &
... xR, =R R =
ngoai tiép = Mac 8|a|b
—_ 2 —
Tam gidc ABC cé d6 dai CathC =m, am; +20 =0
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Tam gidc ABC c6 d6 dai B =AC =M. | 16a'n; - b' + 8ab =0

Tam giac ABC cé cuc tri B:€ €0X b =4ac
Tam gidc ABC cé 3 g6c nhon h8 +b') >0
Tam gidc ABC c6 trong tam O b =6ac
Tam giac ABC c6 truc tam O b +8a- dac =0
Tam gidc ABC cung diém O tao thanh

. . b =2ac
hinh thoi

.7 ABC 7 O N\ n N N

szl.m.glac co la tam duong tron b - 8- dabe —0
noi tiep
T .7 ABC s O 1\ A \ \

am .glifl co a tam duong tron B - 8- 8ahc —0
ngoai tiep

Tam gidc ABC c6 canh BC =KAB =KAC | pk?- (k- 4) =0
Truc hoanh chia tam gidc ABC thanh B = 4J§|ac‘
hai phan cé dién tich bang nhau

Tam gidc ABC cé diém cuc tri cach déu
truc hoanh

b =8ac

. . ,C )y =axt +b¢ +c
b6 thi ham so €):y cat 100

truc OX tai 4 diém phan biét 14p thanh b =—-ac
cap sb cong
Dinh tham s6 dé hinh phang gi6i han
v an C):y=ax"+b +c |
bdi d6 thi €):y va truc | p = Pac

hoanh cé dién tich phan trén va phan
dudi bang nhau.

Phuong trinh duong tron ngoai tié€p AABC 1a:

Xy - %-%H:‘yﬁrg % =0

4. GIA TRI LON NHAT - GIA TRI NHO NHAT

4.1. Pinh nghia.

Ly =flx
Cho ham s6 (x) x4c dinh trén tap D-
g . , . e . . . y=flx . .
e SO M goi la gia tri lon nhat cua ham so6 y =) trén D néu:
[f(x) <M, ¥xeD
I, €D, flx)) =M K hibu: M :rﬂ%xf(x}'
. y=f(x)

e S6 M goi la gia tri nho nhat cia ham so6 trén D néu:
[f(x) =m,¥x €D

I, eD, f{xu} =m

. m=minf(x)
. Ki hiéu: xeD .
4.2. Phuong phap tim GTLN,GTNN
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4.2.1. Tim GTLN, GTNN cua ham sé bang cach khao sat truc tiép

s FX)=00
X Xoreeer X, €Dy tai do &) hoac

e Budc 1: Tinh f() va tim céc diém
ham s6 khong c6 dao ham.

e Buoc 2: Lap bang bién thién va tir d6 suy ra gia tri 16n nhat, gid tri nho
nhét ciia ham so.

4.2.2. Tim GTLN, GTNN cua ham s6 trén mot doan

e Budc 1:
, =f :
* Ham s6 da cho y=flx) xac dinh va lién tuc trén doan [a,b] '
> R . ;b .., F'x)=0 i
* Tim cac diém X% tren khoang (@ ) tai doé b hoac 6)
khoéng xac dinh.
. Bude 2: Tiah fla), r(x).f(x,)....f(x ), rb).
e Buoc 3: Khi do:
max f (x) =max | £ (x,).7 (x,).... 7 (x,).(a). (b)
»x 12 '
min F(x) =min, f(xl),f(xz),...,f(xq),f(a),f(b)}-
»x 124 '
4.2.3. Tim GTLN, GTNN cua ham s6 trén mét khoang
e Butc 1: Tinh dao ham ™)
e Buoc 2: Tim tat ca cac nghiém X, € (@:b) cua phuong trinh F0 =0 ya tat
ca cac diém % €@P) 13m cho FX) khoéng xac dinh.

_||mf{x] B _||mf{x]
e Buoc 3. Tinh x—a’ , f(xf), f(af).

M —n'ﬁxf(x] m —minf{ )
e Buoc 4. So sanh céc gia tri tinh duwoc va két luan {aib)

Néu gid tri Ion nhdt (nhé nhadt) la A hodc B thi ta két ludn khong co gia tri IO'n
nhdt (nho nhat).

Chuyvy:
'min f(x)=f(a)
_ . maxf (x) =7(b)
Neu” ~ fx) déng bién trén @) thi | ¥ .
rl'rin fix) =f(b)
Cy=f , _ max f(x) =f(a)’
e Néu” () nghich bién trén [a,b} thi | ¥

e Ham s6 lién tuc trén mot khodng cé thé khong cé gid tri 1én nhat, gia tri
nhdé nhat trén khoang do.

5. PUONG TIEM CAN CUA PO THI HAM SO

5.1. Puong tiém can ngang
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Cho ham s6 ¥ =TX) x4ac dinh trén mét khoang vO han (la khoang dang

a;+x),\-ob) (o N 2 =Yo 13 due iém cAi
(@;+x), (- o;b) hoic (-0 +00)). Puong thdng Y=Y 15 duong tiém can ngang (hay

tiém can ngang) clia d6 thi ham s6 ¥ = f(X) néu it nhat mot trong céac diéu kién

lim f(x) =y, lim f(x) =
sau duoc thoa méan: =+ (x) Yo 1T x) =Yq

5.2. Puong tiém can ding

Puong thang X =% duoc goi la duong tiém can dang (hay tiém cén ding) cua
d6 thi ham s6 Y =) neu it nhat mot trong cac diéu kién sau duoc thoa man:
lim f(x) =40, lim f(x) =- = lim f(x) ===, lim f(x) =+

+
R Xy "y

X+b (¢ 20 ad- bc £0)

Véi d6 thi ham phan thirc dang o +d ludn cé tiém

Luwu y:

a
y = X =-
can ngang la C va tiém can ding
6. KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE PO THI HAM SO
6.1. Khao sat mot s6 ham da thirc va ham phéan thic

, —ax® + b d (a =0
6.1.1. Ham sé bac ba ® o\ o0 T @=0)

TRUONG HOP a>0 a<0
Phuong trinh y =0 Y 3;
co /1\
2 nghiém phan biét . o X
1 S
/ o \/ X
_ AV
Phuong trinh y =0 A
c6 nghiém kép 1
1 .
! o X
1
0 x
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Phuong trinh y =0

vo nghiém

YA

1

YA

f

<V

=y

6.1.2. Ham sé trung phuong

y =ax* +b +c (a =0)

TRUONG HOP

a>o0

a< 0

Phuong trinh
Y =0 ¢

3 nghiém phdn
biét

(ab<0)

YA

YA

>

B
o

I—
=y

Phuong trinh
Y =06
1 nghiém.

YA

=y

xy

6.1.3. Ham s6 nhat bién

_ax+b
Cox+d

(c=0, ad- bc=0)

D=ad-b=0

D=ad-bk<0

YA

__/

1

o 1

"y

YA

"y

6.2. M6t so6 phép bién doi do thi

6.2.1. Dang 1

Tw do thi

(C):}f=f(X)S

uy ra do thi

€)=y =7(x)
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(F(x) khi x=0

y=rf(x)) =

) f(-x) khi x<0
Ta co:
va’l " f(‘XD la ham chan nén do thi ©) nhan Oy lam truc déi xing.
* Cach ve ©) tw (C):

: . ). , ... \C)y=f
e Giit nguyén phan do thi bén phai Oy ctua do thi €):y (x)

2 A A‘ . n 7 . ki C ~ ~e 7 ~ ~ ° .~
e Bo phan do6 thi bén trai Oy cua ( ) lay doi xirng phan do thi duoc gitr
qua Oy.

(C)Y:f(}() =x" - 3x ”3’71\2
3 / (€):y=x- 3
suy ra do thi €y =|x| ) 3|x| 15 1 >

L©) AN

Bién doi
©)

Vi du: Tur d6 thi

e B6 phan do6 thi cua bén YA
. 3
trai O giit nguyén ©) bén €):y = - 30|
2. O 1o 1 o
phai Y X
e Lay dé6i xtmg phan doé thi duoc
gitt qua @Y. ERE
6.2.2. Dang 2
. Cl:y=fF . C):y=|flx
Ttrd()thi( ):y =) suyradc‘)thi( )iy =|rld]
i ( )_'f(x) ki f(x)=0
, y =[fbdf= Fx) ki F(x)<0
Ta co:
* Cach ve ©) tw (C):

N X s A 2 A . - f X
e Giit nguyén phan do thi phia trén Ox ctua do thi (C):y ( )
e B6 phan do thi phia dudi Ox cua (C), lay doi xirng phan dé thi bi bo qua

Ox.
Vi du: Tw do thi YA
V= =x- . Nk C): :X3 - 3x
(©):y=f0)=x’- 3 suy ra do thi | / ©):y
y — }Xa - 3:{| i o iv X
2 ”7}
Bién doi (C):

© €)= 3

e BoO phan do6 thi cua
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OX, giir nguyén
phia trén Ox.
Lay d6i xing phan doé thi

bi bo qua Ox.

duoi

y =|f(x))
Tw do

- 3x .
suy ra do thi

Chu y véi dang:
Vi du:

€):y =f(x) =x°

.3 ‘
|x| Bién d01

thi

dé duoc

ta 1an luot bién ddi 2 d6 thi”

5 thi (C'):y:|x| ' 3|X| Bién déi
N 3

S ).}r’—|x| 3|x| ta dwoc do6 thi

€2y =|pf - 3x]

6.2.3. Dang 3

€):y =ulvix)

’u(x).u(x) = f(x)
~ulx)wv(x) =f(x)

Tu d6 thi
% =|u (xx.v(x) =
©)

Ta co:

(c):

* Cach ve tw

suy ra do thi

i

€):y =\U(X)\.v(.>c).

khi u(x)::ﬂ
khi u(x)<0

e Giit nguyén phan do6 thj trén mién

u(x)=0 (C):}f:f(x).

cua do thi

2 A A . n o R 0 2 ~ ~ 4 ~ ~
e Bo phan do thi trén mién ulx)< cua (C) lay doi xirng phan do thi bi
bo qua Ox.
Vi du
a) Tw do thl (C)}r’_f(}f)_ X
C)iy=f(x)=2¢- 3¢ +1 ‘ r dé thi x-1
€):y=rx) *1 iy ra gg | D) Tix 6 thi x-1
Yool 5 Voo = X
suy ra do thi
ff(x) Khi x =1 X :
- 2 _ _ - H]IXE(];+W)
y =p- gl Flx) khix<l|y=% =—Ix-1 |
hi () L X i xe(-4))
DA hj_ AW —1 me —':D].]_
e Giit nguyén (C) véi X=1, Do thi (C’
* B6 (C) v6i X<l Ldy doi USRS (o8 RES
xtimg phdn dé thi bi bé qua e Bo phan do thi cua voi
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Ox. C
y X<l gitt nguyén ©) voi
©) A x>1.
e Lay dé6i ximg phan d6 thi bi
1 bb qua Ox.
RN YA
VA
/ 1
© o s
! 1 X
Nhan xét: Trong qua trinh thuc hién
phép suy do6 thi nén Idy déi xing

cdc diém ddc biét cla (C): giao | Nhan xét: Doi voi ham phén thuc
diém véi Ox, Oy, CP, CT... thi nén Idy déi xing cdc duong
tiém cdn dé thuc hién phép suy
d6 thi mot cach twong doi chinh
Xac.

7. TIEP TUYEN

7.1. Tiép tuyén

Cho ham s6 ¥ =79 ¢4 46 thi (C). Tiép tuyén cia dé thi (C) tai diém
M (x:y)eCc) . y =F(x,)(x- x,)+y,
oree c6 dang: .
Trong do:
. M \x; C 1y i e LY, =flx L k=f'x).. . .
Diém ”(X” y”)E{ ) duoc goi la tiép diém. ( véi Yo ( 0)) va ( D)la hé

$6 goc cua tiép tuyén.

7.2. Piéu kién tiép xuc

L (€):y=r(x) s (€"):y=gx)

Cho hai ham s6 . P6 thi € \551 € tigp xtic nhau

£ (x) =g(x)
f'x)=d (x 1
khi chi khi hé phuong trinh: () =g ( )cé nghiém. ><©<
|
X

8. TUONG GIAO PO THI 0 |0
Cho ham s6 Y =) ¢4 a6 thi €2 va ¥ =90 ¢6 a6 thi (&),
€C)) oy () g 0 =ax) (V)

. Khi d6é:
)

Phuong trinh hoanh d6 giao diém cta

e S6 giao diém cua (€) gy € bang véi s6 nghiém cta phuwong trin

2 \ 1 Vé \ \ n 2 . o 2
e Nghiém % clia phuong trinh chinh la hoanh do % clia giao diém.
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- A . . A . =flx y

e Dé tinh tung do Yo cia giao diém, ta thay hoanh do %o vao y=flx) hoac
y =g(x)

e DPiém M Cxzy, ) la giao diém cua €y ),

9. PIEM PAC BIET CUA HO PUONG CONG
9.1. Bai toan tim diém cé dinh cua ho duong cong

Xét ho duong cong C) o phuong trinh ¥ =M trong @6 1 1a ham da thirc
theo bién X véi M la tham s6 sao cho bac ciia m khéng qué 2. Tim nhiing diém
c6 dinh thudc ho duwong cong khi M thay déi?

Phuong phap giai:
e Budc 1: bua phuong trinh ¥ =Fm g dang phuong trinh theo an M cé
dang sau:Am+B =0 hoac An? +Bm+C =0
e Budc 2: Cho cic hé s6 bang 0, ta thu duoc hé phuong trinh va giai hé

A=0
A=0 B =0
. B =0 . |€ =0
phuong trinh: hoac ' .
e Buoc 3: Két luan:
C.) khong cé di€ém c6 dinh.

- Néu hé v6 nghiém thi ho duong cong
c,)

- Néu hé c6 nghiém thi nghiém d6 la diém c6 dinh cua

9.2. Bai toan tim diém cé toa dé nguyén

Cho duomg cong €) ¢6 phuong trinh ¥ =7X) (ham phan thtc). Hay tim nhiing
diém co6 toa d6 nguyén cua duong cong?
Nhiing diém c6 toa dé nguyén la nhiing diém sao cho cd hoanh doé va tung dé
cta diém dé déu la s6é nguyén.
Phuong phap giai:
e Buoc 1: Thuc hién phép chia da thirc chia tir sé cho mau sé.
e Budc 2: Lap luan dé€ gidi bai todn.

9.3. Bai toan tim diém cé tinh chat déi xing
Cho duong cong ©) c6 phuong trinhY = FX), Tim nhiing diém déi xing nhau
qua mot diém, qua duong thang.

(C):y:Ax3+Bx2+(’.‘x+D ©)

Bai toan 1: Cho do thi trén do thi tim nhing cdp

diém doéi ximg nhau qua giem' %))
Phuong phap giai:

_M(aAa®+Ba’ +Ca+D), N (AP +BF +Cb+D) ... . ... . () ...
e Goi la hai diém trén doi
xtimg nhau qua diém / .
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§a +b ::ZXJ

) .i'-1t{.:3~3+.b3'}+E‘(az+.bz)+i£’.‘(r5~+.t:a)+IJr:Z.fJ
e Taco .
Giai hé phuong trinh tim duoc 2P tir 46 tim duoc toa d6 M, N.

C):y=Ax+Bx*+Cx+D S <) '} i
€):y . Trén do thi tim nhiing cdp

Bai toan 2: Cho do thi
diém doi xing nhau qua goc toa dé.
Phuong phap giai:
. Goi M (aAa®+Ba’ +Ca +D),N (bAF +BE +Cb+D)
x1'1;ng nhau qua goc toa do.
a+b=0

A@ +p) +B (@ +b)+Cl@+b)+2D =0
e Taco .

la hai diém trén ©) doi

2i 1A IR ab . . . A
e Giai hé phuong trinh tim duoc twr do tim duwoc toa do M.N

C):y =Ax>+Bx*+Cx+D ‘ C ~
€):y trén dé thi tim nhitng cap

d:y =Ax+B,

Bai toan 3: Cho doé thi

diém doi xitng nhau qua duong thdng
Phuong phap giai:

. M(aAd +Bad* +Ca+D), N(bAb* + BV’ +Ch+D) . = . ., . (© ..
e Goi la hai diém trén doi

xtmg nhau qua duong thang d.

{J ed (1)

MN .u; =01(2 > , . N 2

Ta cé: 4=0(2) (véi I la trung diém cua MN va ud 13 vecto chi
phuong ctia dudng thang d).

» Giai hé phuong trinh tim duwoc M, N.

9.4. Bai toan tim diém dac biét, khoang cach
9.4.1. Ly thuyét:

2 2
e Cho hai diém A(xl;yl);B (xz;yz) = AB :J(XZ ) xl) +(y2 ) 3’1)

2 M ; i \ 2 . = \ 2 s A
e Cho diém (XU yo) va duong thang d'AXJ*B}HC_U, thi khoang cach tu M
x +By_ +C
h(M‘;d):|A 0 + B, +C|
dén d Ia VA? + B
_ax+b

e Cho ham phan thic: o +d tigp tuyén tai M cat TCD, TCN & A va B thi
M la trung diém cua AB. Thi dién tich tam gidc MAB khong déi:

Sz :t,%kﬂ - It7":|

9.4.2. Cac bai toan thuong gap
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_ax+b

(c #0 ad - bc #0)

. . . LY = R (o o A
Bai toan 1: Cho ham so6 x +d co do thi . Hay tim tren
(€) hai diém A va B thuéc hai nhdnh dé thi ham sé sao cho khodng cdch AB
ngan nhdt.

Phuong phap giai:
d
(C) Ve o« A N e X =" = Ve A~ 2 \ N V4 _ . >
J co tiém can dung C do tinh chat cua ham phéan thitc, do thi nam
vé hai phia cta tiém can ding. Nén goi hai so % 5 13 hai s6 duong.
X {—Ezvx ——E— rzc:—g
e N&u A thudc nhanh trai: - C § C c; Ya =1(x,)
X3 S X5 =-d4p>-2 =f(x.)
« Né&u B thudc nhanh phai: c c c,¥s =Ts)

e Sau do tinh:
2
AB> =(x, - x,J +(y, -y, =la+p)-@- )| +0, -y, y

e Ap dung bat dang thitc Cauchy sé tim ra két qua.

. . L \C) . - . A i
Bai toan 2: Cho doé thi ham sé6 ©) c6 phuong trinh ¥ = fX) . Tim toa do diem M
thuéc ©) dé téng khodng cdch tir M dén hai truc toa dé nhé nhat.
Phuong phap giai:
M \x;
e Goi (xy)

d =+l

e Xét cac khoang céch tr M dén hai truc toa d6 khi M nam & céc vi tri dac
biét: Trén truc hoanh, trén truc tung.

e Sau d6 xét téng quat, nhimmg diém M cé hoanh do, hoac tung do 1ém hon
hoanh d6 hoac tung do cia M khi nam trén hai truc thi loai di khong xét
dén.

e Nhiing di€m con lai ta dua vé tim gid tri nhd nhat cia d6 thi ham s6 dua

va téng khodng céach tir Mdén hai truc toa dd la d thi

vao dao ham réi tim duwoc gié tri nhé nhat caa 9.
Bai todn 3: Cho dé thi ©) ¢6 phuong trinhY =X Tim diém M trén ©) sao cho
khodng cdch tir Mdén Ox béng kldn khodng cdch tir M dén trucOY .
Phuong phap giai:
f(x) =kx
f(x) =-kx

ko
- kx

Y| =k =

Theo dau bai ta co

}-’:
}r’:

Bai toan 4: Cho d6 thi ham s6 O phuong  trinh
ax +b

y=f(x) = (c#0, ad- bc+0) )

ox+d . Tim toa dé diém M trén (©) sao cho d¢ dai Ml

ngan nhat (véi I la giao diém hai tiém cdn).

Phuong phap giai:
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. . i X = —d R . y :9
e Tiém can dung C ; tiém can ngang C
129.2
e Ta tim duoc toa dd giao diém ' € €/cua hai tiém cén.
7 2 7 a 2
e Goi MM 7 13 diém can tim, thi: ' FooA -

St dung phuong phéap tim GTLN - GTNN cho ham sé 9 dé thu duoc két
qua.

Bai toan 5: Cho dé thi ham sé €) ¢ phuong trinh Y =fX) vy dudng thdng

d:Ax+By+C =0 73p diem | trén ©) sao cho khodng cdch tir | dén d 1a ngdn
nhadt.
Phuong phap giai:

e Goi! thuébc (o} / (XD}YD); Y, :f{xn}.

X +By +C
o) =h(f;d)=k‘° zyﬂz |
e Khoang céch tir/ dén d 1a JA® +B

e Khao sat ham s6 ¥ =9%) @& tim ra diém | théa mén yéu cau.
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IPHAN II. MU VA LOGARIT]

1. LOY THUA VA HAM SO LUY THUA

1.1. Khai niém liy thua
1.1.1. Lay thwra v6i s6 mi nguyén
Cho ™ la mot s6 nguyén duong.
Véi @ la so thuc tuy y, lily thira bac N cta a la tich ctia N thira s6 @.

a =ga..pa
n (M thua so).
a" =1 a’ :iq
Véi @ #0. thi a

Ta goi @ la cos6, M 1a mit s6. Va cha y @ va 0" khéng c6 nghia.
1.1.2. Moét so6 tinh chat cua luy thura
e Gia thuyét rang moi biéu thirc duoc xét déu co nghia:

o

] o P :a”_’b’: [0 Y/ - '
arr .a.l" :a” .l"; aJH {a ] =4 ’ {ab}rr :arr b-.-;
a & 3 arf . a ‘ - ~ b .‘rr
b b=" |b|] |a

’ . g =af
e N6ua>1ltph @ =9 ﬁﬂ}ﬁ;

e« NéuO<a<lip @ >a" < a<f

e Véimoi O0<a<b, ta co:
g <" = m=0
a' =" = m<0

Chuy:

e Cac tinh chat trén dung trong truong hop s6 mil nguyén hoac khoéng
nguyen.

e Khi xét Ity thira v4i s6 mii 0 va s6 mil nguyén am thi co s6 @ phai khac 0.

e Khi xét Iy thira v6i s6 mii khéng nguyén thi co sé @ phai duong.

1.2. Phuong trinh X" =b.
Ta c6 két qua bién luan s6 nghiém ctia phuong trinh X' =D nhuw sau:
e Truong hop n l1é:
Vi moi s6 thuc b, phwong trinh cé nghiém duy nhat.
e Truwong hop n chan:
= V6i P<0, phuong trinh v6 nghiém.
= V6i b=0, phuong trinh c6 moét nghiém X =0.
= Véi b>0, phwong trinh c6 hai nghiém trai ddu, ki hiéu gié tri duong la
Q/B, con gia tri am la ‘Qﬁ’.
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1.3. Mot so tinh chat cua can bac n
Vi @PERNEN o 6.

Wa* =a . va

. 2337 —a va
. %ab =xfa %, vab =0
. 2'14-\]!'a_b :2'14{‘['5 Ilm-{{a‘ '?'a,b

2\"!6—? :ﬁ, Yab=0b=0
b EQ’IE

n+
lﬂﬁ :—"ygk Va, vb =0
b ~gp

. -Tfa_"‘ :('JJE) ,va = D, n nguyén dwong, M nguyén
. nid_ ="a, va ED, n ,ml’lgl,IYén du‘O‘ng

P_9 o -9 va>amn

Néu N M thi

Pic bist: Ya ="%a”

1.4. Ham sé lay thura
1.4.1. Khai niém

nguyén duong P9 nguyén

Xét ham s6 ¥ =X, v4i @ 1a sé thuc cho trudc.

Ham s6 ¥ =X", véi ®€R | dwoc goi 1a ham sé6 liiy thira.
Chu y.
Tap xac dinh clia ham s6 lity thira ¥ =X* tly thudc vao gid tri ctia @ . Cu thé.
e V6i ¢ nguyén duong, tap xac dinh la R.

[0l
e Véi @ nguyén am hoac bang 0, tap xac dinh la R\O-
e Véi @ khong nguyén, tap xac dinh (0;:+20).

1.4.2. Khao sat ham sé lity thira ¥ =X

(0;+)

Tap xéac dinh clia ham s6 liiy thira ¥ =X" 1luén chita khoang véi moi

@ € R. Trong trudng hop téng quat, ta khao sat ham s6 ¥ =X trén khoang nay.

y=x",a=>0 y =x",a <0,
+ . + .
1. Tap xac dinh: (0+) 1. Tap xac dinh: (0+)
2. Sw bién thién 2. Sw bién thién
y'=ax"'>0 x>0 y'=ax"'<0 ¥x>0.
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Gidi han dac biét:
limx" =0, limx" =+

-0 X b
Tiém can: khong cé.
3. Bang bién thién.

X |0
+00
y +
y
400
0

Gidi han dac biét:
Imx" =+=, limx” =0.

x—=0" X b

Tiém can:

Ox la tiém can ngang.
Oy la tiém can ding.

3. Bang bién thién.

X 0

+00
y’ )
y +00

0

Do thi cua ham sé.

ya
a>|

D6 thi clia ham s6 liy thita Y =X luén di qua diém

1.5. Khao sat ham s6 mu

1 (11).

y=a, (a>0a=1)

¥ :#,(a }1)

v :d‘,(af: 1)

1. Tap xac dinh: R
2. Sy bién thién.
y'=a'lna=0,vx.
Gidi han dac biét:

lima* =0Q lima =+
K- K=
Tiém can:

Ox la tiém can ngang.
3. Bang bién thién.

1. Tap xac dinh: R.
2. Sw bién thién.
y'=a"lna <0 vx
Gidi han dac biét:

lima* =+x, lima™ =0.
Xt - H—s b
Tiém can:

Ox la tiém can ngang.
3. Bang bién thién.

o | 0 1 . | 0 1
+00 +00
1 + + 1 ) - =
Y, y
y _ y +00
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a +00 1
1 a
0 0
D6 thi nhu hinh sau. b6 thi nhu hinh sau.
P Y Ii‘)l — I.I" N Iyl
(= 1)
a _———
|
| 1 y=a’(0<a<l)
1 | 3 \\
! -
| - o| ! .
1 1 ’
2. LOGARIT

2.1. Khai niém Logarit

a,b

Cho hai s6 duwong voi a#1, S§ @ théa man ddng thic a“ =b duoc goi la

logarit co s6 @ ctia b va duoc ki hiéu 1a log,b.
a =log be a' =h.

Khéng co logarit ctia s6 am va sé 0.

2.2. Bang tém tat cong thirc Mi-loarrit thuwong gap

. a"=1(a=0). . log1=0(0<a=1)
. (a) =a . log a =1(0<a 1)
(a).a _ 1 . log a” :a,([] <a ;tl)
) . lo a—l (0<a#1)
@ _ log, a==,
G) =(a) . log,b' =a.log, b(ab>0,a#1)
. (@0 =@ 109, b =109,
. (@) .(b)" =(ab) log , br :?_j.logab
%z[%‘”,(b;m _ logb+log c=log (bec)
) @ | - Iogb—logaczloge[?‘
. (a) :{")(a) (penN’) . c
; » 1
. (@) =) . IOlgé"b_Iorgb:s:-
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. (a)" =b= a =log b

3. BAT PHUONG TRINH MU VA LOGARIT.

3.1. Bat phuong trinh mi co ban

Bit phuong trinh mii co ban c6 dang @ >b (hoac € =b,a" <ba =by v

a>0a=L
Ta xét bat phuwong trinh cé dang a* >b.
o Néu b <0, tap nghiém cta bat phuong trinh 1a R, vi

e N&u b> 0 thi bat phuong trinh twong duong véi a* > a">".

= Véi @ >1, nghiém ctia bat phuwong trinh 1a X~ log, b

= Vé6i 0<a <1 nghiém ctia bat phuong trinh 1a * = l0g, b
Ta minh hoa bang dé thi sau:
e Vé6ia>1 tacdoé thisau.

P

lyl W= r[".-

{a > 1)

y=b

%
Pl x

log, b

e V6i O0<a <1 tacé do thisau.
Y

b y="h

T

l

’ 1& h
|

1

| X

El

3.2. Bat phuong trinh logarit co ban

Bat phuwong  trinh ban c¢é

log_x=b,log_x<b,log x <b

logarit

)Vé,ia:vo,ail.

co dang

Xét bat phuong trinh log, x >b

e Truomg hop @ >1, ta cé: log x >be x>d.
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e Truong hop 0<a <1, ta c6: 109.X>b=0<x<a.

Ta minh hoa bang d6 thi nhu sau.
e Véia>1 tacédé thisau.
Sy

u=log, b

{a > 1}

X

y=log,b

L
=
-]

y==b ; ,
(0 <a<1)

/

e V6i 0<a <1l tacé dé thisau. a

Quan sat do thi, ta thay rang: " \
|
e Truong hop @>1: 199.X>P khi va chi khi 2 '

X >a".

log, x > b

e Truong hop O<a<l, khi va chi khi

O<x<a”,

4. BAI TOAN LAI SUAT NGAN HANG

4.1. Lai don
4.1.1. Pinh nghia

Lai don la so tién 1ai chi tinh trén so tién goc ma khong tinh trén soé tién lai do
s6 tién goc sinh ra, tirc la tién 1ai ctia ki han truéc khéng duoc tinh vao vén dé
tinh 1ai cho ki han ké tiép, cho du dén ki han nguoi gui khéng dén rut tién ra.
4.1.2. Céong thirc tinh

Khéch hang giti vao ngan hang A déng véi 1ai don 7% /ki han thi s6 tién khach
hang nhan dwoc cd von 1an 1ai sau 7 ki han (7 €N* ) 1a:

S, =A +nAr =A(1+nr)

Chu y: trong tinh todn cdc bai todn ldi sudt va cdc bai todn lién quan, ta nhé
I
r% 14 100

4.2. Lai kép
4.2.1. Pinh nghia
Lai kép la tién 1ai cua ki han trudéc néu nguoi gii khong rat ra thi dwoc tinh
vao von dé tinh 1ai cho ki han sau.
4.2.2. Cong thuc tinh

Khéch hang gti vao ngan hang A déng véi 1ai kép 7 /ki han thi s6 tién khach
hang nhan duwoc ca von 1an 1ai sau N ki han (" €N* ) 1a:
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_I 5-1 |
n= m{hr] I

S, =A(@L+r) — %—J__l

A =

:r:-|‘-ﬂ

.

(1+r)

4.3. Tién gui hang thang
4.3.1. Pinh nghia

Tién gii hang thang la moi thang gui ding cung mot sé tién vao 1 thoi gian co
dinh.
4.3.2. Cong thirc tinh

Pau méi thang khach hang gl vao ngan hang sé tién A doéng véi 1ai kép %
/thang thi s6 tién khach hang nhan dwoc ca vén 1an 1ai sau N thang ( T€N* )

( nhén tién cudi thang, khi ngédn hang da tinh 1ai) la Sn

Sr
rn :I(ﬂ{h_r][m‘F
5,7
(1+r) - 1]

Al(r) - 1] (1+r) =

:(1+r)

4.4. Gui ngan hang va rut tién gui hang thang
Cong thuc tinh

GUi ngan hang so tién 1a A déng véi 13i sudt %/thang. M6i thdng vao ngay
ngén hang tinh 1ai, rat ra sé tién la X déng. Tinh sé tién con lai sau N théng la
bao nhiéu?

s —A(1er) - (1+rr) e [A(1+r) 5]

1+r) . |

4.5. Vay von tra gop
4.5.1. Pinh nghia

Vay von tra gép la vay ngan hang sé tién 1a A déng véi 1ai suat "%/thang. Sau
dung mot théang ké tlir ngay vay, bat dau hoan no; hai lan hoan n¢ cach nhau
dung mot thang, moéi hoan no sé tién la X dong va trd hét tién no sau dung N
thang.
4.5.2. Céng thirc tinh

Céch tinh s6 tién con lai sau N thang giéng hoan toan c6ng thic tinh gui ngan
hang va rut tién hang thang nén ta cé
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" 1+4r) -1
51:A(1+r)-qX£———l——

5 =0

Dé sau dung N thang tra hét no thi ~» nén
N 1+r) -1
A(l+r) - }(L _0
A(l+r) r
X=—F
(1+r) -1

4.6. Bai toan tang luong
4.6.1. Pinh nghia

Bai todn tang luong duwoc mé td nhu sau: Mot nguoi duoc lanh lwong khéi diém
la A doéng/thang. Ctt sau N thang thi lwong nguoi d6 dwoc tang thém 7 %/thang.
Héi sau k7 thang nguoi dé linh duoc tat ca s6 tién la bao nhiéu?
4.6.2. Cong thuc tinh

1+r) -1
—

S =Ak

Téng s6 tién nhan duoc sau k1 thang la

4.7. Bai toan tang truong dan so
Cong thic tinh tang trudng dan s6111Equation Chapter (Next) Section 1
22Equation Section (Next)

X =X (1+r)"" (mnez'.m=n)

L]

Trong do:
r% la tilé tang dan so6 tr nam 7 dén nam M

X N v
m dan s6 nam M

X N
n dan sO nam n

rﬂ;"i:r:u :m-n’xm = 1
xn

GUi vao ngan hang A déng véi 1ai kép 7/nam thi s6 tién nhan duoc ca vén

(neIN*) ) :,*‘-11(1+r)rI
la: ”

Twr d6 ta c6 céng thic tinh ti 1é tdng dan so la

4.8. Lai keép lién tuc

lan 1ai sau N nam . Gia str ta chia m6i nam thanh m ki

r
2 ~ . ~ . 4 X o _% 4 « R 9

han dé tinh lai va 1ai suat moi ki han la M thi so6 tién thu duoc sau 7 nam la:

2 TN

S =A l+£+
_ o
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Khi tdng so ki han ctia mo6i nam lén vo cuc, tic la M~ *+% | goi la hinh thirc 1ai
kép tién tuc thi nguoi ta ching minh dwoc sé tién nhan dwoc ca goc lan lai
la:312Equation Chapter (Next) Section 1413Equation Chapter (Next) Section
152Equation Section (Next)613Equation Chapter 3 Section 1713Equation
Chapter 3 Section 1814Equation Chapter (Next) Section 192Equation Section
(Next) 1013Equation Chapter 3 Section 1

( cong thic tang truéng mil)
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[PHAN III. NGUYEN HAM - TICH PHAN - UNG DUNG TICH|

PHAN

1. NGUYEN HAM
1.1. Pinh nghia

4 f Vé . n \ kd 2 2 \
Cho ham s§ = xac dinh trén K (K la khoadng, doan hay ntta khoang). Ham

; . . fx) . F'x)=flx) .
S duoc goi la nguyén ham cua ham so6 trén K néu 6 =1 x) voi

moi X€K |
Ki hiéu: Jr bax :F(X)+C.
Pinh Ii:

5 F(x)

. FXx) A o X)L
1) Néu la mot nguyén ham cua trén K thi v6i méi hang s6 C,

GO)=Fl)+Cc _ s ),
sO cung la mot nguyén ham cua trén K .

F (x) f(x)

2) Néu la moOt nguyén ham cta ham so trén K thi moi nguyén
F(x)+C

ham

\ 2 f X N A /7 7 . \ A > ~
ham cua trén K déu c6 dang , v6i € 1a mot hang so.

, Fix)+C,CeR _, . o N , )
Do do 6) la ho tat ca cac nguyen ham cua trén K .
1.2. Tinh chat cua nguyén ham

(ffGax) =7(x) oy Jrax=r()+C d( fr()ax) = F (x)ax
[d(F () =F () +C

Néu F(x) c6 dao ham thi:

J’kf(x)dx :kJ’f(x)dx v6i kK 1a hang sé khac 0.

ﬂf(x) ig(x)l ax = ff(x)mc + J’g(x)dx
« Cong thic di bién s6: Cho 7 Fu) |, u=gb).
Neu [0 =FO+C 4 [ (e0)gtde = fluld —f (1) +c

1.3. Sw ton tai cua nguyén ham
Pinh Ii:

. \ ~ f X .« A N /Q 7/ N \ N
Moi ham s6 lién tuc trén K déu c6 nguyén ham trén K .

1.4. Bang nguyén ham cac ham sé6 thuong gap

1 J‘[bﬁ(:C 9. J‘dX:X'I-C
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1
Xdx =—x** +C (a #-1) y . _1lax+b)
3. f a+1 6. J{ax+b dx_5?+c,a #-1
2
flsz —.lic pax =% +c
4, X X 17. 2
1 dx 1
“dx =| C ="
. J'x X n|x|+ " Iax 5a nlax + H +c
6. JEx =€ +C [ e e
19. d
x+b
o -7 ,c [ _1a™ e
7. Ina 20. kK Ina
8. J’cosxdx =sinx+C J’cos(ax+b)dx :lsin(ax +b)+C
21. d
9. J’sinmfx =- cosx+C J’sin(ax +b)dx =- lco&(ax+b)+(’.‘
22, a
10. Jranxadx=- In|cosx | +C Jtan(ax +h)dx =- lIn|t:-::u5.((:1x +b)+C
23. a
11 Jootxax=In|sinx|4C fcot Cax + bl = LinjsnGax +b) +C
24, d
1 3 1 1
" Icoszxdx =tanx +C - J’mdx _a—tan (ax+b)+(?
1 1 1
dX == C(t C == —
- -I‘sinzx X+ J‘mﬂx acct(ax +b) +C

26.

2 =
14, J(1+ tan x)dx =tanx +C

J(l+ tan? (ax + b))dx :a—ltan(ax +b)+C
27.

s _|(1+ cot? x )dx =-cotx +C

28.
J(1+ cot? (ax + b))dx =- almt(ax +b)+C

1.5. Bang nguyén ham mo rong

dx 1 X X . X
J’ —— =—ardg—+C arcsin dx =xarcsin= + yJa’ - x> +C
a+x- a a a a

dx 1 |a+x X X
_|' ——=—In +C arccos— dx =xarccos— - ya?- x* +C
a-x* 2da l|la-x a a

J’Jx% :In(x +4x? +az)+C

J’arctan Xdx =xarctan™- 2 In@ +x2) +C
a a 2

dx :arcsiniﬂ'.‘
'“52— x2 L;,|

J'arccctidx =,!|f.'::r(:-.':|:1t£+%In(a2 +x)+C
a a
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o —larccos‘x +C
Ix ixz_az T a 3
& _ Ljpgedxiral o & —lm‘tanax*b +C
Ix3x2+az ~ a X J‘m a
. —
J]n(ax+b)dx: x+9‘ln(ax+b)— J'e?"coshxdx :Ea“(acos:]x+bgnm +C
\ 8/ a’ +b
N N )
[Na® - x* dx =¥+%arc5in J'E?xsinbxdx:eax(am;ibfm +C

2. CAC PHUONG PHAP TiNH NGUYEN HAM

2.1. Phuong phap doi bién
2.1.1. Poi bién dang 1

Néu : J’f{x}dx =F(x)+C va voi u=¢(t)
J'f{u]ﬂu =F (g(t))+C
2.1.1.1. Phuwong phap chung

la ham s6 c6 dao ham thi :

e Buoc 1: Chon X :Qj(t)

, trong dé
® Buoc 2: Lay vi phan hai vé :

» Budc 3: Bién déi :

® Buoc 4: Khi do tinh :

¢(t)
dx =¢'(t)at

fixidx =f| ¢ (t)] o' ()t =g ()t

J'f{x}dx = J'g(t}ct“ =G(t) +C .

2.1.1.2. Cac dau hiéu déi bién thuwong gap

Dau hiéu Cach chon
. te |- E;E .
J7 - pat X =PI i 22|y g5 X =Pcost
véi tE[Q:r].
e N .
— bat SNt véi hoac C
Xz_az v ’ ) i O
te|ox|\ f}.
voi [ ] 2
te|-T.7
s Dé‘t,».fz}a|t‘.=.~m;V(,),_.l | 2’2_'hoél x =fa|cott
véi E‘E(O:JT).
a3+ X bat x =acos2t
a-x hoac
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a-x
a+x
(x-a)b- x) pat X =a+(b-a)snt
1 te _iri
a’+x° Pat x =atant ; véi 22
2.1.2. Po6i bién dang 2
. g n «ae, X =t , o\t) | L . ,
Néu ham so6 f(x) lién tuc thi dat (p( ) Trong do (p( ) cung voi dao ham cua

"\t .
no (qﬁ (©) la nhitng ham s6 lién tuc) thi ta duoc :
[fxiae = [f[o(8)] ¢ ()t = fott)at =G(¢) +C
2.1.2.1. Phuwong phap chung

¢(x) ¢(x)

e Budc 1: Chon t= . Trong dé la ham so ma ta chon thich hop .

. dt =¢'\t)dt
e Buoc 2: Tinh vi phan hai vé : qr() .

e Budc 3: Biéu thi : Flxax :f[m&)l o' (Ot :qtﬁ.

 Bugc 4; Khi d6 ;| = [T = Jotdt =G(0) +C

2.1.2.2. Cac dau hiéu doéi bién thuong gap :

Dau hiéu Cach chon
Ham s6 mau s6 co t 1a mau so6
Flxfo(x) t = o)
Ham so : ( )
a.sinx+hcosx X x|

r = — - _
Ham (X c.sinx+d cosx+e t tanz,lms 2 ?&D_‘

f() 1 Véi: X+a>0y3 x+b>0,

X)) =
- J(x+a)(x+b) Pt - L =vx+a+x+b
am -

Véi X+a<0vy3y X+b<0,

pat: t=v-x-a+V-x-b

2.2. Phuong phap nguyén ham ting phan
Néu u(x) , v(x) la hai ham s6 c6 dao ham lién tuc trén K:
J'u{x}.v'{x}dx =u(x).vix) - J’v{x} L '(x)dx

fud =uv - fueiu (véi au =u ()ax, v =v (x)ax

Hay )

2.2.1. Phuong phap chung

| = J'f{x}dx = J'fl{x).r;{x}dx

e Budc 1: Ta bién d6i tich phan ban dau vé dang :
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u =1f(x)
dv =f(x)

v = [f(x)dx

Udv =uv- |vdu
J J

e Buoc 2: bat : |

e Buoc 3: Khi do :

du =f" (x)ax

2.2.2. Cac dang thuong gap

2.2.2.1. Dang 1

‘u=P(x) (u'.du =P (x)dx
sinx sSinx - COSX
- ==
I :J’P{x} cosx | .dx dv = cosx} dx v ={snx
=4 5 e g
. Dat
- cosx - cosx|
| =P(x)sinx J'sinx P '(x)dx
A g g
Vay: -
2.2.2.2. Dang 2
(U =Inx ( 1
du =—dx
= X
= ! dv =P (x)dx V= Xlde =0(x
=[P Inxcx o ( JP (x)ax =Q(x)
I =InxQ (x) = p(x}.lm{
Vay X
2.2.2.3. Dang 3
u =g du =e“dx
i sinx - cosx
J:fe’ﬂnx dv = ax  v=l" ’
CoSX 5 COSX sinx
bat
- COSX - cosx
| =" . ] f , ]ddx
sSinx sinx
Vay I = -
- cosx
o=l
. , ) sinx ) .
Bang phuong phap tuong ty ta tinh duoc sau do thay vao 1

3. TICH PHAN
3.1. Cong thuc tinh tich phan

_rf{x'xjx :F{x}E =F(b)- F(a)
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b

J'f(x)oﬁ(

* Nhan xét: Tich phan ctia ham s6 | tir a dén b c6 thé ki hiéu béi 2 hay
b

J"f(t)dt.

a Tich phan d6 chi phu thudc vao f va céc can a, b ma khéng phu thudc

vao cach ghi bién s6.
3.2. Tinh chat cua tich phéan

Gia st cho hai ham so f(x) va g(x) lién tuc trén K-@5:C 13 ba s6 bat ky thudc
K, Khidotaco:

aJ'ﬂx}dx =0
1. 3
b a
[flxxx == [f(x)ax
2. @ b .
b c b
[foaax = [fix)ax + [flx)ax
3. a a c
b b b
. J{ f(x) ig(x}] dx :a_l'f{x}dx iajg(xm
- b .
ka{xh'x =k. J'f{x}dx
5. 2 a .
) fix)dx =0%x = |a:b
6. Néufx) 2 "XE CL I aI %)
VX € [a;b] - f(x) = g(x) = hjﬂx}dx ::hj'g{x}dx
7. Néu a a .

b
. M (b- a) = [fix)dx <N (b- a)
8. Néu X € [a.b] Neu M =1x) =N yp; 5[ .

4. PHUONG PHAP TiNH TiCH PHAN

4.1. Phuong phap déi bién

4.1.1. Phuong phap doi bién sé dang 1

4.1.1.1. Pinh li

)

Néu 1) Ham X =U{) ¢4 dao ham lién tuc trén
)
2) Ham hop TU®) qwoc x4c dinh trén [a /} )

3) u(ee) =a, ul ) =b

b I
I = J’f{x}c‘b: = J’f{u{t}]u'{r‘m
Khi dé: a it .
4.1.1.2. Phuong phap chung
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e Buoc 1: bat x=u(t)

e Bugc 2: Tinh vi phan hai vé :
=b [t=7

==
=a t =

X =ul(t) = dx =u'(t)dt

D6i can: '::
e Budc 3: Chuyén tich phan da cho sang tich phan theo bién t

b i a
I = [fixp = jf[u[t}] u'(txt = fo(t)t :G(r}’: =G(f)- G(a)
vay: @ “ “

4.1.2. Phuong phap déi bién dang 2

4.1.2.1. Pinh 1li

Né&u ham s¢ Y =ulX)

b ulb)
I = J‘f{x}dx = J'g(u}au

wla)

fldx =g (ux))u'(x)ax =duas

4.1.2.2. Phuong phap chung

. . . . n a;b
don diéu va c6 dao ham lién tuc trén doan [ } sao cho

t U =ulx)= du =u (x)dx

=b |u =u(b)
:aﬁ U =ula)

e Buoc 1: ba

e Budc 2: Péi cén : 'i
e Budc 3: Chuyén tich phan da cho sang tich phan theo U

b b ulb)
| = J‘f{x}dx = J'g[u{x}].u "(X)dx = J‘g{u‘m
Véy a a ula)

4.2. Phuong phap tich phan tung phan
4.2.1. Pinh li

Néu u(x) va v(x) la cdc ham so c6 dao ham lién tuc trén {a;b] thi:

b
fuav (xax =(uGavx))

b © , b b
- jv{x}u (x)abx [uy =uv_ - fuau
Hay a a

a

4.2.2. Phuong phap chung

(x)dx

f(x)

e Buéc 1: Viét |

lam u(x) va phén con lai dv =v'(x)dx

dx vy v =fdv:fv'(x)oﬁ(

thich hop cua
e Budc 2: Tinh du =u

b
j'vu "(x)dx Uvﬁ
e Buoc 3: Tinh = va

duéi dang udv =uvdx bing cich chon mdt phan

* Cach dat u va dv trong phuong phap tich phan tung phan.
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bat u theo thw tu uwu | ¢ b b b

tién: P (x)e'ax jP{x}Inmbc JP{x} cosxa| [e* cosxdx

Léc-da-mii-luong ? ? : 2

u P(x) Inx P(x) e

dv e“dx P(x)dx cosxdx cosxdx
f(x)

Chu y: Nén chon U la phan cua ma khi 1dy dao ham thi don gidn, chon

dv =vdx 1a phan cua f(x)dx
dé tim.
5. TICH PHAN CAC HAM SO SO CAP CO BAN

la vi phdn mo6t ham s6 da biét hoac c6 nguyén ham

5.1. Tich phan ham hiru ti

5.1.1. Dang 1
x:I- dx 17 adx
[= - ax+b a, ax+.b a . (v6i a%0)
“ dx 1
ax + b .adx = ax + b -k+l
Chu 3/7: Néul= = {ax +br ﬂ } a‘:l_ k’} { e
5.1.2. Dang 2
E
AT
= [——— (a=0) .
Jax® +hx +c (axz +m+c;ﬁﬂvé’imoixe[a'ﬁ])
Xét A =b - dac

_—b+\fE_ _=b- JA
= X, =

e N6uA>Othi * 2 2
1 1 -1 L !
ax’ +hx+c a{X-XlHX-Xz} a{Xl-XE].X‘ 1 X=X thi :
.
[ ﬂ T ik [Infe- - Infx-
alx, - X,) A x- X x-x]  alx- ”
1 |x X,
a{x X} |X XE I
1 1 [x _-h
. N&u A =0ty @ +x+c alkk-x) [° 23
A dx J, B 1 P
2__ _ i
i c@C thx+c aJ(x- X'a' alx - x;)
x-‘ #
.ll:J‘ 5 ax :J‘ =
Jaxt +bx+c ' Al
d 2&‘ 452

e Néu A <O0thi
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X+ b _ ,itant = dx _1 ’i(h tan’ t)dt
P Aa° 2\ a®

bat
5.1.3. Dang 3
P
/ :J- IMX +n

Eaper e @20

flx) = Tx*+n _
(trong doé ax’ + X +¢ lign tuc trén doan [a'ﬁ] )
e Bang phuong phép dong nhat hé so, ta tim A va B sao cho:
X + N :A{ax2+bx+c}'+ B _ A(2ax +b) . B
ax’ +hx +C ax’ +hx +c ax’ +hx+c ax’+hx+c ax’ +hx+cC

=

f X + N dx:I:[ A{zax+b}m+f" B dx

s tacsre d acebac S aeamerc®™ ] aenoc
" A(Zax +b)
Tich phan « ax” +bx +c
! ax
Tich phan = ax” +hx +c thuoc dang 2.
5.1.4. Dang 4

.
.aﬂlln|a.3c2 +hx+cC

(&3

" P(x)
| = [——dx
a.lg{x] voi P(x) va Q(x) la da thuc cua X.
P( Q(x)

e Néu béac cua x) 16n hon hoac bang bac cua thi dung phép chia da

thirc.

Qlx) thi cé thé xét cac truomg hop:

~ A 2 P X 2 A )
e Néu bac cua (x) nho hon bac cua
(Zl, {1‘2, o

e Khi Q(x) chi ¢6 nghiém don
Pix) A A A

1+ 2 b+

Q(x) X-a X-da X-ﬂn.

" “nthi dat

e Khi Q(X)cc') nghiém don va vé nghiém

(- 2 — .
Qx) =(x- a)(x* + px+q),A =p?- 49 <0 hi dat

P{x}: A . Bx +C
Qlx) x-a x2+p>:+q'

e Khi Q(X)cc') nghiém boi
QW) =(x- a)(x- AV y4i = p thi dat
P(x) A B C
= + +
QX)) x-a Xx-f (x- ﬁ)‘f
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QW) =(x- @)X~ PV yi o = p thi dit
P) _ A B _C D _E
(x- al(x- )P (x-a)P X-a) (x-p° (x-p7 x-p

5.2. Tich phan ham vo ti

b
JR(x, f(x))dx

Trong do R(x, (x) co dang:
a-x
RIX T X =acos2t, te D;%
e " bat
Rlx,a* - x* _lalg _
. ( ) pat X _)a‘smt hodc X _|a‘cost
R x,nax+b t:nax+b
.| X +d | Pat "Joud
1
R(xf(x)) =
. {ax+b},fax2 XY 4 (ax? + pix+ y)' = klax +b)
b= 1
Détt: aX2+ﬁX+y’ hOé.C Dé.t _aX+b
T
. R(X,\‘az +X2) Dt X :|a‘tant tel- 2'2
R(x x° - az) X :ﬂ telGa]\ E}
. ' Pat CosX 2
. R({E; d;,,&) Got k = BSCNN (n;;n,;...;n,) _pat x=¢
5.2.1. Dang 1
g 1
| = ax (a=0)
J:}af +hx+cC
b|° A x+ 2 =y
fix)=ax’ +bx +c =a ol -l = Ezjx — du =dx
Tu : 2a

Khi do ta co :

A<Qa>0= fix) =a(l? +K) = Jfix) —Ja i + K2 (1)
? fa =0

b
x+£_‘ﬁ m:\fa

e Néu

A=0= f(x)=a

2 =}
X + —afd.
& @)

e Néu:
e Néu: A>0,
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fix) =a(x - xl)(x- xz)a m :\[E;..J(X— xl)(x- Xz) )
. véia<o, ¥ =-a(x; - )0, - x) & Jfx) =v-ay 0 - )k, - x)

Can cw vao phan tich trén , ta cé mot s6 cach giai sau :
A Phuong phap :

« Truoma hop : < 08> 0= 1K) —alu? +k2) & Jfx) =Na iz + i
Khi d6 dat :Vax’ +bx+c =t - Jax

= V6i a>0 .

(4)

t-c
X = o

2
, tat
_ bx+c:t"'—2~j5x - b+2J_ (b+2\l'§j

x=aot=tx=pot=t | oo

b+2a

.2 a >0
A=0= f(x)= ‘
J700 =alx +_‘ ~Va.ly
* Truwong hop :
l b
—1In :x+_ 0
e el =
Ja_}x }X ‘ —ilnx+b +£-.:D
28 2a 2a
Khi dé : s Jé '
- x )t
Jaxd + i +c :Ja(x - xl)(x— xz) = Ex Xl))t
*Trlré’nahO’D:'ﬂ’}O’a}o.Dét: X%
X, - x)t
Vaxd +bx +c :Ja(xl— x)x, - x) = E : ;t
*Trm‘)nahon:‘ﬂ‘:'aa{D.Dét: % X
5.2.2. Dang 2
p
/ _j XN (a=0)
Jaxz +hx +C
& Phuong phap :
e Buoc1:
o0 = —— _A.d(xfaxz +.bx+c) . B a
Phan tich Nax2 +bx +¢ Nax? +bx + ¢ Nax? +Bx + ¢
e Buoc 2:
Quy déng mau s6 , sau d6 déng nhat hé s6 hai tir s6 d€ suy ra hé hai &n s6
AB
e Buoc 3:
Giai hé tim B thay vao (1)
e Buoc4 :
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gt 1
1 =2a(Vax +bx+c)l +B [—2 o
Tinh o rjdaxz +hx +cC (2)

f 1
dx (a #20)
Trong dé « Vax® +bx +c da biét cach tinh & trén
5.2.3. Dang 3
g 1

I = ax (a =0)

_r, (mx+n)Jax2+bx +C

& Phuong phap :

e Buoc 1:
1 ~ 1
(mox + n)ax® +bx + ¢ mx+n‘\.l'ax2+nx+c
Phan tich : L m (1)
e Buoc 2:
1 n | 1
F:—r:—‘—?f]y:-—
1 n X+t| m | X+t
S=x+—= 2 |
m
Y x:l—tzraxz+bx+c:a l—t +bl—t +C
Dt - y y ] ly
e Buoc 3:

.
=)
Thay tat ca vao (1) thi I c6 dang : ”"ﬁ‘y tMy+N  Ticn phén nay

chiing ta da biét cach tinh .
# 7 'EI'X + /|
! _”J’R Oy dax _JF’ x;m XTo ‘ dx

5.2.4. Dang 4
( Trong do6 : R(xy) 14 ham s6 hitu tj d6i véi hai bién s6 x,y va %579 13 cdc hing
so da biét)

& Phwong phap :

e Buoc 1:
t = aX + j3
Pt : 5x+0 (1)
e Buoc 2:
Tinh x theo t : Bang cach nang lily thira bdc m hai vé cta (1) ta c6 dang
x=g(t)
e Buoc 3:
o A=)
Tinh vi phan hai vé : va doi can
e Buoc4:
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Ijﬁ[x\,’m‘m: jﬂ(aﬂ(r)) '(¢)at

5.3. Tich phan ham luong giac
5.3.1. Mot s6 cong thic luwong giac
5.3.1.1. Cong thuc cong

cosla +b) =cosa.cosbFsina.sinb

sin(a +b) =sina.cosb +sinb.cosa

Tinh :

tana +=tanb
1 ¥tana.tanb
5.3.1.2. Cong thuc nhan doi

tan(a +b) =

_ 2
cos2a —cos'a - sn‘a =2cos’a -1 =1- 2dn‘a :ltiza
l+tan‘a
sSinZa =2s€na.cosa :Ln? tan2a :ﬂ
l+tan‘a . 1- tan’a
cos3a =4cos® o - 3cosa ; sin3a =3sina - 4sin«
5.3.1.3. Cong thuc ha bac
. 5 1- cos2a _1+cos2a > _1- cos2a
sin‘g =——— cosfg =——""" tan‘g =———
2 ; 2 . 1+ cos2a
. 3 3sina - sin3a 3 cos3a + 3cosa
SN"a = COS o =
4 ; 4
5.3.1.4. Cong thuc tinh theo t
_ 2
t :tan9 sina = th cosa :1 t tana = >
Vi 2 Thi 1+t 1+t 1-t

5.3.1.5. Cong thirc bién déi tich thanh téong
COSr. COS 3 :%[cos(a + ) + cos(a - /J’)]
sina.sin B :%[cos(a - p)- cosla + )|
sina.cos S :%[sin(a + ) +sin(a - /3’)]

5.3.1.6. Cong thirc bién déi tong thanh tich
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Cosa + COS 3 :2cosa;ﬁ.cosa'2ﬁ
CoSc - COS 3 :—ZSinO{;/j.sina'z/j
Sina +sinp =25ina+/3.cosa p

2
sina - sing :2cosa;/3.sina'2/3

tane + tan g = 20@+ £)
COS«x COS 3
tana - tan/)7 :M
COScx COS 3
Cong thuc thuong dung:
4 .4 3+ cosda
COS o +9SIN" =T
6 . 6 5+ 3cosda
oS’ a + sin° :T
IIA 7:
. JT . T
CoSa + Sina =+2cos| a - Z] :\/Esm OHZ
Cosa - Sina =+/2 cos a+% :-\/Esin a- %]

5.3.2. Mot s6 dang tich phan luong giac

I :}f(sinx).cosxdx

e Néugap ta dat t=sinx,
b
I :ff(cosx).sinxdx
e Néu gap dang d ta dat t =cosx,
b dx
I= [f(tanx)

s ~ 2 ~
e Néugapdang @ COS™X ta dat t =tanx,

b
| I'= [f(ootx)-%
e Néugapdang SI'X ta dgat t=cotx
5.3.2.1. Dang 1

I, = J(sinx)n dx ; /1, J(cosx)n dx

* Phuong phap
e Néu " chan thi st dung céng thic ha béac
e Né&u 1=3 thi str dung céng thirc ha bac hoac bién doéi
e Néu 3n 16 ("=2P+D th) thyc hién bién ddi:

I, = J(sinx)n dx = J(sinx M ax = J(sinx)zpsinxdx =- J(l- cos?x) d (cosx)
=- _dcg - Claos X +..+ @ 1)kC§ (co2x) +..+C 1)DC5 (coszx)p] d (cosx)
2k+1 (— 1)0

C;’cosx- %C;cos3x+...+ =



I, = J(cosx)n dx = j(cosx)zpﬂdx = J(COSX)ZP cosxax = J(l- SiﬂZX)Pd(SinX)
= ﬂcg - Clsin’x + ... +C 1)kCS(sin2x)k +..+C 1)”cp(sin2x)”] d(sinx)
@))

)2p+1

2k +1 ( 1)p
nx)

+ ...

) 1 )
=|C%inx- =Clsin®’x +... + +C
P 3°°

5.3.2.2. Dang 2
I =Qsin” xcos" xdx (mnl N)

* Phuong phap
e Truong hop 1: ™" la cac sé6 nguyén

a. Néu M chan, " chan thi st dung céng thitc ha bac, bién déi tich thanh téng.

b. Néu M chén, " 18 M=2P+1) thi bién d6i:
I= J(sinx)m (cosx)2p+1 dx = J(sinx)m (cosx)zp cosxdx = J(sinx)m (1- sinzx)pd(sinx)

= J(sinx)m [C;j - Clsin’x+..+ C 1)kC’; (sim2x) +.. +C 1)pC§(sin2x)p} d(sinx) =

2k+1+m 2p+1+m

o(sinx)m+1 i Cl(sinx)m+3 + 4G 1)ka Gsinx) L+ C1cr Gsinx)
P m+1 P m+3 P 2k+1+m P2o+1+m

+C
C.

m1g (M=2P+1) 5 120 thi bign ddi:

I= J(sinx)2p+1 (cosx)' dx = J(cosx)n (sinx)” sinxdx =- J(cosx)p (1- cos2x) dcosx)

=- J(cosx)n [C;’ - Claos’X +...+ @ l)kCZ (co2x) +..+C l)pCS(coszx)p] d(cosx) =

2k+1+n 2p+1+n

(cosx)™ (cosx)™ (cosx) (cosx)
coCOSX7 p11C0SXT LD kIS L L DPee X
P n+1l P n+3 P 2k+1+n P 20+1+n
d. Néu M 1é, n 1é thi st dung bién déi 1.2. hoac 1.3. cho s6 mii 1é bé hon.
e Néu ™" la cdc sé hiru ti thi bién déi va dat u = sinx

+C

n-1 n-1
B :fsinmxcos”xdx = j(sinx)m (cos?x) 2 cosxdx = J‘u’" Q- u)? qu *)

m+1 n-1 m+k
Tich phan (*) tinh dwoc = 1 trong 3s6 2 2
5.3.2.3. Dang 3

’

2 1a s6 nguyén

I, = j(tanx)ndx;l2 = J(cotx)n dx (ni N).

J(1+ tan?x)dx = f
° (K) X

= J"d(tanx) =tanx +c¢

J(1+ cot?x)dx = fsm .

sinx (cosx)
. Jranxc = fcosx Jdcosx

Gsinx)
[eotxaix = fcosxd :Jdgnx =Inlsinx +C
sinx sinx

—- fd(cotx) —- cotx +C

- In|cosx| +C
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6. UNG DUNG TiCH PHAN

6.1. Dién tich hinh phang
6.1.1. Dién tich hinh phang giéi han béi 1 duong cong va truc hoanh

Dién tich hinh phing giéi han bdi d6 thi ham s6 ¥ =) lian tuc trén doan

b
at] S = [[f(x)]ax
"I, truc hoanh va hai dudong thang X =a, X =b dwoc xac dinh: a
y
y=1£f(x) -
)Y =0 S = [|f(x)]ax
Xx=a a
© x=b

6.1.2. Dién tich hinh phang giéi han béi 2 duwong cong

Dién tich hinh phing giéi han bdi d6 thi ham s6 ¥ =7X) ¥ =9X) jign tuc trén
b

S = ﬂf(x) - g(x)\dx

doan [a;b] va hai duong thdng X =a, X =b duoc x4c dinh: a
T (C):y=£(x)
(H) (C):y=£(x)
X =a
(G,)

b

X =
S :bﬂfl(x)- f, ()| ax

b

[IFoajax =
_ Néu trén doan @0/ ham s6 T®) khéng d6i dau thi: 2
- Nam viing céch tinh tich phéan cia ham sé c6 chita gia tri tuyét doi

b
jf(x)dX‘

- Dién tich ctia hinh phang gi¢i han béi cac duong X =9V),

d
) o S = flow) - hiy)|dy
x =h(y) y3 hai duomg thang ¥ =€, ¥ =9 duoc xac dinh: c

6.2. Thé tich vat thé va thé tich khéi tron xoay
6.2.1. Theé tich vat thé

Goi B 13 phan vat thé giéi han béi hai mat phdng vudng goéc véi truc Ox tai cac
diém a va b; ™) 13 dién tich thiét dién clia vat thé bi cit béi mit phing vuong

géc véi truc Ox tai diém x, @ =X=D) Gia s >X) 13 ham s6 lién tuc trén doan
[a;b]
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6.2.2. Thé tich khéi tron xoay
- Thé tich khéi tron xoay duoc sinh ra khi quay hinh phéng giéi han béi cac
duong ¥ =T truc hoanh va hai duong thdng x =a, X =b quanh truc Ox:
y

\F“XL
‘/ \ \ (C):y=F(x)
I (OX):y =0 b 2
o o 50 om0 ool
\//—\/ x=b
s

- Thé tich khéi tron xoay duwoc sinh ra khi quay hinh phang giéi han béi céc
duong X =9, truc hoanh va hai dwong thidng ¥ =€, ¥ =9 quanh truc Oy:
y

/;{ (C):x=9(y)
\*~7/ (Oy): x=0

/ /
/\M y—c _nﬁgm] v
- Thé tich khoi tron.x (ﬁ(og sin ra khl quay hinh phang giéi

han béi cac duong ¥ = f(X), Y =9(X) 3 hai duong thdng X =a, X =b quanh truc

V :;rbﬂfz(x)- gZ(x)\dx

Ox:
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IPHAN IV. SO PHUC

1. SO PHUC

1.1. Khai niém so phuc

.o . .. Zz=a+b; (abeR , . . .
e SO phuc (dang dai so) : ¥ ( ) Trong d6 : @ la phan thuc, b la
phéan 4o, / 14 don vi do, i’ =-1.

Tap hop so6 phtc ki hiéu: C.

(b=0)

Z ]a s6 thuc © phan 3o clia Z bang 0

)

Y ~ 2 N . Y ~ 2 ~ > a :0
Z 1a s6 do (hay con goi la thuan do) © phan thuc bang 0 ( .
e S6 0 vira 1a s6 thuc vira 1a sé 3o.

1.2. Hai s6 phirc bang nhau
z =a+hb (a, beIR) va z, =c+d (c, deIR)

1

e Hai s6 phtc bang nhau khi phan
thuc va phan do cta ching twong dwong bang nhau.
a=c

z :22@a+bi =Cc+d b=d

e Khi do6 ta viét

1.3. Biéu dién hinh hoc sé phiic g
M (a;b)
. , Z=a+tj a, bEIR .2 . X 5. . R
So6 phuc ( ) duoc biéu dien boi diém
M a;b 2. = a;b — 2 Ve J & A ° X’
(@b) hay boi u =(ab) trong mat phang phtc voi hé toa
do 9%

1.4. Sé phuc lién hop

: , =a+hb (g beR)
So6 phic lién hop cua z=a+hi ( ) la

Z=z;, z+z2'=z+z': zz'=zz"

1.5. Modun cua so phuc
D6 dai clia vecto OM  duoc goi la médun cia sé phirc Z va ki hiéu la ‘Z‘ Vay
‘z‘:)OM‘ ‘z‘ :‘a+bi‘:’OM‘:\/a2+b2
hay .
Mot so tinh chat:

. 4 =75 —z om|,  HH

. |z| >0 Vze C;

4=0o2z=0
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. ‘lez‘ :‘21"‘22‘;
. |2l 2] =l #2) <f7) + ‘zz‘.
2. PHEP CONG TRU NHAN CHIA SO PHUC

2.1. Phép cOng va phép tru sé phirc

. = i a, R) . = d ¢ deR
Chohais()pht'rcz1 a+bi (& be )Vaz2 cedi (¢ de )

z *z, :(a +c) i(b+d)i

Khi do:

e S6 d6icuasé phic Z=a+b 13 -z=-a-b,

e Téng ctia mot s6 phitrc véi s6 phtc lién hop cta né bang hai 1an phan thuc
clia s6 thuc dé: Z =@ +h.z+z=2

2.2. Phép nhan so6 phuc

( =a+b (@ beR) . z =c+d (¢, deR
° ChohaiSGphfrczl a+b (a be )Va22 c+di (C de )

Khi dg. 2% =(@+h)(c+d) :(ac—bd)+(ad+bc)i.

L. . . . .~ ., z=a+hb (g beR
e Véi moi s6 thuc K va moi sé phtic ( ) ta co

kz =k. b)=ka+kbt. .
z =k (a+b) ¥ bdc biét: 02 =0 véi moi s6 phitc Z.

: j0 — i ] 2 _ _ 3 _ 2
. Luythuacual:’ =L it=i, it =-1 7 =iti=-i

i =1 "=, "™ =-1 "3 =-j, VneN

2.3. Chia hai so phuc

S6 phttc nghich ddo ctia Z khac 0 13 s6 2
z =z'z1 :lez_ :z'__z
Phép chia hai s6 phitc 2' va 2 #0 1a ¢ A 22
3. TAP HOP PIEM BIEU DIEN SO PHUC
M6t s6 tap hop di€m biéu dién s6 phirc z thuong gap:
o X+y+C=0= a5 110 diém 1a duong thdng
e X=0= tap hop diém la truc tung Oy
e ¥=0= {55 hop diém 13 truc hoanh Ox

2 2
} - R? A, ~. 1\ab),. ;
. (c-a)f +(y-b) <R”= tap hop diém la hinh tron tam (@b) bén kinh R
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(x-a) +(y- by =R
X*+y?-2ax- 2y +cC

kinh R =va’ +b°- ¢

=0 , I \a;b),
n ) (ab)b

tap hop diém la duong tron cé tam

e X>0= t3p hop di€m la mién bén phai truc tung

o ¥Y<0=

tap hop diém la mién phia duéi truc hoanh

o X<0= t3p hop diém la mién bén trai truc tung

o« ¥>0=

. Y=axX’+bx+c>

2 2

X .Y

tap hop diém la phia trén truc hoanh
tap hop diém la duong Parabol

_2 +— = 1 = ,
« & P tap hop diém la duong Elip
2 2
X_2 - y_ :1 =
. & P tap hop diém la dwong Hyperbol

4. PHUONG TRINH BAC HAI VOI HE SO THUC

4.1. Can bac hai cua so thuc am

2

=Z s to Z1s o Ae = 1oa .
e Cho s0 Z, néu c6 so6 phirc % sao cho & thi ta n6i ! la mot can bac hai

cua Z.

e Moi s6 phitc Z #0 déu c6 hai can bac hai.

e Can bac hai cua s6 thuc Zam la

Téng quat, cac can bac hai clia s6 thyc @ am la

44

e

4.2. Phuong trinh bac hai véi hé soé thuc

Cho phuong trinh bac hai
cua phuong trinh. Ta thay:

ax’ +bx+c=0VabceRa #0 yat pist s A =7 - dac

X =-

b
Khi A =0, phuong trinh c6 mot nghiém thuc 2

_-b=yA

X

Khi A >0, phuong trinh c6 hai nghiém thyc phan biét 2 2

. :-bii\/m

Khi A <O, phuong trinh cé hai nghlem phtic v 2

5. BAI TOAN LIEN QUAN PEN MAX - MIN MO PUN SO PHUC
max‘z‘ = é + L
s i
. 4 r
mln‘z‘ =2 - —
l2,2+2,| =r, (r>0) ‘Zl 4

Cho s6 phtc < thda méan

53



¢ Cho s6 phirc Z théa man |22 7| =n. (5 > O).

Z . Z r
maxP = —-z +— minP =||-%- z, 1

\Z\ﬂ 4

‘212*'22‘ + ‘zlz- zz‘ =K, (k > 0).

mm‘z‘ S B

24,

2|
e Cho so0 phttc Z théa man

maxf7| =K

)
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