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1. Mở đầu
1.1. Lí do chọn đề tài.

Theo A. A. Stoliar: Dạy toán là dạy hoạt động toán học. Ở trường phổ
thông, đối với học sinh, giải toán là hình thức chủ yếu của hoạt động toán học.
Các bài toán ở trường phổ thông là một phương tiện rất có hiệu quả và không
thể thay thế được trong việc giúp học sinh nắm vững tri thức, phát triển tư duy,
hoàn thiện kỹ năng, kỹ xảo.                   
         Ở cấp học Trung học Phổ thông (THPT), môn Toán được chia thành ba
phân môn: Hình học, Đại số và Giải tích, trong đó Giải tích là một phân môn
khó và hoàn toàn mới mẻ. Nếu Đại số đặc trưng bởi kiểu tư duy “hữu hạn”, “rời
rạc”,  “tĩnh tại” thì khi học Giải tích, kiểu tư duy chủ yếu được vận dụng liên
quan đến “vô hạn”, “liên tục”, “biến thiên” khiến cho học sinh gặp nhiều khó
khăn. Phân môn Giải tích trong chương trình THPT  được bắt đầu bằng khái
niệm “giới hạn” ở đầu học kỳ II của lớp 11. Lúc này, các em học sinh bước từ
“mảnh đất hữu hạn” sang “mảnh đất vô hạn” với những đại lượng vô cùng bé,
vô cùng lớn rất trừu tượng. Có thể nói đây là các khái niệm nền móng cho các
khái niệm khác của Giải tích. Và trong phạm vi chương trình THPT, một lớp các
bài toán quan trọng như đạo hàm, tính biến thiên, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất, tiệm
cận … của hàm số đều có liên quan chặt chẽ với bài toán giới hạn. Với ý nghĩa
quan trọng, thiết thực như vậy nhưng quá trình học khái niệm “Giới hạn” và làm
một lớp các bài toán về giới hạn,  các em học sinh lại rất dễ bị mắc sai lầm. 

Nhà tâm lý và giáo dục học J. A. Komensky đã khẳng định: “Bất kì một sai
lầm nào cũng có thể làm cho học sinh học kém đi nếu như giáo viên không chú
ý ngay tới sai lầm đó, bằng cách hướng dẫn học sinh nhận ra và sửa chữa, khắc
phục sai lầm”. A. A. Stoliar nhấn mạnh: “Không được tiếc thời gian để phân tích
trên lớp những sai lầm của học sinh”. 

Bắt đầu từ năm học 2016- 2017, kì thi THPT Quốc gia môn Toán được đổi
mới với hình thức thi trắc nghiệm, mỗi câu hỏi trong đề có bốn phương án trả lời
để học sinh lựa chọn, trong đó chỉ có một phương án đúng và ba phương án gây
nhiễu, hơn nữa thời gian trả lời câu hỏi ngắn, do đó chỉ một chút sai lầm cũng
khiến học sinh lựa chọn phương án sai.  

Vì vậy, nhằm giúp cho các em học sinh biết cách  tránh những sai lầm đáng
tiếc khi làm các bài toán về giới hạn của hàm số để các em học tập phân môn
Giải tích có hiệu quả cao, từ đó chất lượng dạy học môn Toán tốt hơn, tôi xin
đóng góp sáng kiến kinh nghiệm: 

“Nâng cao kĩ năng tính giới hạn hàm số cho học sinh lớp 11 thông qua
việc phân tích các sai lầm thường gặp”

1.2. Mục đích nghiên cứu
Nghiên cứu các sai lầm thường gặp của học sinh lớp 11 khi giải bài toán về

tính giới hạn của hàm số, đồng thời đề xuất biện pháp sửa chữa các sai lầm này,
nhằm rèn luyện năng lực giải toán cho học sinh lớp 11 THPT. 
1.3. Đối tượng nghiên cứu

Các sai lầm thường gặp khi giải  bài  toán tính giới hạn hàm số thuộc
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nội dung Bài 2. Giới hạn của hàm số, chương IV. Giới hạn,  chương trình
toán lớp 11 THPT. 
1.4. Phương pháp nghiên cứu
         Xuất phát từ đối tượng nghiên cứu, để đạt được mục đích đề ra tôi đã chủ
yếu sử dụng các phương pháp sau :
- Phương pháp nghiên cứu tài liệu.
- Phương pháp tìm hiểu và tổng kết kinh nghiệm giảng dạy.
         Tôi đã sử dụng các kiến thức về Giới hạn của hàm số thuộc chương IV.
Giới hạn trong chương trình môn Toán  lớp 11 THPT để phân tích một số sai
lầm thường gặp khi tính giới hạn hàm số của học sinh. Cụ thể, xuất phát từ lời
giải sai, tôi phân tích các nguyên nhân dẫn đến sai lầm và đề xuất lời giải đúng
cho bài toán. 
2. Nội dung sáng kiến kinh nghiệm
2.1. Cơ sở lí luận của sáng kiến kinh nghiệm

 Việc nghiên cứu đề tài :  “Nâng cao kĩ năng tính giới hạn hàm số cho
học sinh lớp 11 thông qua việc phân tích các sai lầm thường gặp” được dựa
trên các cơ sở lý luận sau đây:
- Dựa vào mục tiêu dạy học nội dung Giới hạn của Sách giáo khoa Đại số và
Giải tích 11:
+ Cho học sinh tiếp cận với các khái niệm cơ sở của Giải tích: giới hạn của dãy
số, giới hạn của hàm số và qua đó bước đầu hình thành kiểu tư duy toán học gắn
liền với sự vô hạn.
+ Cung cấp một số định lý cơ bản làm công cụ cho việc nghiên cứu giới hạn của
hàm số. Học sinh biết vận dụng định lý để giải một số bài tập tính giới hạn.
- Dựa vào quan điểm của các nhà giáo dục học như  R.A.Axanop : “Việc tiếp
thu tri thức một cách có ý thức được kích thích bởi việc học sinh phân tích một
cách có suy nghĩ nội dung của từng sai lầm mà học sinh phạm phải, giải thích
nguồn gốc các sai lầm này và tư duy, lý luận về bản chất của các sai lầm”.
Thông qua sai lầm học sinh tiếp thu tri thức một cách trọn vẹn hơn.
2.2. Thực trạng vấn đề trước khi áp dụng sáng kiến kinh nghiệm

Trong quá trình dạy học nội dung giới hạn ở các năm học trước, tôi nhận
thấy khi làm các bài tính giới hạn, học sinh thường mắc các sai lầm cơ bản sau:
- Hiểu không đầy đủ và chính xác khái niệm giới hạn dẫn đến khi trình bày bài
dùng sai kí hiệu giới hạn: thứ tự kí hiệu không đúng, không có kí hiệu lim,
không có kí hiệu  hay  dưới kí hiệu lim.
- Thực hiện các phép biến đổi đại số sai, tính toán sai.
- Không nắm vững giả thiết và kết luận của các định lý về giới hạn  dẫn đến học
sinh áp dụng định lý ra ngoài phạm vi của giả thiết. Do đó học sinh thực hiện
các phép tính giới hạn một cách tùy tiện.
- Không nắm vững phương pháp tìm giới hạn dạng vô định dẫn đến thực hiện
các phép toán dạng vô định như các phép toán đại số.
2.3. Giải pháp thực hiện
        Trước thực trạng đã nêu ở trên, nhằm hạn chế và sửa chữa sai lầm khi giải
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bài toán tính giới hạn của học sinh, tôi đã thực hiện các giải pháp sau:
        Một là trang bị đầy đủ, chính xác những kiến thức cơ bản về khái niệm,
định nghĩa, định lý giới hạn cho học sinh.
        Hai là chia các bài toán tính giới hạn theo dạng và nêu phương pháp
giải cho từng dạng.
        Ba là thông qua các sai lầm của học sinh khi tính giới hạn, tôi phân tích
nguyên nhân sai lầm và nêu lời giải đúng để từ đó, học sinh thêm một lần
nắm vững nội dung định nghĩa, định lí và thành thục kĩ năng tính giới hạn
hàm số, tránh được những sai lầm ở các bài toán tiếp theo.
        Cụ thể:
        Đầu tiên, cần trang bị cho học sinh hệ thông kiến thức cơ bản.
2.3.1. Hệ thống kiến thức cơ bản
2.3.1.1. Các định nghĩa       
Giả sử K là một khoảng và điểm , f(x) là một hàm số xác định trên K

hoặc trên 
- Định nghĩa 1 (Giới hạn hữu hạn của hàm số tại một điểm): Ta nói hàm số f(x)
có  giới  hạn  là  số  thực  L  khi  x  dần  tới  nếu  với  dãy  số   bất  kì,

 và 

, ta có . Kí hiệu: 

- Định nghĩa 2 (Giới hạn hữu hạn của hàm số tại vô cực): Giả sử hàm số f(x)
xác định trên khoảng  . Ta nói hàm số f(x) có giới hạn là số thực L khi x
dần tới nếu với dãy số  bất kì,  và , ta có .
Kí hiệu: 

 
Định nghĩa tương tự đối với giới hạn: 

 

 
- Định nghĩa 3 (Giới hạn vô cực của hàm số): Ta nói hàm số f(x) có giới hạn là

dương vô cực khi x dần tới  nếu với dãy số   bất kì,   và

 ta có .
Kí hiệu: 

 
Định nghĩa tương tự đối với giới hạn: 

 
- Định nghĩa 4 (Giới hạn một bên):

 Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng . Ta nói hàm số f(x) có
giới hạn  phải là số thực L khi x dần tới nếu với dãy số  bất kì,

 và , ta có . Kí hiệu: 
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 Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng . Ta nói hàm số f(x) có
giới hạn  trái là số thực L khi x dần tới  nếu với dãy số  bất kì,

 và , ta có . Kí hiệu: 

2.3.1.2. Các quy tắc
- Quy tắc 1: Giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương, căn thức
Cho  

 

Ta có:  

            

            

 
Nếu    thì:  

Nếu    với mọi  thì  và   

- Quy tắc 2: Liên hệ giữa giới hạn hữu hạn và giới hạn vô cực

Nếu    và   thì  

Nếu    và   thì 

Nếu    và   thì 

Nếu    và   thì 

Nếu    và   thì 

- Quy tắc 3: Liên hệ giữa giới hạn và giới hạn trái, giới hạn phải

   
    và

  
        Sau khi học sinh đã được học định nghĩa, quy tắc tính giới hạn, tôi đã chia
các bài toán tính giới hạn theo từng dạng như sau:
2.3.2. Dạng và phương pháp tính giới hạn hàm số 

Dạng 1: Cho f(x) là hàm sơ cấp xác định trên D và . Tính 

Phương pháp giải: 
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Dạng 2 : Giới hạn dạng vô định :  trong đó 

Trường hợp 1: Nếu  f(x) và g(x) là các đa thức thì phương pháp giải là:
- Phân tích f(x) và g(x) thành tích các nhân tử để làm xuất hiện các nhân tử
chung dạng 

 
- Rút gọn biểu thức  ở mức tối đa các nhân tử chung dạng  để đưa

về dạng giới hạn áp dụng được các quy tắc đã học. 
Trường hợp 2: Nếu  f(x), g(x) chứa các căn thức cùng bậc (thường chứa căn bậc
hai hoặc căn bậc ba) thì phương pháp giải là: nhân cả tử và mẫu với biểu thức
liên hợp nhằm trục các nhân tử  ra khỏi căn thức. 

Chú ý cho học sinh các biểu thức liên hợp.
Trường hợp 3: Nếu  f(x) hoặc g(x) chứa các căn thức không cùng bậc, ví dụ
 

 
thì phương pháp giải là:

- Xác định  hằng số  

- Biến đổi bằng cách thêm, bớt hằng số  vào biểu thức của f(x):

 

đưa về trường hợp 2.

Dạng 3 : Giới hạn dạng vô định :  trong đó 

Phương pháp giải: 

- Chia cả tử và mẫu cho x với lũy thừa cao nhất có mặt ở mẫu.

Dạng 4: Giới hạn dạng vô định :  trong đó 

                                                

và f(x) hoặc g(x) có dạng căn thức, đồng thời giới hạn vô cực của f(x) và g(x)

luôn cùng dấu.

Phương pháp giải:

- Nhân và chia biểu thức [f(x)-g(x)] với liên hợp của nó để đưa giới hạn về dạng 3.
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Dạng 5: Giới hạn dạng vô định :  trong đó 

Trường hợp 1: Nếu  thì phương pháp giải là biến đổi giới hạn về dạng 

Trường hợp 2: Nếu  thì phương pháp giải là biến đổi giới hạn về dạng 

Mặc dù đã được học định nghĩa, quy tắc, phương pháp tính giới hạn
nhưng trong quá trình làm bài học sinh vẫn vấp phải một số sai lầm. Từ chính
những sai lầm này của học sinh, tôi đã phân tích cho các em thấy lỗi sai ở đâu,
hướng khắc phục như thế nào. Nhờ đó các em có thể rút ra bài học cho mình.
2.3.3. Phân tích sai lầm của học sinh thông qua một số ví dụ cụ thể
           Đầu tiên có thể nói đến lỗi sai của học sinh trong cách trình bày như ở ví
dụ 1 dưới đây:

Ví dụ 1: Tính 
 

 Học sinh giải như sau:   

 Phân tích sai lầm:
- Lời giải trên có cách làm và kết quả đúng nhưng đã trình bày sai: thiếu kí hiệu

“ ” đứng trước biểu thức  Giáo viên cần nhắc học sinh quá trình biến 

đổi đại số biểu thức cần tính giới hạn còn chưa kết thúc thì đằng trước biểu thức 

đó vẫn phải viết kí hiệu 

 Lời giải đúng là:
 

  

Lỗi sai như ở ví dụ trên là lỗi sai về mặt hình thức, thường gặp ở những
học sinh không cẩn thận. Qua ví dụ này, giáo viên có thể rèn luyện tính cẩn thận
cho học sinh. 

Ngoài lỗi sai về mặt hình thức, học sinh thường vấp phải nhiều sai lầm về
phương pháp, quy tắc tính giới hạn, về việc thực hiện các phép toán không phải
là phép toán đại số hoặc học sinh còn  sai ngay cả phép biến đổi đại số như trong
các ví dụ sau:
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Ví dụ 2: Tính 
 

 Học sinh giải như sau:   

 Phân tích sai lầm:
- Học sinh hiểu sai rằng tính giới hạn của hàm số   khi  dần đến  tức là

thay  vào biểu thức 

- Không có phép toán  nên không thể viết  

- Học sinh không nắm vững phương pháp giải giới hạn dạng vô định 

 Lời giải đúng là:

 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 
a)

                                            
  b)

 

c)
 

                                    d)
 

Ví dụ 3: Tính  

 Học sinh giải như sau:   

 Phân tích sai lầm:
- Học sinh đã nghĩ: giới hạn của thương bằng thương các giới hạn theo như quy
tắc 1 (giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương) mà không để ý điều kiện áp dụng
quy tắc là: tử và mẫu phải có giới hạn hữu hạn. 
- Học sinh đã coi như là một số để từ đó rút gọn theo phép toán đại số mà
không hiểu chỉ là một kí hiệu biểu thị sự vô hạn.

- Học sinh không nắm vững phương pháp giải giới hạn dạng vô định 

 Lời giải đúng là:  

 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 
a)

                                            
  b)
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c)
 

                                             d)
 

Ví dụ 4: Tính 

 Học sinh giải như sau:

 Phân tích sai lầm:
- Học sinh đã nghĩ: giới hạn của hiệu bằng hiệu các giới hạn theo như quy tắc 1
(giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương) mà không để ý điều kiện áp dụng quy tắc
là: các giới hạn được tách phải là giới hạn hữu hạn. 
- Học sinh đã coi như là một số để từ đó triệt tiêu theo phép toán đại số mà
không hiểu chỉ là một kí hiệu biểu thị sự vô hạn.
- Học sinh không nắm vững phương pháp giải giới hạn dạng vô định 

 Lời giải đúng là:

 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 
a)

                                          
b)

 
c)

 
                          d)

 

Ví dụ 5: Tính 

 Học sinh giải như sau:   

      

 Phân tích sai lầm:
- Học sinh đã nghĩ: giới hạn của tích bằng tích các giới hạn theo như quy tắc 1
(giới hạn của tổng, hiệu, tích, thương) mà không để ý điều kiện áp dụng quy tắc
là: từng nhân tử phải có giới hạn hữu hạn. 
- Học sinh đã coi như là một số để từ đó thực hiện phép nhân với số 0 được
kết quả bằng 0 mà không hiểu chỉ là một khái niệm biểu thị sự vô hạn.
- Học sinh không nắm vững phương pháp giải giới hạn dạng vô định 
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 Lời giải đúng là:

 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 

a)
                                  

b)
 

c)
 

                               d)
 

Ví dụ 6: Tính 

 Học sinh giải như sau:

 Nhận xét: Lời giải trên thể hiện học sinh đã biết nhận dạng giới hạn và
nắm được phương pháp giải nhưng quá trình thực hiện lời giải vẫn bị mắc
sai lầm.

 Phân tích sai lầm:
- Sai lầm xuất hiện khi học sinh đưa x vào trong căn bậc hai: mà không

chú ý ở đây , tức là  nên .

Học sinh cần lưu ý phép biến đổi đại số:     nếu 

                                                                     nếu .
 Lời giải đúng là: 

               

 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 
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a)
                                  

b)
 

c)
 

                               d)
 

Ví dụ 7: Cho hàm số 

Tính  

 Học sinh giải như sau:

 Phân tích sai lầm:
- Ở lời giải trên, học sinh đã mặc nhiên chỉ xét x>1, tức là chỉ xét giới hạn phải
khi x dần tới 1và coi giới hạn cần tính là giới hạn phải.

Khi tính giới hạn của dạng hàm số cho bởi nhiều công thức, học sinh
thường không nghĩ đến việc phải tính các giới hạn một phía. Vì vậy, khi gặp
dạng giới hạn này, giáo viên cần lưu ý cho học sinh. 

 Lời giải đúng là:  

 

. Do đó không tồn tại .

 Bài tập tương tự: 

a)
 
Cho hàm số .  Tính  

b)
 
Cho hàm số .  Tính 

Ví dụ 8: Tính 

 Học sinh giải như sau:   
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 Phân tích sai lầm:
- Học sinh đã coi  như là (x-2) khi  để rút gọn biểu thức mà không

nghĩ  đến việc  xét  dấu (x-2)  tương ứng với  hai  trường hợp khi    và
 

 Lời giải đúng là:  

Ta có:

          

          

           

Do đó không tồn tại  hay không tồn

tại
 Bài tập tương tự: Tính các giới hạn sau 

a)
                                  

b)
 

Trên đây là những giải pháp tôi đã sử dụng để thực nghiệm ở lớp 11C,
trường THPT Lê Viết Tạo. Tôi nhận thấy việc áp dụng sáng kiến thu được hiệu
quả như sau:

2.4. Hiệu quả của sáng kiến kinh nghiệm 
2.4.1. Hiệu quả của sáng kiến kinh nghiệm đối với hoạt động giáo dục

Trong năm học 2016- 2017, tôi được phân công dạy hai lớp học sinh có
lực học tương đối đồng đều là 11C và 11E. Tôi đã thực nghiệm sư phạm nội
dung sáng kiến này ở lớp 11C và chọn lớp 11E là lớp đối chứng.
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Sau khi áp dụng các giải pháp đã được nêu trong SKKN, tôi nhận thấy
học sinh lớp 11C đã tiến bộ nhiều so với lớp 11E khi giải bài toán tìm giới hạn
nói chung và giới hạn hàm số nói riêng, thể hiện qua các điểm sau:
- Học sinh đã có ý thức sử dụng chính xác khái niệm, quy tắc, phương pháp giải
cho các bài toán giới hạn hàm số. 
- Học sinh đã có thói quen tự kiểm tra lời giải, biết nhận xét và phân tích các lời
giải sai, biết sửa chữa lời giải sai để có lời giải đúng.
- Trong các tiết học, không khí học tập sôi nổi, tích cực. Chất lượng giờ học
được nâng cao, học sinh ít bị sai trong quá trình làm bài nên hứng thú học tập bộ
môn hơn, năng lực giải toán có nhiều tiến bộ. 
         Kết quả thu được qua bài kiểm tra nội dung giới hạn hàm số ở hai lớp như sau:

Lớp Điểm 0- 4 Điểm 4,5 Điểm 5- 6,5 Điểm 7- 8 Điểm 8,5- 10
11C

(41 hs)
0 01 hs 13 20 7

11E
(40 hs)

0 03 hs 23 12 2

2.4.2. Hiệu quả của sáng kiến kinh nghiệm đối với đồng nghiệp
- Tôi đã trình bày chuyên đề này trong các buổi sinh hoạt chuyên môn của tổ,
được các đồng nghiệp thảo luận, ủng hộ và áp dụng trong giảng dạy tạo nên hiệu
ứng tích cực. 

3. Kết luận, kiến nghị
- Kết luận

Trên đây là những kinh nghiệm mà tôi đúc rút được trong quá trình giảng
dạy nội dung giới hạn tại trường THPT Lê Viết Tạo. Đề tài của tôi đã hệ thống
được các sai lầm mà học sinh thường mắc phải khi giải bài toán tìm giới hạn
hàm số, đồng thời phân tích các nguyên nhân kiến thức chủ yếu gây nên các sai
lầm đó. Đề tài cũng đã nêu được các giải pháp nhằm hạn chế và sửa chữa sai
lầm cho học sinh một cách có hiệu quả.

Tôi rất mong được các đồng nghiệp quan tâm bổ sung, góp ý cho đề tài
ngày càng hoàn thiện hơn.

Tôi xin chân thành cảm ơn.
- Kiến nghị

Những sai lầm của học sinh khi giải toán là một hiểu biết quan trọng của
giáo viên toán. Đó thực sự là một hiểu biết có tính nghề nghiệp. Vì vậy tôi đề
nghị các tổ bộ môn toán ở trường phổ thông đặt vấn đề nghiên cứu và biên soạn
thành chuyên đề về những dạng sai lầm của học sinh trong quá trình giải toán ở
tất cả các nội dung toán trong chương trình phổ thông. 
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Mặc dù hiện nay môn Toán thi theo hình thức trắc nghiệm nhưng tôi thiết
nghĩ, trong quá trình giảng dạy, việc phát hiện sai lầm và sửa chữa sai lầm cho
học sinh từ bài tự luận là cần thiết. Điều đó để phương án lựa chọn của học sinh
trong mỗi câu hỏi trắc nghiệm là kết quả của quá trình nắm vững kiến thức,
thành thạo kĩ năng, tư duy mạch lạc biết sàng lọc đúng, sai.

         

XÁC NHẬN CỦA THỦ TRƯỞNG
ĐƠN VỊ

Thanh Hóa, ngày 18 tháng 5 năm 2017
Tôi xin cam đoan đây là SKKN của

mình viết, không sao chép nội dung của
người khác.

Nguyễn Thị Thuận
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