
PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN

Dạng 1. Khái niệm vecto trong không gian

Câu 1. Cho tứ diện . Hãy chỉ ra các vectơ có điểm đầu là  và điểm cuối là một trong các đỉnh
còn lại của tứ diện.

Lời giải

Ngoài đỉnh , tứ diện còn có 3 đỉnh  nên ta có 3 vectơ .

Câu 2. Cho hình lăng trụ . Gọi  lần lượt là trung điểm các cạnh  (Hình).

a) Trong tất cả những vectơ có điểm đầu và điểm cuối là đỉnh của lăng trụ, hãy chỉ ra các vectơ:

- Khác  và cùng phương với ;

- Khác  và cùng hướng với ;

- Là vectơ đối của ;

- Bằng .

b) Tìm độ dài của  trong trường hợp  là tam giác cân tại , có cạnh bên bằng  và

góc ở đỉnh bằng  (làm tròn kết quả đến hàng phần trăm).

Lời giải

a) Do  và  nên:

- Vectơ khác   và cùng phương với   là vectơ có giá   hoặc  . Đó là các vectơ

- Trong nhứng vectơ khác  và cùng phương với , có hai vectơ  cùng hướng với

;

- Các vectơ đối của  là ;
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- Các vectơ bằng  là  (các vectơ này cùng hướng và cùng độ dài với ).

b) Từ giả thiết, ta suy ra tam giác  vuông tại . Từ đó ta có:

Vậy độ dài của  là  (cm).

Câu 3. Cho hình hộp . Hãy chỉ ra ba vectơ có điểm đầu và điểm cuối là các đỉnh của
hình hộp sao cho ba vectơ đó:

a) Bằng vectơ ;

b) Là vectơ đối của vectơ .

Lời giải

a) Do các vectơ  cùng hướng với vectơ  và  (tính chất

hình hộp) nên .

Vậy ba vectơ ,  có điểm đầu và điểm cuối là các đỉnh của hình hộp và bằng vectơ

.

Do các vectơ  ngược hướng với vectơ  và  (tính chất

hình hộp) nên ba vectơ  là ba vectơ đối của vectơ .

Câu 4. Cho hình tứ diện . Hãy chỉ ra các vectơ có điểm đầu là  và điểm cuối là các đỉnh còn lại
của hình tứ diện.

Lời giải
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Ta có ba vectơ  có điểm đầu là  và điểm cuối là các đỉnh còn lại của hình tứ diện.

Câu 5. Cho hình hộp .

a) Giá của ba vectơ  có cùng nằm trong một mặt phẳng không?

b) Tìm các vectơ bằng vectơ .

c) Tìm các vectơ đối của vectơ .

Lời giải

a) Giá của ba vectơ  lần lượt là ba đường thẳng . Chúng không cùng

nằm trong một mặt phẳng vì bốn điểm  không đồng phẳng.

b) Do   là hình hộp nên   là hình bình hành, suy ra   và

.  Ta  có  hai  vectơ   và   cùng  hướng  và  có  độ  dài  bằng  nhau,  suy  ra

.

Tương tự, ta cũng có  và .

c) Hai vectơ  và  có độ dài bằng nhau và ngược hướng, suy ra  là vectơ đối của

.

Ta có  là hình bình hành, suy ra  có cùng độ dài và ngược hướng với , suy ra

 là vectơ đối của .

Tương tự, ta cũng có  là vectơ đối của .

Dạng 2. Các phép toán của vecto trong không gian

Câu 6. Cho hình lăng trụ . Tìm các vectơ tổng .
Lời giải

Ta có  là hình lăng trụ nên  là hình bình hành, suy ra .
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Do đó .

Tương tự, ta cũng có  là hình bình hành, suy ra .

Do đó .

Câu 7. Cho hình tứ diện . Chứng minh rằng .

Lời giải

Sử dụng quy tắc ba điểm, ta có:

Áp dụng tính chất kết hợp và giao hoán của phép cộng vectơ, ta suy ra:

Câu 8. Cho hình hộp (Hình). Tìm vectơ .
Lời giải

Vì  là hình hộp nên  và .

Suy ra .

Câu 9. Cho hình tứ diện . Chứng minh rằng .

Lời giải

Sử dụng quy tắc ba điểm và quy tắc hiệu, ta có:

Câu 10. Cho hình hộp . Thực hiện các phép toán sau đây:

a) 
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b) 

Lời giải

a) Theo quy tắc hình hộp, ta có .

b) Ta có .

Suy ra: .

Theo quy tắc hình hộp, ta có .

Vậy .

Câu 11. Cho hình chóp  có đáy là hình bình hành.

Tìm các vectơ hiệu .

Lời giải

a) Theo quy tắc hiệu, ta có .

b) Do  là hình bình hành nên ta có , suy ra .

Theo quy tắc hiệu, ta có .

Vậy .

Câu 12. Cho tứ diện . Chứng minh rằng .
Lời giải

Theo quy tắc ba điểm, ta có:

Do đó:
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Câu 13. Cho hình hộp . 

Chứng minh rằng: 

Lời giải

Ta có: .

Do đó: .

Câu 14. Cho hình hộp  (Hình). Chứng minh rằng: .

Lời giải

Câu 15. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của các cạnh  là trọng tâm của
tam giác . Chứng minh rằng:

a) 

b) 

Lời giải

a) Ta có: .

Do đó .
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Vì  là trung điểm của đoạn thẳng  nên .

Vì  là trung điểm của đoạn thẳng  nên .

Do đó .

b) Ta có: .

Suy ra .

Vì  là trọng tâm của tam giác  nên .

Do đó .

Câu 16. Cho tứ diện . Xác định các điểm  thỏa mãn:

a) .

b) .

Lời giải

a) 

- Gọi  là trung điểm , khi đó .

-Gọi  là điểm đối xứng của  qua , khi đó ta có:  suy ra .

Từ đó . Vậy  là điểm đối xứng của  qua .

b) 

- Theo a), ta có .

-Gọi  là điểm đối xứng của  qua , khi đó ta có .
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Vậy trong tam giác  ta tạo ra hình bình hành  thì điểm  thỏa mẫn yêu cầu này chính
là điểm cần tìm.

Câu 17. Cho tứ diện  Gọi  lần lượt là trung điểm của  và   là trung điểm của

 và  là trọng tâm của tam giác  Chứng minh các hệ thức sau:

a.  

b. 

c.  

d. 

e. 

Lời giải

a. 

Sử dụng quy tắc cộng vectơ ta có:

.

b. 

Chứng minh 

Vì 

Chứng minh 
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Chứng minh tương tự hoặc sử dụng kết quả câu#a.

c. 

Theo  quy  tắc  trung  điểm  trong   ta  có:

d. 

Ta có: 

Vì .

e. 

Sử dụng quy tắc trung điểm cho  ta được 

Gọi  là điểm đối xứng của  qua , khi đó 

với  là trung điểm của 

Xét trong tam giác  có  và  là các đường trung tuyến, giả sử  thì  là

trọng tâm tam giác 

Khi đó, 

Mà 

Câu 18. Cho các điểm .Chứng minh rằng

a) .

b) .

Lời giải

a) Ta có: (ĐPCM)

b) Biến đổi 
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Câu 19. Cho hình hộp .Chứng minh rằng

a) .

b) .

c) Gọi  là tâm hình hộp. Chứng minh rằng 

Lời giải

a)

Do  là hình chữ nhật nên ta có: .

Lại có  là hình chữ nhật nên: .

b) Ta có: .

c)

Gọi  và  lần lượt là tâm của hình chữ nhật  và .

Ta có: .

Mặt khác:  nên 

Câu 20. Cho hình hộp .

a. Chứng minh rằng có một điểm  sao cho .

b. Chứng  minh  rằng  với  mọi  điểm   trong  không  gian  ta  đều  có

. Suy ra điểm  nói trên là duy nhất.

Lời giải

a. Tồn tại điểm  sao cho  (1).

Đặt .

Ta có thể chọn  là tâm của hình hộp, tức là trung điểm của các đường chéo  và

. Ta có .

Do đó .

b. Chứng minh  (2)
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Chứng minh  là điểm duy nhất thỏa mãn (1). Vì (2) đúng với mọi điểm  nên khi (1) đúng với

điểm  thì (2) cho ta:

.

Câu 21. Cho hình chóp   có đáy   là hình bình hành tâm  Hãy phân tích các vectơ

 theo 
Lời giải

Phân tích :

Ta có 

Phân tích :

Ta có 

Phân tích :

Ta có 

Phân tích :

Ta có 
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Câu 22. Cho tứ diện ,gọi và theo thứ tự là trung điểm của .Chứng minh ba vectơ

 đồng phẳng.
Lời giải

M

N

B

C

D

A

Nhận xét:

Để chứng minh ba vectơ đồng phẳng ta đi kiểm tra xem có đẳng thức vectơ nào liên
quan đến 3 vectơ trên hay không.Bằng trực quan hình học,ta thấy MN ở giữa BC và AD nên ta sẽ

xuất phát từ vectơ  theo hai hướng  và .

Ta có:

Từ đó ta có: ,tức là đồng phẳng.

Câu 23. Cho hình chóp tam giác .Trên đoạn SA lấy M sao cho  và trên đoạn BC lấy N

sao cho .Chứng minh rằng ba vectơ  đồng phẳng.
Lời giải

A

B

C

S

M

N
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Tương tự như ví dụ trên,chúng ta phân tích theo hai hướng

Ta có:

Nhân cả hai vế của  với 2 rồi cộng với  ta được:

Từ giả thiết:

Vậy đồng phẳng.

Câu 24. Cho hình chóp . Gọi  là trọng tâm của tam giác .

a. Phân tích vectơ  theo các vectơ .

b. Gọi   là  trọng  tâm  của  của  hình  chóp  .  Phân  tích  vectơ   theo  ba  vectơ

.

Lời giải

a) Ta có:

.

b) Ta có: .

.

Câu 25. Cho hình lăng trụ tam giác có .

a. Phân tích các vectơ  theo các vectơ .

b. Gọi  là trọng tâm tam giác . Phân tích vectơ  theo ba vectơ .

Lời giải

a) .

.
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b) .

Câu 26. Cho tứ diện  có trung tuyến qua đỉnh  của tam giác  và . Lấy điểm  trên

 sao cho . Phân tích vectơ  theo .
Lời giải

Ta có: 

Câu 27. Cho tứ diện ,  lần lượt là trung điểm của  và .  là các điểm định bởi

. Chứng minh rằng ba vectơ  đồng phẳng.
Lời giải

.

.

 (do ).

Suy ra .

Câu 28. Cho bốn điểm phân biệt . Hai điểm  lần lượt chia đoạn  và  theo cùng tỉ

số . Chứng minh rằng ba vectơ  đồng phẳng. Hãy biểu thị vectơ  theo  và

.
Lời giải

Theo giả thiết ta có .

Vậy .

Hay: 

Điều này chứng tỏ ba vectơ  đồng phẳng.

Câu 29. Cho tứ diện . Gọi  lần lượt là trung điểm của ;  lần lượt là các điểm chia

đoạn  và  theo tỉ số . Chứng minh bốn điểm  đồng phẳng.
Lời giải
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Ta sẽ chứng minh tồn tại hai số thực  sao cho .

Đặt .

Ta có (1).

Từ  giả  thiết   chia  đoạn  thẳng   theo  tỉ  số   ta  có:

Tương tự  chia đoạn  theo tỉ số  nên .

Từ đó ta có

Suy ra  (2)

Từ (1) và (2) cho ta . Hệ thức này chứng tỏ  đồng phẳng

nên bốn điểm  đồng phẳng.

Dạng 3. Tích vô hướng, góc của 2 vecto

Câu 30. Cho hình hộp . Điểm  là trọng tâm tam giác  (Hình).

a) Chứng minh rằng ba điểm  thẳng hàng.

b) Tính độ dài  của   trong trường hợp   là  hình  hộp đứng có  các  cạnh

 và .

Lời giải

a) Để chứng minh  thẳng hàng, ta sẽ chứng minh  với  là một số thực nào
đó.

Do  là trọng tâm của tam giác  nên ta có: 

Mặt khác, theo quy tắc hình hộp thì: 

Suy ra . Vậy ba điểm  thẳng hàng.
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b) Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có:

Khi  là hình hộp đứng thì  là tam giác vuông tại , do đó:

Suy ra .

Câu 31. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành và mặt bên  là tam giác đều. Tính

góc giữa hai vectơ  và .
Lời giải

Vì  là hình bình hành nên .

Trên tia  lấy điểm  sao cho  (Hình). Ta có:

Vậy .

Câu 32. Cho hình chóp  có đáy  là hình bình hành. Mặt bên  là tam giác vuông cân
tại  và có cạnh . Gọi  là trung điểm của . Hãy tính:

a) ;

b) ;

c) .

Lời giải

a) Vì  là hình bình hành nên .
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Gọi  là điểm thuộc tia  sao cho .

Ta có:  

 vuông cân (tại ) nên .

Suy ra , hay .

Mặt khác, do  nên .

Từ đó ta có:

Vậy .

b) .

c) Tam giác  cân tại  và  là trung điểm của cạnh  nên , hay .

Suy ra .

Câu 33. Cho hình chóp  có  và . Tính góc giữa các vectơ

 và .
Lời giải

Ta có:

Từ giả thiết suy ra  là tam giác đều và  là tam giác vuông cân tại . Từ đó ta tính được:

 và .
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Suy ra .

Câu 34. Cho hình lập phương . Xác định góc .
Lời giải

Ta có , suy ra 

Ta có , suy ra 

Câu 35. Cho tứ diện đều  có cạnh bằng  và  là trung điểm của .

a) Tính các tích vô hướng .

b) Tính góc .

Lời giải

a) Ta có: 

Tương tự ta cũng có .

Ta lại có , suy ra:

b) Ta có .
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Mà  là trung tuyến của các tam giác đều  nên .

Suy ra .

Từ các kết quả trên ta có . Suy ra .

Câu 36. Cho hình lập phương . Tính góc giữa hai vectơ .
Lời giải

Ta có: . Do đó,

Vì  nên tam giác  là tam giác đều. Suy ra .

Vậy .

Câu 37. Cho tứ diện  có các cạnh  đôi một vuông góc và . Gọi

 là trung điểm của cạnh . Tính góc giữa hai vectơ  và .
Lời giải

Đặt .

Khi đó,  và .

Ta có: .

Mặt khác, do  và 

nên 
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Ta lại có: .

Do đó, .

Câu 38. Cho tứ diện  :

a. Chứng minh: .

b. Suy ra rằng nếu 2 cặp cạnh đối trong tứ diện vuông góc với nhau thì cặp cạnh đối thứ 3 cũng
vuông góc với nhau.

Lời giải

a. Chứng minh: .

b. Giả sử ta có  ta suy ra . Ta có, theo giả thiết:

.  Theo  câu#a.  ta  suy  ra   

.

Câu 39. Cho tứ diện đều  cạnh .

a) Tính góc giữa hai véctơ .

b) Gọi  là trung điểm của . Tính góc giữa hai véctơ .

Lời giải:
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I

O

B D

C

A

a)Sử dụng công thức tính góc giữa hai vectơ ta được:   

.

Xét  

Mà  .

 .

b) Ta có 

Tứ diện  đều cạnh .  là trung tuyến của tam giác đều  nên 

Suy ra .

Ta có 

Do  đều nên 

Đồng thời  

Suy ra .
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Thay vào  ta được  suy ra .

Vậy .

Câu 40. Cho hình chóp  có , ,  đôi một vuông góc và . Gọi  là
trung điểm của .

a) Biểu diễn các véctơ  và  theo các véctơ , , .

b) Tính .

Lời giải:

a

M

A

B

C

S

a)Sử  dụng  quy  tắc  trung  điểm  và  quy  tắc  trừ  hai  véctơ  ta  được  

.

b)  

Mà , ,  đôi một vuông góc nên  

Tam giác  và  vuông tại  nên theo định lý Pitago ta được  

suy ra .
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Theo  câu  a  ta  có:  

.

Thay vào  ta được  suy ra .

Dạng 4. Ứng dụng thực tế
Câu 41. Một toà nhà có chiều cao của các tầng là như nhau. Một chiếc thang máy di chuyển từ tầng 15 lên

tầng 22 của toà nhà, sau đó di chuyển từ tầng 22 lên tầng 29. Các vectơ biểu diễn độ dịch chuyển
của thang máy trong hai lần di chuyển đó có bằng nhau không? Giải thích vì sao.

Lời giải

Gọi vectơ biểu diễn độ dịch chuyển của thang máy từ tầng 15 lên tầng 22 của tòa nhà là . Gọi

vectơ biểu diễn độ dịch chuyển của thang máy từ tầng 22 lên tầng 29 của tòa nhà là .

Vì hai vectơ  và  đều dịch chuyển từ tầng thấp lên tầng cao nên hai vectơ  và  có cùng
hướng (1).

Độ dài vectơ  là: , độ dài vectơ  là:  nên  (2)

Từ (1) và (2) ta có: . Vậy các vectơ biểu diễn độ dịch chuyển của thang máy trong hai lần di
chuyển đó có bằng nhau.

Câu 42. Khi chuyển động trong không gian, máy bay luôn chịu tác động của bốn lực chính: lực đẩy của
động cơ, lực cản của không khí, trọng lực và lực nâng khí động học. Lực cản của không khí ngược
hướng với lực đẩy của động cơ và có độ lớn tỉ lệ thuận với bình phương vận tốc máy bay. Một
chiếc máy bay tăng vận tốc từ 900 km/h lên 920 km/h, trong quá trình tăng tốc máy bay giữ
nguyên hướng bay. Lực cản của không khí khi máy bay đạt vận tốc  và  lần

lượt được biểu diễn bởi hai vectơ  và . Hãy giải thích vì sao  với  là một số thực
dương nào đó. Tính giá trị của  (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ hai).
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Lời giải

Vì trong quá trình máy bay tăng vận tốc từ  lên  máy bay giữ nguyên hướng

bay nên vectơ  và  có cùng hướng. Do đó,  với  là một số thực dương nào đó (1).

Gọi  lần lượt là vận tốc của của chiếc máy bay khi đạt  và .

Suy ra 

Vì lực cản của không khí ngược hướng với lực đẩy của động cơ và có độ lớn tỉ lệ thuận với bình

phương vận tốc máy bay nên  (2)

Từ (1) và (2) ta có: 

Câu 43. Như đã biết, nếu có một lực  tác động vào một vật tại điểm  và làm cho vật đó di chuyển một

quãng đường  thì công  sinh ra được tính theo công thức , trong đó lực  có
độ lớn tính bằng Newton, quãng đường  tính bằng mét và công  tính bằng Jun. Do đó, nếu

dùng một lực  có độ lớn không đổi để làm một vật di chuyển một quãng đường không đổi thì
công sinh ra sẽ lớn nhất khi lực tác động cùng hướng với chuyển động của vật. Hãy giải thích vì
sao.

Kết quả trên có thể được áp dụng như thế nào khi kéo (hoặc đẩy) các vật nặng?

Lời giải

Ta có: 

Vì lực  có độ lớn không đổi và vật di chuyển một quãng đường không đổi nên  lớn nhất khi

 lớn nhất. Do đó, . Khi đó, lực tác động cùng hướng
với chuyển động của vật. Vậy công sinh ra sẽ lớn nhất khi lực tác động cùng hướng với chuyển
động của vật.

Khi kéo (hoặc đẩy) các vật nặng, ta nên kéo (hoặc đẩy) cùng cùng hướng với chuyển động của vật.
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Câu 44. Một em nhỏ cân nặng   trượt trên cầu trượt dài  . Biết rằng, cầu trượt có góc

nghiêng so với phương nằm ngang là  (Hình).

a) Tính độ lớn của trọng lực  tác dụng lên em nhỏ, cho biết vectơ gia tốc rơi tự do  có độ

lớn là .

b) Cho biết công   sinh bởi một lực   có độ dịch chuyển   được tính bởi công thức

. Hãy tính công sinh bởi trọng lực  khi em nhỏ trượt hết chiều dài cầu trượt.

Lời giải

a) Độ lớn trọng lực tác dụng lên em nhỏ là: 

b) Công sinh bởi trọng lực  khi em nhỏ trượt hết chiều dài cầu trượt là:

Câu 45. Trọng lực  là lực hấp dẫn do Trái Đất tác dụng lên một vật, được tính theo công thức ,

trong đó  là khối lượng của vật (đơn vị: ), còn  là vectơ gia tốc rơi tự do, có hướng đi

xuống và có độ lớn . Xác định hướng và độ lớn của trọng lực (đơn vị: N) tác dụng

lên quả bưởi có khối lượng kg.

Lời giải

Độ lớn của lực hấp dẫn của Trái Đất tác dụng lên quả bưởi: 

Câu 46. Một chiếc đèn tròn được treo song song với mặt phẳng nằm ngang bởi ba sợi dây không dãn xuất

phát từ điểm  trên trần nhà và lần lượt buộc vào ba điểm  trên đèn tròn sao cho các lực

căng   lần  lượt  trên  mỗi  dây   đôi  một  vuông  góc  với  nhau  và

 (N) (Hình).
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Tính trọng lượng của chiếc đèn tròn đó.

Lời giải

Gọi   lần  lượt  là  các  điểm  sao  cho  ,  .  Lấy  các  điểm

, sao cho  là hình hộp (Hình). 

Khi đó, áp dụng quy tắc hình hộp, ta có: 

Mặt khác, do các lực căng  đôi một vuông góc và  nên hình hộp

 có ba cạnh  đôi một vuông góc và bằng nhau. Vì thế hình hộp

đó là hình lập phương có độ dài cạnh bằng 15. Suy ra độ dài đường chéo  của hình lập phương

đó bằng .

Do chiếc đèn ở vị trí cân bằng nên , ở đó  là trọng lực tác dụng lên chiếc đèn.

Suy ra trọng lượng của chiếc đèn là: .

Câu 47. Có ba lực cùng tác động vào một vật. Hai trong ba lực này hợp với nhau một góc  và có độ lớn
lần lượt là  và . Lực thứ ba vuông góc với mặt phẳng tạo bởi hai lực đã cho và có độ lớn

. Tính độ lớn của hợp lực của ba lực trên.
Lời giải
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Gọi  là ba lực tác động vào vật đặt tại điểm  lần lượt có độ lớn là .

Vẽ .

Dựng hình bình hành  và hình bình hành .

Hợp lực tác động vào vật là 

Áp dụng định lí côsin trong tam giác , ta có

.

Vì  nên , suy ra  là hình chữ nhật.

Do đó tam giác  vuông tại .

Ta có .

Suy ra 

Vậy độ lớn của hợp lực là .

Câu 48. Theo định luật II Newton. Gia tốc của một vật có cùng hướng với lực tác dụng lên vật. Độ lớn của
gia tốc tỉ lệ thuận với độ lớn của lực và tỉ lệ nghịch với khối lượng của vật:

trong đó  là vectơ gia tốc  là vectơ lực  tác dụng lên vật,  là khối
lượng của vật.

Muốn truyền cho quả bóng có khối lượng  một gia tốc  thì cần một lực đá có độ
lớn là bao nhiêu?

Lời giải

Ta có , suy ra .
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Vậy muốn truyền cho quả bóng khối lượng  một gia tốc  thì cần một lực đá có độ

lớn là .

Câu 49. Cho biết công  (đơn vị: ) sinh bởi lực  tác dụng lên một vật được tính bằng công thức

, trong đó  là vectơ biểu thị độ dịch chuyển của vật (đơn vị của  là ) khi chịu tác

dụng của lực .

Một chiếc xe có khối lượng 1,5 tấn đang đi xuống trên một đoạn đường dốc có góc nghiêng  so 

với phương ngang. Tính công sinh bởi trọng lực  khi xe đi hết đoạn đường dốc dài  (làm

tròn kết quả đến hàng đơn vị), biết rằng trọng lực  được xác định bởi công thức , với

 (đơn vị: ) là khối lượng của vật và  là gia tốc rơi tự do có độ lớn .

Lời giải

Ta có tấn .

Độ lớn của trọng lực tác dụng lên chiếc xe là: (N).

Vectơ  biểu thị độ dịch chuyển của xe có độ dài là  và .

Công sinh ra bởi trọng lực  khi xe đi hết đoạn đường dốc dài  là:
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