CHỦ ĐỀ 3: VECTƠ TRONG KHÔNG GIAN
I. LÝ THUYẾT TRỌNG TÂM
1. Định nghĩa:
Vectơ trong không gian là một đoạn thằng có hướng. Kí hiệu 
[image: image255.png]


 chỉ vectơ có điểm đầu A, điểm cuối B. Vectơ còn được kí hiệu là 
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r

,…

2. [image: image1.wmf]AB
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Các quy tắc về vectơ

· Quy tắc 3 điểm: 
[image: image5.wmf]ACABBC
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 hoặc 
[image: image6.wmf]ACBCBA
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· Quy tắc hình bình hành: Cho hình bình hành ACBD ta có: 
[image: image7.wmf]ACABAD
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· [image: image239.png]


[image: image240.png]


Quy tắc trung điểm: Nếu M  là trung điểm của AB thì 
[image: image8.wmf]0
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· Quy tắc trung tuyến: Nếu AP là trung tuyến của tam giác ABC thì 
[image: image9.wmf](
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Tương tự hình bên ta có: 
[image: image10.wmf]2
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· Quy tắc trọng tâm: Nếu G là trọng tâm tam giác ABC thì 
[image: image11.wmf]0

GAGBGC

++=

uuuruuuruuurr


[image: image241.png]


Khi đó với mọi điểm M ta có: 
[image: image12.wmf]3
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· Quy tắc hình hộp: Cho hình hộp ABCD.A’B’C’D’ thì 
[image: image13.wmf]''
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Chứng minh:
Ta có: ACC’A’ là hình bình hành nên 
[image: image14.wmf]''
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Tương tự: 
[image: image15.wmf]ACABAD
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 suy ra 
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Chú ý: Nếu G là trong tâm tứ diện ABCD, ta có: 
[image: image17.wmf]0
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3. Sự đồng phẳng của các vectơ, điều kiện để va vectơ đồng phẳng

Định nghĩa: Ba vectơ gọi là đồng phẳng nếu các giá của chúng cùng song song với một mặt phẳng.

Điều kiện để ba vectơ đồng phẳng:

· Định lí 1: Điều kiện cần và đủ để ba vectơ 
[image: image18.wmf]a
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 đồng phẳng là 
[image: image21.wmf]a
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[image: image22.wmf]b
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 cùng phương hoặc tồn tại các số m, n duy nhất sao cho 
[image: image23.wmf]..
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· [image: image242.png]


Định lí 2: Nếu 
[image: image24.wmf]a
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 là ba vectơ không đồng phẳng thì với mỗi vectơ 
[image: image27.wmf]d
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 trong không gian, ta tìm được các số m, n, p duy nhất sao cho 

4. Tích vô hướng của 2 vectơ
Góc giữa 2 vectơ 
[image: image28.wmf]a

r

 và 
[image: image29.wmf]b
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 khác 
[image: image30.wmf]0
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 được định nghĩa bằng góc AOB với 
[image: image31.wmf]OAa
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; 
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Nếu 
[image: image33.wmf]a
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 hoặc 
[image: image34.wmf]b
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 bằng 
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 ta quy ước góc giữa chúng có thể nhận một giá trị tùy ý.

Tích vô hướng giữa 2 vectơ 
[image: image36.wmf]a
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 và 
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 là một số, được kí hiệu 
[image: image38.wmf].
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 và được xác định bởi 
[image: image39.wmf](
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 từ đó suy ra cosin góc giữa 2 vectơ 
[image: image40.wmf]a
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 và 
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Đặc biệt khi 
[image: image43.wmf](
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Tính chất: Cho 3 vectơ 
[image: image44.wmf]a
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r

 và số thực k. Khi đó ta có:

	i) 
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	ii) 
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	iii) 
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	iv) 
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Vectơ chỉ phương của đường thằng:
Vectơ 
[image: image51.wmf]0
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 được gọi là vectơ chỉ phương của đường thằng d nếu giá của vectơ 
[image: image52.wmf]a
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 song song hoặc trùng với đường thẳng d

Một đường thẳng d trong không gian hoàn toàn xác định nếu biết một điểm A thuộc d và một vectơ chỉ phương 
[image: image53.wmf]a
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 của đường thẳng d.

Ứng dụng của tích vô hướng

Tính độ dài đoạn thẳng AB: 
[image: image54.wmf]2
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Xác định góc giữa hai vectơ: 
[image: image55.wmf](
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II. CÁC DẠNG TOÁN TRỌNG TÂM VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI

Dạng 1: Chứng minh các đằng thức vectơ, chứng minh 3 vectơ đồng phẳng.
Phương pháp giải:
Để chứng minh ba vectơ đồng phẳng, ta có thể chứng mình bằng một trong các cách:
· Chứng minh các giá của ba vectơ cùng song song với một mặt phẳng.

· Dựa vào điều kiện để ba vectơ đồng phẳng: tồn tai các số m. n duy nhất sao cho 
[image: image56.wmf]..
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 thì 3 vectơ 
[image: image57.wmf]a
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 đồng phẳng.

Để biểu diễn vectơ 
[image: image60.wmf]x
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 theo 3 vectơ 
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 không đồng phẳng ta tìm được các số m, n, p duy nhất sao cho 
[image: image64.wmf]...
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	Ví dụ 1: Cho tứ diện ABCD. Gọi I và J là trung điểm của AB và CD.
a) Hãy biểu diễn vectơ 
[image: image65.wmf]IJ
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 theo 3 vectơ 
[image: image66.wmf]AB
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[image: image67.wmf]AC
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b) Gọi G là trọng tâm tam giác BCD. Hãy biểu diễn vectơ 
[image: image69.wmf]AG
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 theo 3 vectơ 
[image: image70.wmf]AB
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Lời giải
a) [image: image243.png]


Ta có: 
[image: image73.wmf](
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, mặt khác 
[image: image74.wmf]1
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(tính chất trung điểm) 
Do đó 
[image: image76.wmf]111
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b) Ta có: 
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 cộng vế theo vế ta được:
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Mặt khác 
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 (do G là trọng tâm tam giác BCD). Do vậy 
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	Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD. Lấy các điểm M và N lần lượt thuộc AD và BC sao cho 
[image: image81.wmf]3
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. Biết 
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a) Hãy biểu diễn vectơ 
[image: image85.wmf]MN
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theo 
[image: image86.wmf]a
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 và 
[image: image87.wmf]b
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b) Gọi P và Q lần lượt là trun điểm của AD và BC. Chứng minh rằng ba vectơ 
[image: image88.wmf]MN

uuuur

, 
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 đồng phẳng.

c) Gọi G là trung điểm của PQ, chứng minh rằng G là trọng tâm tứ diện ABCD.


Lời giải
a) [image: image244.png]


Ta có: 
[image: image91.wmf](
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Lại có: 
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Lấy 
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Do đó 
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b) Ta có: 
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Suy ra 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image98.wmf]Þ
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 đồng phẳng.

c) Theo tính chất trung điểm ta có: 
[image: image102.wmf](
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Mặt khác 
[image: image103.wmf]00
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image104.wmf]Þ

 G là trọng tâm tứ diện ABCD.
	Ví dụ 3: Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’ B’C' có 
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Gọi I và J lần lượt là trung điểm của BB' và A'C', điểm K thuộc B'C sao cho 
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a) Hãy biểu thị vectơ 
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 qua 3 vectơ  
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b) Biểu thị vectơ 
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 theo vectơ 
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 và 
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 từ đó suy ra 3 vectơ 
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 đồng phẳng.


[image: image245.png]


Lời giải
a) Ta có: 
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Suy ra 
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Lại có: 
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Mặtkhác: 
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b) Ta có: 
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Lấy 
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Vậy 
[image: image129.wmf](
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	Ví dụ 4: Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Đặt 
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. Gọi M và N lần lượt là hai điểm nằm trên AC và DC’ sao cho MN//BD’. Tính tỷ số 
[image: image133.wmf]'
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Lời giải
Giả sử: 
[image: image134.wmf]MCnAC

=

uuuuruuur

, 
[image: image135.wmf]''

CNmCD

=

uuuuruuuur


Ta có: 
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Lại có: 
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Khi đó 
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	Ví dụ 5: Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D'. Gọi I là giao điểm của hai đường chéo của hình bình hành ABB'A' và K là giao điểm của hai đường chéo của hình bình hành BCC'A. Biểu thị vectơ 
[image: image142.wmf]BD
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 đồng phẳng.


Lời giải
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Ta có: 
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 (vì 
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Suy ra 
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Do đó ba vectơ 
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 đồng phẳng.
	Ví dụ 6: Trong không gian cho tam giác ABC. Chứng minh rằng nếu có một điểm O trong không gian sao cho 
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, đồng thời , 
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 thì điểm M thuộc mặt phẳng 
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Lời giải
Ta có: 
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Nếu 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image161.wmf]Þ

 M, B, C thẳng hàng nên A, B, C, M đồng phẳng

Nếu 
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yz

xMAMBMC

xx

-

¹Þ=-

uuuruuuruuuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image163.wmf]Þ

 A, B, C, M đồng phẳng.

	Ví dụ 7: Cho tứ diện ABCD. Gọi P và P lần lượt là trung điểm của các cạnh AB và CD. Trên các cạnh AB và CD lần lượt lấy các điểm M, N sao cho 
[image: image164.wmf](
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. Chứng minh rằng 3 vectơ 
[image: image165.wmf]PQ

uuur

, 
[image: image166.wmf]PM

uuuur

, 
[image: image167.wmf]PN

uuur

 đồng phẳng


Lời giải
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Ta có: 
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Lại có: 
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 nên 
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(Do 
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Do đó 
[image: image173.wmf](

)

1

2

PQPMPN

k

=+

uuuruuuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image174.wmf]Þ

 M, N, P, Q đồng phẳng

Dạng 2: Tính độ dài đoạn thẳng, góc giữa hai vectơ, chứng minh 2 đường thẳng vuông góc

Phương pháp giải:
· Để tính độ dài đoạn thằng AB ta sử dụng công thức: 
[image: image175.wmf]2
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, để tính độ dài vectơ 
[image: image176.wmf]u
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 ta sử dung công thức
[image: image177.wmf]2
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· Để tính góc giữa 2 vectơ ta sử dụng công thức: 
[image: image178.wmf](
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· Để chứng minh 2 đường thẳng AB và CD vuông góc với nhau ta chứng minh: 
[image: image179.wmf].0
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	Ví dụ 1: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = AB = AC = a và 
[image: image180.wmf]2
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. Tính góc giữa hai vectơ 
[image: image181.wmf]AB
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 và 
[image: image182.wmf]SC
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Lời giải
[image: image249.png]


Do SB = SC = a; 
[image: image183.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image184.wmf]Þ

 
[image: image185.wmf]SBC

D

vuông cân tại S.
Lấy điểm S làm điểm gốc ta phân tích: 
[image: image186.wmf]ABSBSA
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Ta có: 
[image: image187.wmf](
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Do đó 
[image: image189.wmf](
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	Ví dụ 2: Cho tứ diện ABCD.
a) Chứng minh rằng: 
[image: image191.wmf]...0
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b) Từ đẳng thức trên hãy suy ra nếu tứ diện ABCD có 
[image: image192.wmf]ABCD

^

 và 
[image: image193.wmf]ACDB

^

 thì 
[image: image194.wmf]ADBC
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[image: image250.png]


Lời giải
a) Lấy điểm A làm điểm gốc.
Ta có: 
[image: image195.wmf]...
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b) Do 
[image: image197.wmf]...0

ABCDACDBADBC

++=

uuuruuuruuuruuuruuuruuur


Mặt khác: 
[image: image198.wmf].0
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Do đó 
[image: image199.wmf]ADBC
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	Ví dụ 3: Cho tứ diện ABCD có AB = AC = AD và góc BAC = 600, góc BAD = 600, góc CAD = 900. Chứng minh rằng:

a) 
[image: image200.wmf]ABCD

^


b) Nếu I và J lần lượt là trung điểm của AB và CD thì 
[image: image201.wmf]IJAB

^




Lời giải
a) [image: image251.png]


Lấy điểm A là điểm gốc ta có 
[image: image202.wmf](
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b) Ta có: 
[image: image204.wmf](
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Do đó 
[image: image205.wmf](
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	Ví dụ 4: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC và ASB = BSC = CSA. Chứng minh rằng 
[image: image208.wmf]SABC
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, 
[image: image209.wmf]SBAC
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 và 
[image: image210.wmf]SCAB
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Lời giải
Giả sử 
[image: image211.wmf]ASBBSCCSA

===a

và SA = SB = SC = a
Lấy điểm S làm điểm gốc ta có: 
[image: image212.wmf](
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Tương tự chứng mình trên ta cũng có 
[image: image214.wmf]SBAC
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 và 
[image: image215.wmf]SCAB
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	Ví dụ 5: Cho tứ diện ABCD. Gọi P và Q lần lượt là trung điểm của AB và CD. Biết rằng 
[image: image216.wmf]ABAC
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, 
[image: image217.wmf]ABBD
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. Chứng minh rằng AB và PQ vuông góc với nhau.


Lời giải
[image: image253.png]


Ta có: 
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,

.0

ABAC

ABACABBD

ABBD

ì

=

ï

^^Þ

í

=

ï

î

uuuruuur

uuuruuur


Lại có: 
[image: image219.wmf](
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Do đó 
[image: image220.wmf](
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Do đó 
[image: image222.wmf]ABPQ
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	Ví dụ 6: Trong không gian cho 2 vectơ 
[image: image223.wmf]a
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 và 
[image: image224.wmf]b

r

 tạo với nhau một góc 
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. Biết rằng 
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. Tính 
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Lời giải
Ta có: 
[image: image230.wmf](
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Do đó 
[image: image231.wmf]19
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Lại có: 
[image: image232.wmf](
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Do đó 
[image: image233.wmf]7
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	Ví dụ 7: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'. Tính góc giữa hai vectơ AC và DA'.


[image: image254.png]


Lời giải
Ta có: 
[image: image234.wmf]ACABAD
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 và 
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Đặt 
[image: image236.wmf]2'
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Mặt khác 
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Suy ra 
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