	
	



CHUYÊN ĐỀ
BÀI 3. TÍCH CỦA VECTƠ VỚI MỘT SỐ
Mục tiêu
· Kiến thức

· Hiểu được định nghĩa tích một vectơ với một số.
· Nắm được các tính chất của tích vectơ với một số, tính chất trung điểm, tính chất trọng tâm.
· Nắm được điều kiện vectơ cùng phương, ba điểm thẳng hàng.
· Kĩ năng

·  Xác định được vectơ tích một vectơ với một số.
·  Chứng minh được các vectơ cùng phương, ba điểm thẳng hàng.
·  Phân tích được một vectơ qua hai vectơ không cùng phương.
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I. LÍ THUYẾT TRỌNG TÂM

Định nghĩa
Cho số 
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 và vectơ 
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. Tích của vectơ 
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 với số k là một 
vectơ, kí hiệu 
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· Nếu 
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 cùng hướng với 
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· Nếu 
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 ngược hướng với 
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Độ dài của 
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Tính chất
Với hai vectơ 
[image: image13.wmf]r

a

 và 
[image: image14.wmf]r

b

 bất kì, với mọi số h và k, ta có
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Điều kiện để hai vectơ cùng phương

· 
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 cùng phương 
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 khi và chỉ khi có số k thỏa mãn
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Mở rộng: Điều kiện cần và đủ để A, B, C 


thẳng hàng là có số k sao cho 
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Phân tích một vectơ theo hai vectơ không cùng phương

Cho 
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 không cùng phương với 
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. Khi đó mọi vectơ 
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 luôn biểu diễn được dạng 
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 và biểu diễn đó là duy nhất (có đúng một hệ số 
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Sơ đồ lí thuyết
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II. CÁC DẠNG BÀI TẬP

Dạng 1: Chứng minh đẳng thức vectơ
· Phương pháp giải

Bài toán chứng minh một đẳng thức vectơ, ngoài việc sử dụng các quy tắc cộng, trừ hai vectơ, thì trong bài này còn sử dụng tính chất của phép nhân vectơ với một số. Ta lưu ý một số vấn đề sau
· 
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. Tích 
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+ Phương: Cùng phương với vectơ 
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+ Hướng: 
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: cùng hướng với vectơ
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: ngược hướng với vectơ 
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+ Độ dài: 
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Quy ước: 
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· Nếu I là trung điểm của đoạn thẳng AB thì với mọi điểm M ta có 
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· Nếu G là trọng tâm của tam giác ABC thì với mọi điểm M thì ta có 
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Ví dụ: Cho lục giác đều ABCDEF có tâm O. Chứng minh rằng

a) 
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Hướng dẫn giải
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a) Ta có 
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 (điều phải chứng minh).

b) Ta có
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 (điều phải chứng minh)
· Ví dụ mẫu

Ví dụ 1. Cho hình bình hành ABCD tâm O. Chứng minh rằng

a) 
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Hướng dẫn giải

a) Theo quy tắc hình bình hành ta có 
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 (điều phải chứng minh)

b) Theo quy tắc trừ hai vectơ chung điểm đầu ta có 
[image: image60.wmf]ODOCCD

DADBBA

ì

-=

ï

í

-=

ï

î

uuuruuuruuur

uuuruuuruuur


Mà ABCD là hình bình hành nên 
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 (điều phải chứng minh)

c) Theo quy tắc hình bình hành ta có


[image: image62.wmf](

)

3334

ABACADABADACACACAC

++=++=+=

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur

 (điều phải chứng minh)

d) Ta có 
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 (điều phải chứng minh)

e) Ta có 
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Ta suy ra điều phải chứng minh.

f) Ta có 
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Ta suy ra điều phải chứng minh.

g) Ta có 
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 (điều phải chứng minh).

h) Ta có 
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 (điều phải chứng minh).
Ví dụ 2. Cho hình chữ nhật PQRS tâm O.

a) Chứng minh 
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b) Chứng minh 
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c) Chứng minh 
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 với mọi điểm M.
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Hướng dẫn giải

a) Ta có 
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 (điều phải chứng minh)
b) Ta có 
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 (điều phải chứng minh).

c) Cách 1. Với mọi điểm M ta có
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Suy ra điều phải chứng minh.

Cách 2. Vì O là trung điểm của PR và QS nên với mọi điểm M ta có
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 (điều phải chứng minh).
Ví dụ 3. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm cua BC, CA, AB và gọi I là trung điểm AM. Chứng minh

a) 
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 với mọi điểm H.
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a) Theo tính chất của trung điểm ta có
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 (điều phải chứng minh).

b) Theo tính chất của trung điểm ta có
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 (điều phải chứng minh).

c) 
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(điều phải chứng minh).

d) Với điểm H bất kỳ, ta có
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(điều phải chứng minh).

Ví dụ 4. Nếu G và 
[image: image87.wmf]G

¢

 lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và tam giác 
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. Từ đó suy ra hai tam giác ABC và tam giác 
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Hướng dẫn giải

Với G và 
[image: image92.wmf]G
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 lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và tam giác 
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(điều phải chứng minh).

Đặc biệt:

Hai tam giác ABC và tam giác 
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 (điều phải chứng minh).

Lưu ý: Từ bài toán này trở đi, để chứng minh hai tam giác ABC và 
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 có cùng trọng tâm G và 
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 ta chứng minh trực tiếp hai trọng tâm G và 
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Ví dụ 5. Cho tam giác ABC. Gọi H, E, F lần lượt là các điểm trên cạnh AB, BC và CA sao cho 
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. Chứng minh hai tam giác ABC và HEF có cùng trọng tâm.
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Ta có 
[image: image103.wmf](
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Suy ra tam giác ABC và tam giác HEF có cùng trọng tâm.
· Bài tập tự luyện dạng 1

Câu 1: Khẳng định nào sau đây đúng?
A. Hai vectơ 
[image: image104.wmf],
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B. Hai vectơ 
[image: image105.wmf],
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 luôn cùng phương.

C. Hai vectơ 
[image: image106.wmf],
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 có độ dài bằng nhau.
D. Hai vectơ 
[image: image107.wmf],
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 luôn ngược hướng.
Câu 2: Cho tam giác ABC. Gọi M và N lần lượt là trung điểm của AB và AC. Khẳng định nào sau đây sai?
A. 
[image: image108.wmf]2
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B. 
[image: image109.wmf]2

ACNC

=

uuuruuur


C. 
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D. 
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Câu 3: Phát biểu nào là sai?
A. Nếu 
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B. 
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 thì 
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C. Nếu 
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 thì 
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 thẳng hàng.

D. 
[image: image118.wmf]ABCDDCBA
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Câu 4: Cho hình bình hành ABCD. Khẳng định nào sau đây đúng?
A. 
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B. 
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C. 
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Câu 5: Cho hình bình hành ABCD có M là giao điểm của hai đường chéo. Mệnh đề nào sau đây sai?
A. 
[image: image123.wmf]ABBCAC
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 6: Cho tam giác ABC và một điểm M tùy ý. Mệnh đề nào sau đây đúng?
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 7: Cho tam giác ABC có trung tuyến AM. Gọi I là trung điểm AM. Đẳng thức nào sau đây đúng?
A. 
[image: image131.wmf]20
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 8: Gọi M, N lần lượt là trung điểm các cạnh AD, BC của tứ giác ABCD. Đẳng thức nào sau đây sai?
A. 
[image: image135.wmf]2
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B. 
[image: image136.wmf]2
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C. 
[image: image137.wmf]2
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D. 
[image: image138.wmf]2
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Câu 9: Cho tam giác ABC có trọng tâm G, O là một điểm bất kì. Đẳng thức nào dưới đây đúng?
A. 
[image: image139.wmf]0
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B. 
[image: image140.wmf]2
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C. 
[image: image141.wmf]3
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D. 
[image: image142.wmf]0
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Câu 10: Cho 
[image: image143.wmf]ABC

D

 và 
[image: image144.wmf]ABC
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 có trọng tâm lần lượt là G và 
[image: image145.wmf]G
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. Khi đó, tổng của ba vectơ 
[image: image146.wmf]AABBCC
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 bằng
A. 
[image: image147.wmf]GG
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B. 
[image: image148.wmf]2
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C. 
[image: image149.wmf]3
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[image: image150.wmf]GG
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Dạng 2: Phân tích (biểu diễn) một vectơ theo hai vectơ cho trước
· Phương pháp giải

· Cho 
[image: image151.wmf]a
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 và 
[image: image152.wmf]b
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 không cùng phương và 
[image: image153.wmf]x
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 bât kì. Khi đó, có duy nhất cặp số h, k sao cho 
[image: image154.wmf]xhakb
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.
· Dùng các phép toán cộng, trừ, nhân vectơ với một số để phân tích vectơ 
[image: image155.wmf]x
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 chỉ phụ thuộc theo 
[image: image156.wmf]a
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 và 
[image: image157.wmf]b
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.
· Bài toán phân tích số 1: Với điểm M như hình vẽ, ta có
[image: image696.png]
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Đặc biệt: Nếu M là trung điểm BC thì


[image: image159.wmf]11
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· [image: image697.png]


Bài toán phân tích số 2: Với điểm M như hình vẽ, ta có


[image: image160.wmf]mnm
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[image: image161.wmf]mnm
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· 
[image: image162.wmf],0
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 cùng phương 
[image: image163.wmf]:.
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· 
[image: image164.wmf],,
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 thăng hàng 
[image: image165.wmf]AB
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 cùng phương 
[image: image166.wmf]AC
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kABkAC

Û$Î=

uuuruuur

¡

.

· Nếu 
[image: image168.wmf]ABkCD
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 và hai đường thẳng 
[image: image169.wmf],

ABCD

 phân biệt thì 
[image: image170.wmf]//

ABCD
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Ví dụ: Cho tam giác ABC có M là trung điểm BC, N là trung điểm AM và P là điểm đối xứng với M qua B. Hãy phân tích 
[image: image171.wmf],
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 theo hai vectơ 
[image: image172.wmf]uAB
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 và 
[image: image173.wmf]vAC
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.

[image: image698.png]


Hướng dẫn giải

Vì N là trung điểm của AM và M là trung điểm của BC nên ta có


[image: image174.wmf]1111
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[image: image175.wmf]1111
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[image: image176.wmf]1
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[image: image177.wmf](
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· Ví dụ mẫu

Ví dụ 1. Cho tam giác ABC có đường trung tuyến AD. Gọi I là trung điểm AD và M là điểm sao cho 
[image: image178.wmf]2
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.
a) Hãy phân tích 
[image: image179.wmf]AM
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 theo hai vectơ 
[image: image180.wmf]AB
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 và 
[image: image181.wmf]AC
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b) Hãy phân tích 
[image: image182.wmf]BI
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 theo hai vectơ 
[image: image183.wmf],
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[image: image699.png]


Hướng dẫn giải

a) Vì 
[image: image184.wmf]2
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 nên 
[image: image185.wmf]22
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.
Ta có 
[image: image186.wmf](
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[image: image187.wmf]22
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[image: image188.wmf]21
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b) Vì I là trung điểm của AD nên ta có

[image: image189.wmf]1111111
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Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Gọi 
[image: image190.wmf],,

MIJ

 là ba điểm thỏa mãn 
[image: image191.wmf]3,,2
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 và K là trung điểm của đoạn IJ. 

a) Hãy phân tích vectơ 
[image: image192.wmf]AM
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 theo các vectơ 
[image: image193.wmf]AB

uuur

 và 
[image: image194.wmf]AC
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.
b) Hãy phân tích vectơ 
[image: image195.wmf]AK
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 theo các vectơ  
[image: image196.wmf]AB
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 và 
[image: image197.wmf]AC
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.
Hướng dẫn giải


[image: image198.wmf]330
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 thuộc đường thẳng BC sao cho C nằm giữa 
[image: image199.wmf],
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 và 
[image: image200.wmf]3
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[image: image201.wmf]0
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 là trung điểm của đoạn thẳng AB.

[image: image202.wmf]220
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 thuộc đoạn thẳng AC sao cho 
[image: image203.wmf]2
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[image: image700.png]



a) 
[image: image204.wmf]33
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Ta có 
[image: image205.wmf](
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[image: image206.wmf]13
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b) Theo tính chất của trung điểm ta có

[image: image207.wmf]11111211
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Ví dụ 3. Cho hình bình hành ABCD, đặt 
[image: image208.wmf],
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. Gọi I là trung điểm của CD, G là trọng tâm của tam giác BCI.

a) Phân tích các vectơ 
[image: image209.wmf]BI
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 theo 
[image: image210.wmf],
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b) Phân tích các vectơ 
[image: image211.wmf]AG

uuur

 theo 
[image: image212.wmf],
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.
[image: image701.png]


Hướng dẫn giải

a) Ta có 
[image: image213.wmf](
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b) Ta có 
[image: image214.wmf]2211
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[image: image215.wmf]1111
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Ví dụ 4. Cho tam giác ABC có I là điểm trên cạnh AC sao cho 
[image: image217.wmf]1
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 là điểm thỏa mãn 
[image: image218.wmf]12
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a) Chứng minh rằng ba điểm 
[image: image219.wmf],,
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 thẳng hàng.

b) Xác định điểm J thỏa yêu cầu bài toán.

c) Gọi K là trung điểm của BC. Biểu diễn 
[image: image220.wmf]IK
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 theo hai vectơ 
[image: image221.wmf]AB
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 và 
[image: image222.wmf]AC
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.

Hướng dẫn giải

a) Ta có 
[image: image223.wmf]33
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Mặt khác 
[image: image224.wmf]12
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[image: image702.png]


Suy ra 
[image: image225.wmf]3
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 cùng phương 
[image: image226.wmf]Þ

 ba điểm 
[image: image227.wmf],,
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 thẳng hàng.

b) Vì 
[image: image228.wmf]32
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 thuộc đoạn thẳng BI sao cho 
[image: image229.wmf]2

3

BJBI

=

.

c) Ta có 
[image: image230.wmf]1111113111
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· Bài tập tự luyện dạng 2

Câu 1: Cho tam giác ABC có M là trung điểm của BC. Tính 
[image: image231.wmf]AB
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 theo 
[image: image232.wmf]AM
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 và 
[image: image233.wmf]BC
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A. 
[image: image234.wmf]1
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B. 
[image: image235.wmf]1
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C. 
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[image: image237.wmf]1

2

ABBCAM

=-

uuuruuuruuuur


Câu 2: Cho ba điểm 
[image: image238.wmf],,
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 thỏa mãn 
[image: image239.wmf]2

MNMP

=-

uuuuruuur

. Với điểm O bất kì, đẳng thức nào dưới đây đúng?
A. 
[image: image240.wmf](
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B. 
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C. 
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[image: image243.wmf](
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Câu 3: Cho tam giác ABC. Gọi M là điểm trên cạnh BC sao cho 
[image: image244.wmf]3
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. Khi đó, vectơ 
[image: image245.wmf]AM
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 được biểu diễn theo 
[image: image246.wmf]AB
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 và 
[image: image247.wmf]AC
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A. 
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B. 
[image: image249.wmf]13
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C. 
[image: image250.wmf]11
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D. 
[image: image251.wmf]11
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Câu 4: Cho tam giác OAB. Gọi M, N lần lượt là trung điểm hai cạnh OA và OB. Các số m, n thích hợp để có đẳng thức 
[image: image252.wmf]MNmOAnOB
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 là
A. 
[image: image253.wmf]1
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C. 
[image: image255.wmf]11
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D. 
[image: image256.wmf]11
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Câu 5: Cho hình bình hành ABCD. Gọi I là điểm xác định bởi 
[image: image257.wmf](
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. Hệ thức giữa 
[image: image258.wmf],,
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A. 
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B. 
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C. 
[image: image261.wmf](
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Câu 6: Cho tam giác ABC, điểm M thuộc cạnh AB sao cho 
[image: image263.wmf]3
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 và N là trung điểm của AC. Tính 
[image: image264.wmf]MN
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 theo 
[image: image265.wmf]AB
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 và 
[image: image266.wmf]AC
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.
A. 
[image: image267.wmf]11
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B. 
[image: image268.wmf]11
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C. 
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D. 
[image: image270.wmf]11
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Câu 7: Cho tam giác ABC. Gọi I là trung điểm của BC, H là điểm đối xứng của I qua C. Ta có 
[image: image271.wmf]AH
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 bằng
A. 
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B. 
[image: image273.wmf]2
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C. 
[image: image274.wmf]2
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D. 
[image: image275.wmf]AHABACAI
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Câu 8: Cho AD và BE là hai phân giác trong của tam giác ABC. Biết 
[image: image276.wmf]4,5
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 và 
[image: image277.wmf]6
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[image: image278.wmf]DE
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B. 
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D. 
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Câu 9: Cho tam giác ABC. Lấy điểm D đối xứng với A qua B và lấy điểm E trên đoạn AC sao cho 
[image: image283.wmf]32
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[image: image284.wmf]DEmABnAC
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 thì giá trị 
[image: image285.wmf].
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Câu 10: Cho hình bình hành ABCD, tâm O, G là trọng tâm tam giác OCD. Đặt 
[image: image290.wmf],

ABaADb

==

uuurruuurr

. Hãy tính vectơ 
[image: image291.wmf]BG
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 theo 
[image: image292.wmf];
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A. 
[image: image293.wmf]15
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B. 
[image: image294.wmf]31
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C. 
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26

BGab

=-+

uuurrr



D. 
[image: image296.wmf]31

44

BGab

=-

uuurrr


Dạng 3. Tính độ dài của tổng, hiệu các vectơ và tích của vectơ với một số

· Phương pháp giải

Dạng toán tìm độ dài của vectơ được phát triển từ Bài 1, Bài 2 và hoàn thiện ở Bài 3 với mức độ khó tăng dần. Đó là do các phép toán về vectơ được phối hợp ngày càng đa dạng hơn ở các bài học về sau. Phương pháp chung để tìm độ dài của tổng, hiệu các vectơ và tích của vectơ với một số vẫn là

· Biến đổi vectơ tổng, vectơ hiệu thành một tích của một số với một vectơ duy nhất.

· Tính độ dài của vectơ đó. Từ đó suy ra độ dài của vectơ đã cho.

Ví dụ: Cho tam giác ABC vuông tại 
[image: image297.wmf],5,3
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. Tính độ dài của các vectơ

a) 
[image: image298.wmf]BABC
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b) 
[image: image299.wmf]BABC
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c) [image: image703.png]
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ABAC

+

uuuruuur


Hướng dẫn giải
a) 
[image: image301.wmf]BABCCACA
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[image: image302.wmf](
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b)Gọi I là trung điểm AC.

Ta có 
[image: image303.wmf]22
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[image: image304.wmf](

)

(

)

22

22

2223213

AIABaaa

=+=+=


c)Gọi M là điểm đối xứng với A qua B. Vẽ hình chữ nhật AMNC. Ta có


[image: image305.wmf]2
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[image: image306.wmf](

)

(

)

22

22

64213

AMMNaaa

=+=+=


· Ví dụ mẫu
Ví dụ 1. Cho tam giác ABC đều cạnh 2a, có trọng tâm G. Gọi I là trung điểm của BC. Hãy tính

a) 
[image: image307.wmf]AI
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                        b) 
[image: image308.wmf]ABAC
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      c) 
[image: image309.wmf]GBGCAG
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d) 
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[image: image704.png]


Hướng dẫn giải

a) Ta có 
[image: image311.wmf](
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b) Trong mục này, ta sẽ giải quyết bài toán tìm độ dài vectơ tổng mà không cần phải vẽ hình bình hành.
Ta có 
[image: image312.wmf]2223
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c) Ta có 
[image: image313.wmf]2124443
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d) Ta có 
[image: image314.wmf](
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Ví dụ 2. Cho hình vuông ABCD cạnh 6cm. Gọi O là giao điểm của hai đường chéo. Tính độ dài các vectơ

a) 
[image: image315.wmf]ABCD
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 và 
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b) 
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a) Ta có 
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b) Gọi M là điểm đối xứng với B qua A. Vẽ hình chữ nhật AMJD và gọi N là trung điểm của CM.
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Ta có ABCD, BMJC là các hình vuông có cạnh bằng nhau nên 
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 vuông tại N và 
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Khi đó 
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Ví dụ 3. Cho hình thoi ABCD cạnh a, góc 
[image: image328.wmf]·
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. Gọi O là giao điểm hai đường chéo. Tính

a) 
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b) 
[image: image330.wmf]OBDC
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c) 
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+

uuuruuur


Hướng dẫn giải
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a) Vì 
[image: image332.wmf]·
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 đều cạnh a.
Ta có 
[image: image333.wmf]2
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b) 
[image: image335.wmf]3
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c) Gọi I là trung điểm của BC. Ta có 
[image: image336.wmf]2
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Ví dụ 4. Cho lục giác đều ABCDEF có tâm O, cạnh bằng 2cm. Gọi I, J lần lượt là trung điểm AF và CD, P và Q lần lượt là giao điểm của CI, FJ với AD. Tính độ dài các vectơ

a) 
[image: image337.wmf]AC
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b) 
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c) 
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a) Ta có 
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 đều cạnh bằng 2cm.

Gọi M là giao điểm của hai đường chéo OB và AC của hình thoi ABCO.
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b) Ta có 
[image: image343.wmf]22.24
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c) Vì P là giao điểm của hai đường trung tuyến AO và CI của tam giác AFC nên P là trọng tâm của tam giác AFC.

Ta có 
[image: image344.wmf]114
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Ví dụ 5. Cho tam giác ABC và đường thẳng d. Tìm điểm M trên đường thẳng d sao cho vectơ 
[image: image345.wmf]2
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 có độ dài nhỏ nhất.
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Gọi 
[image: image346.wmf],,
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 lần lượt là trung điểm của 
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Ta có 
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Suy ra 
[image: image350.wmf]44
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Do đó độ dài vectơ 
[image: image351.wmf]a
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 nhỏ nhất khi và chỉ khi MK nhỏ nhất. Khi đó M là hình chiếu vuông góc của K lên đường thẳng d.

· Bài tập tự luyện dạng 3
Câu 1: Cho hình vuông ABCD cạnh 
[image: image352.wmf]2
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. Khi đó, 
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 có giá trị là
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 2: Cho hình chữ nhật ABCD có hai cạnh 
[image: image358.wmf],2
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 bằng
A. 
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B. 
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D. 
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Câu 3: Cho tam giác OAB vuông cân tại O, cạnh 
[image: image364.wmf]OAa

=

. Khi đó 
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 bằng
A. 
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C. 
[image: image368.wmf]5
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D. 
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Câu 4: Cho tam giác OAB vuông cân tại O, cạnh 
[image: image370.wmf]OAa
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. Khẳng định nào sau đây sai?
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 5: Cho tam giác ABC vuông cân tại A có 
[image: image375.wmf]2,
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 là trung điểm của BC. Khẳng định nào sau đây đúng?
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 6: Cho tam giác đều ABC cạnh a có G là trọng tâm. Khi đó giá trị 
[image: image380.wmf]ABGC
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A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 7: Cho hình thoi ABCD có 
[image: image385.wmf]2
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A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 8: Cho hình thang vuông ABCD có hai đáy 
[image: image392.wmf],2
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. Độ dài vectơ 
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 bằng
A. 
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D. 
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Câu 9: Cho hình thang vuông ABCD có 2 đáy là 
[image: image400.wmf]ABa
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 và 
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CDa

=

. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AD và BC. Khi đó 
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 bằng
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Câu 10: Cho tam giác ABC có H là chân đường cao hạ từ A sao cho 
[image: image407.wmf]1
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. Gọi G là trọng tâm của tam giác. Điểm M di động nằm trên BC sao cho 
[image: image408.wmf]BMxBC
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. Giá trị của x để độ dài của vectơ 
[image: image409.wmf]MAGC
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 đạt giá trị nhỏ nhất là
A. 
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B. 
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C. 
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D. 
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Dạng 4. Xác định một điểm thỏa mãn đẳng thức vectơ cho trước

Bài toán 1. Xác định một điểm

· Phương pháp giải

Để xác định một điểm thỏa mãn đẳng thức vectơ cho trước ta thường sử dụng một trong ba phương pháp sau:

· Dạng 1. Đưa vectơ này bằng một số nhân với một vectơ đã biết.

Nếu biết điểm đầu của vectơ này thì điểm cuối của vectơ là xác định và duy nhất.

· Dạng 2. Xác định một điểm dựa vào đẳng thức vectơ giữa hai điểm cố định A, B.

Trước hết, theo tính chất hai vectơ cùng phương, điểm cần tìm phải nằm trên đường thẳng AB.

Ta cần xác định điểm cần tìm thuộc đoạn thẳng AB hay nằm ngoài đoạn AB, xác định tỉ lệ, vẽ hình minh họa và mô tả vị trí tương đối của điểm cần tìm so với hai điểm A, B.
· Dạng 3. Xác định một điểm dựa vào đẳng thức vectơ giữa ba hay bốn điểm cố định.

Trước hết, biến đổi đẳng thức vectơ, đưa điểm cần tìm chỉ phụ thuộc theo hai điểm cố định (đưa về dạng 2).

Tiến hành xác định vị trí điểm cần tìm theo phương pháp ở dạng 2.

Ví dụ: Cho tam giác ABC có D là trung điểm BC. Xác định vị trí của G biết 
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Ta có 
[image: image415.wmf](
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Suy ra G thuộc đoạn thẳng AD sao cho 
[image: image417.wmf]2
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Mà AD là đường trung tuyến của tam giác ABC nên G là trọng tâm tam giác ABC.

· Ví dụ mẫu
Ví dụ 1. Cho hai điểm phân biệt A và B.

a) Tìm điểm M sao cho 
[image: image418.wmf]20
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b) Tìm điểm N sao cho 
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c) Tìm điểm H sao cho 
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d) Tìm điểm K sao cho 
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Hướng dẫn giải
a) 
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 thuộc đoạn thẳng AB sao cho 
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b) 
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 thuộc đoạn thẳng AB sao cho 
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c) 
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[image: image431.wmf]H

Þ

 thuộc đường thẳng AB (A nằm giữa H và B) sao cho 
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d) 
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[image: image434.wmf]K
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 thuộc đường thẳng AB (B nằm giữa A và K) sao cho 
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Lưu ý: 
Từ ví dụ 1 ta rút ra rằng: với h, k là các số thực lớn hơn 0, hai điểm 
[image: image436.wmf],
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 thì điểm 
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 thuộc đoạn 
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 thì điểm 
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 nằm ngoài đoạn 
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· Nếu 
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· Nếu 
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Ví dụ 2. Cho tam giác ABC. Xác định các điểm thỏa mãn đẳng thức vectơ sau
a) Điểm M thỏa mãn 
[image: image453.wmf]0
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b) Điểm N thỏa mãn 
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c) Điểm P thỏa mãn 
[image: image455.wmf]2
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Hướng dẫn giải
a) Ta có 
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b) Gọi I là trung điểm của AB. Ta có
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c) 
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 thuộc đoạn CI sao cho 
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Ví dụ 3. Cho tam giác ABC
a) Tìm điểm M sao cho 
[image: image464.wmf]230
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b) Xác định điểm N sao cho 
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c) Xác định điểm P sao cho 
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Gọi 
[image: image467.wmf],,
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 lần lượt là trung điểm của các cạnh 
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b) 
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 thuộc đường thẳng KJ (J nằm giữa K và N) sao cho 
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Ví dụ 4. Cho hình bình hành ABCD, O là giao điểm hai đường chéo AC và BD.

a) Tìm điểm M thỏa mãn 
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b) Tìm điểm N thỏa mãn 
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c) Tìm điểm I thỏa mãn 
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a) Ta có 
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[image: image488.wmf]M
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 là trung điểm của đoạn thẳng OB.

b) Ta có 
[image: image489.wmf](
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Suy ra N thuộc đoạn thẳng AC sao cho 
[image: image491.wmf]2
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c) Ta có  
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Suy ra I thuộc đường thẳng BD sao cho O nằm giữa B, I và 
[image: image495.wmf]5
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Bài toán 2. Tìm quỹ tích của một điểm

· Phương pháp giải

Để tìm tập hợp điểm M thỏa mãn một đẳng thức vectơ ta biến đổi đẳng thức vectơ đó để đưa về các tập hợp điểm cơ bản đã biết. Chẳng hạn 

· [image: image719.wmf](
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Tập hợp các điểm M cách điểm I một khoảng không đổi bằng 
[image: image496.wmf]:
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 là đường tròn tâm I bán kính R.
· [image: image720.wmf](
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Tập hợp các điểm M cách đều hai điểm 
[image: image497.wmf],:

ABMAMB
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 là đường trung trực của đoạn thẳng AB.
· Để giải bài toán quỹ tích ta thường thực hiện các phép toán cộng, trừ, nhân vectơ với một số rồi mới kết luận.

Ví dụ: Cho hình chữ nhật ABCD. Tìm tập hợp các điểm M thỏa mãn 
[image: image498.wmf]MAMBMCMD
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Hướng dẫn giải

Gọi I, J lần lượt là trung điểm của đoạn thẳng AB và CD.

Theo tính chất trung điểm của đoạn thẳng ta có 
[image: image499.wmf]22
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Vậy tập hợp các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là đường trung trực của đoạn thẳng IJ.
· Ví dụ mẫu
Ví dụ 1. Cho tam giác ABC.

a) Tìm tập hợp các điểm M sao cho 
[image: image501.wmf]MAMBMCMBMC
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b) Tìm tập hợp điểm N sao cho 
[image: image502.wmf]2
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Hướng dẫn giải

[image: image722.wmf]bka
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a) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC.

Ta có 
[image: image503.wmf]33
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Vậy tập hợp các điểm M là đường tròn tâm G bán kính 
[image: image504.wmf]3
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b) Gọi I là trung điểm BC.
Ta có 
[image: image505.wmf]22222
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Vậy tập hợp các điểm N là đường trung trực của AI.

Ví dụ 2. Cho tam giác ABC.

a) Xác định điểm M sao cho 
[image: image506.wmf]320
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b) Tìm tập hợp các điểm N sao cho 
[image: image507.wmf]32
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c) Tìm tập hợp điểm D sao cho 
[image: image508.wmf]24
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d) Tìm tập hợp các điểm E sao cho 
[image: image509.wmf]23
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e) Tìm tập hợp các điểm F sao cho 
[image: image510.wmf]322
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Hướng dẫn giải

Gọi 
[image: image511.wmf],,

IJK

 lần lượt là trung điểm của 
[image: image512.wmf],,
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a) Ta có 
[image: image513.wmf](
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[image: image515.wmf]ABKM
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 là hình bình hành
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Vậy M là đỉnh thứ tư của hình bình hành ABKM.

b) Với ABKM là hình bình hành, ta suy ra 
[image: image516.wmf]BAKM
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Vậy tập hợp các điểm N là đường tròn tâm M, bán kính 
[image: image520.wmf]2
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c) Gọi O là trung điểm của IJ. Ta có
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Vậy tập hợp các điểm D là đường tròn tâm O, bán kính 
[image: image524.wmf]RAB
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d) Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Theo tính chất của trọng tâm ta có

[image: image525.wmf]23233266
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Suy ra E cách đều hai điểm G, J.

Vậy tập hợp các điểm E là đường trung trực của đoạn thẳng GJ.

e) Gọi P là điểm đối xứng với B qua A. Vẽ hình bình hành 
[image: image526.wmf]BCITCBIT
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Vậy tập hợp các điểm F là đường tròn tâm T, bán kính 
[image: image531.wmf]2
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Ví dụ 3. Cho tứ giác ABCD. Với số k tùy ý ta lấy các điểm M, N sao cho 
[image: image532.wmf].,.
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. Tìm tập hợp các trung điểm I của đoạn MN với mọi giá trị của k.

[image: image724.wmf]x
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Hướng dẫn giải

Gọi E, F lần lượt là trung điểm của AD và BC.

Ta có 
[image: image533.wmf]EFEAABBF
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Cộng vế theo vế ta được
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)

(

)

(

)

2

EFEAEDABDCBFCFABDC

=+++++=+

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur


Tương tự vì E và I lần lượt là trung điểm của AD và MN nên
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Suy ra 
[image: image536.wmf],
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 cùng phương hay I thuộc đường thẳng EF.

Vậy khi k thay đổi thì tập hợp trung điểm I của đoạn MN là đường thẳng EF.

· Bài tập tự luyện dạng 4
Câu 1: Cho tam giác ABC. Nếu điểm M thỏa mãn 
[image: image537.wmf]0
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 thì ta có
A. ABMC là hình bình hành.
B. ABCM là hình bình hành.

C. M là trung điểm BC.

D. M là trung điểm AB.
Câu 2: Cho tam giác ABC và điểm M thỏa mãn 
[image: image538.wmf]MBMCAB

+=

uuuruuuuruuur

. Tìm vị trí điểm M.
A. M là trung điểm của AC.
B. M là trung điểm của AB.

C. M là trung điểm của BC.
D. M là điểm thứ tư của hình bình hành ABCM.
Câu 3: Cho tam giác ABC có D là trung điểm của BC. Xác định vị trí của điểm G biết 
[image: image539.wmf]2
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A. G nằm trên đoạn AD và 
[image: image540.wmf]2
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B. G nằm trên đoạn AD và 
[image: image541.wmf]1

3
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C. G nằm trên đoạn AD và 
[image: image542.wmf]2

3
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D. G nằm trên đoạn AD và 
[image: image543.wmf]1
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Câu 4: Cho tam giác 
[image: image544.wmf]ABC

, 
[image: image545.wmf]D

là trung điểm cạnh 
[image: image546.wmf]AC

. Gọi 
[image: image547.wmf]I

 là điểm thỏa mãn 
[image: image548.wmf]230
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. Khẳng định nào sau đây đúng?

A. 
[image: image549.wmf]I

 là trực tâm 
[image: image550.wmf]BCD

D

                                       B.  
[image: image551.wmf]I

 là trọng tâm 
[image: image552.wmf]ABC

D

  
C.  
[image: image553.wmf]I

 là trọng tâm 
[image: image554.wmf]CDB

D

                                     D. Cả A, B, C đều sai
Câu 5: Cho tam giác ABC, tập hợp các điểm M sao cho 
[image: image555.wmf]6
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 là
A. một đường thẳng đi qua trọng tâm của tam giác ABC.

B. đường tròn có tâm là trọng tâm của tam giác ABC và bán kính bằng 18.

C. đường tròn có tâm là trọng tâm của tam giác ABC và bán kính bằng 2.

D. đường tròn có tâm là trọng tâm của tam giác ABC và bán kính bằng 6. 
Câu 6: Cho M, N, P lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC, CA của tam giác ABC. Giả sử I là điểm thỏa mãn điều kiện 
[image: image556.wmf]20
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. Khi đó vị trí điểm I là
A. tâm của hình bình hành BMPN.

B. đỉnh thứ tư của hình bình hành AMPI.

C. trực tâm của tam giác ABC.

D. trọng tâm của tam giác MNP.
Câu 7: Cho hai điểm A, B phân biệt và cố định, với I là trung điểm của AB. Tập hợp các điểm M thỏa mãn đẳng thức 
[image: image557.wmf]22
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 là
A. đường trung trực của đoạn thẳng AB.

B. đường tròn đường kính AB.

C. đường trung trực đoạn thẳng IA.

D. đường tròn tâm A, bán kính AB.
Câu 8: Cho tam giác đều ABC cạnh a. Biết rằng tập hợp các điểm M thỏa mãn đẳng thức 
[image: image558.wmf]234
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 là đường tròn cố định có bán kính R. Tính bán kính R theo a.
A. 
[image: image559.wmf]3
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B. 
[image: image560.wmf]6
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C. 
[image: image561.wmf]2
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D. 
[image: image562.wmf]9
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Câu 9: Cho hình chữ nhật ABCD và số thực 
[image: image563.wmf]0
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. Tập hợp các điểm M thỏa mãn đẳng thức 
[image: image564.wmf]MAMBMCMDk
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 là
A. một đoạn thẳng.
B. một đường thẳng.
C. một đường tròn.

D. một điểm.
Câu 10: Cho tam giác ABC đều cạnh 
[image: image565.wmf](
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 là đường thẳng qua A và song song BC. Khi M di động trên 
[image: image566.wmf](
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 thì giá trị nhỏ nhất của 
[image: image567.wmf]2
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 là
A. 
[image: image568.wmf]3
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B. 
[image: image569.wmf]3

a


C. 
[image: image570.wmf]23
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D. 
[image: image571.wmf]23
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ĐÁP ÁN
Dạng 1. Chứng minh đẳng thức vectơ
· Đáp án trắc nghiệm

	1 - B
	2 - C
	3 - B
	4 - B
	5 - D
	6 - C
	7 - A
	8 - B
	9 - C
	10 – C


· Hướng dẫn giải

[image: image725.wmf];
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Câu 7.

Ta có 
[image: image572.wmf]22
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Câu 8.

Gọi I, J lần lượt là trung điểm của AB và CD. Khi đó
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Câu 9. 

Ta có 
[image: image575.wmf]AOBOCOAGGOBGGOCGGO

++=+++++

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur



[image: image576.wmf](
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Câu 10.

Ta có 
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Dạng 2. Phân tích (biểu diễn) một vectơ theo nhiều vectơ cho trước

· Đáp án trắc nghiệm

	1 - C
	2 - C
	3 - B
	4 - D
	5 - B
	6 - B
	7 - B
	8 - A
	9 - B
	10 - C


· Hướng dẫn giải
Câu 8.

AD là phân giác trong của tam giác ABC nên 
[image: image581.wmf]663
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Tương tự 
[image: image583.wmf]55
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Vậy 
[image: image584.wmf]53
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Câu 9.

Ta có 
[image: image585.wmf]2
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[image: image586.wmf]24
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Dạng 3. Tính độ dài của tổng, hiệu các vectơ và tích của vectơ với một số

· Đáp án trắc nghiệm
	1 - A
	2 - A
	3 - C
	4 - C
	5 - D
	6 - B
	7 - C
	8 - C
	9 - A
	10 - B


· Hướng dẫn giải
Câu 6.

Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của BC, CA, AB của tam giác ABC.
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Câu 7.

Gọi M là trung điểm của CD và O là tâm của hình thoi ABCD.

Ta có OM là đường trung tuyến của tam giác vuông OCD

[image: image590.wmf]2
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Câu 8.

Gọi I là trung điểm 
[image: image593.wmf]CDABID
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 là hình vuông.
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Câu 9.

Gọi I là trung điểm AC. Khi đó MI là đường trung bình của tam giác 
[image: image596.wmf]2
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MN là đường trung bình của hình thang 
[image: image597.wmf]232
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Ta có 
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Câu 10.

Dựng hình bình hành AGCN. Ta có 
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Kẻ 
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 tại K. Khi đó 
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Do đó 
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 nhỏ nhất khi 
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Gọi I là trung điểm AC, J là hình chiếu vuông góc của I lên BC (
[image: image604.wmf]JBC
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)

Khi đó I là trung điểm GN nên 
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Ta có 
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 và 
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 đồng dạng nên 
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Măt khác 
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IJ là đường trung bình 
[image: image611.wmf]AHC
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 nên J là trung điểm HC hay 
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Suy ra 
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Do đó 
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Dạng 4. Xác định một điểm thỏa mãn đẳng thức vectơ cho trước 

· Đáp án trắc nghiệm

	1 - A
	2 - A
	3 - C
	4 - C
	5 - C
	6 - A
	7 - A
	8 - D
	9 - C
	10 – D


· Hướng dẫn giải
Câu 6.

Ta có 
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[image: image617.wmf]I
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 là trung điểm của BP của hình bình hành BMPN.
Suy ra I là tâm của hình bình hành BMPN.

Câu 7.

Chọn điểm E thuộc đoạn AB sao cho 
[image: image618.wmf]220
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Chọn điểm F thuộc đoạn AB sao cho 
[image: image619.wmf]220
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Ta có 
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)

(

)

(

)

323233*

MEEAEBMFFBFAMEMFMEMF

Û++=++Û=Û=

uuuruuuruuuruuuruuuruuuruuuruuur


Vì E, F là hai điểm cố định nên từ đẳng thức (*) suy ra tập hợp các điểm M là trung trực của đoạn thẳng EF.

Gọi I là trung điểm của AB suy ra I cũng là trung điểm của EF.

Vậy tâp hợp các điểm M thỏa mãn 
[image: image622.wmf]22
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 là đường trung trực của đoạn thẳng AB.

Câu 8.
[image: image623.png]



Gọi G là trọng tâm của tam giác ABC. Với điểm I bất kỳ, ta có
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Chọn điểm I sao cho 
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Do đó 
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Vì I là điểm cố định thỏa mãn (*) nên tập hợp các điểm M cần tìm là đường tròn tâm I, bán kính 
[image: image631.wmf]9
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Câu 9.


Gọi O là tâm của hình chữ nhật ABCD. Ta có 
[image: image632.wmf]0
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Do đó 
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)

(

)

(

)

(

)

MAMBMCMDkMOOAMOOBMOOCMOMDk

+++=Û+++++++=

uuuruuuruuuuruuuuruuuuruuuruuuuruuuruuuu

ruuuruuuuruuuur



[image: image634.wmf](
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Vì O là điểm cố định nên tập hợp các điểm M thỏa yêu cầu bài toán là đường tròn tâm O, bán kính 
[image: image635.wmf]4
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Câu 10.

Chọn điểm N thuộc đoạn AB sao cho 
[image: image636.wmf]220
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Ta có 
[image: image637.wmf](
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Do đó 
[image: image638.wmf]2
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 nhỏ nhất 
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 nhỏ nhất 
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 là hình chiếu vuông góc của N trên đường thẳng 
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Gọi H là trung điểm BC, K là hình chiếu vuông góc của điểm B trên đường thẳng 
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Theo định lý Talet ta có 
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Vậy 
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 đạt giá trị nhỏ nhất bằng 3MN và bằng 
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