
Bµi tËp ®¹i sè tuyÕn tÝnh

1. Bµi tËp vÒ kh«ng gian vector
Bµi 1.1 Gi¶ sö A lµ mét ma trËn vu«ng cÊp n, vµ C(A) = {B | BA = AB}
lµ tËp hîp tÊt c¶ c¸c ma trËn vu«ng phøc cÊp n giao ho¸n ®−îc víi A. Chøng
minh r»ng: C(A) lµ kh«ng gian vector con cña kh«ng gian vector Mn×n vµ
dimC(A) ≥ n.

Bµi 1.2 Cho S lµ kh«ng gian con cña kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng phøc cÊp
n Mn×n sinh bëi tËp tÊt c¶ c¸c ma trËn cã d¹ng AB − BA. Chøng minh r»ng:
dimS = n2 − 1.

Bµi 1.3 Cho A,B lµ c¸c kh«ng gian vector con cña kh«ng gian vector h÷u h¹n
chiÒu V sao cho A + B = V. Gäi n = dimV, a = dimA, b = dimB. LÊy S lµ
tËp tÊt c¶ c¸c tù ®ång cÊu f cña V mµ f(A) ⊂ A, f(B) ⊂ B. Chøng minh r»ng
S lµ kh«ng gian con cña kh«ng gian tÊt c¶ c¸c tù ®ång cÊu cña V vµ h·y biÓu
thÞ sè chiÒu cña S qua a, b, n.

Bµi 1.4 Cho T lµ tù ®ång cÊu cña kh«ng gian vector V. Gi¶ sö x ∈ V
mµ Tmx = 0, Tm−1x 6= 0 víi m lµ sè nguyªn nµo ®ã. Chøng minh r»ng:
x, Tx, T 2x, . . . , Tm−1x ®éc lËp tuyÕn tÝnh.

Bµi 1.5 Cho E lµ mét kh«ng gian Euclide n chiÒu. Chóng ta nãi hai c¬ së (ai)
vµ (bi) cïng h−íng nÕu ma trËn chuyÓn tõ c¬ së (ai) sang c¬ së (bi) cã ®Þnh
thøc d−¬ng. Gi¶ sö (ai) vµ (bi) lµ hai c¬ së trùc chuÈn cïng h−íng. Chøng
minh r»ng (ai + 2bi) còng lµ mét c¬ së cña E cïng h−íng víi (ai).

Bµi 1.6 Cho ϕ lµ ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh tõ V vµo W , trong ®ã V vµ W lµ c¸c kh«ng
gian vector h÷u h¹n chiÒu. Gäi L,Z lµ kh«ng gian vector con cña V vµ W .
Chøng minh r»ng:
a) dimϕ(L) + dim(kerϕ ∩ L) = dimL
b) dimL− dim kerϕ ≤ dimϕ(L) ≤ dimL
c) dimZ ≤ dimϕ−1Z ≤ dimZ + dim kerϕ

Bµi 1.7 Cho c¸c ®ång cÊu cña c¸c IK-kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu ϕ :
V −→ W,ψ : W −→ Z. Chøng minh r»ng:
a) dim ker(ψ.ϕ) = dim kerϕ+ dim(Imϕ ∩ kerψ)
b) dim ker(ψ.ϕ) ≤ dim kerϕ+ dim kerψ
c) rank(ψ.ϕ) = rankϕ− dim(kerψ ∩ Imϕ)
d) rank(ψ.ϕ) ≥ rankϕ+ rankψ − dimW

Bµi 1.8 Gi¶ sö P,Q,R lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n. Chøng minh r»ng:
rank(PQ) + rank(QR) ≤ rankQ+ rank(PQR).

Bµi 1.9 Cho V vµ W lµ c¸c kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu. T : V −→ W lµ
¸nh x¹ tuyÕn tÝnh, X lµ kh«ng gian vector con cña kh«ng gian vector W Chøng
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minh: dim(T−1X) ≥ dimV − dimW + dimX . H¬n n÷a nÕu T toµn ¸nh th× ta
cã ®¼ng thøc.

Bµi 1.10 Cho A vµ B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n. Chøng minh r»ng kh«ng
gian nghiÖm cña hai ph−¬ng tr×nh AX = 0 vµ BX = 0 b»ng nhau khi vµ chØ
khi tån t¹i ma trËn C kh¶ nghÞch sao cho A = CB.

Bµi 1.11 Cho A lµ ma trËn vu«ng phøc cÊp n sao cho trAk = 0 víi k = 1, . . . , n.
Chøng minh r»ng A lµ ma trËn luü linh.

Hint Gi¶ sö A cã d¹ng chÐo ho¸ Jordan víi c¸c khèi Jordan t−¬ng øng víi c¸c
gi¸ trÞ riªng λ1, . . . , λm ph©n biÖt. Khi ®ã Ak lµ ma trËn cã c¸c phÇn tö trªn
®−êng chÐo chÝnh lµ c¸c gi¸ trÞ riªng λk

i . Tõ gi¶ thuyÕt tr(A
k) = 0, 1 ≤ k ≤ m

ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh:

m∑
i=1

λk
i = 0,∀k = 1, ..., n.

Tõ hÖ nµy ta suy ra λi = 0, 1 ≤ i ≤ m. VËy A sÏ lµ ma trËn luü linh.

Bµi 1.12 Cho A lµ ma trËn phøc cÊp m sao cho d·y (An)∞n=1 héi tô ®Õn ma
trËn B. Chøng minh r»ng B ®ång d¹ng víi ma trËn ®−êng chÐo mµ c¸c phÇn
tö trªn ®−êng chÐo chÝnh b»ng 0 hoÆc 1.

Hint: Do A2n = An.An suy ra B2 = B. VËy ta cã ®iÒu cÇn chøng minh.

Bµi 1.13 Cho W lµ kh«ng gian vector n-chiÒu, U vµ V lµ c¸c kh«ng gian con
cña W sao cho U ∩ V = {0}. Gi¶ sö u1, u2, . . . , uk ∈ U vµ v1, v2, . . . , uk ∈ V
víi k > dimU + dimV . Chøng minh r»ng tån t¹i c¸c sè λ1, λ2, . . . , λk kh«ng
®ång thêi b»ng 0 sao cho

k∑
i=1

λiui =
k∑

i=1

λivi = 0.

Kh¼ng ®Þnh trªn cßn ®óng kh«ng nÕu k ≤ dimU + dimV.

Hint Chó ý r»ng ta cã ®¬n cÊu U × V −→ W nªn sè chiÒu cña U × V kh«ng
qu¸ n.

2. D¹ng chÝnh t¾c
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Bµi 2.1 Cho ma trËn:

A =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


Chøng minh r»ng: mçi ma trËn B sao cho AB = BA cã d¹ng:

B = aI + bA+ cA2,

víi a, b, c lµ c¸c sè thùc nµo ®ã.

Bµi 2.2 Cho A lµ ma trËn cÊp n cã n gi¸ trÞ riªng ph©n biÖt. Chøng minh r»ng:
mçi ma trËn B giao ho¸n ®−îc víi ma trËn A cã d¹ng: B = f(A), víi f lµ mét
®a thøc hÖ sè thùc, bËc kh«ng qu¸ n− 1.

Bµi 2.3 Cho

A =

(
1 2
1 −1

)
.

H·y biÓu thÞ A−1 nh− lµ mét ®a thøc cña A víi hÖ sè thùc.

Bµi 2.4 Víi x ∈ R, ®Æt

Ax =


x 1 1 1
1 x 1 1
1 1 x 1
1 1 1 x

 .

a) Chøng minh r»ng detAx = (x− 1)3(x+ 3).
b) Chøng minh r»ng nÕu x 6= 1, 3, th× A−1

x = (x− 1)−1(x+ 3)−1A−x−2.

Bµi 2.5 TÝnh A10 víi

A =

 3 1 1
2 4 2
−1 −1 1

 .

Bµi 2.6 Chøng minh hoÆc ®−a ra ph¶n vÝ dô: Víi mäi ma trËn vu«ng phøc A
cÊp 2, tån t¹i ma trËn vu«ng phøc B cÊp 2 sao cho A = B2.

Bµi 2.7 Cho

A =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Víi sè nguyªn n nµo th× sÏ tån t¹i ma trËn vu«ng phøc X cÊp 4 sao cho Xn = A.

Bµi 2.8 Kh¼ng ®Þnh sau ®óng hay kh«ng:
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Tån t¹i ma trËn vu«ng thùc A cÊp n sao cho

A2 + 2A+ 5I = 0,

nÕu vµ chØ nÕu n lµ sè ch½n.

Bµi 2.9 Ph−¬ng tr×nh nµo cã nghiÖm lµ mét ma trËn vu«ng thùc (kh«ng nhÊt
thiÕt ph¶i chØ ra nghiÖm):

X3 =

0 0 0
1 0 0
2 3 0


2X5 +X =

3 5 0
5 1 9
0 9 0


X6 + 2X4 + 10X =

(
0 −1
1 0

)

X4 =

3 4 0
0 3 0
0 0 −3

 .

Bµi 2.10 Cho x lµ sè thùc d−¬ng. Hái cã tån t¹i hay kh«ng mét ma trËn vu«ng
thùc cÊp 2 sao cho

A2004 =

(
−1 0
0 −1− x

)
.

3. Vector riªng vµ gi¸ trÞ riªng

Bµi 3.1 Cho M lµ ma trËn vu«ng thùc cÊp 3, M3 = I vµ M 6= I.
a) T×m c¸c gi¸ trÞ riªng cña M.
b) Cho mét ma trËn cã tÝnh chÊt nh− thÕ.

Bµi 3.2 Cho F lµ mét tr−êng, n vµ m lµ c¸c sè nguyªn vµ A lµ mét ma trËn
vu«ng cÊp n víi c¸c phÇn tö trong F sao cho Am = 0. Chøng minh r»ng:
An = 0.

Bµi 3.3 Cho V lµ kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu trªn tr−êng sè h÷u tØ Q, M
lµ mét tù ®ång cÊu cña V, M(x) 6= x, ∀x ∈ V \ 0. Gi¶ sö Mp = IdV , víi p lµ
mét sè nguyªn tè. Chøng minh r»ng sè chiÒu cña V chia hÕt cho p− 1.
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Bµi 3.4 Chøng minh r»ng ma trËn 1 1, 00001 1
1, 00001 1 1.00001

1 1, 00001 1

 .

cã mét gi¸ trÞ riªng d−¬ng vµ mét gi¸ trÞ riªng ©m.

Bµi 3.5 Cho a, b, c lµ c¸c phÇn tö bÊt k× cña tr−êng F, h·y tÝnh ®a thøc tèi tiÓu
cña ma trËn 0 0 a

1 0 b
0 1 c

 .

Bµi 3.6 Gi¶ sö A,B lµ c¸c tù ®ång cÊu cña kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu
V trªn tr−êng F. §óng hay sai c¸c kh¼ng ®Þnh sau:
a) Mçi vector riªng cña AB lµ mét vector riªng cña BA.
b) Mçi gi¸ riªng cña AB lµ mét gi¸ riªng cña BA.

Bµi 3.7 Cho

A =

(
a b
c d

)
lµ mét ma trËn thùc víi a, b, c, d > 0. Chøng minh r»ng A cã mét vector riªng(

x
y

)
∈ R2,

víi x, y > 0.

Bµi 3.8 Cho A lµ ma trËn vu«ng phøc cÊp n vµ P (t) lµ mét ®a thøc bËc m.
Chøng minh r»ng nÕu λ1, λ2, . . . , λn lµ c¸c gi¸ trÞ riªng cña ma trËn A th×:
1) |P (A)| = P (λ1).P (λ2) . . . P (λn).
2) P (λ1), P (λ2), . . . , P (λn) lµ c¸c gi¸ trÞ riªng cña P (A).

Bµi 3.9 Cho A vµ B lµ c¸c ma trËn ®èi xøng thùc tho¶ m·n AB = BA. Chøng
minh r»ng A vµ B cã chung1 vector riªng trong Rn.

Bµi 3.10 Gäi S lµ tËp kh«ng rçng gåm c¸c ma trËn phøc cÊp n giao ho¸n ®−îc
víi nhau tõng ®«i mét. Chøng minh r»ng c¸c phÇn tö cña S cã chung mét vector
riªng

Bµi 3.11 Gäi A vµ B lµ c¸c ma trËn phøc cÊp n sao cho AB = BA2. Gi¶ sö
r»ng A kh«ng cã c¸c gi¸ trÞ riªng cã mo®un b»ng 1, chøng minh r»ng A vµ B
cã chung mét vect¬ riªng.
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Bµi 3.12 Cho ϕ lµ tù ®ång cÊu tuyÕn tÝnh chÐo ho¸ ®−îc cña Rn. Chøng minh
r»ng kh«ng gian con W cña Rn lµ bÊt biÕn ®èi víi ϕ khi vµ chØ khi trong W
chän ®−îc mét c¬ së gåm c¸c vector riªng cña ϕ.

Bµi 3.13 Cho A vµ B lµ hai ma trËn chÐo ho¸ ®−îc vµ giao ho¸n ®−îc víi nhau.
Chøng minh r»ng tån t¹i mét c¬ së cña Rn gåm toµn c¸c vector riªng cña A vµ
B.

Bµi 3.14 Cho A lµ ma trËn phøc cÊp n vµ ®a thøc tèi tiÓu cã bËc k.
1) Chøng minh r»ng nÕu λ kh«ng lµ gi¸ trÞ riªng cña A th× tån t¹i mét ®a

thøc pλ bËc k − 1 sao cho pλ(A) = (A− λE)−1.
2) Gäi λ1, λ2, . . . , λk lµ c¸c sè phøc ph©n biÖt vµ kh«ng lµ gi¸ trÞ riªng cña

A. Chøng minh r»ng: tån t¹i c¸c sè phøc c1, c2, . . . , ck sao cho

k∑
i=1

ck(A− λkE)−1 = E.

Hint XÐt ®¼ng thøc pλ(A)(A− λE) = p(A)− p(λ)E = p(λ)E suy ra ®−îc ®a
thøc pλ. Víi mçi λi tån t¹i c¸c pλi

t−¬ng øng. XÐt hÖ pt theo c¸c Èn ci ta thu
®−îc hÖ Cramer do ®ã tån t¹i c¸c ci cÇn t×m.

4. H¹ng vµ ®Þnh thøc

Bµi 4.1 Cho A lµ ma trËn vu«ng thùc cÊp n vµ At lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña nã.
Chøng minh r»ng AtA vµ A cïng h¹ng.

Bµi 4.2 Gi¶ sö P vµ Q lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn
sau: P 2 = P,Q2 = Q vµ I − (P + Q) kh¶ nghÞch. Chøng minh r»ng P vµ Q
cã h¹ng b»ng nhau.

Bµi 4.3 Cho

T =



a1 b1 0 0 . . . 0 0
b1 a2 b2 0 . . . 0 0
0 b2 a3 b3 . . . 0 0
...

...
...

... . . .
...

...
0 0 0 0 . . . an−1 bn−1

0 0 0 0 . . . bn−1 an


.

Gi¶ sö bi 6= 0, víi mäi i. Chøng minh r»ng:
a) rankT ≥ n− 1,
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b) T cã n gi¸ trÞ riªng ph©n biÖt.

Bµi 4.4 Cho (aij) lµ ma trËn vu«ng cÊp n víi c¸c aij lµ c¸c sè nguyªn.
a) Chøng minh r»ng nÕu sè nguyªn k lµ mét gi¸ trÞ riªng cña A th× ®Þnh thøc

cña A chia hÕt cho k.
b) Gi¶ sö m lµ mét sè nguyªn vµ mçi dßng cña A cã tæng b»ng m

n∑
j=1

aij = m, i = 1, 2, . . . , n.

Chøng minh r»ng ®Þnh thøc cña A chia hÕt cho m.

Bµi 4.5 Cho ®Þnh thøc Vandermonde (phøc)

A =


1 a0 a2

0 . . . an
0

1 a1 a2
1 . . . an

1
...

...
... . . .

...
1 an a2

n . . . an
n

 ,

víi ai lµ c¸c sè phøc.
a) Chøng minh r»ng A kh¶ nghÞch khi vµ chØ khi c¸c ai ®«i mét kh¸c nhau.
b) NÕu c¸c ai ®«i mét kh¸c nhau vµ b1, b2, . . . , bn lµ c¸c sè phøc tïy ý.

Chøng minh r»ng tån t¹i duy nhÊt ®a thøc f bËc n víi hÖ sè phøc sao cho
f(ai) = bi, ∀i = 1, 2, . . . , n.

Bµi 4.6 Cho vÝ dô mét hµm liªn tôc f : R −→ R3 víi tÝnh chÊt lµ f(v1), f(v2), f(v3)
lËp thµnh mét c¬ së cña R3, trong ®ã v1, v2, v3 lµ c¸c sè thùc ph©n biÖt.

Bµi 4.7 Cho f1, f2, . . . , fn lµ c¸c hµm nhËn c¸c gi¸ trÞ thùc liªn tôc trªn [a, b].
Chøng minh r»ng {f1, f2, . . . , fn} phô thuéc tuyÕn tÝnh khi vµ chØ khi

det
(∫ b

a
fi(x)fj(x)dx

)
= 0.

Bµi 4.8 Ký hiÖu M2×2 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 2. Cho

A =

(
1 2

−1 3

)
, B =

(
2 1
0 4

)
.

XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh L : M2×2 −→ M2×2 x¸c ®Þnh bëi L(X) = AXB.
H·y tÝnh vÕt vµ ®Þnh thøc cña L.

Bµi 4.9 Ký hiÖu M3×3 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 3. Cho

A =

1 0 0
0 2 0
0 0 1
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XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh L : M3×3 −→M3×3 x¸c ®Þnh bëi L(X) =
1

2
(AX+

XA). H·y tÝnh ®Þnh thøc cña L.

Bµi 4.10 Ký hiÖu M3×3 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 3. Gi¶ sö
A ∈M3×3, detA = 32 vµ ®a thøc tèi tiÓu cña A lµ (λ− 4)(λ− 2). XÐt ¸nh x¹
tuyÕn tÝnh: LA : M3×3 −→M3×3 x¸c ®inh bëi LA(X) = AX. H·y tÝnh vÕt cña
LA.

Bµi 4.11 Ký hiÖu M7×7 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 7. Gi¶
sö A ∈ M7×7 lµ mét ma trËn chÐo víi ®−êng chÐo chÝnh gåm 4 h¹ng tö +1
vµ 3 h¹ng tö -1. XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh LA : M7×7 −→ M7×7 x¸c ®Þnh bëi
LA(X) = AX −XA. H·y tÝnh dimLA.

Bµi 4.12 Cho F lµ mét tr−êng, n vµ m lµ hai sè nguyªn, Mm×n lµ kh«ng
gian c¸c ma trËn cÊp m × n trªn tr−êng F . Gi¶ sö A vµ B lµ hai ma trËn cè
®Þnh cña Mm×n. XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh L : Mm×n −→ Mm×n x¸c ®Þnh bëi
L(X) = AXB. Chøng minh r»ng nÕu m 6= n th× L suy biÕn.

Bµi 4.13 Gi¶ sö A1, A2, . . . , An+1 lµ c¸c ma trËn cÊp n. Chøng minh r»ng
t×m ®−îc n + 1 sè x1, x2, . . . , xn+1 kh«ng ®ång thêi b»ng 0 sao cho ma trËn
x1A1 + x2A2 · · ·+ xn+1An+1 suy biÕn.

Bµi 4.14 Gi¶ sö A lµ ma trËn cÊp n h¹ng r. T×m sè nghiÖm ®éc lËp tuyÕn tÝnh
cña ph−¬ng tr×nh AX = 0 víi X lµ ma trËn cÊp n.

Bµi 4.15 Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp n. Chøng minh r»ng nÕu A2 = E th× tæng
h¹ng cña c¸c ma trËn A− E vµ A+ E b»ng n (E lµ ma trËn ®¬n vÞ).

Bµi 4.16 Cho A lµ ma trËn vu«ng thùc cÊp n. Chøng minh r»ng: det(A2 +E) ≥
0. Khi nµo th× ®¼ng thøc x¶y ra.

Bµi 4.17 Cho tam thøc bËc hai p(x) = x2 + ax+ b tho¶ m·n p(x) ≥ 0, ∀x ∈ R
vµ A lµ mét ma trËn vu«ng thùc cÊp n. Chøng minh r»ng: det p(A) ≥ 0.

Bµi 4.18 Cho f(x) lµ ®a thøc hÖ sè thùc cã bËc d−¬ng, hÖ sè dÉn ®Çu b»ng 1
vµ f(x) ≥ 0, ∀x ∈ R, A lµ mét ma trËn vu«ng thùc cÊp n. Chøng minh r»ng
det f(A) ≥ 0.

Bµi 4.19 Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp n. Chøng minh r»ng: det(AAt +E) > 0,
trong ®ã At lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña ma trËn A vµ E lµ ma trËn ®¬n vÞ cïng
cÊp víi A.

Bµi 4.20 Cho A vµ B lµ c¸c ma trËn thùc cÊp n. Chøng minh r»ng: det(AAt +
BBt) ≥ 0.
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C¸c ®Ò thi Olympic

§Ò Olympic ®Ò nghÞ 2003
Bµi 1: Cho

A =



2 −1 0 0 . . . 0 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0 0
0 0 −1 2 . . . 0 0 0
...

...
...

... . . .
...

...
...

0 0 0 0 . . . 2 −1 0
0 0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 0 . . . 0 −1 2


Chøng minh r»ng mçi gi¸ trÞ riªng cña A lµ mét sè thùc d−¬ng.

Bµi 2: Cho A lµ ma trËn vu«ng thùc cÊp n vµ At lµ ma trËn chuyÓn vÞ cña nã.
Chøng minh AtA vµ A cïng h¹ng.

§Ò thi chän ®éi tuyÓn Olympic cña Tr−êng n¨m 2003

§Ò sè 1:

Bµi 1: §Þnh thøc cña mét ma trËn vu«ng thay ®æi nh− thÕ nµo khi thay mçi
phÇn tö b»ng phÇn tö ®èi xøng víi nã qua ®−êng chÐo thø hai.

Bµi 2: Gi¶ sö xi 6= 0,∀i = 1, 2, . . . , n. H·y tÝnh ®Þnh thøc sau:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an

−x1 x2 0 . . . 0
0 −x2 x3 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Bµi 3: X¸c ®Þnh c¸c sè nguyªn d−¬ngm,n, p sao cho ®a thøc x3m+x3n+1+x3p+2

chia hÕt cho ®a thøc x2 − x+ 1.

Bµi 4: Cho

A =

(
3
2

1
2

−1
2

1
2

)
.

H·y tÝnh A100 vµ A−7.

Bµi 5: Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp 2. Chøng minh r»ng Ak = 0 khi vµ chØ khi
A2 = 0.
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Bµi 6: Ký hiÖu M3×3 lµkh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 3. Cho

A =

1 0 0
0 2 0
0 0 1

 ,

XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh L : M3×3 −→M3×3 x¸c ®Þnh bëi L(X) = 1
2
(AX−

XA). H·y tÝnh ®Þnh thøc cña L.

§Ò sè 2:

Bµi 1: TÝnh ®Þnh thøc cÊp n mµ phÇn tö ë dßng i cét j lµ |i− j|.
Bµi 2: Gi¶ sö P vµ Q lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:
P 2 = P ;Q2 = Q vµ I − (P + Q) kh¶ nghÞch. Chøng minh r»ng P vµ Q cã
h¹ng b»ng nhau.

Bµi 3: Ký hiÖu M3×3 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 3. Gi¶ sö
A ∈ M3×3, detA = 32 vµ ®a thøc tèi tiÓu cña A lµ (λ− 4)(λ− 2). XÐt ¸nh x¹
tuyÕn tÝnh LA : M3×3 −→ M3×3 x¸c ®Þnh bëi LA(X) = AX. H·y tÝnh vÕt cña
ma trËn A.

Bµi 4: Ký hiÖu M2×2 lµ kh«ng gian c¸c ma trËn vu«ng thùc cÊp 2. Cho

A =

(
1 2

−1 3

)
, B =

(
2 1
0 4

)
.

XÐt phÐp biÕn ®æi tuyÕn tÝnh L : M2×2 −→ M2×2 x¸c ®Þnh bëi L(X) = AXB.
H·y tÝnh vÕt vµ ®Þnh thøc cña L.

Bµi 5: Cho m1,m2, . . . ,mr lµ nh÷ng sè nguyªn tõng ®«i mét ph©n biÖt, r ≥ 2.
Chøng minh r»ng ®a thøc

f(x) = (x−m1)(x−m2) . . . (x−mr)− 1

kh«ng cã nghiÖm nguyªn.

Bµi 6: Chøng minh r»ng víi mäi ma trËn A cÊp m×n ta lu«n lu«n cã bÊt ®¼ng
thøc sau:

|AtA| ≤
m∏

k=1

n∑
i=1

a2
ik.

bµi tËp ®¹i sè ®¹i c−¬ng
Bµi 1 Cho R lµ mét vµnh cã ®¬n vÞ 1. Gi¶ sö r»ng A1, A2, . . . , An lµ c¸c
Ideal tr¸i cña R sao cho R = A1

⊕
A2

⊕
· · ·

⊕
An (xem nh− mét nhãm céng).
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Chøng minh r»ng tån t¹i c¸c phÇn tö ui ∈ Ai sao cho víi mäi ai ∈ Ai, aiui ∈ Ai

vµ aiuj = 0 nÕu i 6= j.

Bµi 2 Chøng tá r»ng nhãm G ®¼ng cÊu víi nhãm con (nhãm céng) c¸c sè h÷u
tØ nÕu vµ chØ nÕu G ®Õm ®−îc vµ mäi tËp con h÷u h¹n cña G ®Òu chøa trong
mét nhãm con xyclic v« h¹n cña G.

Lêi gi¶i

1. Kh«ng gian vector

Bµi 1.1 XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh:

T : Mn×n −→Mn×n

B 7→ AB −BA.

Khi ®ã S = kerT lµ kh«ng gian vector con cña kh«ng gian c¸c ma trËn Mn×n.
§Ó ý r»ng, nÕu C lµ ma trËn kh¶ nghÞch th×

AB = BA

khi vµ chØ khi C−1ACC−1BC = C−1BCC−1AC. NÕu D1, . . . , Dn lµ c¸c ma
trËn ®éc lËp tuyÕn tÝnh th× C−1D1C, . . . , C

−1DnC còng ®éc lËp tuyÕn tÝnh. Do
®ã ®Ó ®¬n gi¶n ta gi¶ sö A cã d¹ng Jordan, víi khèi Jordan thø i cÊp k lµ:

Ai =


a 1 . . . 0
. . . . . .

0 a 1
0 0 a

 .

Khi ®ã Ai giao ho¸n víi

Bi =


b1 b2 . . . bk

. . . . . .
0 b1 b2
0 0 b1

 .

Do ®ã A giao ho¸n víi

B =

B1

. . .
Br

 .
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V× trong B cã n biÕn nªn dimC(A) ≥ n.
Bµi 1.2 Ta cÇn chØ ra S cã n2 − 1 vector ®éc lËp tuyÕn tÝnh. §ã lµ c¸c ma trËn:
Mij = MikMkj −MkjMik i 6= j (cã n2 − n phÇn tö)
M11 −Mjj = MijMj1 −Mj1Mij j 6= 1 (cã n − 1 phÇn tö), trong ®ã ma

trËn Mij lµ ma trËn cã phÇn tö 1 ë vÞ trÝ ij, c¸c vÞ trÝ kh¸c ®Òu b»ng 0. Do ®ã
dimS ≥ n2− 1, mÆt kh¸c S 6= Mn×n nªn dimS < n2. Suy ra: dimS = n2− 1.

Bµi 1.3 LÊy f, g ∈ S vµ r, s ∈ R. Khi ®ã ta cã: ∀v ∈ A, (rf+sg)(v) = f(rv)+
g(sv) ∈ A v× f, g bÊt biÕn ®èi víi A. T−¬ng tù ta còng cã (rf + sg)(v) ∈ B.
VËy rf + sg ∈ S, hay S lµ kh«ng gian vector con cña kh«ng gian vector c¸c
tù ®ång cÊu cña V. §Ó tÝnh sè chiÒu cña S ta chØ cÇn tÝnh sè chiÒu cña kh«ng
gian c¸c ma trËn bÊt biÕn víi A vµ B. Gäi A1, B1 lµ kh«ng gian vector con cña
V sao cho A = A ∩ B

⊕
A1, B = A ∩ B

⊕
B1. Khi ®ã dim(A ∩ B) = r =

a+ b− n, dimA1 = a− r, dimB1 = b− r. LÊy {u1, ..., ua−r} lµ cë së cña A1,
{v1, ..., vr} lµ cë së cña A∩B, {w1, ..., wb−r} lµ cë së cña B1, Mçi tù ®ång cÊu
bÊt biÕn ®èi víi A,B th× ph¶i bÊt biÕn ®èi víi A ∩ B. Do ®ã f(ui) ®−îc biÓu
thÞ tuyÕn tÝnh qua {u1, ..., ua−r, v1, ..., vr}, f(vi) chØ cã thÓ biÓu diÔn tuyÕn tÝnh
qua {v1, ..., vr}, f(wi) ®−îc biÓu diÔn tuyÕn tÝnh qua {v1, ..., vr, w1, ..., wb−r}.
Suy ra ma trËn cña f cã d¹ng:


a− r r b− r

a− r M1 0 0
r M2 M3 M4

b− r 0 0 M5


trong ®ã sè phÇn tö kh¸c 0 nhiÒu nhÊt lµ (a− r)2 + rn+ (b− r)2 = a2 + b2 +
n2 − (a+ b)n. VËy dimS = a2 + b2 + n2 − (a+ b)n.

Bµi 1.4 Gi¶ sö r»ng cã:

a0x+ a1Tx+ · · ·+ akT
kx+ · · ·+ am−1T

m−1x = 0.

T¸c ®éng Tm−1 vµo hai vÕ ta cã: a0T
m−1x = 0, suy ra a0 = 0. B»ng quy n¹p

ta cã ak = 0,∀k = 0,m− 1 suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh

Bµi 1.5 Gäi P lµ ma trËn chuyÓn tõ (ai) sang (bi). Khi ®ã I + 2P lµ ma trËn
chuyÓn tõ (ai) sang (ai + 2bi). Ta cã λ lµ gi¸ trÞ riªng cña I + 2P khi vµ chØ

khi
1

2
(λ− 1) lµ gi¸ trÞ riªng cña P. Do (ai) vµ (bi) lµ c¸c c¬ së trùc chuÈn nªn

P lµ ma trËn trùc giao vµ c¸c gi¸ trÞ riªng cña P lµ ∓1, suy ra c¸c gi¸ trÞ riªng
cña I+2P lµ 3,−1. Do ®ã 0 kh«ng ph¶i lµ gi¸ trÞ riªng cña I+2P nªn I+2P
kh¶ nghÞch vµ (ai + 2bi) lµ c¬ së. H¬n n÷a detP = (−1)α1β víi α, β lµ béi
cña c¸c gi¸ trÞ riªng 1,−1 cña P . Do ®ã det(I + 2P ) = (−1)α3β. V× det p > 0
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nªn α lµ sè ch¼n. VËy det(I + 2P ) > 0, hay (ai) vµ (ai + 2bi) cïng h−íng víi
nhau.

Bµi 1.6 a) XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh h¹n chÕ cña ϕ lªn L ta cã:

ϕ|L : L −→ ϕL,

kerϕ|L = kerϕ ∩ L. Do ®ã: dimϕ(L) + dim(kerϕ ∩ L) = dimL.
b) Suy ra tõ a) víi chó ý r»ng dim(kerϕ ∩ L) ≤ dim kerϕ.
c) §Æt L = ϕ−1Z vµ chó ý r»ng: ϕL ⊂ Z. Tõ c©u b) ta cã: dimϕ−1Z ≤

dimϕ(ϕ−1Z) + dim kerϕ ≤ dimZ + dim kerϕ.
MÆt kh¸c: kerϕ ⊂ L nªn tõ a) ta cã:

dimϕ(L) + dim kerϕ = dimL (1).

Ta còng cã: ϕ(L) = Z ∩ ϕ(V ) nªn

dimϕ(L) = dim(Z ∩ ϕ(V ))

= dimZ + dimϕ(V )− dim(Z + ϕ(V ))

≥ dimZ + dimϕ(V )− dimW

= dimZ − dim kerϕ. (2)

Tõ (1) vµ (2) ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bµi 1.7 a) §Æt L = Imϕ vµ ¸p dông bµi tËp 1.6.a ta cã:

dimψ(L) + dim(kerψ ∩ L) = dimL

hay
dim Im(ψ.ϕ) + dim(kerϕ ∩ L) = dimV − dim kerϕ

dim kerϕ+ dim(kerϕ ∩ L) = dimV − dim Im(ψ.ϕ) = dim ker(ψ.ϕ.

b) Suy ra tõ c©u a) víi chó ý r»ng: kerϕL ⊂ kerϕ
c) Suy ra tõ lËp luËn ë chøng minh cña c©u a).
d) Suy ra tõ c©u c) víi chó ý r»ng: kerψ ∩ Imϕ ⊂ kerψ.

Bµi 1.8 Sö dông bµi tËp 1.7 c©u c) ta cã:

rank(PQR) = rank(PQ)− dim(ker(PQ) ∩ ImR)

rank(QR) = rankQ− dim(kerQ ∩ ImR)

Suy ra:

rank(PQ) + rank(QR) = rank(PQR) + rankQ+ dim(kerQ ∩ ImR)

− dim(ker(PQ) ∩ ImR)

≤ rank(PQR) + rankQ
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Bµi 1.9 XÐt ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh: F : V/T−1X −→ W/X ®−îc cho bëi: F (x) =
T (x). Khi ®ã F lµ ®¬n ¸nh. ThËt vËy, nÕu F (y) = 0 th× T (y) ∈ X do ®ã
y ∈ T−1X hay y = 0. Tõ ®ã suy ra:

dim(V/T−1X) ≤ dim(W/X)

hay
dimV − dimT−1X ≤ dimW − dimX.

VËy
dimT−1X ≥ dimV − dimW + dimX.

2. D¹ng chÝnh t¾c

Bµi 2.2 Do A cã n gi¸ trÞ riªng ph©n biÖt nªn A chÐo hãa ®−îc, tøc lµ tån t¹i
ma trËn C kh¶ nghÞch sao cho C−1AC = P lµ ma trËn chÐo. Khi ®ã, ma trËn
B giao ho¸n ®−îc víi A khi vµ chØ khi ma trËn Q = C−1BC giao ho¸n ®−îc
víi P . Gi¶ sö:

P =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 λn


trong ®ã λi lµ c¸c gi¸ trÞ thùc kh¸c nhau tõng ®«i mét. B»ng c¸ch thö trùc tiÕp
ta cã: Q giao ho¸n ®−îc víi P khi vµ chØ khi Q cã d¹ng:

Q =


µ1 0 · · · 0
0 µ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 µn


trong ®ã µi lµ c¸c gi¸ trÞ thùc nµo ®ã. B©y giê ta cÇn t×m c¸c sè thùc
α0, α1, ..., αn−1 sao cho

Q = α0I + α1P + · · ·+ αn−1P
n−1

§iÒu nµy thùc hiÖn ®−îc nhê viÖc gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh:
x0 + λ1x1 + · · ·+ λn−1

1 xn−1 = µ1

x0 + λ2x1 + · · ·+ λn−1
2 xn−1 = µ2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
x0 + λnx1 + · · ·+ λn−1

n xn−1 = µn
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Tõ ®ã ta suy ra:
B = α0I + α1A+ · · ·+ αn−1A

n−1

(§pcm).

Bµi 2.3 Ta cã ®a thøc ®Æc tr−ng cña A lµ:

χA(λ) = λ2 − 3

. Do ®ã: A2 − 3I = 0 hay A2 = 3I , suy ra A kh¶ nghÞch vµ A−1 =
1

3
A.

Bµi 2.4 a) TÝnh to¸n trùc tiÕp ta cã detAx = (x− 1)3(x+ 3).
b) NÕu x 6= 1, 3 th× Ax kh¶ nghÞch vµ ®a thøc ®Æc tr−ng cña Ax lµ:

χ(t) = (x− t− 1)3(x− t+ 3).

Suy ra ®a thøc tèi tiÓu cña Ax lµ: m(t) = (x − t − 1)(x − t + 3), do ®ã:
((x− 1)I −Ax)((x+ 3)I −Ax) = 0, khai triÓn ta cã ®−îc: (x− 1)(x+ 3)I −
2(x− 1)Ax + A2

x = 0. Nh©n hai vÕ víi A−1
x vµ biÕn ®æi ta cã

A−1
x = −(x− 1)−1(x+ 3)−1A−x−2.

Bµi 2.6 (Gi¶i v¾n t¾t) Chän A = ( 0 1
0 0 ) th× sÏ kh«ng cã mét ma trËn vu«ng phøc

B cÊp 2 nµo mµ A = B2.

Bµi 2.8 Kh¼ng ®Þnh ®óng.
Gi¶ sö A tån t¹i, suy ra A cã ®a thøc tèi tiÓu chia hÕt t2 + 2t+ 5 lµ ®a thøc

bÊt kh¶ qui trªn R VËy mA(t) = t2 + 2t + 5. V× ®a thøc ®Æc tr−ng vµ ®a thøc
tèi tiÓu cã cïng nh©n tö bÊt kh¶ qui nªn

χA(t) = mA(t)k

suy ra n = degχA(t) ph¶i lµ sè ch½n.
Ng−îc l¹i, n ch½n, ta thÊy A0 =

(
0 −5
1 −2

)
lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

t2 + 2t+ 5 = 0. Do ®ã ma trËn khèi gåm
n

2
khèi A0 trªn ®−êng chÐo chÝnh lµ

ma trËn tháa m·n yªu cÇu cña ®Ò bµi.

hoa 3. Vector riªng vµ gi¸ trÞ riªng
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Bµi 3.1

a) Do M lµ nghiÖm cña ®a thøc x3 − 1 nªn ®a thøc tèi tiÓu cña M ph¶i lµ
−íc cña x3 − 1. MÆt kh¸c, M cã Ýt nhÊt mét gi¸ trÞ riªng thùc, nªn ®a thøc tèi
tiÓu cã nh©n tö (x-1). V× M 6= I nªn ®a thøc tèi tiÓu cña M kh«ng thÓ lµ x− 1.
Do ®ã ®a thøc tèi tiÓu cña M lµ m(x) = x3 − 1. VËy M cã 1 gi¸ trÞ riªng 1
b) Mét ma trËn cã tÝnh chÊt nh− vËy lµ:

M =

1 0 0

0 1
2

√
3

2

0 −
√

3
2

1
2


Bµi 3.2 Do An = 0 nªn ®a thøc tèi tiÓu p(x) cña A ph¶i lµ −íc cña xm. Suy ra
p(x) = xk, víi k ≤ n. VËy An = 0.

Bµi 3.3 Do Mp = I nªn ®a thøc tèi tiÓu p(x) cña M ph¶i lµ −íc cña

xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + . . .+ 1)

Do M(x) 6= x víi mäi x 6= 0 nªn 1 kh«ng lµ gi¸ trÞ riªng, suy ra p(x) lµ −íc
cña (xp−1 + . . .+ 1). Nh−ng (xp−1 + . . .+ 1) lµ ®a thøc kh¶ qui trªn tr−êng Q
nªn p(x) = (xp−1 + . . .+ 1).
MÆt kh¸c, ®a thøc ®Æc tr−ng χM vµ ®a thøc tèi tiÓu cã chung nh©n tö bÊt

kh¶ qui. Do ®ã χM(x) = (p(x))k, k ≥ 1. VËy dimV = rankM = degχM =
k(p− 1). (§pcm)

Bµi 3.5 §a thøc ®Æt tr−ng lµ

χ(t) = t3 − ct2 − bt− a.

Ta sÏ chøng tá ®©y lµ ®a thøc tèi tiÓu. ThËt vËy, chän x0 = (1, 0, 0), khi ®ã
x0, Ax0 = (0, 1, 0), A2x0 = (0, 0, 1) lµ ®éc lËp tuyÕn tÝnh. Gi¶ sö A lµ nghiÖm
cña mét ®a thøc bËc 2, tøc lµ k1A

2 + k2A+ k3I = 0, suy ra k1A
2x0 + k2Ax0 +

k3x0 = 0 vµ ta cã k1 = k2 = k3 = 0, ®iÒu nµy lµ v« lý. VËy ®a thøc tèi tiÓu
ph¶i cã bËc 3, hay χ(t) = t3 − ct2 − bt− a.

Bµi 3.6 a) Sai, ch¼n h¹n A = ( 1 1
1 1 ) , B = ( 1 1

0 1 ).
b) §óng. Gi¶ sö λ 6= 0 lµ gi¸ trÞ riªng øng víi vector riªng x cña AB. Khi

®ã BA(Bx) = B(ABx) = λBx nªn λ sÏ lµ gi¸ trÞ riªng cña BA (v× B(x) 6= 0).
NÕu λ = 0 lµ mét gi¸ trÞ riªng cña AB th× BA còng suy biÕn, do ®ã BA còng
cã gi¸ trÞ riªng lµ 0.

Bµi 3.7 §a thøc ®Æc tr−ng cña A:

χA(t) = t2 − (a+ d)t+ ad− bc
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cã nghiÖm

t1,2 =
1

2
(a+ d)± 1

2

√
∆ =

1

2
(a+ d±

√
(a− d)2 + 4bc).

§Æt λ = 1
2
(a+d+

√
(a− d)2 + 4bc) vµ v = (x, y) lµ vector riªng øng víi x > 0.

BiÓu diÔn h¹ng tö ®Çu tiªn cña Av ta ®−îc:

ax+ by =
1

2
(a+ d+

√
∆)x

2by = (d− a+
√

∆)x.

Do b > 0 vµ d− a+
√

∆ > 0 nªn y > 0. §pcm

Bµi 3.8 1) Gäi ϕ(λ) = |A− λE| lµ ®a thøc ®Æt tr−ng cña ma trËn A. Gäi P (t)
lµ ®a thøc bËc m vµ α1, α2, . . . αm lµ c¸c nghiÖm (thùc hoÆc phøc kÓ c¶ béi) cña
P (t). Ta cã:

ϕ(λ) = (−1)n(λ− λ1)(λ− λ2)...(λ− λn)

P (t) = c(t− α1)(t− α2)...(t− αm).

Do ®ã
P (A) = c(A− α1E)(A− α2E)...(A− αmE),

|P (A)| = cn|A− α1E|.|A− α2E|...|A− αmE| = cn
m∏

i=1

ϕ(αi).

MÆt kh¸c:

ϕ(αi) = (−1)n(αi − λ1)(αi − λ2)...(αi − λn) =
n∏

j=1

(λj − αi)

V× vËy

|P (A)| =cn
m∏

i=1

ϕ(αi) = cn
m∏

i=1

n∏
j=1

(λj − αi)

=
n∏

j=1

c

m∏
i=1

(λj − αi) =
n∏

j=1

P (λj).

2) §Æt p(t) = P (t)− λ vµ ¸p dông kÕt qu¶ trªn ta cã:

|p(A)| = p(λ1).p(λ2)...p(λn)

hay
|P (A)− λE| = (−1)n(λ− P (λ1))(λ− P (λ2))...(λ− P (λn)).
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VËy c¸c gi¸ trÞ riªng cña P (A) lµ P (λ1), P (λ2), . . . , P (λn).

4. H¹ng vµ ®Þnh thøc

Bµi 4.1 Tr−íc hÕt ta chøng minh: dim(kerAtA) = dim kerA. Râ rµng: kerA ⊂
kerAtA, ng−îc l¹i gi¶ sö v ∈ kerAtA th× AtAv = 0, suy ra 〈AtAv, v〉 =
〈Av,Av〉 = 0 hay Av = 0, tøc lµ v ∈ kerA. Do vËy dim(kerAtA) = dim kerA,
tõ ®ã ta cã rank(AtA) = rankA.

Bµi 4.2 Ta cã:

rankP = rankP (I − P −Q) = rankPQ

rankQ = rank(I − P −Q)Q = rankPQ

VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Bµi 4.3 a) Ma trËn con cã ®−îc b»ng c¸ch bá dßng 1, cét n cã h¹ng b»ng (n−1).
b) Gi¶ sö λ lµ gi¸ trÞ riªng cña A tøc lµ det(A − λI) = 0. Theo c©u a)

rank(A− λI) = n− 1 nªn dim ker(A− λI) = 1, suy ra kh«ng gian con riªng
øng víi gi¸ trÞ riªng λ lµ mét chiÒu. Do A lµ ma trËn ®èi xøng nªn A cã ®ñ n
gi¸ trÞ riªng kÓ c¶ béi. VËy A cã n gi¸ trÞ riªng kh¸c nhau.

Bµi 4.4 a) Ta cã det(A − λI) = (−1)nλn + ... + ci(−1)iλi + ... + cn trong ®ã
cn = detA (aij nguyªn nªn ci nguyªn). NÕu k lµ gi¸ trÞ riªng nªn

(−1)nkn + ...+ ci(−1)iki + ...+ detA = 0

suy ra k lµ −íc cña detA.
b) LÊy x = (1, ..., 1) ta cã Ax = mx nªn m lµ gi¸ trÞ riªng cña A. Theo c©u

a) ta cã m lµ −íc cña detA.

Bµi 4.5 a) Ta cã: detA =
∏
i>j

(ai − aj), do ®ã A kh¶ nghÞch khi vµ chØ khi c¸c

ai kh¸c nhau tõng ®«i mét.
b) Gi¶ sö f = c0 + c1x+ · · ·+ cnx

n lµ mét ®a thøc bËc n hÖ sè phøc sao cho
f(ai) = bi, ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh Èn lµ ci, i− = 0, n

c0 + c1a1 + · · ·+ cna
n
1 = b1

c0 + c1a2 + · · ·+ cna
n
2 = b2

· · ·
c0 + c1an + · · ·+ cna

n
n = bn
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hÖ ph−¬ng tr×nh trªn cã ®Þnh thøc Crame kh¸c 0 nªn cã nghiÖm duy nhÊt. VËy
tån t¹i duy nhÊt ®a thøc f bËc n víi hÖ sè phøc sao cho f(ai) = bi.

Bµi 4.6 XÐt hµm f(t) = (1, t, t2) th× f lµ hµm liªn tôc. Khi ®ã nÕu ti, i = 1, 2, 3
kh¸c nhau tõng ®«i mét th×

det


1 t1 t21
1 t2 t22
1 t3 t23
1 t3 t21

 6= 0.

Bµi 4.8 XÐt c¸c ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh

LA(X) = AX

LB(X) = XB.

Ma trËn cña LA vµ LB lÇn l−îc lµ:

MA =


= 1 0 2 0
0 1 0 2
−1 0 3 0
0 −1 0 3

 MB =


2 0 0 0
1 4 0 0
0 0 2 0
0 0 1 4

 .

Suy ra detL = detLA. detLB = 26.52, T r(L) = Tr(MA.MB) = 24

Bµi 4.9 LÊy X = (xij), ta cã:

L(X) =

 x11
3
2
x12 x13

3
2
x21 2x22

3
2
x23

x31
3
2
x32 x33

 .

DÔ thÊy mçi ma trËnMij ®Òu lµ vector riªng cña L. Suy ra detL = 2.(
3

2
)4 =

81

8
.

Bµi 4.12 Tr−êng hîpm > n. Ta viÕt T = T1◦T2, trong ®ã T2 : Mn×m −→Mn×n

®−îc x¸c ®Þnh bëi: T2(X) = XB vµ T1 : Mn×n −→ Mm×n ®−îc cho bëi:
T1(Y ) = AY . V× dimMn×m = nm > n2 = dimMn×n nªn T2 kh«ng ®¬n ¸nh,
suy ra T còng kh«ng ®¬n ¸nh hay T kh«ng kh¶ nghÞch.
Tr−êng hîp m < n xÐt t−¬ng tù.

Bµi 4.13 Gäi v1, v2, . . . , vn+1 lµ c¸c vector cã to¹ ®é lµ cét ®Çu tiªn cña c¸c ma
trËn A1, A2, . . . , An+1 t−¬ng øng. Khi ®ã n+1 vector nµy phô thuéc tuyÕn tÝnh.
Do ®ã tån t¹i n+ 1 sè thùc x1, x2, . . . , xn+1 kh«ng ®ång thêi b»ng 0 sao cho

x1v1 + x2v2 + · · ·+ vn+1xn+1 = 0.
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Lóc ®ã ma trËn x1A1 + x2A2 + · · ·+ xn+1An+1 cã cét ®Çu tiªn b»ng 0 nªn ma
trËn x1A1 + x2A2 + · · ·+ xn+1An+1 suy biÕn.

Bµi 4.14 Do A lµ ma trËn cÊp n cã h¹ng r nªn tån t¹i c¸c ma trËn kh¶ nghÞch
P,Q sao cho A = PIn,rQ víi In,r lµ ma trËn cã d¹ng:

In,r =

(
Ir 0
0 0

)
,

(tøc lµ ma trËn cã r phÇn tö ®Çu tiªn trªn ®−êng chÐo chÝnh b»ng 1 c¸c phÇn tö
cßn l¹i b»ng 0). Ta cã nhËn xÐt sau: k ma trËn X1, . . . , Xk ®éc lËp khi vµ chØ
khi c¸c ma trËn QX1, . . . , QXk ®éc lËp tuyÕn tÝnh (do Q lµ ma trËn kh¶ nghÞch).
Ph−¬ng tr×nh AX = 0 t−¬ng ®−¬ng víi In,rQX = 0, nªn tõ nhËn xÐt trªn ®Ó
t×m sè nghiÖm ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña ph−¬ng tr×nh AX = 0 ta chØ cÇn ®i t×m sè
nghiÖm ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña ph−¬ng tr×nh In,rY = 0. Ma trËn Y tho¶ ph−¬ng
tr×nh In,rY = 0 ph¶i cã d¹ng sau:

Y =

( r n− r

r 0 0
n− r Y1 Y2

)
Suy ra sè nghiÖm ®éc lËp tuyÕn tÝnh cña ph−¬ng tr×nh AX = 0 lµ n(n− r).

Bµi 4.15 Xem A lµ tù ®ång cÊu tuyÕn tÝnh cña Rn. §iÒu cÇn chøng minh
rank(A−E)+rank(A+E) = n t−¬ng ®−¬ng víi dim(ker(A−E))+dim(ker(A+
E)) = n. ThËt vËy, víi mäi x ∈ Rn ta cã

x =
1

2
(x+ Ax) +

1

2
(x− Ax)

trong ®ã
1

2
(x+ Ax) ∈ ker(A− E) vµ

1

2
(x− Ax) ∈ ker(A+ E).

MÆt kh¸c ker(A+ E) ∩ ker(A− E) = {0} nªn

Rn = ker(A+ E)
⊕

ker(A− E),

suy ra dim(ker(A− E)) + dim(ker(A+ E)) = n (®pcm).

Bµi 4.16 Ta viÕt

A2 + E = (A+ iE)(A− iE) = (A+ iE)(A+ iE).

Suy ra

det(A2 + E) = det(A+ iE) det((A+ iE))

= det(A+ iE)det(A+ iE) = | det(A+ iE)|2 ≥ 0.
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VËy det(A2 +E) ≥ 0 ®¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi ®a thøc ®Æc tr−ng cña A
nhËn ±i lµm nghiÖm.

Bµi 4.17 Tõ gi¶ thiÕt ta cã p(x) cã hai nghiÖm phøc liªn hîp λ vµ λ, do ®ã

p(x) = (x− λ)(x− λ),

p(A) = (A− λE)(A− λE) = (A− λE)(A− λE).

Suy ra
det p(A) = | det(A− λE)|2 ≥ 0.

Bµi 4.18 Do f(x) ≥ 0 ∀x ∈ R vµ hÖ sè dÉn ®Çu b»ng 1 nªn f(x) lµ tÝch cña
c¸c tam thøc bËc hai cã d¹ng x2 + ax + b kh«ng ©m víi mäi x. Theo bµi 4.17
ta cã ®pcm.

Bµi 4.19 Ta cã (AAt +E) lµ ma trËn ®èi xøng nªn nã lµ ma trËn cña mét d¹ng
toµn ph−¬ng. H¬n n÷a, d¹ng toµn ph−¬ng nµy x¸c ®Þnh d−¬ng. ThËt vËy, víi
mäi x ∈ Rn ta cã

〈(AAt + E)x, x〉 = 〈AAtx, x〉+ 〈x, x〉 = 〈Ax,Ax〉+ 〈x, x〉 > 0.

Do ®ã c¸c gi¸ trÞ riªng cña A ®Òu d−¬ng, v× vËy ®Þnh thøc cña A b»ng tÝch c¸c
gi¸ trÞ riªng cña A còng d−¬ng.

Bµi 4.20 Gi¶i t−¬ng tù nh− bµi 4.19

Bµi tËp bæ sung

Bµi 1 Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp n, gäi B vµ C lµ c¸c ma trËn t¹o bëi
k cét ®Çu vµ n − k cét cuèi t−¬ng øng cña ma trËn A. MCR, det(A)2 ≤
det(BtB) det(AtA).

Bµi 4: Cho E lµ kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu vµ A ∈ Aut(E). Chøng tá
c¸c ®iÒu kiÖn sau lµ t−¬ng ®−¬ng:
(i) A = I +N , trong ®ã N lµ tù ®ång cÊu luü linh.
(ii) Tån t¹i mét c¬ së cña E sao cho ma trËn cña tù ®ång cÊu A ®èi víi c¬

së ®ã cã mäi phÇn tö n»m trªn ®−êng chÐo chÝnh b»ng 1 cßn mäi phÇn tö n»m
ngoµi ®−êng chÐo chÝnh ®Òu b»ng 0.
(iii) TÊt c¶ c¸c nghiÖm cña ®a thøc ®Æc tr−ng cña tù ®ång cÊu A (trong tr−êng

®ãng ®¹i sè) ®Òu b»ng 1.
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Bµi 6: Cho E lµ kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu trªn tr−êng phøc. A ∈ Aut(E).
Chøng tá r»ng tù ®ång cÊu A cã thÓ ph©n tÝch d−íi d¹ng tæng:

A = S +N,

trong ®ã S chÐo ho¸ ®−îc, N luü linh vµ SN = NS. Chøng tá r»ng S vµ N
cã thÓ biÓu diÔn d−íi d¹ng c¸c ®a thøc theo A.

H−íng dÉn: Gi¶ sö PA(t) =
s∏

i=1

(t− ti)
mi , Ei lµ h¹t nh©n cña

(A− tiI)mi . ThÕ th× E lµ tæng trùc tiÕp cña c¸c Ei. X¸c ®Þnh S trªn E sao cho
Sv =

∑
tivi, ®Æt N = A−S. XÐt ®a thøc g(t) =

∑
tigi(t), trong ®ã gi(t) ®−îc

chän sao cho thµnh phÇn cña Av trong Ei b»ng gi(t)vi. Khi ®ã S = g(A).
Bµi 7 Cho A,B lµ c¸c ma trËn vu«ng cÊp n, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn: AB = BA = 0
vµ ImA∩kerA = {0}, ImB∩kerB = {0}. Chøng minh r»ng: rank(A+B) =
rank(A) + rank(B).

H−íng dÉn Ta cã rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B). Gi¶ sö e1, e2, . . . , ek

vµ u1, u2, . . . , us lµ c¸c c¬ së cña Im(A) vµ Im(B) t−¬ng øng. Ta chøng minh
hÖ vector e1, e2, . . . , ek, u1, u2, . . . , us ®éc lËp tuyÕn tÝnh trong Im(A+B). ThËt
vËy, gi¶ sö

∑
λiei +

∑
µjuj = 0, ta suy ra

∑
λiAei +

∑
µjAuj = 0. Tõ gi¶t

thuyÕt AB = 0 ta cã Im(B) ⊂ ker(A), do ®ã ta suy ra
∑
λiAei = 0, hay

A(
∑
λiei) = 0. Tõ ®ã ta cã

∑
λiei = 0. VËy λi = 0. T−¬ng tù ta còng

cã µj = 0. Tãm l¹i ta cã hÖ vector e1, e2, . . . , ek, u1, u2, . . . , us lµ c¬ së cña
Im(A+B).
VËy rank(A+B) = rank(A) + rank(B).

Bµi 8: Cho A1, A2, . . . , Am lµ c¸c ma trËn vu«ng ®èi xøng cÊp n tho¶ m·n ®iÒu
kiÖn AiAj = 0,∀i 6= j. Chøng minh r»ng:

rank(A1) + rank(A2) + · · ·+ rank(Am) ≤ n.

Bµi 9 Cho f, g lµ c¸c tù ®ång cÊu tuyÕn tÝnh cña kh«ng gian vector V n-chiÒu
tho¶ m·n ®iÒu kiÖn f ◦ g = g ◦ f , f luü linh vµ rank(f ◦ g) = rank(f). Chøng
minh c¸c kh¼ng ®Þnh sau:

a) Im(f) ∩ ker(g ◦ f) = {0},
b) Im(f) ∩ ker(g2 ◦ f) = {0},
c) Tõ ®ã suy ra f = 0.

Bµi 9 Cho f lµ mét ®¼ng cÊu tuyÕn tÝnh cña kh«ng gian vector V n-chiÒu. Gi¶
sö V = L

⊕
N , dim(N) = m, 0 < m < n. Chøng minh r»ng tån t¹i sè nguyªn

k, (k ≤ n2m) sao cho V = fk(L)
⊕

N.
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Bµi 10 Cho ϕ lµ mét tù ®ång cÊu tuyÕn tÝnh cña kh«ng gian vector h÷u h¹n
chiÒu V .
a) Gi¶ sö ®a thøc tèi tiÓu cña ϕ cã ph©n tÝch p(t) = h(t)g(t), trong ®ã h, g

lµ c¸c ®a thøc nguyªn tè cïng nhau. Chøng minh r»ng: V = L1

⊕
L2, víi

L1 = ker(h(ϕ)), L2 = ker(g(ϕ)).
b) Gi¶ sö ®a thøc tèi tiÓu cña ϕ cã ph©n tÝch p(t) = h1(t) . . . hk(t), trong ®ã

hi(t), 1 ≤ i ≤ k lµ c¸c ®a thøc ®«i mét nguyªn tè cïng nhau. Chøng minh r»ng:

V =
k⊕

i=1

Li,

víi Li = ker(hi(ϕ)), 1 ≤ i ≤ k.

H−íng dÉn a) Do h(t) vµ g(t) lµ hai ®a thøc nguyªn tè cïng nhau nªn tån t¹i
c¸c ®a thøc u(t) vµ v(t) sao cho 1 = h(t)u(t) + g(t)v(t). Khi ®ã mçi vector
x ®Òu cã ph©n tÝch duy nhÊt thµnh x = h(ϕ)u(ϕ)(x) + g(ϕ)v(ϕ)(x) trong ®ã
h(ϕ)u(ϕ)(x) ∈ L2 vµ g(ϕ)v(ϕ)(x) ∈ L1.

Bµi 11 Chøng minh r»ng nÕu ϕ vµ ψ lµ c¸c phÐp biÕn ®æi ®èi xøng, trong ®ã ϕ
x¸c ®Þnh d−¬ng, th× c¸c gi¸ trÞ riªng cña ϕψ ®Òu thùc vµ chÐo ho¸ ®−îc.

Hint Do ϕ x¸c ®Þnh d−¬ng nªn tån t¹i phÐp biÕn ®æi to¹ ®é cïng ®−a ϕ vµ ψ
vÒ d¹ng chÐo. Tõ ®ã ta cã kÕt luËn.

Bµi 12 (Problem in net)

I have the following PROBLEM IN LINEAR ALGEBRA, I do not know the
answer. Assume that d and n are natural numbers and define f : Rd → R by

f(x) = (
d∏

l=1

cos2(xl))− 1/n,

where x = (x1, ..., xd). Hence xl is the lth component of the vector x. Prove
or disprove the following CONJECTURE: For any given x1, ..., xn ∈ Rd the
(n, n)-matrix A given by

aij = f(xi − xj)

is positive semidefinite, i.e., the eigenvalues are nonnegative. (Comment: I know
that this is true for n ≥ 2d. So the interesting case would be n < 2d.)

Bµi 13 Cho A,B lµ hai ma trËn cã tÝnh chÊt A2 = A,B2 = B. Chøng minh
r»ng A ®ång d¹ng víi B khi vµ chØ khi rank(A) = rank(B).
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Bµi 14 Cho A vµ B lµ hai ma trËn thùc cÊp n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn tån t¹i ma
trËn phøc V sao cho A = V BV −1. Chøng minh r»ng tån t¹i mét ma trËn thùc
U sao cho A = UBU−1.

Bµi 15 Cho A lµ ma trËn vu«ng cÊp n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn A2 = A. H·y tÝnh
®a thøc ®Æc tr−ng cña A.

Bµi 16 Cho A,B lµ 2 ma trËn vu«ng thùc cÊp n, gi¶ sö det(A+B) vµ det(A−B)
kh¸c kh«ng. Chøng minh r»ng ma trËn

M =

(
A B
B A

)
kh¶ nghÞch.

Bµi 17 Cho A lµ ma trËn thùc cÊp n×m. Chøng minh r»ng tån t¹i ma trËn thùc
B cÊp n sao cho AAt = B2004

Bµi 18 Cho ph−¬ng tr×nh AX = B, trong ®ã A lµ hai ma trËn cho tr−íc cÊp n,
X lµ Èn (X lµ ma trËn cÊp n). Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh trªn cã nghiÖm
khi vµ chØ khi rank(A) = rank(A|B), trong ®ã (A|B) lµ ma trËn cÊp n× 2n cã
®−îc b»ng c¸ch ghÐp ma trËn B vµo bªn ph¶i ma trËn A.

Bµi 19 Cho A lµ ma trËn cÊp n tho¶ A2 = A. Chøng minh r»ng ph−¬ng
tr×nh AX − XA = 0 cã nghiÖm, cÇn vµ ®ñ lµ: tån t¹i ma trËn X0 sao cho
X = AX0 +X0A−X0.

Bµi 20 Cho f lµ ®a thøc hÖ sè thùc cã bËc n > 0 vµ p0, p1, p2, . . . , pn lµ c¸c ®a
thøc hÖ sè thùc vµ cã bËc d−¬ng. CMR, tån t¹i c¸c sè thùc a0, a1, a2, . . . , an

kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng sao cho ®a thøc Q(x) =
n∑

i=0

ai(pi(x))
i chia hÕt

cho f .

Bµi 21 Cho A vµ B lµ hai ma trËn luü linh, AB = BA. CMR
a) I − A kh¶ nghÞch vµ A+B lµ ma trËn luü linh.
b) det(I + A) = 1.
c) I + A+B kh¶ nghÞch.

Bµi 22 Cho N lµ ma trËn (phøc) luü linh vµ r lµ mét sè nguyªn d−¬ng. Chøng
minh r»ng tån t¹i ma trËn phøc A sao cho Ar = I +N.

Bµi 23 Cho A,B,C,D lµ c¸c ma trËn cÊp n, AC = CA. §Æt M =

(
A B
C D

)
.

Chøng minh r»ng det(M) = det(AD −BC).
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Hint Gi¶ sö A kh¶ nghÞch, ta ph©n tÝch: M =

(
I 0
X I

) (
A B
0 Y

)
, víi Y =

D − CA−1B. NÕu A tuú ý th× thay A bëi A− λI vµ ¸p dông lËp luËn trªn.

Bµi 24 Cho kh«ng gian vector E vµ E = M ⊕ N , gäi p lµ phÐp chiÕu lªn M
theo ph−¬ng N . Cho u lµ to¸n tö tuyÕn tÝnh cña E. Chøng minh r»ng:
a) M lµ kh«ng gian con bÊt biÕn cña u nÕu vµ chØ nÕu pup = up.
b) M vµ N ®Òu bÊt biÕn qua u khi vµ chØ khi pu = up.

Bµi 25 NÕu u lµ to¸n tö tuyÕn tÝnh víi trªn kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu vµ
nÕu u giao ho¸n víi mäi phÐp chiÕu cã h¹ng 1, th× u = λI .

Bµi 26 Cho u lµ to¸n tö tuyÕn tÝnh trªn kh«ng gian vector h÷u h¹n chiÒu. CMR
a) NÕu u chÐo ho¸ ®−îc vµ tån t¹i n ∈ N sao cho um+1 = um, nÕu vµ chØ

nÕu u lµ phÐp chiÕu.
b) NÕu u chÐo ho¸ ®−îc vµ um = I víi mét gi¸ trÞ m ∈ N∗, th× u2 = I .

Bµi 27 Cho u lµ to¸n tö trªn kh«ng gian vector phøc n-chiÒu. Ma trËn cña u
®èi víi mét c¬ së nµo ®ã cã d¹ng:

M =


0 0 . . 0 λ1

0 0 . . λ2 0
. . . . . .
. . . . . .
0 λn−1 . . 0 0
λn 0 . . 0 0


CMR, u chÐo ho¸ ®−îc khi vµ chØ khi víi mçi k ∈ {1, 2, . . . , n}, nÕu λk = 0,
th× λn+1−k = 0. T×m ®a thøc tèi tiÓu cña u2.

Bµi 28 Cho u vµ v lµ c¸c to¸n tö chÐo ho¸ ®−îc cña kh«ng gian vector h÷u h¹n
chiÒu E. CMR, tån t¹i ®¼ng cÊu tuyÕn tÝnh f cña E sao cho f ◦ u = v ◦ f khi
vµ chi khi u vµ v cã tËp c¸c gi¸ trÞ riªng trïng nhau vµ c¸c kh«ng gian riªng
øng víi tõng gi¸ trÞ riªng cña u vµ v cã cïng sè chiÒu.

Bµi 29 Cho u vµ v lµ c¸c to¸n tö chÐo ho¸ ®−îc trªn kh«ng gian vector E
n-chiÒu. CMR, c¸c kh¼ng ®Þnh sau lµ t−¬ng ®−¬ng.
a) uv = vu.
b) Tån t¹i mét c¬ së cña E gåm toµn c¸c vector riªng cña u vµ v.
c) Tån t¹i mét to¸n tö w chÐo ho¸ ®−îc cña E vµ c¸c ®a thøc f, g ∈ R[x], h ∈

R[x, y] sao cho u = f(w), v = g(w), w = h(u, v).
Tõ ®ã suy ra, mét to¸n tö trªn E giao ho¸n ®−îc víi u vµ v khi vµ chØ khi

nã giao ho¸n ®−îc víi w.
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Bµi 30 Cho u1, u2, . . . , um lµ c¸c to¸n tö chÐo ho¸ ®−îc cña kh«ng gian vector
E n-chiÒu. CMR, c¸c kh¼ng ®Þnh sau lµ t−¬ng ®−¬ng:
a) uiuj = ujui víi mäi i, j ∈ [1,m].
b) Tån t¹i mét c¬ së cña E gåm toµn c¸c vector riªng cña ui.
c) Tån t¹i to¸n tö w chÐo ho¸ ®−îc cña E vµ c¸c ®a thøc f1, f2 , . . . , fm ∈

R[X], h ∈ R[X1, X2, . . . , Xm] sao cho fi(w) = ui, 1 ≤ i ≤ m vµ h(u1, u2, . . . , um) =
w.

Bµi 31 Chøng minh tÝnh chÊt sau cña ®Þnh thøc Gram

G(a1, a2, . . . , ak, b1, . . . , bk) ≥ G(a1, . . . , ak)G(b1, . . . , bl).

§¼ng thøc x¶y ra khi vµ chØ khi

〈ai, bj〉 = 0 (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , l)

hoÆc mét trong hai hÖ vector {a1, . . . , ak}; {b1, . . . , bl} lµ phô thuéc tuyÕn tÝnh.
H−íng dÉn Trùc giao hãa hÖ vector {a1, ..., ak, b1, ..., kl} thµnh hÖ vector trùc
giao {α1, ..., αk, β1, ..., βl} vµ {b1, ..., bl} thµnh {ρ1, ..., ρl}.
Gäi Li = 〈a1, ..., ak, b1, ..., bk−1〉 vµ Ni lµ phÇn bï trùc giao cña Li trong V.

Ta cã

V = Li

⊥⊕
Ni.

Qu¸ tr×nh trùc giao hãa ta cã

bi = yi + ρi,

víi yi =
i−1∑
j=1

ρj ∈ 〈b1, ..., bi−1〉 vµ yi⊥ρi.

MÆt kh¸c, ta cã ph©n tÝch
ρi = y′i + zi,

víi y′i ∈ Li, xi ∈ Ni.
H¬n n÷a, ta cã bi = βi + xi, víi xi ∈ Li vµ βi trùc giao víi Li nªn βi ∈ Ni.

VËy ta cã 2 biÓu diÔn bi = xi + βi vµ bi = (y′i + yi) + zi. Suy ra βi = zi vµ do
®ã ‖βi‖ = ‖zi‖ ≤ ‖ρi‖.
Ta l¹i cã

Gr(a1, ..., ak, b1, ..., bl) = 〈α1, α1〉 ... 〈αk, αk〉 〈β1, β1〉 ... 〈βl, βl〉
=Gr(a1, ..., ak). 〈β1, β1〉 ... 〈βl, βl〉
≤Gr(a1, ..., ak). 〈ρ1, ρ1〉 ... 〈ρl, ρl〉
=Gr(a1, ..., ak).Gr(ρ1, ..., ρl) = Gr(a1, ..., ak).Gr(b1, ..., bl)
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Bµi 32 Cho A lµ ma trËn ®èi xøng thùc cÊp n víi c¸c ®Þnh thøc con chÝnh ®Òu
kh«ng ©m, A1 lµ mét ma trËn con cÊp k (k < n) ë gãc trªn tr¸i cña ma trËn A
vµ A2 lµ ma trËn con cÊp k − n ë gãc d−íi ph¶i cña ma trËn A. CMR,

det(A) ≤ det(A1) det(A2).

Bµi 33 Cho V lµ kh«ng gian vector n chiÒu vµ W lµ mét kh«ng gian con m
chiÒu cña V , (m < n). CMR, tån t¹i mét c¬ së cña V kh«ng chøa mét vector
nµo cña W.

Hint Gäi {v1, . . . , vm} lµ c¬ së cña W vµ {u1, . . . , un−m} lµ c¬ së cña phÇn bï
tuyÕn tÝnh cña W trong V. Khi ®ã c¬ së {v1 + u1, . . . , vm + u1, u1, . . . , un−m}
chÝnh lµ c¬ së cÇn t×m.
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A1. A is the 4× 4 matrix a11 = a22 = a33 = a44 = a, a12 = a21 = a34 = a43 =
b, a23 = a32 = −1, other entries 0, where a, b are real with a > |b| . Show that
the eigenvalues of A are positive reals.

A2. B is the 3 × 3 matrix with b11 = a, b22 = d, b33 = q, b12 = b
α
β , b13 =

c
α
γ , b21 = b

β
α , b23 = p

β
γ , b31 = c

γ
α , b32 = p

γ
β , where a, b, c, d, p, q are reals and

α, β, γ are non-zero reals. Show that B has real eigenvalues.

A3. Dk is the k × k matrix with 0s down the main diagonal, 1s for all other
entries in the first row and first column, and x for all other entries. Find
detD2 + detD3 + · · ·+ detDn.

A4. In denotes the n × n unit matrix (so I11 = I22 = . . . = Inn = 1, other
entries 0). P and Q are n× n matrices such that PQ = QP and P r = Qs = 0
for some positive integers r, s. Show that In + (P + Q) and In − (P + Q) are
inverses.

A5. A is a square matrix such that A2003 = 0. Show that rank(A) = rank(A+
A2 + · · ·+ An) for all n.

A6. A is the 4×4matrix with a11 = 1+x1, a22 = 1+x2, a33 = 1+x3, a4 = 1+x4,
and all other entries 1, where xi are the roots of x4 − x+ 1. Find det(A).

A7. p(x) is a polynomial of order n > 1 with real coefficients and m real roots.
Show that (x2 + 1)p(x) + p′(x) has at least m real roots.
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