
PHẦN A. LÝ THUYẾT VÀ VÍ DỤ

I. PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẲNG

1. Vectơ chỉ phương của đường thẳng

Cho đường thẳng  và vectơ  khác . Vectơ  được gọi là vectơ chỉ phương của đường thẳng

 nếu giá của  song song hoặc trùng với .

Nhận xét: Nếu  là vectơ chỉ phương của một đường thẳng thì  cũng là vectơ chỉ
phương của đường thẳng đó.

Ví dụ 1:  Trong Hình, các vectơ  và  có là vectơ chỉ phương của đường thẳng  hay không?
Vì sao?

Giải

Do vectơ  khác  và có giá là đường thẳng  nên vectơ  là vectơ chỉ phương của đường

thẳng .

2. Phương trình tham số của đường thẳng
Trong trường hợp tổng quát, ta có:

- Trong không gian với hệ tọa độ , nếu  là đường thẳng đi qua  và có vectơ

chỉ phương  thì  có phương trình dạng (t là tham số)

- Ngược lại, mỗi hệ phương trình , trong đó  không đồng thời bằng 0 và  là

tham số,  xác  định  đường thẳng   đi  qua   và  có  một  vectơ  chỉ  phương là

.

Hệ phương trình , trong đó  không đồng thời bằng  là tham số, được gọi là

phương trình tham số của  đường thẳng   đi  qua   và  có vectơ  chỉ  phương

.

Trong các ví dụ, bài tập sau đây, nếu không chú ý gì thêm thì ta hiểu là xét trong không gian với hệ

toạ độ .

Ví dụ 2
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a) Viết phương trình tham số của đường thẳng  đi qua điểm  và có vectơ chỉ phương

.

b) Cho đường thẳng  có phương trình tham số là:  (  là tham số).

Chỉ ra toạ độ một vectơ chỉ phương của  và một điểm thuộc đường thẳng .

Giải

a) Phương trình tham số của đường thẳng  là:  (t là tham số)

b) Toạ độ của một vectơ chỉ phương của  là 

Ứng với  ta có: 

Suy ra điểm  thuộc đường thẳng .

3. Phương trình chính tắc của đường thẳng
Trong trường hợp tổng quát, ta có:

- Trong không gian với hệ toạ độ , nếu  là đường thẳng đi qua điểm  và có

vectơ chỉ phương  (với  thì  có phương trình dạng:

- Ngược lại, với , mỗi hệ phương trình  xác định đường thẳng

 đi qua  và có một vectơ chỉ phương là .

Nếu  thì hệ phương trình  được gọi là phương trình chính tắc của

đường thẳng  đi qua  và có vectơ chỉ phương .

Ví dụ 2:  Viết phương trình chính tắc của đường thẳng  đi qua điểm  và có vectơ chỉ phương

.
Giải

Phương trình chính tắc của đường thẳng   đi qua điểm   và có vectơ chỉ phương

 là: 
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4. Lập phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cho trước

Đường thẳng  đi qua hai điểm  có:

- Phương trình tham số là:  (  là tham số).

- Phương trình chính tắc là:  (với ).

Ví dụ 3:  Lập phương trình chính tắc và phương trình tham số của đường thẳng  biết  và

.
Giải

- Phương trình chính tắc của đường thẳng  là:

- Phương trình tham số của đường thẳng  là: (t là tham số)

II. VỊ TRÍ TƯƠNG ĐỐI CỦA HAI ĐƯỜNG THẲNG
Trước hết, ta có định nghĩa sau: Trong không gian, hai vectơ được gọi là cùng phuơng nếu các giá
của chúng cùng song song với một đường thẳng, ba vectơ được gọi là đồng phẳng nếu các giá của
chúng cùng song song với một mặt phẳng.

Người ta cũng chứng minh được những điều kiện sau.

Trong không gian , cho ba vectơ

- Hai vectơ  là cùng phương khi và chỉ khi .

- Ba vectơ  là đồng phẳng khi và chỉ khi .

Ta có định lí sau:

Trong không gian với hệ toạ độ , cho hai đường thẳng phân biệt  lần lượt đi qua các

điểm  và tương ứng có  là hai vectơ chỉ phương. Khi đó, ta có:
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Chú ý: Trong một số trường hợp, để xét vị trí tương đối của hai đường thẳng, ta có thể giải hệ
phương trình được lập từ những phương trình xác định hai đường thẳng đó, sau đó xét cặp vectở
chỉ phương của hai đường thẳng đó có cùng phương hay không (nếu cẩn thiết).

Ví dụ 4:  Xác định vị trí tương đối của hai đường thẳng  trong mỗi trường hợp sau:

a) ;

b) ;

c) 

Giải

a) Đường thẳng  đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương. Đường thẳng

 đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương.

Ta có: , suy ra  cùng phương;

Vậy .

b) Đường thẳng  đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương. Đường

thẳng  đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương. Ta có: , suy ra

 không cùng phương;

Do  nên  đồng phẳng.

Vậy  cắt .

c) Đường thẳng  đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương. Đường

thẳng  đi qua điểm  và có  là vectơ chỉ phương. Ta có:

Do  nên  không đồng phẳng.
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Vậy  và  chéo nhau.

III. GÓC

1. Góc giữa hai đường thẳng

Trong không gian với hệ toạ độ , cho hai đường thẳng  và  có vectơ chỉ phương lần

lượt là . Khi đó, ta có:

Nhận xét: .

Ví dụ 5:  Tính góc giữa hai đường thẳng  biết: ( là tham
số)
Giải

Hai đường thẳng  và  có vectơ chỉ phương lần lượt là , . Ta
có:

Suy ra .

Ví dụ 6:  Cho hai đường thẳng 

Chứng minh rằng .

Giải

Đường thẳng  và  có vectơ chỉ phương lẩn lượt là .

Ta có: .

Suy ra .

2. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng

Trong không gian với hệ tọa độ , cho đường thẳng  có vectơ chỉ phương  và 

mặt phẳng  có vectơ pháp tuyến . Gọi  là góc giữa đường thẳng  và

mặt phẳng . Khi đó,
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Ví dụ 7:  Cho mặt phẳng  có vectơ pháp tuyến  và đường thẳng  có vectơ chỉ phương

. Tính sin của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng . Góc giữa đường thẳng

 và mặt phẳng  bằng bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị)?
Giải

Ta có: . Suy ra .

Ví dụ 8:  Trong không gian với hệ tọa độ  , cho hình lăng trụ đứng   với  ,

.

a) Xác định toạ độ của điểm .

b) Viết phương trình mặt phẳng .

c) Tính sin của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng ( .

Giải. 

a) Ta  có:  .  Suy  ra  ,  ,  tức  là

.

b) Vì  nên mặt phẳng  có phương trình là

c) Mặt phẳng  có một vectơ pháp tuyến là .

Do   nên  ,  suy  ra  vectơ   cùng

phương với vectơ . Vì thế vectơ  là một vectơ chỉ phương của đường

thẳng . Suy ra sin của góc giữa đường thẳng  và mặt phẳng  bằng:
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3. Góc giữa hai mặt phẳng

Góc giũa hai mặt phẳng  và  là góc giữa hai đường thẳng lần lượt vuông góc vôi hai mặt

phẳng đó, kí hiệu là .

Ví dụ 9:  Trong không gian,  cho hình lập phương  .  Tính góc giữa hai  mặt  phẳng

 và ( .
Giải. 

Trong hình vuông , ta có: .

Do   nên  .  Suy  ra  .  Mặt  khác,  ta  có:

, suy ra góc giữa hai mặt phẳng  và  là góc giữa hai đường

thẳng  và , đó là góc . Vì tam giác  vuông cân tại  nên . 

IV. MỘT SỐ ỨNG DỤNG CỦA PHƯƠNG TRÌNH ĐƯỜNG THẨNG TRONG THỰC
TIỄN
Tương tự như phương trình mặt phẳng, phương trình đường thẳng có nhiều ứng dụng trong thực
tiễn.

Ví dụ 10:  Trên một sườn núi (có độ nghiêng đểu), người ta trồng một cây thông và muốn giữ nó không bị
nghiêng bằng hai sợi dây neo như Hình. 

Giả thiết cây thông mọc thẳng đứng và trong một hệ tọa độ phù hợp, các điểm  (gốc cây thông)

và  (nơi buộc dây neo) có tọa độ tương ứng là , , đơn vị trên

mỗi trục tọa độ là mét. Biết rằng hai dây neo đều được buộc vào cây thông tại điểm  và
được kéo căng tạo thành các đoạn thẳng.

a) Tính độ dài của mỗi dây neo được sử dụng.

b) Tính góc tạo bởi mỗi dây neo và mặt phẳng sườn núi (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị của độ).

Giải

a) Do điểm  nên ;
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b) Ta có:  nên

Vì thế, vectơ  là một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng .

Mặt khác, do  nên ta có:

- ,

suy ra . Vậy góc tạo bởi dây neo  và mặt phẳng sườn núi là khoảng .

,

suy ra . 

Vậy góc tạo bởi dây neo  và mặt phẳng sườn núi là khoảng .

Ví dụ 11:  Trong không gian với hệ toạ độ , một cabin cáp treo xuất phát từ điểm  và chuyển

động đều theo đường cáp có vectơ chỉ phương là  với tốc độ là 4,5m/s (đơn vị trên
mỗi trục toạ độ là mét).
a) Viết phương trình đường cáp.

b) Giả sử sau  kể từ lúc xuất phát , cabin đến điểm . Tìm tọa độ của điểm .

c) Cabin dừng ở điểm  có hoành độ . Tìm độ dài quãng đường  (làm tròn kết quả
đến hàng đơn vị của mét).

d) Đường cáp  tạo với mặt phẳng  góc bao nhiêu độ (làm tròn kết quả đến hàng đơn vị
của độ)?

Giải

8



a) Phương trình chính tắc của đường cáp là: .

b) Do tốc độ chuyển động của cabin là   nên độ dài   bằng  .  Vì  vậy

.

Do hai vectơ  và  là cùng phương và cùng hướng nên  với  là số thực dương nào

đó. Suy ra: . Do đó . Suy ra . Vì thế, ta có:

.

Gọi toạ độ của điểm  là .

Do  nên 

Vậy điểm  có toạ độ là .

c) Do  nên , tức là  (s). Do đó, ta có điểm . Vậy

.

d) Đường thẳng  có vectơ chỉ phương  và mặt phẳng  có vectơ pháp tuyến

. Do đó, ta có:

Vậy .
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