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Lo mé dau

Trong hinh hoc dai s6, cdc ddi tugng hinh hoc dugc mo td bing mot
ngon ngit dai s6 thuan tuy. Beén ngoai truc quan hinh hoc va dai s6 hinh
thitc c¢6 vé ddi lap nhau, sy phét trién ciia hinh hoc dai s6 trong thé ky 20
da chttng minh diéu nguge lai : mot ngon ngit dai so6 phit hop ¢6 kha niang
dién dat truc quan hinh hoc mot cich rat chinh xéc.

Vao cudi thé ky 19 hinh hoc dai s6 da phat trién manh & Italia v6i nhitnh
tén tudi nhu Castelnuovo hay Severi, git hai dugc nhiéu két qua dep de vé
cac déi tugng twong dbi cu thé nhu dudng cong va mat dai s6. Do thiéu mot
nén tang dai s6 vitng chic, cac nha toan hoc Italia con diing nhiéu cong cu
gidi tich va doi khi mic phai nhitng ngé nhan hinh hoc dan dén nhitng chitng
minh khong day dii. Phai dén Zariski va Weil, dai s6 giao hoan mdéi tré thanh
cong cu chinh trong hinh hoc dai s6. Vao nhitng nam gitta thap ky 20, hinh
hoc dai 86 ¢6 them mot 1an 1ot xac. Nhiing nguoi di tien phong trong giai
doan nay 1a Serre va Grothendieck. Grothendieck st dung Iy thuyét pham
trit vao hinh hoc dai s6 mot cach ¢6 he théng. Y tudng ciia ong coi da tap
dai s6 nhu mot ham t&t 14 mot ¥ twdng then chét trong 1y thyét luge do.

Mot cai hay clia ngon ngit hinh hoc dai s6 13, méc du pham trit va ham
t 14 nhitng kh&i niém rat tritu twong, né cho phép ta dién dat mot cach
trong sang nhing tric quan hinh hoc cu thé nhat va that sy gitp ta hiéu
them vé nhitng déi tugng cu thé vi du nhu duong cong, mat ... Nhung do6
ciing dong thoi 1a cai kh6 cho nguoi hoc hinh hoc dai sd va cho nguoi viét
gido trinh hinh hoc dai s6. Xem cac gido trinh tiéng nuéc ngoai da co6, ndi
tiéng nhat 14 cac cudén ctia Hartshorne, Mumford, Shafarevich, ta thay céc
cudn nay cé6 noi dung rat khac nhau, hau nhu it ¢6 phan giao nhau. Nguoi
viét cudn nay ciing phai lua chon mot tuyén duong rieng, dé dan dit ban
doc tham quan xt s& diéu ky cfia hinh hoc dai s6. Theo quan diém su pham
rieng, tuyén duong duge chon 1 cac dai 16 chinh, c¢6 thé khong c6 gi that
ngoan muc, nhung né giip ta di xa hon va c¢6 thé tranh cho ngudi tham
quan c6 cam giac bi lac duong.

Noi dung quyén gido trinh nay tat nhién khong c6 gi méi. Néu co gi mai
thi n6é nam trong cach trinh bay va thit tu sip xép cac khai niem. Trong
tiung phan riéng ré, chic chin 1a nguoi viét ¢6 vay muon tir cac sach da co,
cht yéu tir cudn ctia Hartshorne va ctia Mumford. Nguoi viét ciing khong
hé ngan ngai luge b6t di hoan toan mot sé chitng minh qua ric rdi hodc chi
trinh bay chitng minh trong mdot truong hgp dac biét nhung dac thu. Cac



chttng minh chi tiét vi day da thi ban doc néu can c6 thé tham khio sach
ctia Hartshorne. O day, toi chi mong mudn ban doc ndm dugce cach tinh
toan cu thé trong mot s6 truong hop cu thé va hidu duge noi dung ciia dinh
Iy thong qua cac tinh toan do.
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Muc dich cfia chuong nay 1a diém lai mot sé khai niem co ban ciia dai sd
giao hoan va Iy thuyét pham trii. Tac gid khong c6 tham vong viét chuong
nay thanh mot tai lisu tham khio. Muc dich ciia n6 1a diém lai mot s6 khai
niém co ban clia dai s6 giao hodn va 1y thuyét pham trit ma theo chii quan
ctia minh, tac gid cho 1a khong thiéu dugc cho ngudi bat dau hoc hinh hoc
dai s6. Nhiéu chitng minh chi duge trinh bay van tat, hodc tham chi bé qua.
Néu cdm thiy can thiét, nguoi doc c6 thé tham khio cudn sach kinh dién vé
dai sb6 giao hoan cfia Matsumura hay & cudn ciia Atyah vad Macdonald.

Ta chu y dic biet dén pham tru cac vanh giao hoan va cac ham tit tu
pham tru nay vao pham tru cac tap hgp. Khai niém dia phuong hod trong
dai s6 giao hodn va khai niem ham t& biéu dién dugce cia Iy thuyét pham
trit duge nhin manh.






Chuong 1

So lwoc vé dai sé6 giao hoan

1.1 Vanh giao hoan

Trong tap hop cac sd nguyén Z ta c6 hai phép toan co ban l1a phép cong va
phép nhan. Cac phép toan nay théa man mot sd tinh chat nhu tinh giao
hoén, tinh két hop va tinh phan phdi. Phép cong ¢6 mot phan tit don vi la
0, phép nhan ¢6 mot phan tit don vila 1. Vanh giao hoan 1a cau tric dai s6
triru tuong, mo phéng cac tinh chat ctia phép cong va phép nhn sé6 nguyén.

Dinh nghia 1 Vanh giao hodn la mot tap hop R cung vdi (+,0, X, 1) thod
man

- tdp R, cung vdi phép cong + va phan t 0 € R la phan ti don vi doi
vdi +, tao thanh mot nhom Abel.

-tap R cang vdi phép nhan x va phan té 1 € R don vi vdi phép ., tao
thanh mot nita nhom Abel, tic la nhu mot nhom Abel chi thiéu tién dé la
moi phan ti déu nghich ddo dugc.

-phép + va phép nhan thod man tinh chat phan phoi

X (y+z)=xzXxy+zxz.

Tat nhién vi du co ban nhéit ctia vanh giao hoan chinh la vanh cac s6
nguyén Z. Tap hop céac s6 hitu ti Q, cac s6 thuc R, hay cac sb6 phiic cling
tao nén mot vanh. Tap cac da thitc mot bién v6i he s6 nguyen Z[x], he s6
hitu tf Q[z], hay he s6 phttc C[z] o rang ciing tao nén mot vanh.

Vi du suy bién va tam thuong 1a vi du mot vanh v6i 0 = 1. Khi d6 ta
chttng minh duwge 1a vanh nay chi c¢6 ding mot phan tit.
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Dinh nghia 2 Dong ciu vanh gita R va R' la mot anh za ¢ : R — R’ tuong
thich vdi cic cau tric (+,0,x,1) cia R va R'.

Ta Iuu ¥ t6i khing dinh hién nhién sau day.

Ménh dé 3 Vi moi vanh giao hodn R, ton tai duy nhit mot dong céu vanh
or:Z — R.

V6i moi s6 nguyén duong n, ¢r bat buoc phai giti n lén phan tit 1+- - -+1,
n lan, cia R. Con néu n la nguyén am, ta phai giti n len —¢g(—n). D@ thay
anh xa dinh nghia nhu trén 14 mot dong cau vanh.

Dinh nghia 4 Mot phan ti x € R dugc goi la khd nghich néu ton taiy € R
sao cho xy = 1.

Ta ky hieu R* tap hop cac phan t&t kha nghich ctia vanh R. Vanh R
dugc goi 1a mot trwdng néu nhu R = R — {0}. Vi du nhu vanh Q céc s
hitu ti, hay R, C déu la truong, nhung Z thi khong. Tap hop cac 16p dong
du modulo mot s6 nguyén t6 p 13 mot tredng ma ngudi ta thuong ky hisu
l1a F,. Céac truong hitu han F, v6i p nguyen t6, va Q dugce goi 1a truong
nguyén thuy, tuong tuw nhu Z la vanh nguyén thuy, do ménh dé sau day. Ta
c6 thé chitng minh né cting mot kidu nhuw ménh dé 3.

Meénh dé 5 Mot truong k bat ky hodc la chia Q, hodc la chita mot trong
cac truong htu han [F).

Trong truong hop dau, ta néi k 1a truong c6 dic s6 0, trong trudng hop
sau, k c6 dac sd6 p. Hinh hoc dai s trén Q lién quan dén viéc tim nghiém
hitu t{ cia phuong trinh dai s6. Hinh hoc dai s6 trén F, thi gidng nhu viec
gidi phuong trinh dong du modulo p.

Dinh nghia 6 Mot phan ti x € R duoc goi la wéc so ciia 0 néu ton tai mot
phan ti y € R khdc 0 sao cho vy = 0. Mot phan ti x € R goi la lug linh
néu ton tai n € N sao cho 2" = 0.

Mot vanh R duge goi la mién nguyén néu R khong chia cdc phan ti khdc
khong ma lai la wée s6 ciia khong. Vanh R duge goi la rit gon néu R khong
chita phan té khdc khong ma lai la lay linh.
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1.2 Modun trén mot vanh

Dinh nghia 7 Modun trén mot vanh R la mot nhom Abel M cung vdi mot
phép nhan vo hudng R x M — M kyj hiéu la (o, x) — ax thod man cdc tinh
chat

(a+ p)r = ar + Bz va alr +y) = ax + ay,

-(afB)x = a(fz) va lx ==z
Dong cau R-modun la mot danh za bdo toan cau tric R-modun.

Vi du don gidn nhat 14 tap R ma ta c6 thé xem nhu mot modun trén R.
Cho hai R-modun bat ky M, M,, tich truc tiép M; x My c6 mot cau tric
R-modun hién nhién a(z1,25) = (axy, azs). Ta goi né 1a téng truc tiép ciia
M, va M, va ky hieu 1a M; @ M,. Mot R-modun 14 modun tu do cap n néu
n6 dang cau véi R* = R® -+ @ R, n lan.

Dinh nghia 8 M o mot modun hitu han sinh néu ton tai mot dong cau
toan dnh R" — M ti mot modun tu do cip hitu han vao M.

N6i mot cach khéac, M 13 hitu han sinh néu ton tai mot sé hitu han phan
t& x1,...,7, € M sao cho moi phan td x € M déu c6 thé viét duoc duéi
dang * = a1 + - - - + Q.

Dinh nghia 9 M la mot modun za dnh néu ton tai mot R-modun M’ sao
cho M @& M' la mot modun tu do cap hau han.

Mot modun ty do httu han sinh 1& di nhién 1a mot modun xa dnh. Ménh
dé ngugc lai thi khong ding nhu ta sé thiy & nhitng chuong sau khi nghién
ctu cac phan thé vecto.

. ~ ~ z’\ N 2
1.3 Idéan, idéan nguyén to6 va pho
Mo6dun con ciia mot R-modun M 1a mot tap con N C M, déong do6i véi phép
cong va phép nhan vo huéng. Néu N 1a mot modun con clia M, thuong

M/N tu dong c6 mot cau tric R-modun.

Dinh nghia 10 Ta zét R nhu la mot modun trén chinh né. Mot idéan cia
Ru la mot modun con I cia R.
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Néu I 1a mot idéan cia R, modun thuong R/I tu dong c6 mot cau tric
vanh goi 14 vanh cdic du cia R modulo I. That vay 16p dong du modulo I
ctia tdng hay tich hai phan t& z,y € R chi phu thudc vao cac 16p dong du
ctia  va y modulo Tu. Trong trudng hop I = R ta c¢6 vanh suy bién chi ¢6
mot phan ti.

Dinh nghia 11 Idéan I dugc goi la nguyén to néu R/I la mot mién nguyén.
Idéan I dugc goi la toi dai néu R/I la mot truong.

D6i twgng hinh hoc thong dung Gng v6i mot vanh giao hodn R, la tap
phé Spec(R) céc idéan nguyén t6 ciia R. Tap phd nay con dugc trang bi
nhiéu cau tric khac nita nhu cau tric topo va cau triic b6 vanh ma ching
ta sé xem xét ky & chuong sau. Hién tai ta tam coi Spec(R) chi nhu mot
tap hop, cac phan tit ciia n6 dugce goi 1a diém. Ta ciing nhau khéo sat tap
nay trong mot s6 truong hop don gian.

Néu R = Z, tap Spec(Z) bao gom duy nhat mot idéan nguyen t6 ma
khong t6i dai 1a idean {0}. Cac idean nguyeén t6 khac déu c6 mot phan ti
sinh 13 mot s6 nguyén t6 p ndo dé. Diém tuong tng véi idéan {0} goi la
diém téng quat. Ta c¢6 thé hinh dung Spec(Z) nhu mot duong cong v6i moi
didm 14 mot s6 nguyen t6, cong them véi mot diém tong quat.

Vanh Clx] ¢6 pho 1a mot dudng cong quen thuoc hon. N6 ciing chita mot
duy nhit mot idean nguyén t6 khong t6i dai la idean {0}. Céc idean tbi dai
dugce sinh bdi mot don thitc & dang  — o v6i a 1a mot s6 phitc ndo d6. Nhu
vay, pho ctia C[z] 1a tap cdc s6 phitc C ¢6 bd sung them mot diém tdng quat.

N6i chung, néu R la mot mién nguyen, idéan {0} 13 mot idéan nguyén
t6. Diém tuong Gng v6i né trong phd ciia R goi 1a diém tong qudt.

Meénh dé 12 Vi moi dong ciu vanh ¢ : R — R', tao dnh p cla mot idéan
nguyén to p’ bat ky cia R' cing la mot idéan nguén to. Tao dnh p cia mot
idean toi dai p' bat ky cia R’ cing la mot idéan toi da.

Do p la tao &nh ctia p/, dong cau vanh R/p — R’/p’ cdm sing tit ¢, 1a mot
don anh. Do R’/p’ 1a vanh nguyén ven nén R/p ciing phai 1a vanh nguyén
ven. Tuong ty nhu vay, néu R'/p’ 1a mot trudng thi R/p ciing phai 1a mot
trudng.

Nhu vay moi dong cau vanh R — R’ cho ta mot anh xa Spec(R') —
Spec(R) tit phd cia R’ vao pho ciia R.
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1.4 Tich tenxo

Cho M va N la hai R-modun. Ta c6 thé dinh nghia tich tenxo M ® N nhu
sau. Chon hai hé sinh {z;|i € I} cia M va {y; | j € J} cia N. O day M, N
khong nhat thiét phai hitu han sinh nén cac tap I, J khong nhat thiét 1a tap
hitu han. Xét R-modun tuy do V' v6i co s 1a cac phan tit ky hieu 1a x; @ y;
voi tap chi s 1a I x J. Xét R-modun con W sinh béi cac phan tit ¢ dang

- hodc 1a )7, ; ow; ® y; v6i mot chi s6 ¢b dinh j € J nao d6, va véi cac
hé s6 a; bang khong v6i hau hét ngoai trit mot s6 hitu han cac chi sb ¢, sao
cho Zie] a;r; = 0,

- hoac 1a 3, ; ajx; ® y; v6i mot chi s6 ¢6 dinh ¢ € I ndo do6, va véi cac
hée s6 «; bang khong voi hau hét ngoai trir mot s6 hitu han céc chi s6 7, sao
cho -, ayy; = 0.

Ta dat M @r N = V/W.

Moi phan tit z € M,y € N ta c6 thé viét du6i dang x = >, ; oz, va
Y = >_c; By v6i ai, B; bang khong v6i hau hét cc chi s6 ngoai trit mot
s6 hitu han céc chi s6 7, j. Ta dé dang kiém tra dugc ring 4nh clia phan tit
Zi,j aifBxy; € V trong V/W khong phu thuoc vao cach viét z =3, ; a;z;
VA Yy = Zje, B;y; ma chi phu thudc vao ban than x va y. Nhu vay ta c6 mot
anhxa ¢: M x N — M ®z N ma ta co thé kiém tra dé dang 13 mot dnh xa
song tuyén tinh.

Cip (M ®gr N, ¢) thod man mot tinh chat phd dung.

Meénh dé 13 Cho v : M x N — L la mot danh za song tuyén tinh. Ton tai
duy nhat mot anh za tuyén tinh ' : M @p N — L sao cho ¥ = ' o ¢.

Nh& vao tinh chit phd dung, ta thiy ring cip (M ®gr N, ¢) duge xéc
dinh duy nhat v6i sai khac 14 mot dang ciu duy nhit. Nhu vay né khong
phu thudc gi vao hé sinh {z;} va {y;} ma ta chon trong cach xay dung.

Dua theo cach xay dung & trén ta thay viéc tinh todn tich tenxo khong
khé. Vidu :

-néu M = R vi N = R’ 1a cac modun tu do thi M @z N = R™*/,

- néu M 13 mot modun tu do R! thi M ®z N chi la tdng truc tiép ®;cN;
v61 moi V; 1a mot phién ban cia NV,

-néu M = R/p v6i p 1a mot ideéan cia R thi M @ N = N/pN v6i pN 1a
modun con ctia N sinh bdi cac phan tit ¢6 dang ay v6i o € p vay € N.
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Dinh nghia 14 Cho R la mot vanh giao hodn bat kj. Mot R-dai so la mot
vanh giao hodn R’ cung vdi mot dong cau vanh ¢ : R — R'. Dong cau giia
hai R-dai s6 (¢1, R1) va (¢2, Re) la mot dong ciu vanh v : Ry — Ry sao cho
Vo1 = s

Cho R’ 1a mot R-dai sé va M 13 mot R-modun. Ta xét tich tenxo M @rR’
v6i R’ chi xem nhu 14 R-modun. Dé thdy M ® g R’ ¢6 mot cau tric R'-modun
cho béi f(m @ a) =m @ (af) v6i moi m € M va a,f € R'. N éu M la mot
R-modun ty do, hoac 1a hitu han sinh, ho#c 1a xa &nh, thi M ® R’ cing la
mot modun tu do, hodc la hittu han sinh, hodc la xa anh.

C6 mot tinh chat bac cau dang luu ¥y 1a v6i moi R-modun M, R-dai s6
R’ va R'-dai s R”, ta ¢6

(M ®pR)®r R'=M®pR".

Cho R’ va R” 1a hai R-dai s6. Xem ching nhu 1a cdc R-modun, ta c6
thé xét R’ @ R”. Ta c6 hai cAu dong cau R-dai s6 ¢’ : R — R' ®p R" va
¢" : " — R ®r R" dugc xac dinh béi ¢/'(2') =2’ @ 1 va ¢"(2") = 1@ 2.
Bo ba (R'®g, R";¢',¢") cing thod man mot tinh chat phd dung.

Meénh dé 15 Cho mot R-dai s6 S va hai dong ciu R-dai s6 ¢' : R — S va
" R" — S. Khi dé ton tai duy nhat mot dong cav R-dai s6 1 : R @pR" —
S sao cho ' =1 od vay" =1poe’

Viéc tinh toan tich tenxo R’ ®p R” v6i R’ va R"-1a R-dai s6 ciing khong
¢6 gi 1a kho khan. Ching han néu R’ = Rlxy,...,2,])/{f1,..., fn) 1a vinh
cac da thitc n-bién chia cho mot idéan hitu han sinh nao do, thi

R, KRR R// = R”[xl, Ce ,.Tn]/<f1, .. 7fm>

1.5 BDia phuong hoa va vanh dia phuong

Khéi niem dja phuong hod 13 mot khéai niem then chdt trong hinh hoc dai so.
Phép toan ngugc ciia no 1a phép ddan cho phép ta chuyén tir dai s6 giao hodn
sang hinh hoc dai s6. Tuy la phép toan nguge nhung phép dan ciing duge
xay dung trén co sé ciia phép dia phuong hoa.

Cho mot vanh giao hoan R, mot tap con S ctia R dugc goi la mot tap
nhan néu 1 € S vd v6i moi x,y € S, ta cé zy € S.
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Dinh nghia 16 Dja phuong hod ciia vanh R doéi véi tap nhan S la tap cdc
lop tuong duong
ST'R={(r,s) € Rx S}/ ~

v0i (21, 81) ~ (T, 82) néu ton tai s € S sao cho s(x159 — T951) = 0.

Ky hiéu l6p tuwong duong ciia (x,s) la x/s. Ton tai trén tap ST'R mot
cau tric vanh duy nhat sao cho x1/sy + x2/ss = (118 + X951)/8182 va
(z1/51)(72/82) = 2172/ 5152,

Phan thit hai cfia dinh nghia trén that ra 13 mot ménh dé. Ta can kiém
tra rang phép cong va phép nhan cho nhu trén xic dinh duy nhat mot cau
triic vanh tren tap cac l6p tuong duong S™'R. Ban doc can than c6 thé dé
dang tu kiém tra khang dinh niy va ci meénh dé sau day.

Meénh dé 17 Ton tai duy nhat mot dong ciu vanh ¢ : R — S™'R wvdi
¢(xr) = x/1 € ST'R. Dong cau ¢ thod man tinh chat : dnh ¢(s) cia moi
phan tit s € S la khd nghich trong S™'R. Nguoc lai, moi dong ciu vanh
¢ : R — R sao cho ¢(s) € R khd nghich véi moi s € S, déu phan tich dugc
mot cach duy nhat thanh ¢' = 1o ¢ véi ¢ : ST'R — R’ la mot dong cau
vanh.

Ta c6 thé dé dang mo ta phd ciia vanh dia phuong hod S™'R nhu mot tap
con ciia pho clia R.

Meénh dé 18 Dong ciu vanh ¢ : R — S™'R cim sinh mot anh za chudn
tic Spec(ST'R) — Spec(R). Anh za nay la don dnh, dnh cia né la tap cic
idean nguyén to cia R khong chia bat ky mot phan tid nao cia S.

Cho p 14 mot idéan nguyén t6 bat ky cfia R. Tap con p’ clia S™'R céc
phan tit ¢6 dang x/s v6i x € p va s € S la mot modun con ciia S™'R
xem nhu modun con trén chinh n6. N6 bing chinh S™'R néu va chi néu
pN S # (). Trong truong hgp nguoc lai, p’ nhat thiét 13 mot idéan nguyén
t6 v& 61 (9)) = p.

Ta xét hai vi du ma ta sé con gap lai & cac chuong sau. Cho f € R la
mot phan tit bat ky ctia vanh R. Dat S = {1, f, f%,...} 1a tap nhan tbi thiéu
chita f. Khi d6 ton tai mot song anh chuén tic gitta tap Spec(S™'R) va tap
con clia Spec(R) bao gom cdc idéan nguyén t6 cia R khong chtta phan tit f.

Trong vi du tht hai ta ldy mot idéan nguyén té p bat ky va lay S 1a phan
bt S = R —p. Vip la mot idéan nguyén té cho nén S 1a mot tap nhan.
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Phd ciia vanh S™'R 1a tap cac idéan ciia R khong c6 giao v6i S. N6i mot
cach khac Spec(S™'R) 1a tap cac idéan ciia R bi chita trong p. Idean p clia
R tuong tng v6i idéan tdi dai duy nhat ctia S™'R. Vanh S™'R 13 mot vanh
dia phuong theo nghia sau day.

Dinh nghia 19 Most vanh la vanh dia phuong néu né cé duy nhat mot idéan
toi dai.

N6i chung tat ca cac vanh dia phuwong déu duge xay dung bang cach dia
phuong hoa nhu & trén. Dia phiong hod theo tap nhan S 1a phan bu cia
mot idéan nguyén t6 p, ta nhan dugc mot vanh dia phuong v6i idean t6i dai
12 idéan sinh béi anh clia p. Ngugc lai, néu p da la idéan t6i dai clia mot
vanh dia phuwong R rdi, moi phan tit ciia R — p déu nghich ddo dugc cho nén
dia phuong hod theo R — p khong lam thay ddi vanh R.

T gio tré di, véi moi vanh R, v6i moi idéan nguyén tb p, ta sé ki hiéu
R, 1a vanh dia phuong xay dung bing cach dia phuong hoa R theo tap nhan
R —p.

Trong mot vanh nguyén ven R, idéan {0} 1a mot ideéan nguyeén to, tuong
ing v6i diém tong quat ctia Spec(R). Vay nén tap R— {0} la mot tap nhan.
Dia phuong héa R theo tap nhan nay cho ta mot trudng vi moi phan tit
khac 0 ctia R déu tré nén nghich ddo dugc. Nguoi ta goi truong nay la
truong cac thuong cia R va ky hieu 1a K(R).

Ban doc c6 thé tu kiém tra ménh dé sau day.

Ménh dé 20 Cho p la mot idéan nguyén té ciia mot vanh giao hodn R bt
ky. Vanh cac thang du R/p la vanh nguyén ven, ky hiéu K(R/p) la truong
cac thuong cia R/p. Ky hiéu (p) la idéan toi dai cia vanh dia phuong R,.
Khi dé ta co

Ry /(p) = K(R/p).

Nhu vay mdi idéan nguyén t6 p ciia R cho ta mot dong cau vanh tit R
vao trudng R,/(p). Nguoc lai, néu ta ¢6 mot dong cdu ¢ : R — K tut R vao
mot truong K, tao anh ciia {0} 14 mot idéan nguyen t6. Lé di nhien, K chi
chita chit khong nhat thiét phai bang R,/(p).

Ta c¢6 thé hinh dung cac phan ti clia R nhu céc ham s6 trén tap Spec(R).
Cho mot diém p € Spec(R) va f € R, gid tri clia f tai R 1a dnh cfia f qua
dong cdu R — R,/(p). Khac v6i cac ham s thong thuong, & day tap cac
gi4 tri 1a mot truong bién thién theo p.
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Ta ciing nhan xét thém 13 néu f 1a mot phan tit liy linh cia R, dnh clia
f qua moi dong cau vanh ¢ : R — K vao mot truong K, déu bang 0. Vay
nén néu chi xét R nhu tap cac ham so trén tap phd nhu trén day, ta bi mat
cac thong tin vé cac phan tit liy linh.

Ta di dén khai niém dia phuong ho4 ciia mot modun. Cho M 1a mot
R-modun, S 14 mot tap nhan cia R. Cach ngin gon nhat dé dinh nghia 1a
dit dia phuong hoa S~'M ciia M theo tap nhan S bing

STIM =M®pS'R.

Ta ciing c6 thé dinh nghia S™'M nhu 1a tap cac 16p tuong duong (m,s) €
M x S theo quan hé (x1,s1) ~ (22,52) néu ton tai s € S sao cho s(xysy —
7381) = 0. Dinh nghia dau tuy c6 kém cu thé nhung dé nhé va dé st dung
hon. Chéng han, chi qua cong thitc dinh nghia, ta thiy ngay S™'M la
S~!R-modun.

Néu p la mot idean nguyén t6, ta ky hiéu M, 1a dia phuong hoa ctia M
theo tap nhan R — p. Ta con ¢6

M) = M, ®g, (Ry/(p))

1a mot khong gian vecto trén truong (R,/(p)).

Ta ¢6 thé hinh dung M nhu mot ho cdc khong gian vecto M, bién thien
theo p € Spec(R). Hinh dung nhu vay ta van ndm dugc moi thong tin vé
M, trit cac thong tin c6 lien quan dén cdc phan tit liy linh cia R.

1.6 Modun trén mot vanh dia phuong

Cho R 1a mot vanh dia phuong. Ta ky hieu m 1a idéan t6i dai clia R va
k 1a truong cac du R/m. Dinh 1§ sau, ma ngudi ta thuong goi la bd dé
Nakayama bat chap sy phan do6i ctia nha todn hoc Nhat nay, déng mot vai
trd co ban trong hinh hoc dai s6.

Dinh ly 21 Cho M la mot modun hiu han sinh trén vanh dia phuong R.
Chon mot co s6 Ty, ..., Ty cla k-khong gian vecto M @ k. Chon cdc phan
td 1, ..., 2, cia M sao cho dnh cia x; trong M la z;. Goi ¢ : R™ — M
la cau za zdc dinh bdi x4, ..., x,. Khi dé ¢ la mot toan cdu. Néu M la mot
modun tu do thi ¢ la mot diang cau.
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Ky hieu N 1a 4nh clia ciu xa ¢ : R — M va N’ = M/N. Ta can chiing
minh rang N/ = 0. Vi M 1a mot modun hitu han sinh nén thuwong ciia né
N’ cting la httu han sinh. Chon ¥/, ...,y 1a mot hé sinh cia N’. Chon céac
phan t& y1,...,y, cia M sao cho &nh clia y; trong N’ 1a y.. Dat 7; 1a 4nh
ctia y; trong M. Viét né theo co s& 71, ..., T, cla M ta cé :

m
ij‘ — Z@Ui’j.
j=1
Chon «j; € R ¢6 anh la a;; € k. Ta ¢6

m
Yi — Zaijmj € mM.

Jj=1

Anh cfia phan ti nay trong N' la g; vi x; € N, cho nén gy, thuoc mN’. Vay
nén ta c6 thé viét 7; dudi dang
n

Ui = Z Bij;

j=1

v6i cac he s6 3;; € m.

Ta ¢6 phuong trinh tuyén tinh Id,y = 8y v6i £ 1a ma tran 3;;, v6i 7 la
vecta ¢ot (71, - - .,¥n). Nhan xét ring dinh thic ciia ma tran Id,, — 4 1a mot
phan thit trong R v6i &nh bang 1 trong trudng cac du k, cho nén né 1a mot
phan t& kh4 nghich ctia R. Theo cong thitc Cramer thi ban than ma tran
Id, — 3 1a ma tran kha nghich. Vay nén vecto ¢ bang khong va vi thé N’
ciing biang khong.

Meénh dé tht hai ctia dinh 1y ciing chitng minh tuong ty nhu vay. Gié

st M la mot R-modun ty do v6i co s& 1a vy,...,v,.. R0 rang la cac anh
U1,...,0, trong M la mot co s& cia khong gian vecto M, cho nén r = n.
Cau xa ¢ : R® — M xéc dinh béi cac phan t& z1,...,z, c6 thé viét duéi

dang mot ma tran vuong ¢;; voi

n
Tr; = E ¢ijvj-
Jj=1

Ro rang la cdu xa cdm suy ¢ : k" — M 1a mot ddng cau giwra cdc khong gian
vecto cho nén dinh thitc clia ¢ 1a det(¢) € k. Vay det(¢) € R* va vi thé ¢
12 mot ma tran kha nghich, hay néi cach khac ¢ : R® — M 13 mot ding cau.
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Hé qua 22 Moi modun za dnh hitu han sinh M trén vanh dia phuong R déu
la modun tu do.

Vi M 1a xa 4nh nén theo dinh nghia, ton tai mot modun M’ sao cho M &
M' déng ciu v6i mot modun ty do R™. Dit M = M @k va M' = M’ @p k.
Ta c6 M @& M’ = k™. Chon x1,...,Zm € M sao v6i 4nh Z1,..., %, € M
la mot co s§ ciia M. Tuwong tu ta chon z},...,2/, € M’ sao v6i anh
zh,...,x., € M 1a mot co s§ clia M'. Cac phan tit nay xic dinh cdc cau
xa ¢: R™ — M va ¢ : R™ — M’ ma ta biét theo bd dé Nakayama & trén,
la nhitng cdu xa toan anh. Ta con biét 1a ¢ @ ¢ : R — R™ la mot déng
cAu, vi thé ci ¢ va ¢’ déu la don 4nh. Vay nén ¢ 13 mot dang cau.

1.7 Vanh Noether va dai s6 dang hiru han

Dé xét cac van dé c6 tinh dinh tinh, ngudi ta hay can dén mot s6 tinh chét
hitu han. Mot trong nhitng khai niém quan trong nhat 14 kh&i niém vanh
Noether.

Dinh nghia 23 Mot vanh R la vanh Noether néu moi day tdang cdac idéan
cia R
LcLc---Ccl,C---

deu la day dung.

Meénh dé 24 Cho M la mot modun hiu han sinh trén mot vanh Noether R.
Khi dé, moi modun con M' C M cing déu la h@u han sinh. Ddc biét vdi
M = R, moi idéan I cia mot vanh Noether R, zem nhu R-modun, déu la
hi@u han sinh.

Trudce hét ta xét truong hgp dic biet M = R. Néu ton tai mot idean [
khong hitu han sinh, ta c6 thé xay dung duge mot day tang ma khong dirng
cac ideéan con ctia I, mau thuan véi gia thiét Noether ciia R.

Tron trudong hop tdng quat, do M 1a hitu han sinh, ton tai mot dong cau
toan anh R" — M va ta c6 thé quy vé truong hop dic biét cac modun tu
do M = R". Trudng hgp M = R" lai ¢6 vé quy vé truong hop M = R béng
qui nap.

Hau hét cac vanh giao hoan quen thuoc déu 1a vanh Noether. Mot truong
bat ky hién nhién 14 vanh Noether béi vi n6 c6 mot idéan duy nhat 1a idean



20 CHUONG 1. SO LUOC VE DAI SO GIAO HOAN

{0}. Vanh Z céc s6 nguyén ciing 1a vanh Noether. Cac vanh da thiic ciing
la vanh Noether nho vao dinh Iy co ban sau day ctia Hilbert.

Dinh ly 25 (Hilbert) Néu R la mot vanh Noether thi vanh R[x1, ..., z,]
cic da thite n bién véi hé so trong R cing la vanh Noether.

Chitng minh dinh 1y Hilbert twong d6i dai vd vuot qua khuon khd ciia
chuong nay. Ban doc ¢6 thé tham khéo trong cac sach khac dé tim hiéu cach
chting minh ciia né.

Ménh dé 26 Cho R la mot vanh Noether, I la mot idéan ctia R. Khi dé
R = R/I cing la mot vanh Noether. Cho S la mot tap nhan cia R. Khi dé
dia phuong héa SR cing la vanh Noether.

Ky hieu ¢ : R — R = R/I. Mot day tang I, C I, C --- cac idean ciia R
cho ta mot day ting I, C I, C --- cdc idéan ciia R véi I; = ¢~ (;). Do ¢
la toan cau, I; = ¢(¢~(I;)). Do R la Noether, day I; 1a day dirng, vay nén
day I; ciing phai la day dirng.

Ky hieu R = S"'Rva ¢: R — R'. Cho I} C I}, C --- 1a mot day tang
cic idean ciia R', ta c6 mot day tang I; C I, C --- cac idéan clia R v6i
I; = ¢~ (I}). D& thay I/ = S7'I;. Do I, 1a day dirng nén I/ ciing phai la day
dirng.

Dinh nghia 27 Mot R-dai so R dugc goi la c6 dang hwu han néu ton tai
mot dong cau R-dai so toan dnh v : Rz, ..., x,] — Rt mot vanh da thic
vdi hitu han bién vao R'.

Gid st R la mot vanh Noether. Theo dinh 1y Hilbert cac vanh da thic
Rlxy,...,x,] cing sé la Noether. Vay nén moi thuong R = R[zy,...,z,]/1]
ciing 14 Noether. Nhan xét thém rang idéan I bat buoc 1a hitu han sinh, cho
nén R’ phéi c6 dang

R = R[Il,...,l’n]/<f17-~7fm>

voi (f1, ..., fm) ld idéan sinh bdi cac phan ti fi,..., fi, € R.



Chuong 2

So lwoc vé 1y thuyét pham tru

Pham tri1 don gidn nhat 14 pham tri1 cac tap hgp. Nhung néu lay tap hop
clia tat cd cac tap hop, ta ¢6 thé roi vao vong ludn quan ciia 1ogic. Dé tranh
cai vong ludn quan nay, ngudi ta da dua ra khai niem tap hop "nhé" déi véi
mot v tru nao d6. Tap cac tdp hop nhé thi khong con la nho nita. Khai
niém vi tru do Grothendieck vurgt ra ngoai pham vi ciia cuén giao trinh nay
va ra ngoai tam hiéu biét cfia nguoi viét, vay nén ta sé ngam qui udc voi
nhau vé sy ton tai clia mot vii try ma trong d6 ta c¢6 thé néi dén pham tru
cac tap hop ma khong roi vao long luan quan.

2.1 Pham tru, ham ti¥ va cau xa gita cac
ham t&
Ly thuyét pham trit c¢6 ba khéi niém chinh 13 pham tru, hAm t giita hai

pham trit va cau xa gitta hai ham t.

Dinh nghia 1 Cho mdt pham tru C la cho cac d@ kién théa man cdc tinh
chat nhu sau.

1. Ta ¢6 mot tap hop Ob(C) cac vat cia C va mot tap hop Hom(C) cdc
dong cauv cia C. Ta c6 mot dnh za

s X b: Hom(C) — Ob(C) x Ob(C),

trong dé dnh wa thit nhat s : Hom(C) — Ob(C) goi la dnh za nguon va dnh
za thit hai b : Hom(C) — Ob(C) goi la dnh za

21
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dich. Vi moi A, B € Ob(C), dat Home(A, B) la tap cic dong ciu ¢ €
Hom(C) vdi nguon la A va dich la B.

2. Voi moi A € Ob(C) ta c6 mot phan ti idy € Home(A, A) goi la dong
cau don vi ctia A. Vi moi A, B,C € Ob(C) ta ¢6 mot danh za

Hom¢(A, B) x Home (B, C) — Home(A, C)

goi la phép hop thanh ky hiéu la (¢, 1)) w— 1 o ¢ théa man hai tinh chat sau :
a) cho A; € Ob(C) véi i =0,1,2,3 va cho ¢; € Home(A;—1, A;), ta co

(20 ¢1) 0 o = P2 0 (1 © ¢y),

b) cho ¢ € Home(A, B) ta ¢6 ¢ oidy = idp o ¢ = ¢.

Vi du dién hinh 13 pham trii Set ma vat 1a cac tap hop va déng cau la
cac anh xa tap hgp. Ta con c6 pham tru Ring ma vat 1a cac vanh giao hoan
va dong cau la cac dong cau vanh. Tuong tu nhu vay, v6i moi vanh R ta c6
pham tri R — Alg ma vat 1a cic R-dai s6 va dong cau la cac dong cau R-dai
sb.

Cho mot pham tru C va cho mot tap con Ob(C’) clia tap Ob(C), ta sé c¢6
mot pham trit méi C’ ma vat 1a cdc phan tit cia Ob(C’) va v6i Home (A, B) =
Home (A, B); cac dong cau don vi id4 va phép hop thanh ciing cAm sinh tir
C. Cac pham tru nhu vay goi 1a pham tri con day ctia C. Vi du nhu pham
trit cac tap hop hitu han 13 pham trii con diy ciia Set, nhung pham tri
Ring khong 13 pham tri con day ctia Set vi mot anh xa gitta hai vanh giao
hoan khong nhat thiét 13 mot dong cau vanh.

Dinh nghia 2 Cho mot ham ti F ti mot pham tra C vao mot pham tru C'
la cho cac da kién théa man cdc tinh chat nhu sau :

1. Ta c¢6 mot anh g Ob(C) — Ob(C') ky hiéu la A — FA.

2. Voi moi A, B € Ob(C) ta c¢6 mot anh za

Hom¢ (A, B) — Home/ (FA, FB)
kg hiéu la ¢ — F(¢) thoa man :

a) F(¢o) = F(¢)o F(i).
b) F(ida) = idpa.
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Vi du tam thuong nhét 1a ham tit don vi ideC — C cho ting v6i mdi vat
ctia C chinh vat iy va cho tng v6i mdi dong cau ciia C

chinh dong cau ay.

Ta con ¢6 mot ham ti hién nhien Ring — Set @ng v6i mdi vanh R 14 tap
R bd di cau tric vanh, itng vuéi moéi dong cau vanh 1a anh xa giita hai tap
hgp. Tuwong tu nhu vay v6i moi vanh R, ta ciing ¢c6 ham tit R—Alg — Ring.
Cac ham t nhu trén c6 tén chung la ham ti quen.

Ta c6 mot vi du thit vi hon nhu sau. Cho C la mot pham trin bat ky va
cho A 1a mot vat ctiia C. Ta ¢6 mot ham ti

ha:C — Set

trng v6i mdi vat B € Ob(C) 1a tap ha(B) = Home (A, B), ttng v6i mdi dong
cau ¢ : B — C la anh xa

Hom¢(A, B) — Home (A, C)
cho b6i ¢ +— ¢ o).

Dinh nghia 3 Mot ham ti F : C — C' dugc goi la chung thiy néu véi moi
A, B € Ob(C) dnh za Home (A, B) — Home (FA, FB) la don dnh. Néu dnh
za nay luon luon la song dnh thi ham ti F duge goi la ham ti day va chung
thiy.

Dinh nghia 4 Cho F, F’ la hai ham ti t pham tru C vao pham tra C'. Cho
mot cau za f: F — F' la cho mot dong cau f(A) : F(A) — F'(A) vdi moi
A € Ob(C), théa man tinh chat sau. Vi moi ¢ € Home(A, B) ta ¢6 mot so
do giao hodn :

ra Y, g

F(¢) l l F' ()

FB —— F'B
f(B)

Vi du tam thuong nhat 1a lay F' = F’. Khi d6 ta c¢6 cau xa don vi idp
cho ttng v6i mdi vat A € Ob(C) la dong cau idp(A) =idpa : FA — FA,

Dinh nghia 5 Mot ciu za ham ti f : F — F' la mot ding cau néu ton tai
f'F'— F sao cho fo f'=idp va f' o f =idp.

Mot ham ti F : C — C' la mot tuong duong pham tru néu ton tai mot
ham ti F' : C' — C sao cho F o F' ding cau vdi ham ti don viider va F' o F
ddang cau vai ide.
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Xin luwu ¥ rang trong dinh nghia tuwong dwong pham trii, ngudi ta khong
doi hdi F o F’ = ide ma chi doi hdi mot mot cai yéu hon 1a F o F' ding cau
ide. Day 13 mot trong nhitng diém khac nhau co ban gitta Iy thuyét pham
tri va 1y thuyét tap hop.

2.2 Pham tru déi

Dinh nghia 6 Cho C la mot pham tru. Pham tra doi C°PP cia C la pham
tri ma cdc vat van la cic vat ctia C nhung cic dong cdu thi bi doi chiéu co
nghia la

HomCopp (A, B) = I—IOI’IIC(B7 A)

Phép hop thanh trong C°P® la phép hop thanh trong C ma ta chi ddo thi tu
cic dong cau. Cho ¢ € Homeors (A, B) va ¢ € Homeops (B, C) thi hop thanh
Yo ¢ trong C°PP la hop thanh ¢ o trong C.

Khai niém pham trit déi qua Ia vo vi néu né khong phan anh su déi ngau
co ban gitta dai s6 va hinh hoc. Nhu ta sé thidy & chuong sau, pham tru cac
luge dd aphin c6 thé coi nhu pham trit déi clia pham trit Ring céc vanh giao
hoan. V6i moi vanh giao hoan A, phd Spec(A) c¢6 thé xem nhu vat tuong
ting voi A trong pham tru Ring®®’.

2.3 Dinh ly Yoneda

Ta di dén mot diém then chét ciia Iy thuyét pham trii. Cho C 1a mot pham
tri bat ky. Xét pham tru F(C) ma cac vat 1a cdc ham t& F : C — Set. Cho
F,F": C — Set hai vat ctia F(C) ta dat Homg() 1a tap cac cduxa f : F — F’
tit ham tit F' vao ham t& F’. Trong F(C) ta c6 cac dong cau don vi idp hién
nhién va phép hop thanh hién nhién.

Nhu ta da thiy trong cac vi du ham tit, véi moi vat A € ObC, ta c6 mot
ham t& hy : C — Set cho bdi B — Home(A, B). Néu ta ¢6 mot dong ciu
¢ : A — A thi ta c6 mot cau xa ham tit theo chiéu ngugc lai hy — hy.
That vay, v6i moi B € ObC ta c¢6 mot anh xa

Home(A', B) — Home (A, B).
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cho béi ¢ +— 1) o ¢. Dé kiém tra ring cic anh xa nay cho ta mot ciu xa ham
tit, n6i cach khac 1a kiém tra tinh giao hoan clia cac so dd c6 dang

Hom¢(A', B) —— Home(A, B)

l

Hom¢(A', B') —— Home¢(A, B')

ta diing tinh két hop ciia phép hop thanh.
Nhu vay ta ¢6 mot ham tit h : CP* — F(C).

Dinh 1y 7 (Yoneda) Ham ti h : C°°* — F(C) cho bdi A — hy zay dung
nhw & trén, la mot ham ti day va nguyén thuiy.

Ta can chitng minh ring v6i moi A, A’ € Ob(C), anh xa
h: Homc(A, A,) — Homp(c)(hA/, hA)

14 mot song anh. Trudc hét ta chitng minh n6 14 don anh. Cho ¢,¢’ €
Home(A, A"). Lay B = A’ va ¢ = ida € Home(A', A'). Ta ¢6 h(¢)(ida) = ¢
va h(¢')(ida) = ¢'. Néu h(p) = h(¢') thi it ¢ va ¢’ phai bang nhau.

Chtng minh né 1a toan anh cting twong ty nhw vay. Cho f: ha — ha la
mot cau xa ham tt bat ky. Ta dit ¢ € Home (A, A') 1a phan tit ¢ = f(ida).
Dé& dang kiém tra dugc 1a h(¢) = f.

Dinh nghia 8 Mot ham ti F : C — Set dugc goi la biéu dién duoc néu ton
tai mot vat A € ObC va mot ding cau ham té f : hy — F.

Cap (4, f) 6 trong dinh nghia trén khong nhat thiét 1a duy nhét, nhung
néu ton tai mot cap (A’, f') thi f~1f 14 mot ding cau gitta Y(A4) — Y(A).
Theo dinh 1y Yoneda, ham tit A 1a mot ham ti& day va chung thuy cho nén
déng cau f~'f' : hy — hy xéc dinh duy nhit mot ding cau ¢ : A — A’ sao
cho h(¢) = f~1f’. Vay ta c6 thé néi la néu ham tit F : C — Set 1a biéu dién
duge, thi cai cap (A, f) biéu dién n6 1a duy nhdt véi sai khdac la mot ding
cau duy nhat.

D@ tiét kiem ky hiéu thi ngudi ta thuong 16 di f ma chi néi ring F biéu
dién duge bdi A trong d6 A duge xac dinh v6i sai khac 1a mot dang ciu duy
nhat, dit nhu thé khong dugce chinh xéc 13m.
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2.4 Vi du ham t& biéu dién duvoc

Xét ham tit A' : Ring — Set cho ting v6i mdi vanh giao hoan R 1a tap hop
R bi tudc mat cau tric vanh.

Ham t& nay biéu dién duoc bdi vanh Z[t] cac da thtc v6i mot bién t.
That vay, mot dong ciu vanh ¢ : Z[t] — R dugc xac dinh duy nhat bdi 4nh
¢(t) € R vay nén ta c¢6 mot ding cu ham tit hy — F v6i A = Z[t]. O
day A! khong han 13 vanh Z[t], ma chinh xac hon la vat Gng v6i vanh nay
trong pham trii Ring®” nhiing vao trong F(Ring). Vay nén ta c6 thé viét
A' ~ Spec(Z[t]).

Tuong ty, v6i mdi vanh giao hoan R ham tit F': R — Alg — Set cho
ting v6i mdi R-dai s6 R/, tap R/, c6 thé biéu dién dugc béi vanh R[t]. Ta
goi ham tit nay 1a duong thang aphin trén R, ky hieu la AL ~ Spec(R][t]).

Xét ham tt G,, : Ring — Set cho ting v6i méi vanh R tap R* cac phan
t& kha nghich ctia R. Ta c6 thé kiém tra dé& dang kiém tra 13 ham t& nay c6
thé biéu dién dugc boi vanh Z[z,y]/(xy — 1).

That vay, mot dong cau ¢ : Z[x,y|/{xy—1) — R hoan toan dugc xac dinh
bdi a&nh a = ¢(x) vad 8 = ¢(y), v6i @ va B 1a hai phan tit trong R théa man
a3 = 1. Vi thé phan tit a 13 mot phan t& kha nghich ctia R va trong trudng
hop nay « ciing xac dinh luon 5. Vay nén G, ~ Spec(Z[z,y|/{zy — 1)).

Neéu mot vi du tha vi khac la ham tit p, : Ring — Set véin € N. N6
cho ing v6i moi vanh R tap hop cac can bac n ciia don vi

pn(R) ={x € R| 2" =1}.
Céc phan tit clia p,(R) tuong tng 1-1 v6i cac dong cau vanh
Zlz]/{(z" — 1) — R.

Vay nén p, = Spec(Z[z]/(z" — 1)).

2.5 Gidi han quy nap va giéi han xa anh

Cho mot tap sap thit tu bo phan J.

Cho mot hé qui nap trong pham tru tap hop véi tap chi s6 J la cho
cac dit kien nhu sau. V6i méi phan tit j € J, ta cho mot tap hgp S; ; voi
mot cap ¢ < j trong J ta cho mot anh xa sj : S; — S§; sao cho s;; = 1 va
Skj © 8ji = Sk voimoi 1 < j < k.
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Cho mot hé xa anh trong pham tru tap hop véi tap chi sé6 J 1a cho cac
dit kien nhu sau. V6i mdi phan t& j € J, ta cho mot tap hop S; ; v6i
mot cap ¢ < j trong J ta cho mot anh xa s;; : S; — S; sao cho s;; =1 va
5i5 0 Sjp = S, vOimoi 1 < j < k.

Ta ciing c¢6 thé coi J 13 mot pham tri v6i cic vat 1a phan tit ciia J, véi
Hom (4, j) 1a tap v6i duy nhat mot phan tit hay 1a tap réng tuy theo ¢ < j
hay khong. Nguoc lai néu ta c6 mot pham trit sao cho tap cac dong cau giita
hai vat chi c6 khong hodic mot phan tit, khi d6 tap cac vat c6 mot quan heé
thit ty : ¢ < j khi va chi khi Hom 7 (7, j) khéac rong. Khi d6 mot hé quy nap
cac tap hop la mot ham t tt J vao Set.

Dinh nghia 9 Vgi mot pham tru C bat ki, mot hé quy nap trong C vdi chi
56 trong J la mot ham ti S tw J vao C. Tuong tw nhu vay hé za dnh trong
mot pham tra C bat ky vdi chi s6 trong J la mot ham ti& S tw J vao COPP.

Gi6i han quy nap ciia mot hé quy nap trong C 1la mot vat C clia C cung
v6i cac dong cau ¢; : S; — C sao cho vudi moi i < j, ta ¢6 ¢; = ¢j 0 sj; sao
cho v6i moi (C'; (¢})jes) thod man cing mot tinh chat nhu (C, (¢;)jes), ton
tai duy nhat mot dong cau b: C' — C’ sao cho ¢} = bo ¢;, néi cach khac 1a
cap (C, (¢j)jeq) la cip phd dung cho tinh chat nay.

Gi6i han xa &dnh ctia mot hé xa anh trong C 1la mot vat C' cung vGi céc
dong cdu ¢; : C — S sao cho ¢; = s;; 0 ¢; v6i moi ¢ < j va sao cho cip
(C,(¢j)jer) 1a cdp pho dung.

B6 dé 10 Moi hé quy nap (hay za dnh) véi gid tri trong trong pham tru tap
hop Set déu cé gidi han quy nap (hay za dnh). Cho C la mot pham tru bat
ky. Khdng dinh trén vin con ding vdi pham tra cic ham ti t C vao Set.

Khéng dinh thit hai suy ra dugc tir khing dinh thi nhat. Ta lay giéi han
quy nap (ho#ic xa &nh) ciia ho ham tit F; : C — Set bang cach 1ay giéi han
qui nap (hoac xa anh) cho ho tap hop F;(C) cho ting doi tugng C' € ob(C).

Cho mot hé quy nap (5}, sj;) trong Set. Ta xay dung giéi han quy nap
clia n6 nhu sau : tap C la tap cac 16p tuong duong cap cip (j,z) véij € J
va z € S;, theo quan hée twong duong (j,z) ~ (j/,2') néu ton tai ¢ 16n hon
cd j va j' sao cho s;;(z) = s;(2’) ; v6imoi j € J, anh xa ¢; : S; — C la
dnh xa gan v6i moi phan t&t x € S; 16p tuong duong ctia (4, x).

Cho mot hé xa anh (S}, s;;) trong Set. Ta xay dung gidi han xa anh clia
n6 nhu sau : tap C la tap cac day (z;)jey v6i x; € S; thod man s;;(x;) = x;
v6i moi 7 < j. Tap hop C la gi6i han xa dnh ta can. O
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Ta xem xét hai vi du sau. Tht nhat 13 hé xa d&nh bao gdom ba tap hop
X,Y,Zvahaianhxa f:Y — X vag:Z — X. Gi6i han xa dnh cia hé
nay la tich phan thé

Y Xx A

tap cac cap (y,z) v6iy € Y vi z € Z sao cho f(y) = g(2). Trong truong
hop X c¢6 diing mot phan tit, tich phan thg 13 tich Descartes. Ta c6 thé coi
tich theo thé nhu mot tich Descartes phu thuoc mot bién z € X.

Vi du thit hai 1a hé qui nap bao gom ba tap hop X,Y, Z va hai 4nh xa
f: X —=Yvag:X — Z. Gi6i han qui nap ctia hé nay la tap

Y+x 2

thuwong ctia hop roi Y| | Z clia Y va Z chia cho quan hé tuong duong sinh
b&i y ~ z néu ton tai x € X sao cho y = f(x) vd z = g(y). Ta c6 thé hinh
dung Y 4+x Z nhu la ddn Y va Z theo X. Phép toan nay ducgc goi 1a téng
hén hop. Nguoi doc cling nén chi § 1a ki hiéu tong hén hop YV +x Z ding
& day khong phai 1a mot ky hiéu phd bién nhu ky hiéu tich phan thé Y x x Z.

Mot truong hop dac biét ciia téng hén hop 1a phép dan. Cho hai tap
hop X,Y va hai anh xa f1,g2 : X — Y. Du kién nhu vay goi la mot quan
hé tuong duong trén Y néu quan hé hai ngoi

Y1 ~ Yo < Jx € X sao cho y; = fi(z) va yo = f(x2)

12 mot quan hé tuong duong. Khi d6 téng hén hop ¥V +x Y goi la dan Y
the quan hé tuong duong X.

2.6 Tich theo tho

Cho ba tap hop X,Y,Z va hai énhxa f:Y — X vag: Z — X, ta da dinh
nghia tich theo thé ctia Y va Z trén X nhu sau

YxxZ={(y,2) €Y xZ| f(y) =9g(2)}.

Cho mot pham tri C bat ky. Ta c¢6 thé mé rong khai niem tich theo thé ra
pham tru F(C) cac ham tit F': C — Set nhu sau.

Cho X,Y, Z la ba ham t& tit mot pham tri1 C vao Set. Cho hai cau xa
ham ta f: X — Y vag:Z — X. Ham ti tich theo thé Y xx Z cho tng
v6i moi vat A cia C, tap hop

Y(A) XX(A) Z(A)
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Khai niém tich theo thé cho ta mot ngon ngit mém déo, duge sit dung kha
uyén chuyén trong hinh hoc dai s6. Mot mat, ta ¢6 thé hinh dung né mot
cach rat tryc quan nhu trén nhu tich theo thd trong pham tru tap hop.
Mot mat khéc, n6 tuong duong v6i khai niém tich tenxo trong dai s6 giao
ho4dnnén ciing kha thuan lgi vé phuong dién tinh toén.

Meénh dé 11 Cho A, B,C la cic vanh giao hodn va cho ¢ : A — B wva
Y : A — C la cic dong cau vanh. Ddt hg : hg — ha va hy : he — ha la
cdc la cic dong cau ham ti tuong ing. Khi dé ta c6 mot ding cau chudn tdc
gita tich theo tho

hB Xha hC ~ hB®AC-

Cho R 1a mot vanh giao hodan. Cho hai phan tit z € hg(R) va y € ho(R)
cdm sinh ra cing mot phan tit cia ha(R) tuwong duong v6i viec cho mot
A-dai s6 R va hai dong cAu A-dais6é 2 : B — Rvay: C — R. Nhu ta da
thay trong muc vé tich tenxo, cho z,y nhu vay tuong duong vé6i viéc cho
mot dong cau A-dai sé6 1 ®y : B®4 C — R. Nhu vay ta c6 mot ding cau
gitta hai ham t

hB Xha hC’ — hB®AC’
va ménh dé duge chitng minh. O

Nhu vay khai niém tich phan thé trén ham ti Ring — Set khong lam
ta vugt ra khéi 4&nh Yoneda clia pham trit doi clia pham trit Ring. Nhu ta
sé thiy & cic chuong sau, phép dan hay téng hén hgp vuot ra ngoai khuon
khé nay. D6 13 buée chuyén tir luge dd aphin sang luge dd tdng quat.
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Chuong 3

So lwoc vé dai sé6 dong diéu

3.1 Pham tru cac modun trén mot vanh

Cho A 13 mot vanh giao hoan. Pham tru A-Mod cac A-modun c¢6 mot s6
tinh chat dac biet. Voi moi M, N € Ob(A-Mod) 1a hai A-modun tap céc
dong cau

Hom , \1oq (M, N)

12 mot nhom abel. That vay ta c6 thé cong hai ddng ciu A-modun f,g :
M — N dé dugc mot dong cau f + g : M — N va v6i moi dong cau modun
f:M — N tacodong cau déi —f : M — N. Tat nhien 1a Hom ,_yjoq(M, N)
con c6 ca cau tric A-modun nita, nhung trong thyc té ta it quan tam dén
cau tric bd sung nay.
V6i moi dong cau f : M — N ta c6 hach, déi hach, d4nh, déi 4nh 13 cac

vat khac cia A-Mod. Hach

ker(f) =ker[f : M — N] € Ob(A-Mod)
Ia tap cac phan t& m € M sao cho f(m) = 0 la mot A-modun. Anh

im(f) = im[f : M — N] € Ob(A-Mod)
1 tap cac phan t&t n € N sao cho ton tai m € M v6i f(m) = n ciing 1a mot
A-modun. D6i hach 13 modun thuong

coker(f) = N/im(f)
con d6i &nh 14 modun thuwong

coim(f) = M /ker(f).

31
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Ta c¢6 mot s6 tinh chat hién nhién ciia hach, déi hach, dnh va d6i dnh.
Meénh dé 1 (Hach-déi hach) Cho f: M — N la mot dong cau A-modun.
1. Vdi moi cap (P,g) vdi P € Ob(A-Mod) va g € Hom(P, M) sao cho
fog=0 ton tai duy nhat ¢ € Hom(P,ker(f)) sao cho g = 1o g vdi
v ker(f) — M la nhing hién nhién ker(f) vao M.

2. Véi moi cap (P,g) véi P € Ob(A-Mod) va g € Hom(N, P) sao cho
go f =0, ton tai duy nhat g' : coker(f) — P sao cho g = g’ o7 vdi
7 : N — coker(f) la dong cau thuong hién nhien.

Cho mot dong cau g : P — M sao cho fog =0, v6i moi p € P, g(p)
nam trong hach cfia f vay nén ¢ phan tich mot cdch duy nhat qua hach ciia
f. Cho mot dong cau g : N — P sao cho go f = 0, hai phan tit n,n’ € N
sao cho n —n’ € im(f) ta ¢6 g(n) = g(n’). Vay nén g phan tich mot cach
duy nhat qua coker(f). O
Ménh dé 2 (Anh-ddi 4nh) Vi moi f € Hom, \joq(M,N) ta c6 mot
dong cau chuan tdc

coim(f) — im(f)
la ding cau.
Ménh dé 3 (Tong truc tiép) Vdi moi A-modun M, N tong truc tiép M@
N dugc trang bi cic cau za

oy MEN—->Nwvany : M&N — N
ity M —->M&N viity: N—>M®N
thoa man myr oty = 1y, Ty oy = 1y va
tyyomy Hinomn = lygn.
Pham tri cic modun trén mot vanh A con ¢6 mot s6 tinh chat dic biét
déi v6i ham t& Hom va ham t& ®. Ta néi mot day
0—M-Lopm—2 M 0
1a day khép A-modun, néu nhu M’ — M 1a don anh, M — M” la toan
anh va
im(f) = ker(g).

Day trén chi 1a khép trai néu ta bé di diéu kien M — M" toan anh, chi 1a
khép phai néu ta bd di diéu kien M’ — M don anh.
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Ménh dé 4 (Hom khép trai) 1. Day0 — M’ — M — M trong A-Mod
la khop trai khi va chi khi vdi moi A-modun N, day
0 — Hom(N, M") — Hom(N, M) — Hom(N, M")
la day khop trdi trong Ab.

2. Diy M' — M — M — 0 trong A-Mod la khép phdi khi va chi khi vdi
moi A-modun N, day

0 — Hom(M", N) — Hom(M, N) — Hom(M', N)
la day khop trdi trong Ab.

Mot dong cau o/ : N — M’ xac dinh hién nhién mot dong cau a : N —
M, va a = 0 khi va chi khi o = 0. Vay nén Hom(N, M) — Hom(N, M) la
don anh.

Mot dong cau o : N — M xéac dinh mot dong cau o’ : N — M. o
bang khong khi va chf khi &nh ciia @ nam trong ker[M — M"] = M’ vay nén
o = 0 khi va chi khi o cAm sinh tit o : N — M’. Vay nén day thit nhat 1a
khép trai.

Day tht hai khép trai cing chtng minh tuong tu. U

Meénh dé 5 (® khép phai) Cho mot day khép phdi A-modun M' — M —
M" — 0. Khi dé vdi moi A-modun N, ta cé day khdp phdai

M/®AN—>M®AN—>M”®AN—>O.

Theo ménh dé Hom khép trai, ta chi can chitng minh ring v6i moi A-
modun P, day

0 — Hom(M" ®4 N, P) — Hom(M ®4 N, P) — Hom(M ®4 N, P)
la kh6p trai. Theo dinh nghia clia ®, ta c6
Hom(M 4 N, P) = Bil(M x N, P)
v6i Bil(M x N, P) la tap cdc anh xa song tuyén tinh M x N — P. Day
0 — Bil(M" x N, P) — Bil(M x N, P) — Bil(M’ x N, P)

hién nhién 13 khép. U
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3.2 Pham tru abel

Pham tri1t abel 1a cAc pham trit ¢6 ciu triic mo phdng cau tric cfia pham trit
cac modun trén mot vanh giao hoan.

Dinh nghia 6 Pham tru Abel lad mat pham tra A duogc trang bi thém cdc
cau tric sau

1.

Véi moi vat M, N € Ob(A), Homy (M, N) dugc cho mot ciu tric nhém
Abel. sao cho vdi moi vat M, N, P cia A, danh xa hop thanh

Hom4 (M, N) x Hom4(N, P) — Hom 4 (M, P)
la anh Ta song tuyén tinh.

V6i moi dnh za f : M — N, ta cho mot vit ker(f) cung vdi mot dong
cau v : ker(f) — M théa man f ot =0 va pho dung doi vdi tinh chit
nay nhw trong ménh dé hach-doi hach.

V6i moi anh za f : M — N ta cho mot vat coker(f) cung vdi mot dong
ciu m : N — coker(f) théa man 7o f = 0 va pho dung doi véi tinh
chat nay nhu trong ménh dé hach-doi hach.

nhu trén, dat coim(f) = coker(t) va im(f) = ker(w). Khi dé, dong
cau chudn tdc coim(f) — im(f)
dnh-doi danh.

Ton tai tong truc tiep M @ N tic la mot vat cia A cing vdi cic dong
cdu Ty, TN VA Ly, Ly nhu trong ménh dé tong truc tiép. Ton tai mot
vat 0 trong A théa man cdac tinh chat hién nhién.

Ta can phan tich k¥ lai nam tién dé ctia pham tri Abel.

1. Tien dé 1 c6 thé dién dat mot cach khac nhu sau : v6i moi M € Ob(A),

ham ti

P — Hom (M, P)
132 mot ham t& tr pham tru A vao pham trit Ab cac nhém Abel. Mot
vat M la bang khong néu nhu ham t& lien két A — Ab 1a ham t&
khong.
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2. Tien dé 2 n6i 1a v6i moi dong cau f: M — N, ham ti
P+ ker[Homu(P, M)~ "=Hom(P, N)]
bidu dién duge bang mot vat ky hiéu 1a ker(f) : ta c6
Hom(P, ker(f)) = ker[Hom (P, M)-=>Hom 4(P, N)]
V61 idker() tuong tng v6i nhing hach ¢ : ker(f) — M sao cho for =0
va ¢ ¢6 tich chat phd dung.
Theo ménh dé Hom khép tréi, ker theo nghia ham tit nhu & trén, trung
vGi ker theo nghia thong thuong trong truong hop pham tru A-Mod.
3. Tien dé 3 noi la v6i moi dong cau f: M — N, ham ti
P+ ker[Homu(N, P)—="L-Hom4 (M, P)]
bidu dién dugc bing mot vat ky hieu 1a coker(f). Vat nay dugce trang
bi mot dong cau 7w : N — coker(f) goi 1a phép chiéu xudéng dbi hach.

Theo ménh dé Hom khGp trai, coker theo nghia ham t&t nhu & trén,
trung v6i coker theo nghia thong thuong trong truong hop pham tru
A-Mod.

4. Ta can ban ky lai xem dong cAu chuan tic coim(f) — im(f) la dong
cau nao ? Vi hgp thanh

MLNLcoker(f)

1a bang khong cho nén f phan tich qua im(f) := ker(w). Ta c6 mot
ddng cau chuan tac f': M — im(f) sao cho f: M — N phan tich qua
n6 f =1 o f voi i : ker(t) — N la phép nhing ciia hach ctia 7. Xét
dong cau nhém Abel

I

Hom(ker(f), ker(pi)) —=>Hom.4 (ker(f), N

dinh nghia bing cach hgp thanh v6i /. Theo dinh ngha ctia ker(m)
nhuu déi twgng bidu dién ham tit P — ker[Hom 4 (P, M)—=—Hom4(P, N)],
dong cau ké trén nhat thiét 12 don anh. Vi f ot = 0 cho nén ta suy ra

flov:ker(f) = M — N
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la bang khong. Theo tinh phd dung cia coker(:), ta thay f' : M —
im(f), ta c6 mot dong cau chudn tac

coim(f) — im(f).

Tien dé cubi ciing ciia pham trit Abel néi 1a dong cau nay phai la dng
cau. Dong cau coim(f) — im(f) 1a mot dong cau voi ker va coker bang
khong. Vi vay tien dé 4 twong duong v6i doi héi moi f: M — N véi
ker va coker bing khong, f c¢6 thé nghich dio duge.

5. Cho M, N € Ob(A). Xét hai ham t{t, mot hiép bién, mot nghich bién
S1: P — Homy (P, M) @ Homy (P, N)

Sy P — Homy (M, P) @ Homy (N, P)

Su ton tai ctia vat M @ N cung cac dong cau mys, Ty, Ly VA oy nhu
trong ménh dé téng truc tiép twong duong véi viee ton tai mot vat
M @ N va cac ding cau ham tir

S1(P) ~ Homy (P, M & N)

Sy(P) ~ Homyu(M & N, P)

théa man cac tinh chat hién nhién khi ta 1y P = M, N hay M & N.
phan tich ky thém

Ménh dé 7 Véi moi vanh giao hodin A, pham tri. A-Mod cic A-modun la
mot pham tru abel.

Hau hét nhitng gi ta c6 thé 1am trén pham trii modun ta déu c6 thé lam
trén mot pham tru abel bat ky : vi du nhu 1y hach, déi hach, 4nh, d6i 4nh
va tong tru tiép. Cai ta khong duge lam trong mot pham tru bat ky 13 1ay
mot phan tit trong mot vat vi diéu nay khong c6 nghia. Tuy nhién, thay
vi viée ldy mot phan t& trong mot vat M, ta c6 thé liy mot phan tit clia
Hom(P, M) v6i P bién thien. Day la cdch ta da dung dé dinh nghia hach
va dbi hach trong mot pham trit abel tritu tuwgng. Day ciing 13 mot phuong
phap dé chuyén céc chitng minh trong cic pham trii cu thé nhu pham tru
Ab hay A-Mod sang cac pham tru abel triu tuwgng.

Vi du co ban cac pham tru Abel ma khong phai 1a pham tru cac médun
trén mot vanh la vi du pham tru cac b6 nhém Abel va b6 cac modun trén
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mot khong gia topo hay trén mot luge do. Diéu nay khong c¢6 gi dang ngac
nhién vi ngay khai niém pham tri1 Abel ciing dugc dua ra chtt yéu dé hinh
thitc hoa cac tinh chat chung nhat gitta pham tru cac nhom Abel va pham
tru cdc bé cac nhém Abel trén mot khong gian topo. Ching ta sé quay lai
nghién cttu ky cang cac b & phan sau cia sach.

Nhu vay ta phai gic lai sau cic vi du thd vi nhat clia pham tru abel dé
chd mot s6 chuan bi vé topo. Ta két thic muc nay bing mot vi du hoi ky
cuc.

Cho A la mot pham tru abel. Khi d6 pham tru déi A°PP ciing 13 mot
pham tru abel. That vay

Hoonpp(M, N) = HOH].A(N, M)
nén c6 thé dwge trang bi cling mot ciu tric nhém abel. V&i moi foPP €
Hom gope (N, M) tuwong tng v6i f € Homyu (M, N), hach ctia f°PP trong A°PP
13 d6i hach cia f trong A
ker(f°PP) = coker(f).

Nhu vay pham trit déi ciia pham trit Ab cfing 13 mot pham trii abel nhung
qua la khong dé hinh dung cho lam.

3.3 Day khép va ham t& khép
Cho A la mot pham tru Abel, M, N € Ob(A) va f € Hom4(M, N). Ta néi

f 1a don &nh néu nhu ker(f) = 0 va f la toan anh néu nhu coker(f) = 0.
Theo dinh nghia cfia ker v coker ta thay

e f1a don a4nh néu nhu v6i moi P € Ob(A), 4nh xa
Hom (P, M) — Homu(P, N)
la don anh.
e [ 1a toan dnh néu nhu v6i moi P € Ob(A), anh xa
Hom (N, P) — Hom (M, P)

13 don anh.
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Dinh nghia 8 Cho mot day khép ngan trong A la cho
0—M—1oN—2P 0

vdi M,N,P € Ob(A), f € Homs(M,N) va g € Homy(N, P) sao cho f la
don anh, g la toan anh va

im(f) = ker(g).

Day trén goi la khép trai néu ta b di diéu kien g toan dnh ; goi lo khé'p
phai néu ta b6 di diéu kien f don dnh.

Khai niem giay khép ngin tuong duong véi khai niém modun con va
modun thuong trong pham tri1 cac modun trén mot vanh, vi vay né la mot
khai niém mau chdt trong viéc mo ta cau triic noi tai ciia mot pham trin

Abel.

Dinh nghia 9 Cho A va B la hai pham tri Abel. Khi ta néi dén ham ti
pham tru abel to A vao B ta hiéu la mot ham té F : A — B sao cho

e vdi moi M, N € Ob(A), dnh za
Hom (M, N) — Homg(F (M), F(N))
la mot dong cdu nhém abel.
e F bdo toan tong truc tiép F(M & N) = F(M) @ F(N).
F goi la khép néu né bién day khép ngdn thanh day khdp ngdn, goi la khép
trdi néu né bién day khop trai thanh day khop trdi, goi la khop phdi néu né
bién day khop phdi thanh day khdop phdi.

Nhu ta da nhan manh trong chuong trudc, vi du co ban nhat ctia ham
t@ 14 cac ham t& Hom. D&i v6i cac pham trit Abel, cac ham t& Hom déu
kh6p trai. Vay nén cdc ham t@ ta hay gip nhat 1a cac ham tit khop trai.

Ménh dé 10 Cho A la mot pham tri abel va P € Ob(A) la mot vat bat ky
cia A. Khi dé ham ti
M — Homy (P, M)

la mot ham tid khdp traa.
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Cho mot day khép trai
0 — My—L"o L 0y
1& cho My = ker(f1). Theo dinh nghia cia vat ker(f1), v6i moi P € Ob(A)
Hom 4 (P, ker(f1)) = ker[Hom4(P, Ml)LHomA(P, My)].
Vay nén ham tit M — Hom (P, M) 1a ham tit khop tréi. U

Thuong thi ham t& M — Hom(P, M) chi khép trdi chit khong khép
phai. Vi du don gia nhat 1a v6i pham tri Ab cac nhom Abel va P = Z/nZ.
Xét day khép ngan

0— 257 — Z/nZ — 0.

Ap dung ham tit Hom(Z/nZ, ) vao day khép ndy ta c6 day
0 — Hom(Z/nZ,Z) — Hom(Z/nZ,Z) — Hom(Z/nZ,Z/n7Z)

chi khép trai chit khong khép phai béi vi Hom(Z/nZ,7Z) = 0 va trong khi
d6 thi Hom(Z/nZ,7Z/nZ) = Z/nZ.

Dinh nghia 11 Vit P ciia pham tra abel A goi la vat xa dnh néu nhu ham
tu
M — Homy (M, P)

la ham tid khdp, trdai va phdi. Vit P € Ob(A) goi la noi xa néu nhu ham ti
nghich bién M +— Hom(M, P) la ham ti khdp tu A°PP — Ab.

Xét truong hop A = Ab la pham tru cac nhéom abel. Khi d6 Z la mot
vat xa dnh. That vay, v6i moi nhém abel M, ta ¢6 M = Hom(Z, M), vi thé
nén hién nhién ham t& M — Hom(Z, M) 13 ham tit khép. Tuong tu nhu
vay trong pham tru cic A-modun, vay A xem nhu A-modun la vat xa anh.
Ta dé dang kiém tra ring tong truc tiép ciia hai vat xa dnh van 13 xa anh,
va hang tit truc tiép ciia mot vat xa dnh van la xa anh cho nén ta c6 :

Meénh dé 12 Cho M la mot A-modun la hang t truc tiép clia mot A-modun
tu do, tic la sao cho ton tai M' sao cho M @ M' ~ A®", n c6 thé la vo han.
Khi dé M la mot vat za dnh cia pham tra A-Mod. Nguoc lai moi vat za dnh
la hang ti truc tiép ciia mot modun tu do.
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Vi 1a ta khong hinh dung dugce 1a pham tru déi cia Ab 1 nhu thé nao
nén viéc xac dinh cac vat noi xala viec khé hon nhiéu.

Meénh dé 13 Trong pham tru Ab cdc nhom abel, Z khong phdi la vat noi
zanhung tdp cdc s6 hau ti Q la mot vat noi za.

Lai xét day khép ngan
0— Z—"57 — Z/nZ — 0.
Ap dung ham tit Hom(_,Z) vao day khép nay ta c6 day
0 — Hom(Z/nZ,7) — Hom(Z, Z)—"+Hom(Z,Z) — 0

la khép trai cht khong khép phai. Vay nén Z khong phéi la vat ndi xa.

Dé chitng ming ring Q 1 vat noi xata can chitng minh ring v6i moi
dong cau don anh M — N giita hai nhém abel M, N, moi dong cAu nhém
iv : M — Q, ¢6 thé kéo dai thainh mot ddng cau nhém iy : N — Q. Dé don
gidn ky hiéu ta c6 thé gid sit 1 M vad N la cac nhém abel dang hitu han.
Dung dinh 1§ mé t cdc nhém abel dang hitu han, ta c6 thé dua vé truong
hop M =Z, N =Z va M — N la dong cau z — xn. Cho iy : M — Q 1a
cho mot s6 hitu tf ¢y;. Mudn théc trién iy, thanh mot dong cAu iy : N — Q
ta can mot s6 hitu ti gx sao cho ¢y = ngy. Vi gy € Q théa man tinh chat
nay luon ton tai cho nén Q 1a mot vat noi xa. Tuong tu nhu vay Q/Z ciing
14 vat noi xacta Ab. O

Vidu co ban ctia ham tit khép phai la ham t tich tenxo v6i mot modun
cho truée. Nhic lai ménh dé ® khép phai. Cho P 1a mot A-modun. Ham
tt M — M ®4 P la mot ham tit khép phéi tit pham tru cac A-modun vao
chinh n6. Néu B la mot A-dai s6 thi ham tt M — M ® B 1a mot ham ti
khGp phai tir pham tru cac A-modun vao pham tru cac B-modun.

Dinh nghia 14 Mot A-modun P duoc goi lo phing néu nhu ham ti M —
M @, P la him ti Ehdp.

3.4 Phic, phitc gidi va ham t& dan xuat

Cho A 1a mot pham tru abel. Mot phite M* trong A 1a

LM e B
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v6i M € Ob(A) va d; € Hom4(M*, M) sao cho d;, 1 o d; = 0. Phitc M*®
goi 1a phitc khép néu nhu v6i moi i ta c6
im(d;) = ker(d;11).
Cho M* 13 mot phitc trong A. Dbi dong diéu ctia M*® 1 cac vat
H'(M?*) = ker(d;) /im(d;_1).
Phttc M* 1a kh6p khi va chi khi H(M*®) = 0 v6i moi i € Z.
Cho hai phitc M*® va N*® trong A. Mot dong cau phitic
f*:M*— N*®
12 mot ho f* € Hom4(M?, N?) sao cho ta c6 cic bidu dd giao hodn

aM

M'L’ Mi+1

fil J{ fir1

N’L’ NiJrl
ax

Cau ca phitc f*: M* — N*® cidm sinh ra cac dong cau
ker(d') — ker(dY) va im(d}’,) — im(dY )
cho nén n6é cdm sinh mot dong cau
H'(f*) « H'(M*) — H'(N®).

Meénh dé 15 Néu ta cho vdi moéii € Z mot dong ciu h* : M* — N7, va
ta lay

flr=di_1oh'+h* od,
thi ho f* la mot dong cau phic. Dong cau phic zay dung nhu trén cdm sinh
ra cdc dong ciu H'(f*) = 0. Cédc dong cau phic f* zay dung nhu trén goi la
dong luan.

Dinh nghia 16 Pham tru C(A) la pham tra vdi vat la cac phic trong A va
vdi tap cic dong cau Homeay(M®, N®) la nhom cic dong ciu phic tuw M*
vao N°® chia cho nhém cic dong luan. Pham tri C(A) goi la pham tru cac
phttc v6i sai khac don luan.

Ta ky hiéu C1(A) la pham tri con day cia C(A)
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Cac vat noi xacé mot vi tri dac biet trong cac pham tri1 abel. D& nghién
citu cac ham tit kh6p trai, nguoi ta thuuwong phai thay mot vat bang cai goi
1a gidi noi xa. Cho mot vat M € Ob(A). Giai ndi xa clia M 1a mot phic
].

0= 0
v6i cac thanh phan I’ 1a cic vat noi xava sao cho HY(I*) = 0 v6i moi i # 0,
v6i i = 0, ta ¢c6 mot ddng cau cho trude

HO(M®) ~ M
Dinh nghia 17 Mot pham tra abel A duogc goi la di noi zanéu véi moi vat
M trong A ton tai mot vat noi zal cung véi mot dong cau
f-M—1

vdi ker(f) = 0.

Dinh 1y 18 Cho A la mot pham tra di noi xa. Khi dé moi vat M cia A
déu c6 gidi noi va. Hai gidi noi zabat ky I°® va J* cia M c6 mot ding cau

g:1*~J*
cam sinh ra ding cau don vi 15, : HO(I®) — H°(J*®). Hon nita, hai ding ciu

nhw vay sai khdc nhau mot dong luan vay nén ding cau la duy nhat trong
pham tru C1(A). Hon nia, ta c6 mot ham ti

R: .A—> C[(A)

ing vdi moi vat trong A gidi noi zactia né trong pham tri cac phic don dnh
vdi sai khac dong luan.

Cho 0 — M — M — M" — 0 la mot dat khép ngin ¢ trong A. Khi dé
ton tai cac gidi don dnh I'*, I° va I"* cia M', M va M" cing véi cic ciu za
phatc I'* — I* — I"*, ciam sinh ra day khép da cho M' — M — M" trén HO,
va sao voi moi 1 € N, day

01" =TI —1" -0

la khdp.
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Ban doc c¢6 thé xem chttng minh trong [Cartan-Eilenberg, V 1.1 va 2.2].
G do cac tac gia xét cac gidi xa anh trong pham tri modun nhung cach
chttng minh trong truong hop gidi noi xatrong mot pham tru abel bat ky
cing khong c6 gi khac.

Bay gio, ta c¢6 thé xay dung cac ham tit dan xuit nhu sau. Cho A vi
B 13 hai pham tru abel va gid thiét rang pham tru A c6 di noi xa. Cho
F: A — Blamot ham tt kh6p trai. Khi d6 ta xay dung cac ham ti dan
xuat ciia F theo cac buée nhu sau. Cho M 1a mot déi tuong ciia A

1. 1y I* = R(M) la mot ddi tugng clia pham tra C;(A) cac phitc don
dnh voi sai khac dong luan,

2. 1y F(I*) la phic
e s F(I% — F(IY) — - -
1a mot dbi twong clia pham tru C(B),
3. lay d6i dong diéu H'(F(I°*) va goi chiing la cac ham tit dan xuat
R'F(M) := H(F(I*))
véimoii=0,1,...
Cach xay dung trén ap dung dugc cho ca cac dong cau trong A vi M — R(M)
134 mot ham ti&. Tinh chit co ban nhat ciia cac ham t& dan xudt 1a ta c6
mot day khop dai.
Dinh 1y 19 Cho F : A — B mot ham ti khdp trdai t& mot pham tra abel di
noi zaA vao mot pham tra abel B. Goi R'F la cic ham ti dan zudt cia F.
Khi dé voi moi dayv khép ngan trong A
0—-M —-M-—M"—0
ta c6 mot day khdp dai trong B

0— F(M)— FM)— FM") - R'F(M") — R'F(M) — - -
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Ta thay thé day khép 0 — M’ — M — M” — 0 bang cac day khép
0—=I"—1"—=1" -0

clia gidi noi xa. Vi la I'" 1a vat noi xa, sau khi 4p dung ham t& F, ta van
con cac day khép ngin

0— FI"")— F(I*) — F(I") —0.
Tu day khop ngan gitta cac phiic, ta suy ra day khép dai cac déi dong didu

0 — HY(F(I")) — H(F(I°) — H(F(I")) — H(F(I")) — -

va suy ra diéu phai chitng minh.



Phan II

Lwoc do
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Ta ¢6 thé quan niém luge do theo hai cach rat khac nhau. N6 co thé
xem nhu mot ham t tit pham tru cac vanh giao hoan vao pham tru cac tap
hop. Vi du nhu néu ta ¢6 mot hé phuong trinh dai s6, ta c6 thé xét tap céc
nghiém ctia hé ndy trong mot vanh giao hoan bién thién. N6 cing c6 thé
xem nhu mot khong gian topo dugc trang bi thém mot cau tric bao gom
tat ca cac ham dai s6 xac dinh trén mot tap mé dt nhé. Tap ciac ham dai s6
trén tap ma bién thién ctia khong gian topo ducc goi 1a b6 vanh cau tric.
Chiing ta sé ciing nhau nghién citu ly thuyét luge do dong thoi tir goc do
d6i lap nhu vay.
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Chuong 4

Lwoc dé aphin

4.1 Tap dai sb

Trong muc ndy, ta xem xét khai niém rat tho so 1a khai niem tap dai so.
N6 cho phép ta tiép can mot cach ém ai v6i khai niém chinh qui ctia hinh
hoc dai s6 1a khai niem luge do, vi dong thoi cho phép ta hidu dugce tai sao
nguoi ta can dua ra khai niem ric roi ndy. Muc nay c¢6 tinh gigi thiéu cho
cac muc sau. Cac muc sau khong phu thuoc vé mat logic vao muc nay.

Nguge lai vue6i khai niem Iuge do rat tén quat, khai niem tap dai s6 chi
c6 gia tri trén mot truong dong dai s6. Cho k 1a mot truong dong dai sb.
Ta xét tap V' cac nghiém

a=(ay,...,qa,) €E"
ctia mot hé phuong trinh dai s6
fl(Oél,...,Oén) = 0
fm(ala"'van) = 0
VOi f1,..., fm € Kk[x1,...,2,] 1a m da thic n bién. Mot tap V nhu vay goi
1a mot tap dai s6 trong khong gian aphin k™.
Cho mot tap V' C k", ta c¢6 thé hdi ring litu n6é c6 phai 1a mot tap dai
s6 hay khong. Mudn tra 1oi cau hdi nay, ta xét idéan

I={f€klr,...,x,] | fla) =0V € V'}.

49
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Idean I ctia uvanh A = k[zy,...,x,] thda man tinh chit v6i moi f € A sao
cho

ton tai n € Nv6i f* € I thi f € I, ta ¢6 thé viét gon lai 1a I = v/I. Mot
idéan théa

méan tinh chat nay goi 14 idéan can. Idéan I cic da thic nhan gia tri
khong trén mot tap con V' C k™ 1a mot idéan can.

Theo dinh nghia ciia I, v6i moi « € V', v6i moi f € I ta ¢6 f(a) = 0.
Muén cho V 1a mot tap dai sd trong k™ ta phéi c6 ménh dé ddo, tic 1a voi
moi a € k" sao cho f(a) =0véimoi f €l tacéoacV.

Dinh nghia 1 Tdp con dai s6 ciia k™ la tdp cdc khong diém ctia mot idéan
IC k[ﬂ?l,. .. ,ZL‘n].

Ta c6 thé dit cau héi lieu mot tap dai s6 dinh nghia nhu trén c6 1a tap
cac khong diém ciia mot he hitu han cic phuong trinh dai s6 hay khong. Cau

tra 1oi 1a ¢6 vi theo dinh 1y Hilbert, vanh da thtc k[zy, ..., x,] 14 mot vanh
Noether cho nén moi idéan I ciia n6 1a hitn han sinh. Ton tai fi,..., fm € 1
sao cho v6i moi f € I ton tai g1,...,gm € A sao cho

f=ho+ + fmdm

Vay nén néu o € k" sao cho fi(a) =0 v6imoii=1,...,n thi f(a) =0 véi
moi f € I. Tap cac khong diém ctia hé phuong trinh fi(a) = -+ = f.(a) =0
ciing 13 tap cic khong diém ciia c3 idéan 1.

Néu ta khong cho trudc mot hé sinh ctia I, thi du n6 luon ton tai, viéc
chi ra tuong minh mot hé sinh la viéc khong dé. Huon nita, ngay khi c6
mot hé sinh cu thé ciing rat it hiém khi that su 1a c¢6 ich. Vi thé nguoi ta
thuong chi xét cac tap dai sd nhu tap khong diém ciia mot idéan cht khong
tim kiém mot hé phuong trinh cu thé trir khi hé phwong trinh nay duge cho
trude trong mot bai toan cu thé.

Dinh 1y 2 Cho k la mot truong dong dai s6, I la mot idéan cia A =
klxi,...,z,]. Ta c6 mot song dnh gita tap hop

V(I)={ack"| fla)=0Vfel}

va tap Spm(A/I) cic idéan cyc dai cia A/l.
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Nh&c lai 1a mot idéan p clia R 1a cyc dai khi va chi khi thuong R/p 1a
mot trieong. Cho o € k™. Ta c¢6 mot dong cau k-dai sd toan anh

evy : A=klxy,...,x,] = k

cho bdiev,(f) := f(a). Néua € V(I), véimoi f € I tacoev,(f) =0. Tauc
la dong cdu ev, phan tich qua vanh thuong A/I. Dong ciu ev, : A/I — k
ciing sé 1a toan dnh. Hach clia n6 1a mot idean cyc dai cia A/I. Nhu vay
ta da xay dung mot anh xa

V(I) — Spm(A/I)

ma ta mudn xay dung mot dnh xa nghich do.
Dé xay dung anh xa nghich dio ta can s& dung gid thiét truong & la
treong dong dai s6 va bd dé sau day.

B4 dé 3 Cho k la mot truong dong dai s6. Cho k' 1o mot truong chita k v
la mot k-dai s0 hau han sinh. Khi dé k' = k.

Ban doc ¢6 thé xem cuén Mumford, xodn 1 dé xem cach ching minh
ctia dinh 1§ nay stt dung dinh 1§ chuin héa cfia Noether va dinh 1§ Cohen-
Seidenberg. Sau day 1a mot cach chiing minh ngén gon hon trong trudng
hop k = C la trudong cic sb6 phic.

Nhéc lai 1a n6i &' 14 mot k-dai s6 dang hitu han c¢6 nghia 13 ton tai mot
dong cau toan anh

klzy, ... 2, — K
tit mot vanh da thac vao &'. Nhu vay k-khong gian vecto &' ¢6 mot co sG
v6i nhidu nhat 14 dém duge cidc phan t&. Ta schi can chitng minh khong
gian vecto nay c6 chiéu hitu han trén & vi khi d6 do k 1a déng dai s6 nén &’

at phai bang k. Mudn thé, ta chi can chtng minh 1a v6i moi i = 1,...,n
anh cuia

fi : k[ilfl] — k/
13 mot k-dai s6 hitu han. Néu khong f; phai 1a don 4nh ma khi d6 cac phan
ti

1
—— |ac k:} c K
{fz‘(l’z‘) -«
phai 1a cac phan t&t doc lap tuyén tinh trong . Vi k& = C nén tap nay la
tap khong dém dugc, né mau thuan véi viec k' ¢6 mot co sé dém dugc trén
k. [l
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Cho mot ideéan cyc dai p cia R = A/I, ta ¢6 mot dong cau toan anh
R — R/p = K v6i k' 1a mot truong. Lay hgp thanh véi A — R, ta ¢6
mot dong cau toan danh ¢ : A — k' cho nén theo bd dé, k¥’ = k. V6i moi
1=1,...,n, dat
Q; = ¢($Z) ek

va o = (aq,...,a,). Ta co ngay véi moi f € I, f(a) = ¢(f) trong k = A/I
cho nén f(a) =0. Vay ta da xay dung dugc dnh xa nghich déo

Spm(A/I) — V().

Ban doc tu kiém tra ring hai anh xa xay dung & trén 14 nghich dio cfia
nhau. O

Ta phai nhan xét ngay 1a néu bé di gid thiét truong k déng dai s6 thi
khiang dinh khong con dang nitwa. Xét vi du k = FF, 1a truong hitu han ¢6 p
phan tit. Lay A =F,[z] va I = 0. Khi d6 V(I) = F, chi ¢6 p phan tit trong
khi d6 tap cac idéan cyc dai ciia Fplx] 1a tap cac da thic bat kha qui véi he
s6 dau bang 1 nén c6 vo han phan tt. Mot tap c6 hitu han phan tit khong
ther ¢6 song anh v6i mot tap ¢6 vo han phan ti. Trong vi du nay ta ciing
thay 1a tap F, la qué nhd dé coi la tap céc diém ciia duong thing aphin trén
[F,. Tap céc idean cuc dai Spm(F,[z]) c6 vé t6t hon.

Tap cdc idéan cuc dai c6 mot wu diém nita la né chi phu thudc vao vanh
R = A/I chit khong phu thuoc vao cich biéu dién R nhu la thuong cia mot
vanh da thic. Nhu vay ta da hoan thanh budc zé dich quan diém thi nhat :
thay vi xét tap cac nghiém cia mot hé phuong trinh trong k™, ta xem xét tap
cac idéan cuc dai cia mot k-dai so hitu han sinh R.

Sau nay ta sé thay nguoi ta xét t6i tap Spec(R) tat ci cac idéan nguyén
td chit khong phai chi Spm(R) cac idéan cuc dai. Nhung bude nay chi mang
tinh ky thuat chi khong c6 tinh cach mang. V6i R la cac k-dai so6 dang hitu
han thi Spec(R) khong c¢6 gi hay hon so v6i Spm(R) nhung tat nhién 1a déi
v6i mot vanh bat k¥, ching han nhu mot vanh dia phuong thi Spec(R) giau
c6 hon nhiéu so v6i Spm(R) chi ¢6 mdi mot diém trong trudng hop vanh dia
phuong.

Dinh nghia 4 Cho k la mot truong déng dai s6. Cho mot da tap aphin trén
k la cho mot k-dai s6 dang httu han R. Cho mot diém cia né la cho mot
phan ti& ciia Spm(R).
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Ménh dé 5 Cho R la mot k-dai so hitu han sinh véi k la mot truong déng
dai s6. Khi dé ta c6 mot song danh chudn tdc gita tap Homy_ (R, k) cdc
dong cau k-dai s6 tw R vao k va tap cdc idéan cuc dai Spm(R) clia R.

Cho mot dong cau k-dai s6 ¢ : R — k, u¢ at phai la toan 4nh vi R chita
k. Hach ciia n6 1a mot idéan cuc dai ciia R. Ngugce lai néu ta cho mot idéan
cyc dai p clia R, truong R/p 1a motk k-dai s6 danh hitu han nén at phai bang
k. Vay dong cau thuong R — R/p cho ta mot phan tit ctia Homy,_ 44(R, k).
Ta da xay dung hai anh xa nghich dao gitta Homy,_ 45, (R, k) va tap Spm(R).

Dinh nghia 6 Cho R la mot k-dai s6 dang hiau han. Cho mot nhing (déng)
cia da tap aphin Spm(R) tuong ing vdi R vao khong gian aphin la cho mot
dong cau toan dnh

A=Fk[zy,...,z,) > R

tw vanh da thic vao R.

Mot dong cdu toan dnh nhu trén ¢ : A — R ciing 13 mot biéu dién R
nhu thwong ctia mot vanh da thite R = A/I vé6i idéan I 1a hach ciia ¢. V6i
moi diém

¢ < Homk_Alg(R, k‘)

ta c6 thé cho Gtng v6i mot diém
Yo e HOIIlk_Alg(A7 k))

Vi thé ta co mot anh Xa don anh tu Homk_Alg(R, k?) — HOIIlk_Alg<A, k’) vGi
anh 13 cac dong cau A — k bang khong trén idéan I. Vi ta biét rang véi cac
k-dai 6 dang hitu han trén truong dong dai s6 k, Homy,_ 44(R, k) = Spm(R)
cho nén ta ciing ¢6 mot anh xa don anh Spm(R) — Spm(A).

Dinh nghia 7 Cho hai k-da tap aphin @ng vdi hai k-dai so dang hitu han R
va R'. Ta goi mot dong ciu k-dai s6 R — R la mot cdu za tw da tap aphin
tuong ng véi Ru vao da tap aphin tuong tng véi R'. Cdu g nay goi la mot
nhing déng néu nhu dong cau R' — R la toan dnh.

Tuong ty nhu & trén, néu cho mot dong cau R — R, ta ¢6 mot 4nh xa
Homy,_ 414(R, k) — Homy_ 4;4(R', k). Ciing twong tu nhu trén , trong trudng
hop ta xét, R, R’ 1a cac k-dai s6 dang hitu han, cho nén
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Homy_ 414(R, k) = Spm(R) va Homy_ 4,(R', k) = Spm(R') cho nén ta
citng ¢6 mot anh xa Spm(R) — Spm(R’). Ta c6 thé kiém tra dugc la anh
xa nay cho tng v6i idéan cyc dai p clia R, idéan p’ tao anh clia p trong R'.

No6i chung cho mot dong cau vanh ¢ : R® — R, cho mot idéan nguyén to
p ciia R thi tao anh p’ = ¢~!(p) citng 12 mot idean nguyeén t6 vi khi d6 R'/p’
12 mot vanh con ctia R/p ma vanh con clia mot vanh nguyén ven &t phéai
la mot vanh nguyén ven. Nhung ma vanh con ctia mét trudng thi khong
nhat thiét 14 mot truong cho nén tao anh ciia mot idéan cire dai khong nhat
thiét 14 mot idean cuc dai vay cho nén néu R, R’ khong phéi 1a cac k-dai s6
dang hiru han, ta khong ¢6 anh xa Spm(R) — Spm(R') ma chi ¢6 anh xa
Spec(R) — Spec(R'). Déi vdi cic k-dai s6 dang hitu han, ta cé thé coi diém
la cdc idéan cuc dai, con doi véi mot vanh bat ky thi ta phdi coi diém la cdc
idéan nguyén to.

Nhan xét cudi cung, va 1a nhan xét rat quan trong 1a : cho dong cau
¢ : R' — R, ta khong chi c6 anh xa Homy,_ 4;,(R, k) — Homy_45(R’, k) ma
ta c6 &nh xa ¢ +— Yo ¢

Homk_Alg(R, S) — Homk_Alg(R', S)

v6i moi vanh S. Trong truong hop k£ = F, ta da thay chi mot tap diém
Hom(R, k) khong dit dé xac dinh R nhung khi cho vanh S bién thién thi
theo dinh 1y Yoneda, ham tit S — Hom(R, S) hoan toan xéc dinh R.

Tém lai, ta c6 da trinh bén cach mo ta hinh hoc clia mot k-dai sé dang
hitu han R trén mot truong k déng dai so,

1. Sau khi chon mot cich biéu diégn R dudi dang R = A/l v6i A =

klxy,...,z,) 1a mot vanh da thac va I = (fy,..., f,) la idéan sinh béi
cac da thtte fi, fo,. .., fim, ta lay d6i twong hinh hoc ttng véi R 1a tap
dai 6 cdc diém « € k" sao cho fi(a) =+ = f,(a) = 0. Tap bay hién

nhién ciing bang tap Homy_a,(R, k). Tap Homy_ 44(R, k) thi khong
phu thuduc nita vao cach biéu dién R thanh thuong R = A/I.

2. Mo t4 bing tap cdc idean cuc dai Spm(R).
3. Mo t4 bang tap cac idéan nguyén t6 Spec(R).

4. Mo td biang ham t& & — Alg — Set tng v6i mdi k-dai s6 S 1a tap
Homk,Alg(R, S)
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Trong truong hop k déng dai s6 hai cach mo ta dau tuong dwong v6i nhau.
Trong truong hop tong quét ta can thay tap cac nghiem Homy_ 414 (R, k) v6i
gid tri trong k bang tap cac nghiem v6i gia tri trong mot vanh bién thien S,
va thay tap céc idéan cuc dai bang tap cac idéan nguyén to.

4.2 Pham tru déi ctia pham tri1 cic vanh

Nhu da phan tich & muc trude, v6i moéi vanh giao hoan A ta ¢6 mot ham
tit ha tit pham tru cac vanh giao hoan Ring vao pham tru céac tap hgp, cho
béi

hA(R) = HOIHRing(fl7 R)

Dinh nghia 8 Lugc do aphin la mot ham tié F : Ring — Set sao cho ton
tai mot vanh giao hodn A va mot ding cau ham ti F — hy.

Ta c6 vi du co ban sau day da néu ¢ muc trudce trong trudéng hgp dac
biet. Cho R 1a mot vanh bat ky. Cho fi,..., f, € R[x1,...,x,)

13 r da thttc n bién v6i hé s6 trong R. Xét ham ti&t F : Ring — Set cho
ting v6i mdi vanh R’ tap cac bo (¢;aq,...,q,) voi ¢ : R — R’ 1a mot dong
cau vanh vad oy ..., a, € R sao cho

o(fi)a,...,a,) =0

voimoi i = 1,...,7. O day da thic ¢(f;) 1a anh cia da thiic ¢; qua dong
cau hién nhieén R[zy,...,x,] — R'[z1,...,z,] cdm sinh tit ¢.
Ta c6 thé chitng minh ton tai mot dang ciu ham ti

FZhA

voi A = Rlxy, ..., x|/ {f1, ..., fr). That vay, cho mot phan ti (¢; aq,...,a,) €
F(R') ta ¢6 mot dong cau vanh tt vanh cac da thtce R[zy,...,z,] vio R ;
n6 giti R vao R’ qua ¢ va giti mdi bién z; lén phan tit a;. Da thtc f; dugc
giti len phan tit ¢(f;)(a1,...,a,) =0 tron R’ cho nén anh clia idean sinh ra
bdi cac da thiic nay 1a {0}. Vay nén dong cau R|xy,...,r,] — R’ phai phan
tich qua thuong R[zy,...,z,)/{f1,--., fr) v cho ta mot phan tit

a € Homging(R[1, ..., @0)/{(f1, -+, [r), R').

Ngugc lai néu ta c6 dong cau « nhu trén, han ché vao R cho ta ¢, va anh
a(z;) cho ta lai cdc phan ti «;.
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Vi du nay cho ta thiy quan niém ham t& rat gan véi cAch hidu ngay tho
nhat vé hinh hoc dai s6 titc 1 nghién cttu nghiém ciia cac hé phuong trinh
dai sb.

4.3 Khong gian topo Spec(A)

Cho A la mot vanh giao hoan. Nhu & muc 1.3, tap phd Spec(A) 1a tap cac
ideéan nguyeén t6 ctia A. Trén tap nay c6 mot cau tric topo goi 1a topo Zariski
dinh nghia nhu sau.

V6i mdi A-modun con [ ctia A, tic 1a I 14 mot idéan ciia A hodac [ = A,
ta dat V(I) la tap cac idean nguyén t6 p ctia A chita I, dat U(I) phan bu
ciia V(I) trong Spec(A), ttc 1a tap cac idéan nguyén to p khong chta 1.
Néu I = A ro rang V(I) 1a tap trong va U(I) la toan bo Spec(A). Ngugc
lai, néu I = {0} ta c¢6 V(I) = Spec(A) con U(I) 1a tap trong.

Dinh nghia 9 Topo Zariski trén Spec(A) cé ho cac tap dong la cac tap V(1)
va ho cdc tap md la cac tap U(I) chi s6 hod bdi cac A-modun con I cia A.

Ta lay vi du A = k[t] 1a vanh cac da thitc mot bién trén mot truong k
déng dai s6. Ta biét tap Spec(A) bao gom mot diém tdng quat twong Gng
voi idean nguyéen t6 {0}, cac diém khac cfia n6 c6 dang (t — ) va twong
tng mot mot voi cac phan tit o € k. Mot idean bat ky I # {0} ciia A ¢6
dang I = (f). Idean tdi dai tuong ting v6i o € k thuoc vao tap déng V(1)
khi va chi khi f(«) = 0. Nhu vay mot tap con dong ciia Spec(A) hoic 1a ca
Spec(A) hodc chi chita mot s6 hitu han cac diém dang (t — o). Tap con clia
Spec(A) v6i diing mot phan ti 14 diém tdng quat, khong phai 14 mot tap
dong.

Dé cho dinh nghia 2 c¢6 nghia, ta can kiém tra ring ho cic tap dong V(1)
va ho cac tap md U(I) thod man céc tien dé clia mot topo.

B& dé 10 Cho I, I, la hai A-modun con ciia A. Ta cé
V(L)NV (L) =V(I+ )

vdi I + Iy la tdp cdc phan ti cia A c6 thé viét duge dudi dang oy + oo vdi
a1 € I va ay € Ir. Ta cing cé

V(L) UV(L) =V (1)
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vdi 1115 la idéan sinh ra bdi cac phan ti c6 dang aian véi oy € I va oy € Iy,
Ta ¢6 cic ding thic tuong ty cho tap mé U(I,) UU(L) = U(I; + L) va

Néu p € V(1) N V(I,) thi theo dinh nghia I, C p va I, C p. Ma I + I
14 A-modun nhd nhét chita cd I; va I, cho nén I; + I, C p. Ngugce lai néu
L+ 1, C p thi hién nhiéen ta c6 I, C p va I, C p.

Néu p € V(I;) UV(Iy) thi p phéi chta hodac I; hodic Ir. Trong ci hai
truong hop, p déu chita I;1,. Nguge lai néu I; ¢ p va I, ¢ p thi ta co
thé chon x; € I} — p vi 25 € I, —p. Vi p 1a mot idéan nguyén td nén tich
1Ty & p. Vay ma z129 € I115 cho nén I11, ¢ p.

Ta c¢6 thé nhan xét 13, trong chiing minh trén, giao mot sé vo han cac
tap dong V(/;) van la mot tap déng c6 dang V(1) véi I la A-modun con
nh6 nhat trong A chita tat cd cac ;. Nguogc lai thi hgp mot sd vo han céc
V(I;) ¢6 thé khong con ¢6 dang V() nita. That vay, lay A = Z va xét hop
clia mot s6 vo han céc tap I((p;)) tuong tng v6i cac s6 nguyen t6 p;. Néu
hop nay c6 dang V(I) thi idean I phdi nam trong giao (1),;(p;) ma giao nay
biang khong néu tap cac s6 nguyén t6 {p;} ta chon la tap vo han. Vay néen
I = {0}. Diéu nay ciing vo Iy vi diém t6ng quat {0} ndm trong V(I) ma
khong hé nam trong hop céac Y ({p;)).

Bd dé 11 (Phan hoach don vi) Cho I, va I, la hai idean sao cho U (I, +
I) = Spec(A). Khi dé ton tai oy € I} va ag € Iy sao cho ay + as = 1.

Tit dang thttc thit nhét ta suy ra néu hgp ciia hai tap mé U(1;) va U(1)
12 Spec(A) thi U(I; + I) = Spec(A). Thé c¢6 nghia 1a I; + I, khong bi chita
trong bat ky mot idéan nguyén t6 hay mot idéan t6i dai nao. Diéu nay chi
c6 thé xay ra néu I, + [, = A, tc 1a ton tai oy € I; vd ay € I, sao cho
a1+ g = 1.

Bd dé 12 (Nullstellensatz yéu) Cho I la mot idéan ciia vanh A. Khi do
U(I) = 0 khi va chi khi moi phan ti cia I la lug linh.

Néu a 14 mot phan tit luy linh, titc 1a o = 0 v6i n > 1 ndo d6, thi véi
moi idéan nguyén t6 p ta c6 a € p vi @™ € p. Vi thé néu moi phan tit cia I
1 luy linh thi I C p v6i moi idéan nguyeén to p, tic 1a U(1) = 0.

Néu ngugce lai cho « 13 mot phan tit cia I, a € p v6i moi idéan nguyén
to p. Ta can chitng minh o 14 mot phan t& luy linh. Xét vanh da thitc mot
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bién A[z] va phan tit 1 — ax trong vanh nay. Vi moi idéan nguyén t6 p clia
Alz], giao p = pN A la mot idéan nguyeén t6 ctia A. Vi o € p cho nén ax € p.
Ta suy ra 1 — ax ¢ p. Phan tit 1 — ax khong nam trong bat ky mot idéan
nguyén t6 ndo nén no6 1a phan ti kha nghich trong A[z]. Tic la ton tai mot
da thitc

Bo + Bz + -+ + Gpa™ € Alz]

sao cho
(1 —ax)(By+ frx -+ Buz") = 1.

Dong nhét cac he s6 & hai vé, taco Gy = 1,6 =a,..., 5, = a" va o™ = 0.
Vay nén « la mot phan tit luy linh.

Dinh nghia 13 Mot khong gian topo X goi la lién thong néu khong ton tai
hai tap con déng Y, va Ys cd hai cang khdc rong sao cho Y1 NYy = 0 va
Y UYs = X. Trong dinh nghia nay ta cé thé thay tap con déng bing tap con
md.

Khong gian topo X goi la bat khd qui néu khong ton tai hai tap con dong
Y1 va Ys cd hai cing khdc rong sao cho Y{UY, = X,

B6 dé 14 Khong gian pho Spec(A) la lien thong khi va chi khi khong ton
tai phan ti o € A thod man ol —a) = 0.

Gia A la mot vanh it gon, tic la mot vanh khong cé phan ti lug linh
khdc khong. Khong gian pho Spec(A) la bat khd qui khi va chi khi khong ton
tai o, 9 € A khdc khong ma apag = 0.

Néu ton tai « € A v6i a(1 —a) = 0 thi ta c6 thé 1ay I; = (a) va Ir{as) la
cac idean sinh b6i a va bdi 1 —a. Vi I + I, = A cho nén hop ciia U([;) va
U(Iy) 1a Spec(A). Vi I;I; = 0 cho nén giao ctia U(I;) va U(Iy) la tap rong.
Vay nén Spec(A) khong lién thong.

Gia st Spec(A) khong lien thong ttc 1a ton tai hai idean I; va I sao cho
hai tap mé U(I;) va U(Il5) c¢6 giao bang rong va hop bang Spec(A). Khi d6
ton tai ag € I va ag € I sao cho ag+ay = 1. Vigiao U([)NU (1) = U(I115)
12 rdng cho nén tich aja, 1a mot phan ti luy linh. Néu A 1a rat gon thi
ta c6 ngay ajay = 0. Néu khong ta chi biét rdng ton tai n > 1 sao cho
atfal = 0. Nhung vi U({a})) = U({an)) va U({(ah)) = U({aa)) cho nén hgp
U((a?)) UU({af)) van 1a cd Spec(A). Theo bd dé phan hoach don vi, ton
tai 01 € (o) vd By € (o) sao cho B + B = 1. Ro rang (152 1a boi cla
afay cho nén (15, = 0.
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4.4 Bob cau tric

Ta bi mat mot s6 thong tin khi chuyén tit vinh A sang khong gian topo
Spec(A), ching han nhu cac thong tin vé luy linh. Dé bao toan moi thong
tin vé A, nguoi ta trang bi thém cho Spec(A) mot bo cau tric.

Ta c6 thé hiéu ném na bé cau tric trén Spec(A) nhu sau. Ta cho ting
v6i moi tap m& U ciia Spec(A), vanh O(U) tat ca cac ham dai s6 trén U, tat
nhién ta can lam chinh xac hon thé nao 1a ham dai s6 sau. Néu U’ 1a mot
tap m& con ctia U, thi ta ¢6 thé han ché mot ham trén U vio mot ham trén
U’. Nhu vay ta ¢6 mot ham ti tit pham tru cdc tap mé clia Spec(A) vao
pham trit cac vanh. Ham t&t nay théa man mot tich chat dac biét 1a néu ho
cac tap mé {U;}; € Z phit mot tap mG U thi mot ham f trén U hoan toan
bi x4c dinh béi cac han ché f; ciia n6 vao cac tap mé U;, va hon nita mot ho
cac ham f; tréen U; c¢6 thé dan lai dugce thanh mot ham f trén U khi va chi
khi filv,nv, = filu,nu,- Céc ham t& nhu vay goi la cac b6. Trude khi tim
hiéu b6 ciu tric, ta dduwa ra dinh nghia téng quat thé ndo 13 mot bo.

Cho X 1a mot khong gian topo. Tién bo trén X 1a mot quy téc gan cho

moéi tap mé U clia X mot tap hop F(U) nao d6 va gan cho mdi cip hai
tap m6é U C V mot anh xa F(V) — F(U) nao d6 sao cho

- d6i voi cap U =V, anh xa tuong tng F (V) — F(U) la dnh xa don vi,

“néu U C V C W, hop thanh ciia F(W) — F(V) va F(V) — F(U) 1a
anh xa F(W) — F(U) tuong tGng v6i cap U C W.

Ta c6 thé dién dat khai niém tién bé mot cach stc tich hon nhu sau. Xét
pham tru U v6i vat 1a cac taup mé U cta X va véi Hom(U, V) 1a tap rong
néu U ¢ V, 1a tap hop v6i ding mot phan t& néu U C V. Khi d6 mot tién
b6 la mot ham ti F tix pham tru U°PP vao pham tru Set. Tuong tuy nhu
vay, tien b6 nhom, tién bé vanh, 13 mot ham t& tit U°PP vio pham tri1 cac
nhom hay pham Ab tru cac vanh Ring.

Mot phan tit f € F(V) goi 1a mot 16p cét clia F tren V. Néu U C V,
dnh cta f € F(V) trong F(U) dugc ky hieu 1a f|y, vA goi 1a han ché cha f
vao U.

Dinh nghia 15 B6 (nhém, vanh) trén mot khong gian topo X la mot tién
b6 (nhém, vanh) thod mdan tinh chat din dugc. Cho U,V la hai tdap md
ctia X, khi dé bang cach han ché vao U va V, tip F(U UV) ¢ thé dong
nhat véi tap con cia F(U) x F(V) cdc cip (f,g) € F(U) x F(V) thod man
flonv = gluav. Tong qudt hon néu U la hop ciia mot ho c6 thé vo han
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(Ui)ier khi d6 F(U) ¢6 thé dong nhat vdi tap con cia tich [[,.; F(U;) cdc
phan ti (f;)iez sao cho vdi moi cap i,j € I ta c6 filu,ru, = f;

UiﬂUj .

Trong trudng hgp Noether thi ta chi can xét t6i cac ho phii hitu han.

Trong s6 cac tap md§ clia Spec(A) ¢6 mot he co sd didc biet tien 1gi cho
viéc tinh toan trong cac b6 ma ta sé goi l1a tap m& chinh. Méi phan tit f € A
sinh ra mot idéan chinh (f). Tap md chinh U(f) 1a tap md tuong tng v6i
idean chinh (f) hay noéi cdch khac la tap cdc idéan nguyén to p clia A sao
cho f ¢ p. Nhu ta da biét, tap md chinh U(f) c6 thé dong nhét véi tap cac
idéan nguyéen to ctia A[f!] ; khong gian topo cam sinh len U(f) cing ding
cau chudn tic v6i khong gian topo Spec(A[f 1.

Bd dé 16 Giao hai tap md chinh la mot tap md chinh. Vi moi diém x €
Spec(A) va vdi moi tap md U chita diém nay, ton tai mot tap md chinh U(f)
sao chox € U(f) va U(f) CU.

Khéng dinh tht nhat 13 hién nhién vi

U(f1) n U(f2) = U(f1f2)-

Khéng dinh sau ciing chi 13 viét lai cac dinh nghia. Gid s&t diém z tuong tng
v6i idéan nguyén t6 p va tap mé U tuong Gng v6i idean I. Gid thiét z ¢ U
twong duong v6i I ¢ p. Vay nén ton tai mot phan t f € I ma f ¢ p. Khi
d6 hién nhien x € U(f) va U(f) C U.

B dé 17 Moi tap mdé U cia Spec(A) déu c6 thé phi dugc bdi mot ho, khong
nhdt thiét hitw han, cdc tap md chinh. Néu A la vanh Noether, moi tip md
U ciia Spec(A) déu cé thé phi duge bdi mot ho hiu han cdc tap md chinh.

Néu U la tap mé tuong Gng vé6i idéan I va néu [ sing béi mot ho cac
phan t& (f;)iez, khi d6 U = J,cz U(f;). Néu A la vanh Noether, moi idéan
I c¢6 mot hé sinh bao gom mot s6 hitu han cac phan tit fi,..., f, khi d6

U=U(f))U---UU(fn)

Dinh 1y 18 Cho A la mot vanh giao hodn bat ky. Ton tai duy nhat, véi sai
khdc la mot ding ciu duy nhdt, mot b6 vanh O trén Spec(A) gdn vdi moi
tap md chinh U(f) vanh A[f~'] la vanh dia phuong hod cia A theo tap nhan
{1, f, f%,...}. Bé vanh O goi la b6 vanh ciu tric cia Spec(A).
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Ta c6 thé phit moi tap mé U ciia Spec(A) bang mot ho céc tap mé chinh
Thé cho nén vanh cac 16p cét ciia O trén U nhat thiét phai bang vanh cac
bo (a;)icr € HieIA[fi_l] sao cho v6i moi cip chi s6 4,5 € Z, 4nh clia a; va
a; & trong A[f;' f;'] bing nhau.

Ta can phéi chitng minh ring O(U) dinh nghia nhu trén khong phu thuoc
vao phit U béi cac tap md chinh ma ta chon. Mudn vay ta phai xét mot phi
khic ctia U = ;.7 U(g;) roi xét tinh chat dén doi v6i phit ctia U(f;) béi
cic tap m& U(f;) NU(g;) v6i j € J. Thay A bing A[f;!] ta qui vé chiing
ming bd dé sau day.

Bé dé 19 Gid su Spec(A) c6 thé phi duge bang mot ho cdc tap md chinh
Ujes Ulgs). Khi dé han ché vao cic U(g;) cho phép ta dong nhat A vdi
vanh con cla HjejA[gjl] cdc phan ti (aj) sao cho dnh cia a; va a; trong
A[gi_lgj_l] bing nhau.

Vi Spec(A) = U, U(g;), theo b6 dé phan hoach don vi, ton tai mot s
hitu han cac chisé j =1,...,n € J sao cho 1 = byg; + -+ + b,g, V6i cac
phan ti by,---,b, € A nao d6. Khi d6 ta c6 Spec(A) = |Jj_, U(g;) va ta c6
thé qui vé trudong hgp tap chi s6 J hiru han.

Gi4 st cho a; € Alg;'] sao cho &nh ciia a; vd a; trong Alg; 'g; '] béng
nhau. Chon mau s6 thich hop cho phép ta viét a; & dang a; = ;va v6i mot

s6 tu nhien N du 16n d6i v6i moi a;, va sao cho
N_ . N
Gig; = Gig;

v6i moi cap i,j € {1,...,n}.
1 U(f}Y) = U(f;) cho nén theo b dé phan hoach don vi ta c6 thé tim
dugce bq,...,b, sao cho

bigi + -+ bug) = 1.

Dit a = bic; + -+ + bye, € A, Ta mudn chitng minh ring anh ciia a
trong Alg; '] bing a;. That vay

N n 4N

ag; = Zizl bzczng
n

= ¢ Zi:l big;
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Nhu vay ta da ching minh dugc tinh toan anh. Tinh donh anh cing
chitng minh twong tu nhu vay. Cho a € A v6i anh trong cac dia phuwong
hoa Alg; '] bing 0. Ttc 1a ton tai N di 16n sao cho v6i moi

j=1,...,ntac6 ag) = 0. Lai duing b6 dé phan hoach don vi ta c6
a = 0. U

Meénh dé 20 Cho A la mot mién nguyén va goi K la truong cic thuong cia
A. Véi moi tap mé U ciia Spec(A), O(U) la vanh con ciia K bao gom cdc
phan ti f € K sao cho vdi moi idéan nguyén t6 v € U C Spec(A), ta cé
f e A, voi A, zem nhu la mot vanh con cia K

OU) =) 4.

zeU

Cho mot tap mé U clia Spec(A) va cho mot phit clia U béi cac tap mé
chinh U(g;) v6i cac chi s6 i chay trong mot tap Z, khong nhat thiét hitu han.

Theo cach xay dung ciia b6 cau tric O, mot phan tit f € O(U) 1a mot
ho fi € Alg; '], sa0 cho filu(gg,) = filu(gigy- V1

A 1a mién nguyen cho nén cic vanh A[g;'] déu c6 thé coi la vanh con
clia K. Dieu kien filu(gg,) = filu(gg,) twong duong véi viec anh ciia cic f;
trong K deu nhu nhau. Vay nén

o) = Als )

1€l

Cho mot diém = € U, ton tai i € Z sao cho z € U(g;) titc 1a g; khong nim
trong idean nguyen té z, g;(z) # 0. Khi d6 Alg; '] C A, va ta suy ra

OU) C [ As.

zeU

Ngugce lai véi moi f € ﬂer A, v6imoi x € U, f c6 thé viét dudi dang
f = co/gs VOi Cpy gz € A VA g, ¢ x. Nhan thém g, v6i mot ham bang khong
trén phan bu ctia U, ta c6 thé gid st U(g,) C U. Nhu vay ta ¢6 mot phi
cia U bang ho cac tap mé chinh U(g,) va ham f € Ag;'] theo xxay dung
cia b6 cau trac O 1a mot phan it ctia O(U). O

B6 O trén Spec(A) xay dyng nhu trén goi 1a bé ciu tric ciia Spec(A).
Vanh cac 16p cit ctia O trén Spec(A) lai 1a A cho nén cap (Spec(A), O), chi
phu thudc vao A, va ciing chita moi thong tin vé A. Néi cach khac 1a noi
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hoan toan tuong duwong v6i A. Ta c6 thé dit cau hdi ring tai sao ta lai di
mot con dudng vo cling ric réi dé dén mot két qua hoan toan twong dwong
v6i diédm xuat phat. Cau tra 16i 1 diém ta dén n3m trong mot thé giGi khac,
thé gi6i ctia hinh hoc. Cai ta thu lugm dugc 13 mot ddi tugng hinh hoc than
thién hon so v6i dbi tugng dai s6 mot 14 vanh giao hoén.

4.5 Thé ciia bé va thé ciia bé ciu tric

Dinh nghia 21 Cho X la mot khong gian topo, F la mot bo tréen X. Cho
x € X. Thé cia F & tréen X la tap hop cdc ldp tuong duong (U, f) véi U
la mot tap mé chita x va f € F(U) la mot lop cit cia F 6 tren U ; (U, f)
tuong duong vai (U', f') néu fluny = f'luvcwr. Ta ky hiéu F, thé cia F tai
diém x.

Ta c6 thé dinh nghia thé ciia mot bé nhu mot gi6i han quy nap. Xét
tap J cac tap mé U chita diém x € X. Ta xét quan hé tht tu U’ < U néu
U C U'. Ta ¢6 mot hé quy nap cac tap F(U) v6i chi s trong Jv6i cac dnh
xa chuyén tiép F(U') — F(U) la a4nh xa han ché. Do lai cdch xay dung gi6i
han quy nap, ta nhan thdy giéi han ctia hé quy nap F(U), trung v6i dinh
nghia ciia thé ctia F tai x. Ro rang néu F la mot b6 nhém Abel hodc 1a
mot b6 vanh thi cac thé clia n6 ciing sé 1a nhém Abel hoac la vanh. Ta ciing
nhan xét 1a thay vi viec xét tat cd cac lan can clia diém =z, ta chi can xét
mot co s6 14 di. Vi thé nén thd clia han ché ciia mot b6 F trén X vao mot
tap m& U ciia X, ciing van 1a thé clia F tai diém nay.

V6i m6i vanh A, ta da xay dung mot khong gian topo Spec(A) va mot
b6 vanh Ogpec(a). Ta sé tim hiéu xem thé clia né la gi.

Ménh dé 22 Cho A la mot vanh giao hodn, Spec(A) la khong gian topo cic
idean nguyén t6 cia A, Ogpec(a) b6 vanh cau tric trén Spec(A). Vdi moi
p € Spec(A), thd ciia Ospec(ay ¢ diém p la vanh dia phuong hod Ay cia A
theo tap nhan S = A —p. Ddc biét, moi thé cia Ogspeca déu la vanh dia
phuong.

Cho mot tap mé bat ky U ciia A, ta khong biét cach viét tudng minh
vanh Ogpec(4)(U). Tuy vay, trong tinh toan gi6i han quy nap, ta chi can xét
cac tap mé chinh 14 di vi cac tap mé chinh chtta diém p da cho, tao nén
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mot co s§ trong sd cac lan can cfia p. Néu p ndm trong mot tap mé chinh
U(f) thi hién nhién f ¢ p va ta c6

OSpec(A)(U(f)) = A[f_l]

Vay nén ta can tim gi6i han quy nap ciia cdc vanh dang A[f~!] ddnh s6 béi
cic phan tt f € S = A — p xép tht tu theo quan hé chia hét. Do theo dinh
nghia, ta nhan thiy giéi han nay chinh 1a vanh A, vi Ap 14 vanh "nho nhat"
chita A ma trong d6 moi phan tit f € S déu kha nghich. O

Qua hai ménh dé 20 va 22, ta thay 1 néi chung ta c6 thé xay dung lai
b6 tit cdc thé clia n6 : cac thd clia mot bo co dong cac thong tin vé bo. Day
12 mot 1y do vi sao it khi nguoi ta nghi vé b6 nhu 13 mot ham tit, mot ham
t& qué 1 kho hinh dung, ma chi nghi xem tai mot diém da cho, thé cfia né
la gi.

4.6 Cau xa gitra hai luoc do aphin

Meénh dé 23 Cho ¢ : A — B la mot dong cau vanh bat ky. Khi dé dnh za
cam sinh f : Spec(B) — Spec(A) la mot anh za lién tuc.

V6i moi idéan nguyén t6 pp ciia B ta c6 f(pp) 1a ideéan nguyen t6 ¢~ (pp).
Cho 14 la mot idean clia A va U(14) 1a tap mé tuong tng clia Spec(A). Tao
anh f~1(U(I4)) 1a tap céc idéan nguyén td pp clia B sao cho I4 ¢ ¢ 1(pp),
tic 1a ¢(14) ¢ pp. Vay nén tao anh f~1(U(14)) 1a tap m& U(p(14)). O

Dinh nghia 24 Cho (X, Ox) va (Y, Oy) la hai khong gian topo vdi bé vanh.
Cho mot cau za f: (Y,0y) — (X,Ox) la cho

- mot anh xa lien tuc f:Y — X,

- wdi moi cip tap mé U C X va V CY sao cho V C f~YU), cho mot
dong cau vanh ¢yy : Ox(U) — Oy (V) tuong thich doi véi U va V, tic la,
vdi moi U' C U va V' C V thi luge do sau phdi giao hodn

Oy(V) 2% ox(U)

l l

¢U’,V’

Oy(V') —— 0Ox(U)

O day, hai mii tén di zudng la cdic dong cau han ché.
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Cho f: (Y,0y) — (X,Ox) la mot cau xa giita hai khong gian topo véi
b6 vanh. Choy € Y va z = f(y) € X. Vuéi moi lan can U cia z, f~1(U)
14 mot 1an can ctia x thé nén ta ¢c6 mot dong cau vanh

by - Ox(U) — Oy (f7H(U)).

Néu hop thanh véi dong cau tit Oy (f~1(U)) vao Oy, gidi han quy nap clia
hé cac vanh Oy (V)

v6iy € V, thi ta ¢6 mot dong cau vanh Ox(U) — Oy,,. Néu lay giéi han
theo U thi ta c6 mot dong cau vanh

¢x,y : OX,:(: - OY,y-
Meénh dé 25 Vdi moi dong ciu vanh ¢ : A — B ta c6 mot ciu za
(Spec(B), Ospec()) — (Spec(A), Ospec(a))-

V6i moi idéan nguyén té y € Y = Spec(B) vdi dnh la v € X = Spec(A),
dong cau vanh ¢,, : Ox, — Oy, la mot ddng cau dia phuong, tic la,
néu m, la idéan toi dai ciia vanh dia phuong Oy, va my la idéan toi dai cia
vanh dia phuong Oy, thi gb;;(my) =m,.

Ta da xay dung mot anh xa lién tuc f : Y — X giti mot idéan nguyén to
pp clia B lén idéan nguyéen t6 ¢ '(pp). Ta con can xay dung cac dong cau
vanh CbU,V-

Lay mot lan can U cia z € X va V cliay € Y sao cho V C f~1(U).
Ta can xay dung ¢yyv : Ox(U) — Oy (V). Vi V. C f7}U) nén ta da
¢6 dong cau vanh han ché Oy (f~Y(U)) — Oy(V). Vi vay ta c¢6 thé gia
sit V = f~1(U). Cung nhu trong chttng minh dinh Iy 11, ta c6 thé quy
ve truong hop U la tap mé chinh U = Spec(Afa~!]) v6i a € A nao do.
Nhung khi d6 f—1(U) = Spec(B[#(a)™']) va ta c6 mot dong cau hién nhien
¢u 1)« Ala™] — Ble(a)71].

Dé trong quen mat, ta ky hiéu p, 14 idéan nguyén t6 clia A tuong ng
v6i diém x € X. Tuong tu nhu vay, ta ¢6 idéan nguyen t6 p, clia B tuong
trng v6i diém

y €Y. Tacoé ¢ '(p,) = pp. Vinéu han ché ¢,, : Ox, — Oy, vao A ta
tim lai ¢ : A — B cho nén dnh ngugc ciia idean t6i dai m, ciia Oy, sinh béi
p, la ideéan m, sinh béi p,. Vay nén ¢, la mot dong cau dia phuong. O
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Maéi dong cdu vanh ¢ : A — B cdm sinh mot cau xa gitta hai luge do

aphin f: (Y,0y) — (X, Ox). Ta c6 thé dat cau héi ring v6i diéu kién nao
thi cAu xa f ¢6 thé cAm sinh tit mot dong cau vanh ¢. Ta biét diéu kién
dia phuong nhu trong phat biéu ménh dé 17, 13 diéu kién can. Ta s¢ chirng
minh né6 cing 1a diéu kién d.
Ménh dé 26 Cho Y = Spec(B) vdi b6 ciu tric Oy. Cho X = Spec(A) vdi
b6 cau tric Ox. Cho f: (Y,0y) — (X, Ox) mot cau za gita hai khong gian
topd vdi bé vanh sao cho véi moiy € Y va x = f(y) € X, dong ciu thd
Ox . — Oy, la dong cau dia phuong. Thé thi f la cau za cdm sinh to dong
cau vanh A = Ox(X) — Oy(Y) = B.

Choy €Y vax = f(y) € X. Ky hieu p, 1a ideéan nguyen t6 ctia B tuong
tung v6i diém vy, p, 1a idéan nguyén t6 ciia A tuong tng véi diém z. Ta ¢
so do giao hoan

@

A —— B
| I
A, —>¢ B
z,y
v6i o v 3 1a cdc dong cau dia phuong hod. Dit m, 1a idéan toi dai ciia A,,
m, la idéan t6i dai ctia B,. Ta ¢6 a~'(m,) = p, vd 67 (m,) = p,. Theo gid
thiét vé tinh dia phuong clia f, ta c()/qb;;(my) =m,. Tasuyra ¢ '(p,) = p..
Vi vay anh xa lién tuc f : Y — X bat budc phéi la anh xa cdm sinh tu ¢.
Ta con can kiém tra la cdc dong ciu vanh ¢y 1a cac ddng cau vanh duge
xay dung trong chitng minh
ménh dé 17. Ta lai ¢6 thé qui vé truong hop U = Spec(Afa™!]) 1a mot
tap m& chinh ctia X, V = f~}(U). Vi ta da chitng minh 13 anh xa lién
tuc f: Y — X la anh xa cam sinh tit dong cau vanh ¢ : A — B cho nén
V' = Spec(B[p(a)~']). Dong cau vanh ¢y bat buoc phai 1a dong cau vanh
xay dung trong chitng minh ménh dé 17, vi theo tinh chit phd dung ciia dia
phuong hoa chi ton tai duy nhat mot dong cau vanh ¢ : Ala™'] — B[d(a)™!]
sao cho so do sau giao hoan :

)

A — B

-] s
Ala™] — Blg(a))

Meénh dé 18 da dugc chitng minh. O



Chuong 5

Lwoc do va cau xa

5.1 Dinh nghia lwgc do bang cach dan cac
lwgc do aphin

Cho X la mot khong gian topd véi bé vanh Ox trén X. V6i moi tap mé
U C X, trén U ¢6 mot cau tric topod cdm sinh tit X va mot b6 vanh [a han
ché ctia Ox vao khong gian topo U.

Dinh nghia 1 Mot cip (X, Ox) bao gom mot khong gian topo X va mot bé
vanh Ox la mot lwge dé néu ton tai mot phd mdé X = Ujej U; sao cho vdi
moi j € J cap (Uj,Oxlo,) ding ciu vdi (Spec(A;), Ospec(a,)) vdi mot vanh
Aj nao do.

Ta c6 mot diéu kién can hién nhién dé mot cap (X, Ox) 1a mot luge do.

Meénh dé 2 Néu (X,Ox) la mot luge do thi vdi moi diém x € X thd ciia
Ox tai diém la mot vanh dia phuong.

That vay, v6i moi x € X, ton tai mot lan can U cia X sao cho (U, Ox|v)
ding cau voi (Spec(A), Ogpec(a)). Néu diém z tuong tng v6i mot idean
nguyén to p clia A thi thé ciia Oy tai diém x ding ciu v6i vanh dia phuong
A O

Meénh dé 3 Cho (X,Ox) la mot luoc do. Khi dé ton tai mot co sd ciia
khong gian topo X chi bao gom cac luge do aphin.

67
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V6i moi € X, ton tai mot lan can U clia 2 sao cho (U, Ox|y) 1a mot
luge ddu aphin. Ta lai biét 1 tron mot luge dd aphin cac tap mé chinh tao
nén mot ¢6 sé clia khong gian topo, ma cac tap mdé chinh ciing 1a luge do
aphin. Vay nén khong gian topo X ¢6 mot co s chi bao gom luge dod aphin.
[

5.2 Vidu: xay dung duwong thing xa anh

Vi du co ban nhit 1a cidch xay dung duwong thing xa dnh bing cach dan
hai duong théng aphin. Cho k 1a mot truong, A; = klx] va Ay = k[zs] 12
vanh cac da thtic v6i hé s6 trong k va v6i mot bién s6 x; hodc zy. Ta c6 hai
duong thang aphin U; = Spec(A;) va Us = Spec(Ay). Trong U ta c6 tap
m& chinh Uy (x;) = Spec(k[zy, z7']). Tuong tu trong Us ta c6 tap mé chinh
Us(2) = Spec(k[zq, 25 ']). Ding cau vanh

¢ ¢ klzy, 2] — klra, ;]

xac dinh béi z; — x5 vh 27" +— 9, cdm sinh mot déng ciu gitta hai khong
gian topo
[ U(xy) — Us(xs).

Déng cau f cho phép ta dan U; va U, doc theo tap mé Uy (f1) = Us(f2).
Xét tap hgp X 1a tap cac 16p tuong duwong trong U; U U, dbi v6i quan hé
twong duong u; ~ f(u;). Ta c6 thé dong nhat U; va Uy v6i hai tap con ciia
X v6i giao la

U1 N U2 = U1<LL’1) = UQ(QL’Q).
Cau tric topo trén X duge xac dinh nhu sau : U C X 14 mot tap mé néu
U NU; la mot tap mé cia Uy va U N U 1la mot tap mé caa Us.

Ton tai duy nhat tréen X mot bo vanh Oy sao cho Oxl|y, = Op, va
Ox|u, = Op,. That vay, cho U la mot tap mdé bat ky ctia X, ta ¢6 U N Uy
la mot tap mé ciua Uy va U N U la mot tap mé cua Us.

Ta da cho han ché ctia Ox vao Uy vd Uy vi thé cac vanh Ox (U N Uy),
Ox(UNUy) va Ox (UNUNUy) cling v6i cac dong cau han ché, vay nén Ox (U)
dugce xac dinh duy nhét nhu 1a tap cac cap (fi1, f2) € Ox(UNUy) xOx (UNUy)
thod man f1|UﬂU10U2 = f2|UﬂU10U2- Ta kiém tra dugce la ham tt U — Ox(U)
xac dinh nhu trén 13 bé vanh duy nhat trén X sao cho han ché né vao U;
thi ta ¢c6 Op,, han ché n6 vao U, thi ta c6 Oy,.

Dé c6 trie giac tot hon dbi v6i khai niem twong déi tritu twong la khai
niém bo, ta can thuc hién mot sé tinh toan cu thé.
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B6 dé 4 Cho X la duong thing za dnh trén truong k vdi bé vanh ciu tric Ox
zdy dung nhu trén. Khi dé vanh cdc l6p cdt ciia Ox tréen X la Ox(X) = k.

Ta can xac dinh céc cip (f1, f2) voi fi € klx1] va fo € k[xs] sao cho
filvinvs = folvinu,. Dong cau klzo] — kla1,27"] xéc dinh béi x5 — 27" cho
phép ta dong nhit k[rs] v6i vanh con k[x]'] ciia k[z1, 27']. Nhu vay Ox(X)
la giao

Kl N k[a7 ]

& trong k[zy,x7']. Xem nhu k-khong gian vecto k[zy, z;'] 1a khong gian vo
han chiéu v6i tap {«] | n € Z} 1a co s6. Khong gian con k[z1] ¢6 {z} | n € N}
Ia co s& con k[z7 '] ¢6 {x7™ | n € N} 1a co s&. Vay thi giao k[zi] N k[z;'] ¢6
vecto 114 co s6 ; ta c6 Ox(X) = k. O

5.3 Dan trong trrong hup tong quat

5.4 CA&u xa gitra hai luoc do

Dinh nghia 5 Cho (X,Ox) va (Y,0Oy) la hai lwge do. Cho mét cau za
[:(Y,0y) = (X,0x) la

e cho mot anh za lién tuc f Y — X,

o vdi moi tip mé U C X vaV CY sao cho V C f~YU), ta cho mot
dong cau vanh ¢yy : Ox(U) — Oy (V) sao cho tuong thich déi véi U
va V., tie la, voi moi U' C U va V' C V thi luge do sau phdi giao hodn

Oy(V) 2 0x(U)

| |

¢U’,V/

Oy (V') —— 0Ox(U)

O day hai mai tén di zuong la cic dong cau han ché. Cdac dong cdu
duv phdi thod man dieu kién dia phuong sau day : Véi moiy € Y va
x = f(y) € X, dong cau vanh ¢, : Ox. — Oy, cam sinh & cic dyv
la mot déng cau dia phwong giga hai vanh dia phuong.



70 CHUONG 5. LUOC DO VA CAU XA

Chon mot phti aphin X = J,.; U; clia X v6i U; = Spec(4;). V6i moi
i € 7, ta lai ¢c6 mot phit aphin f~'(U;) = U, V; v6i V; = Spec(B;).
Theo ménh dé 3.18, han ché ciia f vao V; cdm sinh tit mot dong cau vanh
¢i; : Ai — Bj. Ta c6 thé coi f nhu la tap céc dong cau vanh ¢, ; dan lai voi
nhau theo topo Zariski. Diéu kién ¢, la dong ciu dia phuong tuong duong
vdi viéc trong mot lan can diu nhé, f cdm sinh to mot dong cau vanh.

Ta dinh nghia pham tru1 Sch vé6i vat 1a cac luge do va v6i dong cau la
cac cau xa dinh nghia nhu trén. Mot cdch nhin khac vé luge do 1a xem né
khong phai nhu mot khong gian topo duge trang bi mot bé vanh ma xem
nhu 14 mot ham tit. Ta cho tng v6i mdi luge do X = (X, Ox), ham ti

Y(X) : Ring — Set
gan cho mdi vanh A tap céc ciu xa tir luge do aphin Spec(A) vao X
Y(X)(A) = Homgen(Spec(A), X).

Ménh dé sau chitng té ta c6 thé thay X bdi ham t& Y(X) ma khong mét
bat ky thong tin nao.

Meénh dé 6 Ham ti X — Y(X) t pham tra. Sch cdc luge do vao pham tri
F(Ring) cdc ham ti to Ring vao Set, la mot ham ti day va chung thug.

Cho mot cau xa luge do Y bat ky. Chon mot phit aphin Y = Ujej V.
V6imoét j, j' € J, chon mot phit aphin clia giao V;NVy = UZ.GIM U;. V6i moi
luge do X, cho mot cdu xa f : Y — X la cho mot bo cac cauxa f;: V; — X
sao cho v6i moi @ € Z; j» ta c6 fi|u, = f]’-|Ui. Tu day ta suy ra tap cic cau xa
Y — X 1a tap cac cau xa tir ham t& Y(Y') vho ham tit Y(X). O

5.5 Diém : tong quat hoi va dic biét hoa

Trong hinh hoc dai s6, khai niem diém 13 mot khai niem twong déi khé nam
bt vi that ra c6 hai khai niém diém khac nhau : diém nhu phan t& trong
khong gian topo hay 1a diém c6 gia tri trong mot vanh cho truée. Khéi niem
tdng quéat hoa va diic biet hoa ciing thay déi tuy theo ta néi vé loai diém
nyo. Viéc ngay dén nhu khai niem tudng nhu don gidn nhu mot diém nhu
vay ma ciing rac roi dén nhu vay chinh la cai khé nhung ciing 1a cai hay ciia
hinh hoc dai s6. N6 phan anh cai déi ngdu co ban gitta quan diém coi cic
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d6i twong hinh hoc nhu cac khong gian topo dugce trang bi mot bé vanh va
quan diém coi cic d6i tuwong hinh hoc nhu mot ham tit. Khi doc cac tai lieu
tham khdo vé hinh hoc dai s6, nguoi doc can ludn quan tam dén xem nguoi
ta dang néi vé loai diém nao.

Cho (X, Ox) 1a mot luge dd. Khi ngudi ta n6i dén diém trong khong
gian t6po X thi chi don gian 1a cac phan tit z € X. V6i moi * € X nhu
vay, ta ¢6 mot vanh dia phuong O, x vA mot trudng cac du x(z) ctia Ox .
Chon mot 1an can mé aphin U = Spec(A) clia z, ta ¢6 mot dong cau vanh
A — k(x). V6i moi ham f xéc dinh trén lan can U = Spec(A) cla x, tic la
f € A, ta c6 thé l1ay gia tri f(z) € k(x) 1a 4nh clia f trong x(x). V6i khai
niém diém khong gian topo, cac diém thuoc vio mot tap hop ¢b dinh, nhung
cac gia tri f(z) thi lai thuoc vao mot truong bién thien x(x).

Meénh dé 7 Vi moix € X ta c6 mot cau za ky hiéu la x - Spec(k(r)) — X.
Cau za nay phan tich qua Spec(Ox ;).

Nhu ta da phan tich & trén : ta c6 mot lan can md& aphin U = Spec(A)
cia ¥ € X. Cau xa z : Spec(k(x)) — X phan tich qua U va dyoc cho béi
mot dong cdu A — k(x) v6i hach la idéan nguyen t6 p, cia A. Dong ciu
nay hién nhién 1a phan tich qua vanh dia phuong A4, = Ox . U

Chi ¥ 1a khéac v6i cac khong gian topo thong thudng, mot diém trong
khong gian topo Zariski c6 thé khong phai 1a mot tap déng. Vi vay v6i mdi
diém ta c6 thé 1iy bao déng cfia n6. Bao déng clia mot diém 1a tap dong nhd
nhat chita diém d6. Cho X = Spec(A) v6i A 1a mot vanh nguyén ven. Cho
n 1a diém twong ting v6i idéan (0) clia A goi 1a diém tong quat. Khi d6 bao
déng ciia ) 14 toan bo Spec(A). Menh dé 8 sau day ching minh mot khing
dinh téng quat hon.

Dinh nghia 8 Cho mot luge do (X, Ox) va hai diém x,y trong khong gian
topo X. Khi dé x la mot ddc biét hod ciia y, hay y la mot tong qudt hod cia
x néu nhu x ndm trong bao dong cia y.

Meénh dé 9 Cho X = Spec(A) la mot luge do aphin. Cho hai diém x,y €
Spec(A) tuong ting vdi hai idéann nguyén to p,,p, cia A. Khi dé x la mot
dac biet hod cia y khi va chi khi p, D py.

Nhéc lai 1a cac tap dong trong khong gian topo Zariski ciia Spec(A) déu
c6 dang Y (I) v6i Y(I) 1a tap cac diém z twong tGng v6i idéan nguyén t6
p: O I. Vivay nén bao déng ciia y 1a tap cac idean nguyén t6 p, D p,. O
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Meénh dé 10 Cho mot luge do (X, Ox) va hai diém x,y € X. Diém z la
mot dic biet hod ciia y khi va chi khi ciu za y : Spec(k(y)) — X phan tich
dugc qua cau za Spec(Ox ) — X.

Khii niem diém thi hai trong hinh hoc dai s6 13 khai niem diém véi gia
tri trong mot vanh A. Mot diém ctia X c6 gia tri trong A chi don gian
14 mot cau xa

x : Spec(A) — X.

D6i v6i loai diém nay thi cac gia tri nim trong mot vanh c¢6 dinh nhung tap
cac diém lai bién thién theo vanh. Ta ky hiéu X (A) 1a tap céc diém cua X
c6 gia tri trong A, doi khi con dugce goi tap cac A-diém cia X.

Dinh nghia 11 Cho X la mot luge do, A la mot vanh va x € X(A) la mot
A-diém cia X. Mot ddc biet hod ciia x la mot cap (A',2") véi A la mot
A-dai s6 dugc cho bdi mot dong ciu ¢ : A — A va 2/ € X(A') sao cho
= ¢(x).

Ngoai hai khai niém diém neéu & tren con ¢6 khai niem diém hinh hoc 1a

truong hop dic biet clia khai niem diém c6 gia tri trong mot vanh nao do.
Diém hinh hoc cia X 1a cac diém ciia X ¢6 gia tri trong mot trudng dong
dai s6 k nao do6.
Ménh dé 12 Cho mot diém hinh hoc T : Spec(k) — X, ton tai duy nhat
mot phan ti x trong khong gian topo x € X sao cho T : Spec(k) — X phan
tich duoc qua z : Spec(k(z)) — X. Ta néi diém topo x lam gid do cho diém
hinh hoc .

Vi khong gian topo Spec(k) chi ¢6 ding mot diém, Anh ciia no trong X
12 mot diém 2 € X. Thay thé X bing mot lan can aphin ciia X, ta ¢ thé
gid st X = Spec(A) aphin. Khi d6 z : Spec(k) — X cam sinh tit mot dong
cau vanh ¢ : A — k va st dung tinh dia phuong ctia ¢, ta biét ¢ phan tich
thanh

A—k(z) —k
la diéu phéai chitng minh. O
Xét mot vi du cu thé. Cho p 1a mot s6 nguyen t6 va F, = Z/pZ 1a trudng

hitu han v6i p phan t&. X = Spec(F,[t]) dudng thing aphin trén trudng
hitu han F,. Khi d6 khong gian top6 X bao gom diém téng quat 1a idean
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(0) ctia F,[t] va cac diém doéng la cdc idean (f) sinh béi f v6i f 1a mot da
thite bat kha qui trong F,[t]. Khong gian topo X c¢6 vo han phan tit. Voi
moi vanh A, dé cho X (A)u khac rdng, vanh A phai chita F, tic 1a A phai
1a mot F,-dai 6. Khi d6 cho mot cau xa Spec(A) — Spec(F,[t]) 1a cho mot
dong cau vanh F,[t] — A ttc 1a cho mot phan tit a € A. Vay nén v6i moi
F,-dai s6 A ta c6 X(A) = A.

Xét trudong hop dic biet A = F, bao déng dai s6 ctia F,. Tap cac didm

hinh hoc X (F,) 1a F,. V6i moi « € F, ta ¢6 mot cau xa
a : Spec(F,) — Spec(k[z]).

Céau xa nay phan tich qua diém doéng (f) clia X tuong wing voi da thitc
cuc tidu f € F,[t] sao cho f(a) = 0. Nhu vay, diém déng (f) tuwong ting
v6i mot da thite bat khd qui f € F,[z] lam gid do cho n diém hinh hoc
i, ..., € F, v6in la bac clia f vi oy, ..., a, la nghiem ciia f.

5.6 Nhing mé va lugc do con mé&

Cho mot luge do (X,Ox). Cho U la mot tap md clia khong gian topo X.
Ta trang bi cho U cau tric khong gian topo cam suy tit X : V C U la mot
tap mé ctia U néu V 1a mot tap mdé trong X. Ta trang bi cho U b6 vanh
cam sinh Oy (V) := Ox (V).

Vi du dién hinh 13 nhing mot tap mé chinh trong mot lwge dd aphin.
Cho X = Spec(A) va f € A la mot phan t& khong luy linh. Khi d6 U(f) =
Spec(A[f!]) 1a mot tap mé ciia X = Spec(A) va bo cau tric Ox han ché
vao U(f) 1a b6 cau triac cha U(f).

Meénh dé 13 Vi ky hiéu nhu trén, khong gian topo U trang bi b6 vanh Oy
cam sinh tu Ox la mot luge do.

Gia st X = Spec(A) 1a mot luge do aphin. Khi d6 phan bu cta U trong
X la tap dong Y cac idéan nguyén t6 x ctia X chita mot idéan I ndo do6. Gia
stt idean I dugc sinh béi {f;}. V6i moi x € U, ton tai mot chi s6 ¢ sao cho
fi € x. Vay nén U 1a hop céc tap mé chinh U(f;). Néi cach khac ta c6 thé
phit U bing céc tap mé aphin U(f;) = SpecA[f; !].

Truong hop tdng quét ¢6 thé qui vé truong hgp X aphin. Néu {X;} 1a
mot phit md aphin clia X, ta xét cdc giao U N X; va qui vé truong hop X
aphin nhu & trén. Il
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Van giit cac ky hieu nhu & trén, ta c6 mot cauxa j : (U, Oy) — (X, Ox).
Trén khong gian topo né 1a phép nhing hién nhién U — X. Trén bé vanh,
voi moi tap mé V C U va W C X sao cho V C W, ta can cho mot dong cau
vanh

j# . Ox(W) — OU(V) = Ox(V)

Ta lay dong cau han ché Ox (W) — Ox (V).
Dinh nghia 14 Mot cau za j : (U, Oy) — (X, Ox) duogc goi la nhing m&

néu j : U — X la nhing mot tap con mé U trong X sao cho vdi moi tap md
VcUwvaWcCX vdiVCW, dong cau vanh

j# : Ox(W) — OU(V) = Ox<V)
la dong cau han ché ryyw : Ox(W) — Ox (V).

Dinh 1y 15 Cho X; va Uy; la cdc luge do cung vdi cdc nhing md Jij Uiy —
X; va :Jr : Uij; — X sao cho vdi moi vanh R, hai anh za

PR JUsi(R) = || xi(m)

zdc dinh mot quan hé tuong duong. Khi dé ham ti R — coker[f*(R)] la
ham ti biéu dién doc bing luge do : luge do dan cic X; theo quan hé tuong
d’L['O'TLg Uzj

Xét X la khong gian topo thuong ciia hop roi | |, X; bdi quan hé tuong
duwong sinh gitta x; € X; va x; € X

x; ~ x5 & Ju € Uy sao cho fi;(u) = z; va fi7(u) = x;.

Ta c6 thé dong nhit X; v6i mot tap mé ctia X. Mot tap con V C X la
mot tap maé khi va chi khi V N X; 14 tap mé trong X; v6i moi . Ton tai
duy nhat mot b6 vanh cau triac Oy trén X sao cho han ché Ox vao X, ta
c6 Ox,. V6i moi tap m V' clia X ta dinh nghia I'(V,Ox) la tap cac bo
s; € T(V N X;, Ox,) sao cho ta c6 ding thitc gitta hai 16p cit trén V N Uy,

(fii) 7 (i) = (fi5) 7 (55)-

Ta c6 thé kiém tra 13 ham tit V — I'(V, Ox) dinh nghia nhu vay 14 mot bo
vanh va cap (X, Ox) 1a mot luge dd. Hon nita, luge dd nay bidu dién ham
tit R — coker[f*(R)]. O
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Cho (X, Ox) la mot luge d6. Cho U 1a mot tap md ctia X. Ta ¢6 mot
cau tric luge dd con mé duy nhat trén U. Ban doc can chi ¥ 1a du cho Xu
aphin thi U van khong nhat thiét 14 aphin. Tir quan diém ham ti, ta cling
khong c¢6 cadch ndo mo t4 ham tit cia U mot cach ¢6 ich. Ta c6 thé mo ta cac
A-diém Spec(A) — U nhu cac diém Spec(A) — X v6i anh trong khong gian
topo X chita trong tap mé U. Tuy nhién ta c6 thé nhan thiy 1 cach mo ta
nay khong lam sang stia gi hon van dé. Trong trudng hop U va X aphin,
thuong thi ta c6 thé mo ta ham tit ciia U mot cach ro rang hon. Xét vi du
X = Speck|[t] duong thang aphin trén mot truong k va U = Speck|t, t71] 1a
duong thédng aphin bé di diém khong. V6 moi k-dai s6 A, X(A) = A con
U(A) = A* tap cac phan t& nghich ddo dgc ctia A.

5.7 Nhang déng va lwgc dd con déng

Dinh nghia 16 Mot cauzai: (Y,0y) — (X, Ox) duogc goi la nhiing déng
néui:Y — X la nhing mot tap dong trong X sao cho véi moiy € Y va
r € X vdi x =i(y), dong ciu dja phuong gitta cic vanh dia phuwong

iﬁy : OX@ — Oy’y

la. mot dong cau toan dnh.

Xét truong hop aphin X = Spec(A4) va f € A 1a mot phan tit khong
nghich ddo duge. Diat Y = Spec(A/(f)). Khi d6 ta c6 nhing déng i : Y —
X ma trén bé cau tric 1a cac dong cau cidm sinh tit dong cAu toan anh
A— A/(f).

Nhan xét 1a b6 vanh cau trac Oy trén tap mé U C X duogc xac dinh mot
cach duy nhat. D&i v6i cac tap dong thi khong nhu vay. Cac luge do con
Spec(A/{f)), Spec(A/{f?)), ... déu dugc do bdi cung mot tap dong Y clia
khong gian topd X nhung Y ¢6 thé mang nhiéu b6 vanh ciu tric khac nhau
cadm sinh tit A/(f) hay A/{f?) ...

Ménh dé 17 Cho f: (Y,0y) — (X, Ox) la mot nhing déng vio mot lugc
do aphin X = Spec(A). Khi dé Y ciing la mot luge do aphin' Y = Spec(B)
véi B =T(Y,0y). Con cau za f la cau za cdm sing tit mot dong cau vanh
¢: A— B toan cau.
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Diat B = I'(Y, Oy), ta ¢6 mot dong cau vanh ¢ : A — B trong cac dit
kien ctia cau xa f : (Y,0y) — (X,0Ox). Trudc hét ta mudn chitng minh
rang ¢ : A — B la mot dong cau toan anh.

Dong cau ¢ cho phép ta coi B nhu mot A-modun. V6i moi idéan nguyén
td © € Spec(A) ta c6 thé xét dia phuong hoa B, clia B tai diém z. C6 hai
truong hop co thé x3y ra. Néu x khong nim trong tap con déng Y & trong
X, khi d6 ta tim dugc mot ham a € A sao cho a # 0 tai diém x nhung a = 0
& trén tap dong Y. Trong truong hop nay, dia phuong hoa B, phai bang
khong. Néu z nam trong Y, ttic 1a x = f(y) v6i y € Y, ta chitng minh dugc
rang B, = B, vitrong y € Y ¢6 mot co s6 lan can la giao cac lan can cia y
trong X v6i Y. Trong ci hai trudng hop ké trén ta déu c6 ¢, : A, — B, la
toan anh. Vay nén ¢ : A — B la toan anh, xem [...].

Dinh nghia 18 Mot ciu za duge goi la nhing déng dia phuong néu nhu né

phan tich dugc thanh tich mot nhing dong va mot nhing ma.

5.8 Tich theo thé cua lwgc do va thé cua cau
xa

Cho ba luge d6 X,Y,Z va hai cau xa lugec dd f: Y — X vag: Z — X.

Loc do X cdm sinh ra mot ham t& Y(X) : Ring — Set cho ting v6i moi

vanh R tap cac R-diém cia X

X (R) = Hom(Spec(R), X).

Nhu vay v6i mdi vanh giao hoan A, ta c6 cac anh xa f : Y(R) — X(R) va
g:Z(R) — X(R). Xét ham tt tich phan thé

A— (Y X x Z)(R) = Y(R) X X(R) Z(R)
Dinh 1y 19 Ham ti A — (Y xx Z)(A) biéu dién dugc bang mot luge do.
Trong truong hop aphin X = Spec(A),Y = Spec(B),Z = Spec(C), ta
da chttng minh & ménh dé 11 myc 2 rang ham ttt R — Y (R) xy X(R)Z(R)

biéu dién dugc bing luge do aphin

Y xx Z := Spec(B®4 C).
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Ta can rat cha y 1a khong gian topo Spec(B ®4 C') hoan toan khac véi tich
phan thé ngay tho cac khong gian topo Y X x Z cac cip (y,z) € Y X Z sao
cho f(y) = g(z). No6i chung, ngudi ta khong bao gio xét dén tich phan thd
ngay tho cac khong gian topo nhu vay, va tich phan thg luon phai duge hiéu
theo nghia ham tir.

Tiép dén, ta xét trudong hop tong quat hon khi X 13 aphin, con Y va Z
thi khong nhat thiét phai aphin. Ta c¢6 thé phiit Y bdi mot ho cac tap mé
aphin {Y;} va Z bdi bbi mot ho cac tap md aphin {Z;}. V6i md cap chi
s6 (i,7) ham t& Y; x x Z; biéu dién dugc bing mot luge do. Gid st ta biét
dugc cac giao Y;NYy va Z;N Z; la aphin, vay thi tich (Y;NYy) xx (Z;NZ;)
ciing bi¢u dién duge bing mot luge do. Luge dd Y xx Z duge xay dung
bang cach dan cac Y; x x Z; lai nhu sau theo quan hé tuong duong

(Y; XXZj)m(Y;/ Xij/>:(}/;m}/;/) Xx (ijZj/)

nhu trong dinh 1y 9.

Nhu ta sé thay trong muc sau, hau hét cac luge do ta gip (luge do tach),
déu thod manu tinh chat 1a giao hai tap md aphin 13 mot tap md aphin.
Néu khong may, ta gap phai mot trong céc luge do khong tach thi ta van c6
thé phii cac giao Y; NY/ vd Z; N Z; bang cac tap md aphin va Iy luan nhu
4 trén van dang.

Cubi ciing thi ta luon c6 thé phit X bing cic tap md& aphin va nhd dé
qui vé truong hop X aphin sau d6 ding dinh 1y 9 dé dan lai. U

Dinh nghia 20 Cho f : Y — X la mot ciu za. Cho x € X la mot diém
trong khong gian topo ciia X va x : Spec(k(z)) — X la cdu za diém tng vdi
x. Khi dé thé cia f  trén x ky hiéu la f~(x) la luge do

FHz) = Y xx., Spec(k(x)).

Cho % : Spec(k) — X la mot diém hinh hoc ciia X. Khi dé thé hinh hoc
ctia f & tréen T ky hieu la f~4(x) la luge do

f1(z) =Y xxz Spec(k).

Dé thiy thd ciia ciu xa dinh nghia nhu trén khong khic xa 1am so véi
thd ciia anh xa lién tuc trén khong gian topo, ta chitng minh khing dinh
sau. Ta cling phai nhan xét ngay 14 khing dinh nay khong may quan trong,
vi n6i chung nguoi ta chi quan tam dén thd theo dinh nghia trén, con thé
hiéu theo nghia ngay tho trén khong gian topo khong dung lam gi cd. Ngay
gitta thG va thé hinh hoc thi thé hinh hoc ciing c6 ¥ nghia hinh hoc hon.
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Meénh dé 21 Cho X = Spec(A) va Y = Spec(B) la hai luge do aphin va
f:Y — X la mot cau za cho bdi mot dong ciu vanh ¢ : A — B. Cho
x € Spec(A) la mot idéan nguyén to cia A, k(z) la truong cic thuong cia
mién nguyén A/x. Khi dé ta c6 mot song dnh chudn tdc gita khong gian
topo

{yeY | fly)=ux}

va khong gian topo Spec(B ®4 k(x)).

Ta nhan xét ring Spec(B/xB) 1a tap con déng cia Spec(B) bao gom
cac cac idean clia y cia B sao cho ¢(x) C y. Thay A bang A/z, B bang
B/xB ta c6 thé gia st 1a A 1a mién nguyeén, z la idéan 0. Goi « 1a truong
cac thuong cia A. Khi d6 B ®4 k la dia phuwong hoa ctia B theo tap nhan
S ={sé(a) | a € A—{0}}. Theo mod t& tap pho ciia mot dia phuong hoa ta
biét

Spec(B ®4 k) — Spec(B)
la mot don anh va dnh ctia né la cac idéan cia y cia B sao cho y khong
c6 giao v6i tap nhan S. Cai nay thi hién nhién twong duong véi ¢~ '(y) la
idean {0} ciia A. O

Meénh dé 22 Cho f : Y — X la mot nhing md (hodc déng). Khi dé, vdi
moi cau za g : Z — X, cau za fz 1Y xXx Z — Z ciing la mot nhing md

(hodac dong).

Cauxa fy : Y xx Z — Z goi la ddi co s& ciia f tit X len Z. Ménh dé
trén noi rang tinh chat nhing déng md duge bdo toan béi phép ddi co sé.
Hau hét cic tinh chit clia cac cAu xa ma ta c6 thé xem xét trén tirng thé
déu dugc bio toan béi phép ddi co sb.

5.9 Cau xa dudng chéo

Cho X,Y 1a hai luge do va f: X — Y 1a mot cau xa. Ta da xay dung tich
phan thé X —y X 1a luvoc dd biéu dién ham tit R — (X xy X)(R) véi
(X xy X)(R) la tap céc cap R-diém z1,7zo € X(R) sao cho f(x1) = f(z2)
trong Y (R). Anh xa x +— (z,2) la mot anh xa tit ham tit X vao ham ti
X Xy X cho nén xac dinh mot cau xa gitta cac luge do twong ing, goi la
cau xa duong chéo

AX/Y X — X XyX.
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Cau xa duong chéo 1a mot cau xa vo cling quan trong trong hinh hoc. Trong
hinh hoc dai s6, n6 1a khéi diém cho moi tinh toan vi phan.

Dinh 1y 23 Cau za duong chéo la mot nhing déng dia phuong. Néu XY
la cdc luge do aphin, cau za duong chéo la mot nhing déng.

TruGe hét ta xét trudong hop aphin X = Spec(A), Y = Spec(B) va f
cam sinh tit mot dong cau vanh ¢ : B — A. Khi d6 theo dinh 1y 2.11

X Xy X = Spec(A®p A).

Cau xa dudng chéo
X =X xy X

dugc cho trong truong hop nay bsi dong cau vanh
p: A A— A

xac dinh bdi ¢(a; ® as) = ajas v6i moi ar,a; € A béi vi day la dong cau
duy nhat A ® 3 A — A c4m sinh tr hai phién ban ctia dong cau don vi
idy : A — A nhu trong 2.11. Trong trudng hop aphin, cau xa dudng chéo
13 mot nhing déng vi ¢ : A®p A — A la mot toan anh.

Trong truong hop téng quat, gid st X c¢6 thé duge phit bing cic tap
md aphin X = J, X; vA cdu xa han ché X; — Y phan tich qua mot tap md
aphin Y; ciia Y. Khi d6 X xy X c¢6 thé dugc phii b&i

X XyX = UXZ Xij.
2%
Trong X Xy X, ta ¢6 tap mé |, X; xy X;, va tap md nay chtta &nh clia ciu
xa dudng chéo Ay/y nhu mot tap déng. Nhu vay, Ax,y c6 thé phan tich
thanh tich mot nhiing dong va mot nhiing mé nén n6 la mot nhing dong dia
phuong. U

B3 dé 24 Cho B la mot vanh giao hodn va A la mot A-dai s6. Khi dé hach
ctia dong cau vanh

(ﬁA@BAHA

cho bGi ¢(ay @p az) = ayag la idéan ciia AQp A sinh béi cac phan ti c¢é dang

a®pl—1®pa.
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Ro rang ¢(a®p 1 —1®p a) = 0 cho cac phan t ¢6 dang nay nam trong
idéan hach ciia ¢. Ky hiéu I 1a idéan clia A ®p A sinh béi cac phan tit
a®pl—1®pav6iae A, khido ta c6 mot dong cau vanh cdm sinh tit ¢

¢: (Axp A)JI — A
ma ta mudn chiing minh 13 mot ding cau. Xét dong cau
p:A—ARpA
cho béi a +— a ®p 1 va ddng ciu cdm sinh p; : A — (A®p A)/I. Ro rang

¢op =idy

vi ¢popi(a) = ¢(a® 1) = 1. Ta mudn chitng minh 13 nguogc lai ta ciing 6

P o ¢ = idagyayr-

Céai nay tuong duong vGi viéc chiitng minh la v6i moi a;,as € A ta cb
a; @p az — aya; ®p 1 € I. Nhung didu nay 13 hién nhien vi

a1 @p ag —a1as 1 = (a3 @p 1)(1 ®p ag —ay ®p 1) € 1.
Nhu vay ta da kiém tra xong la trong trudong hgp aphin, cau xa duwdong chéo
Spec(A) — Spec(A®p A)

la mot nhing déng va idéan ctia A ®p A xac dinh duong chéo la idéan ctia
A ®p A sinh béi cdc phan tit ¢c6 dang a ®p 1 —1®pa v6i a € A. O

Dinh nghia 25 Mot ciu za f: X — Y goi la tach néu cau za duong chéo
Axyy : X — X xy X la mot nhing dong.

Nhiéu chttng minh lién quan dén phti mé aphin trong topo Zariski sé bét
cong keénh nhiéu néu ta biét truge la giao ciia hai tap mé aphin van la mot
tap m& aphin. Diéu nay dung cho cac luge do tach.

Meénh dé 26 Cho f : X — Y la mot cdu za tdach trén mot luge do aphin
Y. Khi dé véi moi tap md aphin U,V cia X, giao UNV wan la mot tap md
aphin.
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Ta diing cong thitc rit gon vé duwdng chéo
unv=U Xy VﬂAx/y(X)

Do U,V vaY la aphin nén U xy Vu la aphin. Do Ax,y(X) nhing déng vao
X xy X, U xy VN Axy(X)u la mot luge do con dong ciia U xy V. Ma
theo ménh deé [...], cdc luge do con déng ciia luge do aphin 1a luge do aphin.
O

Vi du dién hinh ctia luge dd khong tach 13 nhu sau. Xét X, X, 1a hai
phién ban clia mit phing aphin trén mot trudng k

X=Xy = Spec(k[x,y]).

Ky hieu U la tap con mé phan bt ciia diém toa do (0,0). Néu ta ddn X; va
X, theo U, ta sé dugc mot luge do khong tach X. Trong X ta c6 hai tap
mé 1a X; va X, voi X1 N X, = U. Ro rang X, X, 1a aphin. Nhu ta sé thay
trong [...] phan bu U clia mot diém trong mot mat khong thé 1d mot luge
dd aphin.
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Phan III

B6 modun
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Chuong 6

B6 Oy-moédun

6.1 B6 Oy-modun nhit quan va twa nhat quan

Ta nhic lai khai niem b6 nhém Abel trén mot khong gian topo X. Tién bo
nhém Abel F trén mot khong gian topo X 14 mot quy tic cho ing v6i mdi
tap m& U C X mot nhom Abel F(U) va v6i moi U C V mot dong cau

PV F(V) = F(U)

thoa tinh chat bic cau py; o plY = pi¥ v6i moi tap mé U C V C W. Mot b6
13 mot tién b6 thod man thém tinh chat dan dugc nghia 13, v6i moi tap mé
U pht dugce bang mot ho cac tap mé U = |J, U;, khi d6 F(U) song anh véi
tap cac bo s; € F(U;) sao cho v6i moi cap chi s6 4,5 ta ¢6

Si|Uij = 8j|Uij7
Dinh nghia 1 Mot b6 Ox modun F la mot bé nhom Abel nhu trén duoc
trang bi thém trén moi tap mé U mot cau tric T(U, Ox)-modun trén nhém
Abel F(U), sao cho dong ciu han ché pY; : F(V) — F(U) la mot dong
cau T'(V, Ox)-tuyén tinh vdi moi tap mé U C V. Chi 4 la dong cau vanh

ot T(V,Ox) — T(U, Ox) cho phép ta trang bi F(U) mot cau tric T'(V,Ox)-
modun.

Trong truong hop X = Spec(A) 1a mot luge dd aphin, ta c6 thé xay
dung b6 Ox-modun tit A-modun.

85
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Meénh dé 2 Cho X = Spec(A) va M la mot A-modun. Khi dé ton tai mot
b6 Ox-modun M, duy nhat véi sai khdc la mot dang cau duy nhat, sao cho
vdi moi tap md chinh U(f) = SpecA[f~}], ta cé

M@U(f)) = M @4 A[f7Y].

Khi d6 véi moi v € X, thd M, ciia M
tai diem x, la M, = M @4 A,.

Meénh dé nay chtiing minh hoan toan tuong tu nhu ching minh dinh ly
3.11 vé dac trung cia b6 cau tric Ox nhu 1a b6 vanh duy nhat sao cho

L(Ox, U(f)) = Alf~].

Dinh nghia 3 Mot b6 Ox-modun M trén X goi la bé twra nhat quan néu
vdi moi tap md aphin U = Spec(A) ciia X, han ché ciia M vao U ding cau
vdi b6 M vdi mot A-modun M nao dé. Néu hon nita vdi moi tdp md aphin
U = Spec(A), M =T'(U,M) la mot A-modun dang huiu han thi ta néi M
goi la b6 nhat quan.

Theo ménh dé 2 ta thay trong truong hgp luge dd aphin X = Spec(A),
pham tru cac b6 Ox-modun tya nhat quan tuong duong v6i pham tru cac
A-modun, pham tru cac Ox-modun nhat quén thi tuong duong v6i pham
tru cac Au-modun dang httu han.

6.2 Dan bé tuwa nhat quan

Ta da biét 1a cdc bé tya nhat quan trén mot luge do aphin X = Spec(A)
khong phai cai gi khac ma 1a cac A-modun; cac b6 nhat quan la cac A-modun
dang hitu han. Cau hdi tu nhién dat ra Ia liéu ta c6 théd mo ta b (tua) nhét
quan trén mot luge do tuy ¥ X dya trén cdc phi aphin ctia n6 dugce khong.
Xét truong hop don gidn nhat. Gid st ta c6 thé phit mot luge do X
bing hai luge do aphin X; = Spec(A;) va Xy = Spec(Ay). Gid sit nita I
X2 = X7 N X, cing la aphin X725 = Spec(Ajz). Truong hgp nay hay xay
ra, ching han nhu khi ta biét luge dd X 1 tach. Gid st X 1a tach cho don
gian.
Meénh dé 4 Vdi ky hiéu nhu trén, cho mot bé tua nhat qudan tréen X la cho
mot bo ba (M, My, ¢) vdi My la mot Aj-modun, My la mot As-modun, con
¢ la mot dang cau Ayp-tuyén tinh ¢ : My @4, A1g =~ My @4, A1, B6 la nhat
qudn khi va chi khi M; la A;-modun dang hau han vdi i =1, 2.
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Cho M la mot b6 tya nhat quan trén X. Khi dé ta c6 thé 1ay M, =
(X, M) va My = I'(Xy, M). Tinh chat tya nhat quan cia M lam cho
['( X2, M) vita 1a My ®4, Aj2, vita 1d My ®4, Aj2 cho nén ta phai ¢6 mot
ding cau gitta hai modun nay.

Cho bo ba (M, M, ¢) nhu trong ménh dé. Cho U 1a mot tap md aphin
bat ky ctia X. Dat Uy = UNX,, Uy =UNXyva U, =UNXp. Vi X
1a tach cho nén Uy, U; va Uy la cac tap mé aphin. Dt U; = Spec(B),
Uy = Spec(By) va Uya = Spec(Byz). Diat M(Uy) = My ®4, By, M(Us) =
M2 ®A2 B2 va M(Ulg) == M1 ®A12 Blg. Ta léy

M(U) = {(v1,v2) € M(Uy) x M(Us) | v1,v9 ¢6 cung anh trong M(Ujo)}.

Ta kiém tra nhu trong chitng minh ménh dé 2 1a ton tai duy nhat mot bo
twa nhat quan M trén X sao cho v6i moi tap md aphin U cia X, M(U)
dugc cho nhu trén. O

Xét truong hop phit mé téng quat U; v6i nhiéu hon hai tap mé. Tréen
mdi U; ta cho mot b6 Op.-modun tya nhat quat M;. Tren mdi giao hai tap
m& mot U;; = U; N Uj, ta cho mot déng cau

Gij + M,

v, = M,

Ui..

Néu i = j, ro rang ta phdi lay ¢ = 1 1a tu ding ciu don vi ciia M;. Mudn
cho cac ¢;; dan cac b6 M; lai dugc, ching phai thod man mot diéu kién
tuwong thich trén giao ba tap mé mot

Céc déng cau ¢;; dugce goi la mot 1-ddi chu trinh néu nhu véi moi bo ba chi
s6 4,7,k ta co

Gij © Qjr © O = 1.

B0 céc ¢;; thod man diéu kién 1-ddi chu trinh nhu trén dugce goi 1a mot dww
kién dan ciia bo cic b6 tua nhat quan M, trén U;.

Dinh 1y 5 Cho X la mot luge do va {U;}icq la mot phii mé cia X. Ta cé
mot tuong duong pham tru giga pham tri cic b6 Ox-modun twa nhat qudn
M tréen X wva pham tru cic bo cic bé U;-modun tua nhat quan M; trén moi
U; trang bi thém da kién dan nghia la

e vdi moii,j € J, cho mot ding cau ¢;j : M, u,; — Milu,; sao cho
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o ¢;; =1 véi moii € J,
o han ché vao Uy, ta cé ¢y 0 ¢j o ¢ = 1 vdi moi i, j, k € J.

Cho M 1a mot bé twa nhat quéan tren X. Ro rang la ta phéi cho tng voi
n6 bo cic M; = M|y, cung v6i ¢;; 1a céc ding cau hién nhien vi Mj|UZ-]- va
Mily,, déu ding cau véi M|y,

Ngugc lai néu cho M; va céc ¢;; thod man diéu kién 1-d6i chu trinh ta
c6 thé xay dung lai diige M bing cach cho ttng v6i mdi tap mé U clia X
tap

M(U) = {mz S M1<U N UZ) | tréen U N Uij ta co gzﬁw(mj) = mz}

Ban doc ¢6 thé tu kiém tra ring M dinh nghia nhu trén 13 mot bo O x-modun
tua nhat quan dua theo cac bude nhu sau :

e M(U) l1a mot nhom abel vi ta ¢6 thé cong hai bo (m;) va (m}) thanh
(mi +my),

e M(U) la mot Ox(U)-modun vi véi moi a € Ox(U)

ta c6 thé nhan mot bo (m;) véi a thanh (aym;) véi a; € Ox(U;) 1a han
ché ciia o vao U N U;.

e dé chitng minh tinh chit dan dwgc clia M ddi v6i hai tap mé U va
U MUUU') la tap céc cap m € M(U) va m' € M(U’) sao cho
mlunvr = m|yyr, ta han ché vao tiung U; 161 st dung tinh dan dugc
ctia M; dé c6 M((UUU')NT;) la tap cac bo m; € M(U N U;) va
m;, € MU' NU;) sao cho my|ununu, = milunvnu,

Ban doc ¢6 thé kiém tra dugc hai ham ti ta xay dung M — (M;, ¢;;) va
(M, ¢ij) — M la cac tua nghich ddo clia nhau va cho ta mot tuwong duong
pham triu. U

Dinh 1y 6 Ta giw kij hiéu nhu trong dinh Iy trén. Bé Ox-modun M la nhat
qudn khi va chi khi moi b6 M; = M|y, la nhat quan.

Néu M la nhat quan thi theo dinh nghia méi b6 M; = M|y, phéi 1a nhat
quan. Trong chidu ngugce lai tao ¢ thé thay phii (U;);cs bing mot phii min
hon cho nén ta c6 thé dua vé truong hgp X = Spec(A) va (U;)ics 1 mot
phtt aphin chinh ciia Spec(A).
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Nhéc lai mot s6 1ap luan da trd nén quen thuoc trong cic chuong truée.
Gia st U; = Spec(A[f;']) v6i f; € A. Cac tap m$ U; phit Spec(A) khi va chi

khi A-modun con sinh béi cac f; 1a toan bo A, vay nén ton tai mot sd hitu
han f1,..., f, va g1,...,9, € A sao cho

figr+ -+ fugn = 1.

Day 1& noi dung ctia bd dé phan hoach don vi. Vi vay ta c6 thé thay phi
(U;)icr bang phit hitu han (U;)™,. Day la lap luan dé chitng minh khong
gian topo Spec(A) la tya compact.

Cho M 1a mot A-modun sao cho v6imoii=1,...,n

M; =M ®4 A[fz‘_l]

la mot A[f;']-modun dang hitu han. Ta can chéng minh ring M la mot
A-modun dan hitu han. V6i moi ¢ = 1,...,n, chon mot hé sinh hitu han
(z])7, clia M;. Néu can thiét ta c6 thé thay cdc phan ti =] bang fNz] v6i
N dit 16n nén ta c6 thé gid sit 27 € M. Ta mudn ching minh ring véi 4, j
bién thién, tap httu han céc phan ti 27 € M la mot hé sinh ctia M.

Goi r =7, + ...+, 1a tdng s6 cac phan tit z7. Cac phan tit nay cho ta
mot dong cau A-modun

b AT M

Ta mubn ching minh ¢ la toan anh. Goi M la déi hach ctia ¢. Cho §j € M
va y € M v6i 4nh 1a ¢. C6 dinh mot chi s6 4. Vi (z7)j2, 1a mot he sinh clia
M;, ton tai g1, ..., 9. € A[f; '] sao cho trong M;,

y= Zgﬁf
j=1

Thé nén ton tai N; € N dii 16n sao cho Vg = 0. Giai phong ky hieu g;.
Lai diing phan hoach don vi, ton tai g1, ..., g, € A sao cho

G+ gaf =1
Vay nén
g=(fi" + - gafim)y = 0.
Cach chitng minh nay c6 thé viét lai mot cach don gidn hon dya tren viec
cac b6 tira nhit quan khong c6 H! trén luge do aphin. Nhung chitng minh
dung dong diéu vé co ban ciing khong c6 gi khac v6i chitng minh trén vi
H! = 0 déi v6i luge do aphin ciing suy ra tit bd dé phan hoach don vi. O
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Hé qua 7 Cho (X, Ox) la mot luge do. Cho mot b6 Ox-modun tua nhat
qudan M trén X la cho, vdi moi tap mé aphin U = Spec(A), mot A-modun M 4
va vdi moi tap md aphin U' = Spec(A’) C U mot dang cau My ~ My@4 A'.
Bé M la nhat qudn khi va chi khi cac My la A-modun hiau han sinh.

6.3 Vidu b6 nhit quan trén duong thing xa
anh

Dé minh hoa viéc dan b6 nhat quan, ta sé miéu ti cac bé tu do dia phuong
cAp mot trén duong thing xa anh.

Nhic lai 1a duong thing xa Anh dugc xay dung bing cach dan hai duong
thang aphin trén mot truong k. Cho U; = Spec(k[ui]) va Uy = Spec(k|ug))
la hai phién ban ctia dudng thing xa anh. Dat Uy, = Speck[ui,u;!] dong
nhat v6i Uy = Speck[ug,ugl] bang cach dat u; = u2_1 va ul_l = ug. Déan U;
va Uy theo tap mé& Uy = Uy nhu trén cho ta dudng thing xa dnh X = PL.

Nhu ta biét qua dinh 1y 9, cho mot Ox-modun M 1a cho mot bo ba
(My, My, ¢12) v6i My la b6 nhat quéan trén U; tuong ing v6i mot kfuq]-
modun M;, M, tuong tng véi mot k[us]-modun M, va mot ding cAu modun

¢+ Mo @ppuy) kluz, uz'] — My @l klur, ui]

tuong thich v6i dang ciu vanh kfug, uy '] ~ kluy,ut giti ug — uy'.

Ta sé chi xét & day truong hop M; = k[u;Jm; modun ty do sinh bdi
phan t& wm,, twong tu My = klug]my. Khi d6 My, = k[ug,uy']lm; va
May = k[ug, us 'Jmy. Cho mot diing ciu gitta My, va My 1a cho

Mo = My
v6i una mot phan t& kha nghich
klur, up ']

Nhu vay né phai c6 dang o = aul v6i n € Z va a € Z. Thay ddi phan tit
sinh my, ta c6 thé gid st o = 1.

Dinh nghia 8 Tu ky hiéu Ox(n) la b6 Ox-modun cho bdi bo ba
- modun My = k[uy|my trén Uy = Spec(kluy]),
- modun My = k[us)ms trén Uy = Spec(k[us]),
- ddng ciu ¢ = My, = klug, uy '] — k[uy, uy'] cho bdi mg — ulim;.
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Chi thodng nhin thi qué la kho phan biet cac b6 nhat quan Ox(n) véi
nhau vi trong cac tap mé U;, U, chiing hoan toan giéng nhau. Dé thiy ro
su khéc nhau ctia chiing ta can xét cac 16p cdt toan cuc.

Meénh dé 9 Vdin <0, ['(X,0x(n)) =0. Voin >0, ta cé
dim; I'(X, Ox(n)) =n+ 1.

Theo tinh dén duge ciia bo T'(X,Ox(n)) la tap cac cap s; € M; va
S9 € My ¢6 cung anh trong My = Msy. Ta c6 Mi5 la khong gian vecto sinh
béi co sG
(ufmy | € Z)

trong dé cé khong gian con M; sinh béi
(uymy | r € N).
Khong gian ¢(Ms) anh ciia My trong M sinh béi
(ui™"my | r € N).
Ro6 rang la

My N ¢(My) =0

v6in < 0 va giao ndy c6 chiéu la n+1 v6in > 0. Ta suy ra diéu phai chiing
minh. U

6.4 Pham tru1 abel cac bé (twa) nhat quan

Dinh 1y 10 Cho (X, Ox) la mot luge do. Pham tri cic b6 Ox-modun tuya
nhat qudn va nhat qudn la cde pham tru abel.

Cho M, N 1a hai b6 Ox-modun tya nhat quan va f : M — N la mot
dong cau bo Ox-tuyén tinh. Hach, ddi hach, 4nh, déi &nh ctia f dugc dinh
ngha nhu sau.

V6i moi tap m3 aphin U = Spec(A) ctia X, han ché cia M va N vao U
duge cho béi A-modun M4 vd N4. Han ché ctia dong cau f duge cho bai
fa: My — Ny Ta co thé 1ay hach, déi hach, dnh va d6i dnh clia fa4.
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Cho U’ = Spec(A’) 1a mot tap md aphin ndm trong U = Spec(A). Khi
d6 A’ 1a A-dai s6 phang. Vay nén ta c6

ker(fA/) = ker(fA) XA Al

va cac dang thite twong tu déi véi déi hach, dnh va déi dnh. Ta con 6

COim(fA) = nn(fA)

Ton tai duy nhat b6 Ox-modun ker(f) sao v6i moi tap md U = Spec(A),
ker(f)(U) = ker(f4). Ta cung ¢6 cac bé ddi hach, dnh va dbi anh voi dnh
va dbi 4nh 14 cac bo din cau.

Néu Mu va N la cdc b6 nhat quan thi hach, d6i hach, 4nh va d6i anh
ciia mot dong cau M — N 1a cdac b6 nhat quan. .

Dinh nghia 11 Cho M — N la dong ciu b6 O-modun trén mot luge do
(X,0x). Ta néi M — N la don dnh néu hach ciia né bing khong. Ta néi
né la toan dnh néu doi hach cta né biang khong. Day

0—- M—-N-—-P—0

goi la khop néu nhu M — N la don dnh, N — P la toan dnh, va dnh cta
M — N la hach cia N — P.

Meénh dé 12 Cho M — N la dong ciu b6 O-modun trén mot luge do
(X,0x). M — N la don danh (hodc toan dnh) néu nhu vuéi moi x € X, trén
thd M, — N, la dnh za don dnh (hay toan dnh) cia Ox,-modun. Tuong
tu nhu vay mot day 0 — M — N — P — 0 la khdp khi va chi khi vdi mot
x € X, day cic Oxz-modun 0 — M, — N, — P, — 0 la khop.

6.5 Anh xudi

Dau tién ta xét truong hop aphin. Cho f : Spec(B) — Spec(A) cau xa
tuong @ng v6i dong cau vanh ¢ : A — B. Ta ¢6 ngay mot ham tit

f« : Modg — Mody4

tir pham tru cdc B-modun vao pham tri cdc A-modun. N6 cho tng v6i mot
B-modun M chinh M nhung chi xem nhu A-modun. Do la pham tru cac
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B-modun tuong duong v6i pham trit cdc b6 Oy-modun tya nhat quan trén
Y = Spec(B), va khiang dinh twong tu ciing ding v6i X = Spec(A) ta c6
mot ham t& 4nh xuodi f, tit pham tru cac b6 tura nhat quan Oy-modun vao
pham tru cac b6 cdc Ox-modun tra nhat quan tren X = Spec(A)

f+ : Modep, — Modp,.

Bay gio ta muén mé rong dinh nghia 4nh xuo6i cho moi cau xa gitta hai
luge do bat ky. Cho f : Y — X la mot cau xa giita hai luge d6. Cho M
14 mot bé6 Oy-modun tua nhat quan. Cho U 1a mot tap mé Zariski cia X.
Anh ngugc ciia né V = f~1(U) 1a mot tap mé ciia Y. Cau xa f bao gom
mot dong cau vanh

f*:T(U,0x) — T'(V,0y).

Vi vay I'(V, Oy)-modun T'(V, M) ty dong sé dugc trang bi mot cau tric
['(U, Ox)-modun. Vay nén ham tit

M U = T(f7H(U), M)
la mot ham t& véi gia tri 1a Ox-modun.

B6 dé 13 Cho f:Y — X la mot ciu za luge do. Cho M la mot b Oy -
modun twa nhat quin. Ham t¢ f.M dinh nghia nhu 6 trén la mot b6 Ox-
modun twa nhat quan.

Trude hét ta can chiing minh ring f.M 13 mot b6. Mudn thé ta can
kiém tra dugc tinh dan duge ciia f, M ddi v6i mot phit mé (U;)ser clia mot
tap mé U. Theo dinh nghia ctia f.M n6 tuong duong véi tinh dan dugce
ctia M d6i v6i phit mé (f~1(U;))iez ctia f~H(U). Do 1a M 1a mot bé nén né
¢6 tinh dan duoc.

Lay U = Spec(A) 1a mot tap mdé aphin ctia X va U’ = Spec(A’) 1a mot
tap m& chinh ctia U. Gid st A’ = Alg~!] v6i g € Ando d6. Dat V = f~1(U
va V' = f7H(U"). Xét (V;)iez 1a mot phit aphin ctia V va (V%) 1a mot phii
aphin ctia V;; = V; N V;. Theo dinh nghia cia f.M ta c6

~—

k
LU, f.M) = ker[H M(V;) — HM(Vk

con

LU, f.M) = ker[[ [ M(V)) — HM (V')
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voi V! =V, xy U’ va V’Z = VZ’; xy U’. Vila tich phan thé bio ton pham tri
cac luge do aphin cho nén V' 1a mot phit aphin ctia V' va V’fj 13 mot phi
aphin ciia V;; Vi M 1a b6 Oy-modun tya nhat quan cho nén
M) =MV;) @4 A va M(V'E) = M(VE) @4 A
T d6 ta suy ra rang
LU, f.M) =T(U, f.M) @4 A

béi vi ham tt N — N ®4 A’ la ham t& khop khi A’ = A[g™'] 1a mot dia
phuong héa clia A (xem ...) O

Nhu vay 4nh xu6i ctia b6 tira nhat quan 1a b6 tya nhat quan. Thé nhung
M 1a b6 Oy-nhat quan khong suy ra f, M 1a b6 Ox-modun nhat quan. Xét
truong hop don gidn nhat A = k 13 mot truong, B = k[x] 1a vanh cac da
thttc mot bién trén k. Lay M = B. Khi d6 M xem nhu k-modun 16 rang
khong phai la dang hitu han. C6 mot truong hop riéng quan trong la anh
Tudi cta bé nhat quan van la nhat qudn dé

doi vdi cdc cau za za dnh. Ta sé quay lai van dé nay sau.

Meénh dé 14 Cho f : Y — X la mot ciu za aphin tu luge do (Y, Oy) vao
(X,0Ox). Khi dé ham ti f. tu upham tri cic b6 Oy-modun nhat qudn vao
pham tri cic bé Ox-modun nhdt qudn, la mot ham ti khdp.

Cho mot day khép 0 — M’ — M — M” — 0 b6 Oy-modun tya nhat
quan. V6i moi tap mé aphin U = Spec(A) cia X, V = U xx Y la tap
mé aphin V' = Spec(B) ctia Y. Khi d6 theo dinh nghia cta f., f.M(U)
la A-modun cdm sinh tit B-modun M (V). Day B-modun 0 — M'(V) —
M(V) — M"(V) — 0 la kh6ép nén day cdc A-modun cidm sinh hién nhien
cting la khép. U

Nhu vay ddi v6i cau xa aphin, anh xudi 13 ham tit kh6p nhung thuong
thi khong b&o ton tinh nhat quan trir truong hgp cau xa hitu han. D6i v6i
cau xa xa anh thi ngugc lai, 4nh xuo6i bdo toan tinh nhat quan nhung lai
khong 1a ham ti khop.
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6.6 Anh nguoc

Cho f: (Y,0y) — (X, Ox) 1a mot cau xa giita hai lvge do. Ta co mot ham
tir
f* . Ox—MOd — Oy—MOd
dinhn ghia nhu sau. Néu Y = Spec(B) va X = Spec(A) thi ham t& f* dugc
cho béi ham ti
f*: A-Mod — B-Mod
xéc dinh bai f*M = M @, B.

Trong truong hop téng quét, v6i moi tap aphin V' = Spec(B) C Y
dit nho sao cho f(V) chita trong tap md aphin U = Spec(A) C X, ta dat
(f*M)(V) = M(U)®4 B. Ta can chitng minh 1a (f*M)(V') khong phu thuoc
vao su lua chon ciia U. Dé don gidn hoa ta gid sit 13 X 1a tach. Khi do
trong X, giao hai tap md aphin la mot tap mé aphin. Néu f(V) C U; va
f(V) C Uy v6i Uy = Spec(Ay) va Uy = Spec(Az) 1a tap md aphin clia X thi
f(V) cUinNU, v6i Uy NU, = Spec(Ay2) ciing la tap m& aphin. Khi d6 ta c6

M(Uy) ®4, B= MU, NUs) ®@a,, B=M(Us) ®a4, B

vi M(U1 N UQ) = M(Ul) ®A1 A12 va M(Ul N UQ) = M(UQ) ®A2 A12-
Cho V' = Spec(B'’) 1a mot tap md aphin chta trong V. Theo dinh nghia
G trén thi ta c6
fFMV)=fMV)eg B.
Vay nén theo dinh 1y [?], f*M (V) xacs dinh cho moi tap mé aphin V' du bé,
hoan toan xac dinh b6 tya nhat quan f*M.

Meénh dé 15 Ham té f* : Ox-Mod — Oy-Mod la ham ti& khdp phdi, bdo
toan tinh nhdt quan.

Ham t¢ M — M ®4 B tut A-Mod vao B-Mod la kh6ép phai, nén dan
chiing lai v6i nhau, ham t&t f* cting 14 kh6p phai. Néu M la mot A-modun
dan httu han thi M ®4 B la B-modun dang hitu han. Vat nén ham ti f*
bién b6 nhat quan thanh bé nhat quén. O

Dinh nghia 16 Mot ciu za f : Y — X goi la phing néu ham td f*
Ox-Mod — Oy-Mod la ham ti khop.

Meénh dé 17 Nhing md la ciu za phing, con nhing déng thuong thi khong.
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6.7 B6 tu do dia phuong

Dinh nghia 18 Mot b6 Ox-modun nhat qudan M tren X goi la mot bo tw
do dia phwong néu nhu vdi moi diém x € X, thé M, la mot modun tu do
dang h@u han trén vanh dia phuong Ox .

Meénh dé 19 Bé nhit quin M trén X la bé tu do dia phuong khi va chi khi
vdi moi diém x € X, ton tai mot lan cin U cida x sao cho (U, M) la mot
(U, Ox)-modun tu do.

Theo dinh nghia, th6 M, 1& mot Ox ,-modun tu do. Ta ¢6 thé chon mot
co s vy,...,v, cia M,. Theo dinh nghia ctia thG, ton tai mot lan can da
nhé U sao cho dnh cia

LU,M) — M,

chita vy,...,v,. Thay thé v;,...,v, bing tao dnh clia ching, ta c6 thé gii
stt vy, ...,v, € [(U, M). Tat nhién 1 ta c6 thé gid st U = Spec(4) 1a mot
tap mé aphin vi cac tap mé aphin la mot co s& trong topo Zariski va ky hiéu
M =T(U, M) la mot A-modun hitu han sinh. Dé don gidn hoa chitng minh,
ta gid thiét vanh A 1a vanh noether. Diém = € Spec(A) tuong ttng v6i mot
idean nguyen t6 p,. Vanh dia phuong Ox . l1a dia phuong hoa A, theo tap
nhan S = A — p,.
Cac vecto vy, ...,v, € M xac dinh duy nhat mot 4nh xa A-thuyén tinh

v:A"—> M
cho béi (ay, ..., a.) — ajvy + -+ -+ a,v.. Goi ker(v) la hach ctia v va coker(v)
1a d6i hach ctia v. Theo gia thiét vq,..., v, la mot co s& cho vanh M, =

M ®4 A,, cho nén dnh xa A,-tuyén tinh cdm sinh
v®aly, AL — M ®y A,
la mot song anh. Vay nén
ker(v) ®4 A, = 0 va coker(v) ®4 A, = 0.

Gia st A 1a vanh Noether, khi d6 ker(v) va coker(v) 1a cdc A-modun hitu
han sinh cho nén ton tai mot s6 hitu han phan ti

fl?"'afNeA_px
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sao cho
ker(v) @4 A[f '] = 0 va coker(v) ®4 A[f ] = 0.

v6i f = fi...fn. Khi d6 ro rang 1a M @4 A[f!] 1a mot A[f~!]-modun tu
do, hay néi cach khac, han ché ctia M vao tap mé U(f) 1a mot Oy(p-modun
tu do.

6.8 Ham cip ctia mét bé nhat quan

Cho M 1a mot b6 Ox-modun nhat quan tréen X. V6i moi ¢ € X, thé M,
la mot modun dang httu han trén vanh dia phuwong Ox,. Dac biét la tho
cac du

./\/l,«v(x) =M, XOx K($)

12 mot khong gian vecto hitu han chiéu trén truong cac du x(x). Dat
rk, (M) = dimy(z) (./\/l,.;(x)),

ta c6 mot ham X — N, cho ttng vuéi mdi diém x € X s tu nhien rk, (M),
ta goi 1a ham cap ctia M.

Dinh 1y 20 Cho M la mot b6 Ox-modun nhat qudn trén mot luge do X.
Khi dé ham cap x — rk,(M) la ham lién tuc trén. Nghia la véi moi v € X,
ton tai mot lan can U cia x sao cho vdi moi ' € U ta co

Truong hop dac biét la cho hai diém x1, 2 € X vdi x5 la mot diém tong
qudt hod cia x1. Khi dé ta cé bt ding thic

rk,, (M) > rk,, (M).

Meénh dé yéu hon ham cap tang khi ta dac biet héa la hé qua truc tiép
clia b6 dé Nakayama. Han ché ciia M vao Spec(Ox 4, ) 1a mot Ox ,,-modun
dan hitu han M,,. Thé cac du M,,,) la mot khong gian vecto trén s(x;)
chidu r; = rk,, (M). Theo bd dé Nakayama ton tai mot dong ciu toan anh
Ox z,-modun

r
O}(l,:ln - Mﬂ?l :
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Vi diém 7o 12 mot tong quat hod clia 1, cdu xa 3 : Spec(k(z2)) — X phan
tich qua Spec(Ox z,). Qua do6 ta co

Mli(ém) = Ml“l ®OX,w1 FL(*T?)

va ¢6 mot anh xa k(z2)-tuyén tinh todn anh x(ze)™ — My y,). Vay neén,
I'kz2 (M) < 1.

Bay gid ta quay sang chtng minh ménh dé manh hon 13 ham cap 13 ham
lien tuc trén. Liy € X. Sau khi liy mot 1an can aphin clia z, ta c6 thé gid
stt X 1a mot luge do aphin X = Spec(A), va b6 nhat quan M tuong ting
v6i mot A-modun hitu han sinh M. Goi A, 1a dia phuong héa ciia A & diém
xva M, = M ®4 A, Dit n = 1k, ) M) 1 cip clia M 6 diém z, v6i k(z)
la truong du ctia A, v M) = M @4 k(x). Chon vy, ..., v, trong M, véi
&nh 0y, ...,7, la mot co s§ clia khong gian vecto M, (). Khi d6 theo bd dé
Nakayama vy, ...,v, la mot hé sinh cia M,.

Viét cac vecto v; € M, duéi dang

V; = E mi]’ X (lij
J

voi m;; € M va a;; € A,. Vila ta chi ¢6 mot s6 hitu han céac vecto v;, khi
viét v; du6i dang téng hitu han nhu trén, s6 cac a;; € A, xuét hién 1a hitu
han. Vay nén ton tai f € A — z sao cho

ai; € A[f™]
v6i moi cap chi s6 45, va khi d6 ta c6 thé coi
v; €EM ®gy A[fil]

Xét dong cau
¢ A" — M @4 Alf7]

cho béi (ay,...,a,) — a1z + -+ + apx,. Goi Nu la d6i hach ciia ¢. Vi ta
biét x1,...,x, 13 mot hé sinh ctia M, = M ®4 A, cho nén sau khi tenxo véi
A,, ¢ tré thanh toan anh. Vi tenxo 1a khép phai cho nén diéu nay c6 nghia
18 N ®app-11 A, = 0. Vay nén sau khi han ché vao mot tap mé nhé Uu hon
Spec(A[f~!]), ddng cau ¢ sé trd thanh toan anh. Lic dé vudi moi 2’ € U,
ta 6 k(M) < n.

Trong trudng hop X = Spec(A) v6i A 1a mot vanh Noether, ta c6 thé
lap luan don gidn hon nhuw sau. Vi M la hitu han sinh, ton tai mot dong
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cau toan anh A" — M. Goi N la hach ctia dong cau nay. Vi A la Noether
cho nén N ciing 13 A-modun hitu han sinh, titc 1a ton tai mot dong cau toan
anh A™ — N. Tém lai I ta c6 thé biéu dién M nhu d6i hach clia mot dong
cau

F:A™ - A"

v6i F 1a mot ma tran m X n v6i hé s6 trong A. V6i moi diém x € Spec(A),
ta co

My = cokerlr(z) " ()]

vi tenxo la khép phéi. Vay nén
tk, (M) =n —1k(F ®4 k(x))

vOi tk(F @4 k(x)) 12 hang ciia anh xa tuyén tinh F ®4 k().
Vi moi r € N, ky hiéu

Y, = {« € Spec(A) | tk,(M) > r}.

Ta can chttng minh 1a Y, 1a tap dong Zariski. Bat déng thic rk,(M) > r ro
rang tuong duong voi rk(F ®4 k(x)) < n —r va diéu nay thi twong duong
v6i viee 1a tat cd cac dinh thitc clia cac ma tran con (n —r) X (n —r) ca
F déu bang khong tai diém z. Nhu vay Y, 1a tap déng Y (I) véi I 1a idéan
sinh béi cac dinh thic nay. U

Viduldy M = A/I v6i I 1a mot idean clia mot vanh giao hodn A. Khi
d6 ta c6 thé thay ngay 1a rk,(M) = 1 néu z € V(I) tap déng khong diém
ciia I va rk, (M) = 0 néu = & ngoai tap dong nay.

Mot vi du khéc cho ta thay sy can thiét ctia gid thiét M dang hitu han.
Lay A = k[t] va M = k[t,t7']. M khong 1a mot A-modun hitu han sinh
nhung v6i moi « € Spec(A), khong gian vecto M,y van c¢6 chiéu hitu han.
N6 ¢6 chiéu 1 néu x khac vé6i idean twong wng v6i diém ¢ = 0 va né bing 0
tai diém nay. Ham nay 16 rang 13 khong lién tuc trén ma 13 lien tuc du6i.

Dinh 1y 21 Cho X la mot luge do nguyén ven, cé nghid la véi moi tap md
U C X, vanh T'(U,Ox) la vanh nguyén ven. Cho M la mot bé Ox-modun
nhat quan. Khi dé M la tu do dja phuong khi va chi khi hap cap x — 1k, (M)
la mot ham hdng.
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Vi X la nguyén ven, khong gian topo X phai lien thong; moi ham hang
dia phuong 13 ham hiang. N6i ham x +— rk, (M) 1a mot ham hing dia phuong
c6 nghia 13 v6i moi € X, ton tai mot tap md U C X chtta x sao cho ham
nay 13 ham hing s6 trén U. Theo ngon ngit diém téng quat hoa va didm dic
biet hoa, dinh nghia niy tuong duong v6i ménh dé : cho z, 13 mot diém
tong quat hoa ctia 1, khi d6 rk,, (M) = rk,,(M). Ta ludon c6 bat ding thitc
rk,, (M) > rk,, (M) cho moi b6 nhat quan. Van dé 1a chitng minh dau bing
x4y ra khi va chi khi M 1a mot bo tu do dia phiwong duwéi gid thiét X nguyeén
ven.

Gia st M 1a mot b6 Ox-modun nhat quan ty do dia phuong. Cho hai
didm 1,25 € X v6i 25 12 mot diém tdng quat hoa ciia x;. Khi d6 ciu xa
Spec(k(x2)) — X phan tich qua Spec(k(z2))Spec(Ox ). Vi M, 1a mot

Ox z,-modun tu do cip hitu han r,

MH(IQ) = Mm ®Ox,zl H’('TQ)

1a khong gian vecto trén trudng x(x2) voi chiéu ciing 1a r. Vay nén ham cap
12 ham héng dia phuong.

Chung minh chiéu ngugc lai ciia dinh 1y khé hon mot chat, va & day ta
can dén gia thiét nguyén ven. Gid st M 13 mot b6 Ox-modun nhat quéin
v6i hap cap 1a ham hing : ton tai r € N sao cho v6i moi z € X ta c6
rk,(M) =r. Cho z € X. Ta can chitng ming ring M, 13 mot Ox ,-modun

tu do cap r.

bat A = Ox,, A la mot vanh dia phuong toan ven. Goi K la truong
cac thuong clia A, ta ¢6 A C K. Khi d6 y = Spec(K) ciing 13 mot diém ciia
X, téng quat hon didm z ban dau. Véi gid thiét X toan ven, y 14 diém tdéng
quat nhat cia X.

Theo b6 dé Nakayama, ton tai vy,..., v, € M, sao cho cau xa A-tuyén
tinh tuong tng

v: AT — M,

12 toan anh. Cau xa K-tuyén tinh cim sinh
vg K" — M, @4 K =M,

la toan anh. Day la mot anh xa gitta hai khong gian vecto trén truong K cé
cing cap cho nén toan anh suy ra don 4nh. Vi A" — K" ciing la don 4nh
cho nén anh xa hgp thanh

AT — M,
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ciing 1a don anh. Anh xa nay lai phan tich qua v : A" — M, cho nén v phai
13 don anh. Vay nén v 1a mot dang ciu va M, 13 mot A-modun tu do. [

Ta lay vi du X = Spec(C[t]) va M 1a b6 Ox-modun tuong tng voi
modun M = C[t]/(t — «) v6i a € C 1a mot s6 phitc ndo d6. Khi d6 ham cap
c6 gid tri rk, (M) = 0 néu = # «a va rk, (M) = 1 néu z = . Tuong tu, ta
c6 thé 1ay X = Spec(Z) va M = Z/pZ v6i p 1a mot s nguyén td nao do.
Khi d6 ham cap c¢6 gia tri rk,(M) = 0 néu z # p va rk, (M) = 1 néu z = p.
Trong cd hai truong hop trén, M khong 1a tu do dia phuong. N6i chung
cac vanh thwong khong bao gio 1a tu do dia phuong.

Ta xét mot vi du thi vi hon. Cho X = Spec(C[t,u]) 1a mat phdng aphin
tren C. Lay M la idean cia A = C[t, u| sinh bdi (u,v). C6 hia trudng hop :

e Cho tg, up € C la hai s6 phitc. Diém (tg, uo) ctia mat phang phitc tuong
ting vG6i idean t61 dai (t — to,u — ug). Néu ug # 0 hodic vy # 0 khi d6
mot trong hai phan t& sinh ¢ va u ctia M tré nén nghich ddo dugc
trong vanh dia phuong A(.). Vay nén anh xa don anh M — A tré
thanh song anh sau khi tenxo v6i ®4A(y0). Khi d6 hién nhien ham
cap 1ay gia tri kg w0 (M) = 1.

e Néu (tg,up) = (0,0), khi d6 thé du c6 dang
My (to,u0) = M/M?

v6i M/M? 1a khong gian vecto trén C cap hai sinh bdi &nh ciia t va u.
Vay nén ham cap lay gid tri ke, 40 (M) = 2.

Nhu vay, idéan M sinh bdi (t,u) khong la tu do dia phuong. Ta c6 thé
n6i n6 tu do dia phuong khip noi trit tai diém (0,0). N6i chung céc idéan
ciing khong may khi 13 tu do dia phuong trit trong truong hop né xac dinh
mot mau s6, mot khai niem quan trong ma ta sé xem xét sau. Ta con c6
mot phép todn tdng quat bién mot ideéan bat ky thanh mot idean tu do dia
phuong goi 1a phép né ma ta ciing sé quay lai xem xét sau.



102 CHUONG 6. BO Ox-MODUN



Chuong 7

Modun vi phan

o 2 ~ N X X ~
7.1 Diém vO cung gan cap maot

Cho f: X — Y la ciu xa gitta hai lugc do aphin, X = Spec(A) va Y =
Spec(B). Ky hiéu
A:X —-Xxy X

12 cau xa duong chéo va I la idéan ciia A ®p A xéc dinh duong chéo A(X)
G trong X xy X. Ta goi

Pi(A(X)) = Spec((A®p A)/I3).

13 1an can voé ciing bé cap 1 cfia dudng chéo A(X) & trong X xy X. N6
phan loai cac cap diém vo ciing gan cap 1 ciia X theo nghia nhu sau.

Dinh nghia 1 Cho R la mot vanh giao hodn. Lam day R la cho mot vanh
R’ ¢6 thuong la R
R=R/J

v6i J la mot idéan liy linh cia R'. Néu J* =0 thi ta néi R la mot lam day
cap 1 ciia R. Cap (R, R') la mot cip day cip 1.

Cho mot cap day cap 1 nhu trén, ta ¢6 mot nhing déng
Spec(R) — Spec(R')

v6i anh xa trén khong gian topo 1a ddng cAu. Cau xa nay chi sai khac béi
cac phan tit liy linh cia R'.

103
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Dinh nghia 2 Cho f : X — Y la mot cau za gitta hai lugec do aphin,
X = Spec(A) Y = Spec(B). Cho (R,R') mot cap day cip 1 cic B-dai so.
Hai diém vo cung gan cia X/Y vdi gid tri trong cdp day (R, R') la hai Y -cau
Ta:

x1, Ty : Spec(R') — X

véi han ché vao Spec(R) cho hai diém bing nhau
CEllSpec(R) = J:2|Spec(R)-

Ménh dé 3 Cho (R, R') mot cip day cap 1 cic B-dai s6. Cho hai diém
Ty, clia X/Y wéi gid trj trong cip day R'. Hai diém nay la vo cung gan
cap 1 khi va chi khi cau za

(z},25) : Spec(R') — X xy X
phan tich qua Py(A(X)).

Viét dudi dang dai s6 ta c¢6 hai dong cau vanh 2/, 25 : A — R’ sao cho
khi hgp thanh v6i ' — R ta dugc hai dong cau vanh x1, 75 : A — R bang
nhau. Nhu vay anh cta idéan In cia A ®p A, xac dinh duong chéo, qua
dong cau

iy A®Rg A— R
bi chita trong idéan J véi R = R'/J. Vi J? = 0, 4nh ciia idéan I% xac dinh
Pi(A(X)) trong X xy X, qua dong ciu 2} ® 2, : A®p A — R’ la bang
khong. Tic la 2} ® ), phan tich qua (A ®p A)/I4, n6i cach khéc 1a cau xa
(), x}) : Spec(R') — X Xy X phan tich qua lan can vo ciing bé cap 1 clia
duong chéo P(A(X)). O

Cho R = R'/J 1a mot cap day cap 1. Cho 2,2} : A — R 1 hai dong cau
B-dai s6 vo cuing gan cap 1. Hop thanh ching v6i dong cau R' — R cho ta
hai dong cau vanh z;, 2, : A — R bang nhau. Xét anh xa d : A — J cho béi

d;(a) = 7 (a) — z5(a).
Vi la 2 v 24, 14 dong cAu B-dai s6 cho nén
dy(ab) = xy(a)d;(b) + z5(b)ds(a).

Vi J la ideéan c¢6 binh phuong bang khong cho nén 1a R'-modun ciia J that
ra 1a R-modun. Hai dong ciu x1,75 : A — R 1a bang nhau cho nén ta chi
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c6 mot cau tric A-dai s6 trén R va A-modun trén J. Cong thitc trén c6 thé
viét lai dudi dang quen thuoc ciia Leibnitz

dj(ab) = adJ(b) + bdj(a)

Dinh nghia 4 Cho B la mot vanh giao hodn va A la mot B-dai so. Khi dé
mot dao ham cia A trén B vdi gid tri trong mot A-modun M la mot anh
za B-tuyén tinh dy : A — M théa man cong thitc Leibnitz

vdi moi a,b € A.

Ta di dén mot két luan phit hop véi tric quan thong thuong : dao ham
1a sai khac gitta hai diém vo cling gan cap 1.

7.2 Modun d6i chuan

Cho A la mot vanh giao hoan va B = A/I v6i I 1a mot ideéan ciia A. Cau xa
twong ng v6i dong cau toan anh A — B la mot nhing déng Spec(B) —
Spec(A).

V6imoi x € I/I? va f € I, fx = 0 trong I/I? vi vay I/I? ¢6 mot ciu
triic B-modun, goi 1& modun doi phdp tuyén ctia Spec(B) trong Spec(A) va
k¢ hicu I

Nju=1/1%
Nhan xét 1a ta ¢6 thé viét mot cdch khac 1a
Nju=1®4B.

Trong truong hop N*B/A 1la modun tu do dia phuong, ta 1ay doi ngau ciia
no
Np/a = Homg(I/1?, B)

13 modun chuan.

Xét mot vi du don gidn. Lay A = k[z,y| vanh cac da thitc hai bién trén
mot truong k. Xét B = klx,y]/(zy), thuong ciia A chia cho idéan sinh bhéi
da thttc xy. Khi dé ta thay I/1? 1a B-modun tu do cap 1 sinh b&i mot phan
tit 1a &nh clia xy trong I/I?. Ta thay 1a nhan xét ndy van ding cho moi
mién nguyén A va cho moi idéan chinh I sinh béi mot phan tit f. Thuong
I/I? 13 B-modun ty do sinh bdi anh ctia f & trong /1.
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Ménh dé 5 Cho A la mot k-dai s6 dang hwu han, B = A/I voi I la mot
idéan cia A. Khi do [/[2 la mot B-modun hiu han sinh.

Vi A la vanh Noether, moi idéan I ctia n6 la A-modun httu han sinh. Vay
nén I/I> = I ®4 B 1a B-modun hitu han sinh. O

Cho Y 1a mot lugc do con déng trong X. Ta biét nhing dong Y — X 1a
mot cau xa aphin, néi cach khac v6i moi tap md aphin U = Spec(A4) C X,
anh ngugce cia noé trong Y 1la mot luge do aphin

Uy =UNY = Spec(B)

vl B = A/I, I 1a mot idéan nao d6 cia A. Trén tap mdé aphin Uy clia Y
ta 1y mmodun ddi tiép tuyén 1a I/, Cac modun nay c6 thé dan lai duge
v6i nhau va cho ta mot b6 Oy-modun nhat quan Ny/x.

7.3 Modun vi phan tuwong déi

Cho Bu la mot vanh giao hoan va A la mot B-dai s6. Dat X = Spec(A) va
Y = Spec(B). Cau xa duong chéo
A X—X Xy X

cho b6i A ®g A — A v6i cong thitc ¢ : a1 ®p as — ajas. Goi I la idéan
cia A ®p A hach ciia ¢.

Dinh nghia 6 Ta goi modun vi phan tuong doi Qa,p la modun chudn In /1%
cta duong chéo X nhing trong X Xy X.

Ta biét idean I sinh bdi cac phan tit ¢6 dang
a®pl—1®pa.
Ky hieu da € Q45 = I/I? la &nh clia a ®p1 — 1 ®p a.

Meénh dé 7 Anh za A — Qa/p cho bdi a — da la mot anh za B-tuyén tinh
nhung khong A-tuyén tinh. N6 théa man cong thic Leibnitz

d(ab) = adb + bda

vdi moi a,b € A.
Hon n@a, moi B-dao ham dy; t A vao mot A-modun M déu phan tich
qua d : A — Qy/p va mot anh za A-tuyén tinh Qup— M.
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Ta co
ab®1-1Ra=>1)bel-10b0)+(1xb)(a®1—-1R a).

Anh ciia cong thite nay trong I/I2 1a cong thic Leibnitz d(ab) = adb+ bda.
Bay gio ta cho M 1a mot A-modun v6i mot anh xa

dy :A— M

thoa man cong thitc Leibnitz dy(ab) = ady (b) + bdas(a).
Goi A’ 1a vanh Ay, = A @ M v6i cau truc nhan cho béi

(a1 ®my) x (ag ® ma) = araz ® (aymg + agmy)

chita M nhu mot idéan liy linh bac 1, ttc 1d M? = 0. Ro rang A 1a thuong
cia Ay chia cho idéan liy linh M. Ta ¢6 2 dong cau vanh A — A’ 1a nghich
d4o ben phai cia phép chiéu 7 : Ay, — A. Mot la dong ciu hién nhién
A — A® M cho béi €; : a— a® 0y, Hai la dong cau

€ a— a®dyla).
Cong thitc Leibnitz c6 thé viét lai 1a
(a ®dp(a))(b®ddp(b)) =ab® dy(ab)

c6 nghia 13 €, 14 mot dong cau vanh.
Hai dong cau vanh B-tuyén tinh €,e5 : A — Ay, cho ta mot dong cau
vanh
€€ AR A — Ay

v6i (61 ® e2) 1 (M) = I. Vila M? = 0 cho nén (e; ® €3) phan tich qua
(A®p A)/I?. T d6 ta c6 anh xa Qa5 — M. d

Chitng minh trén c6 thé trinh bay mot cach hinh hoc hon theo ngon ngit
diém vo cing gan cip 1. Cho R 1a mot A-dai s6. Mot day héa bi ché ciia
R 1a dai s6 R’ ¢6 dang R = R ® Mg v6i Mg 1a mot R-modun. Cau tric
nhan cia R’ duge cho béi

(a1 ®my) x (ag ® ma) = araz ® (aymg + agmy)

vl moi ay,as € R vd my,mg € Mpg. Trong R, My 1a mot idéan v6i binh
phuong bang khong.
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Cho mot day hoéa bi ché nhu vay, ta lap titc c6 mot dong cau vanh A — R/
cho bdi a — a ® 0y, tite 1a mot ciu xa z : Spec(R') — Spec(A). Cho mot
cau xa B-luge dd khac 2’ : Spec(R') — Spec(A), 1a diém vo cling gan cap 1
clla r, ta c6 mot cau xa

(z,2") : Spec(R') — X Xy X

phan tich qua lan can vo cing bé cap 1 cia duong chéo P (A(X)). Tac la
ta c6 mot dong cau vanh

(Aop A)/I2 — R.

Dong cau nay cho ta mot dong cau A-modun Q} 5 — M.

Heé qua 8 Modun cic B-dao ham ti A vao A, ky hi¢u la Derg(A), ding ciu
chudn tic vdi HomA(Qz/B, A). Nguoi ta goi modun nay la modun tiép tuyén
clia A/B.

Cach goi nay phit hop véi nhitng gi ta biét vé cac vecto tiép tuyén. Mudn
lay dao ham cfia mot ham s6 tai mot diém trén mot da tap, ta phai c6 mot
vecto tiép tuyén tai diém d6. Va dao ham 1i sai khic giutta diém khong ciia
khong gian tiép xtc va diém vo cling gan twong Gng véi vecto tiép tuyén da
cho.

Bay gio ta xét vi du don gidn nhat 13 modun vi phan tuwong déi ciia mot
khong gian aphin.

Ménh dé 9 Cho X = Spec(A) vdi A = klz1,...,x,). Khi dé Qay la A-
modun tu do vdi co sd la dxq, ..., dx,.

Ta c6
AR A=Eluy, ..., up,v1,...,0)

Dé thay A = k[uy, ..., uy,,dy,...,d,] bing phép ddi bién hién nhien.
Idéan xac dinh duong chéo cia X trong X X, X la idéan sinh béi
(dy,...,d,). D& thay Ix/IX 12 mot A-modun tu do v6i co 8§ 1a dy, ..., d,.
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7.4 Thé cua (), & cac k-diém

Meénh dé 10 Cho k la mot truong va A la mot k-dai s6. Cho x: A — k la
mot k-diém cia A vdi m, la idéan cuc dai cia A xdc dinh diém x. Khi dé
thé du ciia b6 vi phan twong doi Quy tai diém z la

Qajk ®ap k =m,/m?.

Dong cau = : A — k cho k mot cau tric A-dai s6. Dé nhan manh cau
tric k-dai s6 ma ta ky higu laila z : A — k(x) v6i k(x) = k nhu mot truong.
Ta co

Homa(Qa/k, £(2)) = Homy(z)(Qask @4 k(x), K(x)).

Nhu vay méi mot phan i clia Homy, ;) (Qa/k ®4 £(2), £(x)) tuong tng 1 —1
v6i mot k-dao ham 0 ctia A 1ay gid tri trong x(x) xem nhu A-modun, va
nhu vay lai tuong ing 1 — 1 v6i mot dong cau vanh

zg: A — k(7)[e]/€® = Kk(x) @ K(z)e

sao cho hgp thanh v6i k(z)[e]/€? — k(x)[e]/e = k(x) cho lai ta dong cau
x: A — k(z). Tuong Gng gitta 0 va s cho bdi cong thic

zo(a) = x(a) ® 0(a)e € k(x) & K(x)e.
Céac dong cau vanh c¢6 dang nhu vay giti idéan cyc dai m, vao idéan ke clia
k[e]/€* vi thé anh clia m2 phai bang khong. Cdc dong vanh dang zy tuong
ttng 1 — 1 v6i cac dong cau vanh

Ajm2 — k(z)[e] /.

Vanh A/m2 ¢6 cau tric rat don gidn. N6 ¢6 thuong 1a A/m, = k(x) va
n6 c6 dai s6 con 1a k. Ta & trong trudng hgp dac biet 1a & = k(z) cho nén
A/m? = k(x) ®m,/m2. Vay nén cho mot dong cau vanh A/m2 — k(z)[e]/€
dong nghia v6i viec cho mot anh xa x(z)-tuyén tinh m,/m2 — ke. Tom lai
ta c6 mot dang ciu gitta hai x(z)-khong gian vecto

Hom (244 . #(x), #(x)) = Hom(m, /m2, £(x))

va tir d6 ma suy ra diang cau Qu, ®4 k(z) = m,/m2 ma ta mudn. O
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Trong hinh hoc vi phan doi khi nguoi ta dinh nghia b6 vi phan 1a b6 c6
thé 1a khong gian vecto m,/m2. Trong hinh hoc dai s6, viéc cac thé nay c6
thé dan lai v6i nhau thanh mot A-modun v6i A 14 vanh cidc ham trén da
tap 14 mot viéc hoan toan khong tam thudng. Hon nita, ban doc nén cha y
la cong thitc m,/m2 chi diing cho céac k-diém. Lay diém téng quit clia mot
mién nguyén, idéan tuong ing véi noé 1a idéan khong, ma khong c6 ngia 1a
thé cfia bo vi phan tuwong déi tai diém téng quat biang khong.

7.5 Hai day khép co ban

D@ tinh toan cidc modun vi phan twong ddi, ngudi ta ding dén hai day khép
co ban ma ta sé phat biéu vi chitng minh & trong muc nay.

Dinh ly 11 Cho k la mot vanh giao hodn, A la mot k-dai s6 va B = A/J
vdi J la mot idéan cia A. Khi do ta cé day khdp phdi B-modun

J/J* = Qu @4 B — Qg — 0.

Dong cau J/J* — Q®4 B la dong cau cho bdi cong thic f — df @4 1p vdi
moi [ € J.

Dinh 1y 12 Cho k la mot vanh giao hodn, A la mot k-dai s6 va B la mot
A-dai s6. Khi dé ta cé day khép phdi B-modun

Qap ®a B — Qp, — Qpa — 0.

Dinh nghia modun vi phan tuong d6i nhu IA/IX cho ta mot dinh nghia
xic tich nhung hoan toan khong phut hgp cho viéc tich toan né va cing
khong phit hgp cho viiec chitng minh cdc tich chat ciia n6. Dé chitng minh
hai diay kh6p co ban tren ta lai phai quay lai dung ngon ngit diém vo cling
gan. Trude hét ta can bd dé tdng quat sau, mot bién thé ciia dinh 1y Yoneda.
B3 dé 13 Cho B la mot vanh giao hoan. Voir moi B-modun M, kij hiéu

hy : B— Mod — B — Mod

ham ti cho béi N — Hompg(M,N). Khi dé cho mot dong cau M — M’
tuong duong vdi cho mot cau za ham ti hyy — hyy.
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Cho My, My, My la ba M modun va cho cic ciu za ham ti hary, — hoar
va hyr, — hyy, cao cho vudr moi B-modun N, day

0 — har, (N) = hap, (N) — hpy (V)
la khop trai. Khi do day tuwong ting
M, — My — M3z — 0
la khop phdas.

Nhu trong dinh 1y Yoneda, néu ta c6 mot cau xa gitta hai ham tit voi
bién 14 mot B-modun N

Homp(M', N) — Homp(M, N),

lay N = M’ va lay &nh ciia 1, € Homg(M', M') ta ¢6 dugc mot dong cau
B-modun M — M.
Cho mot day khép ham ti

0— hM3(N> - th(N> - hM1(N>

ta c6 cac dong cau M, — M, va My, — Msz. Trude hét ta chitng minh
M, — Ms; 1a toan anh. Goi P la dnh clia M, trong Ms. Néu P # Ms,
ta ¢6 thé lay N = M;3/P xét o € Homp(M;z, M3/P) cho b&i phép chiéu
7w : Mz — Ms/P. Néu P # Ms, thi 7 # 0. Nhung néu ta hgp thanh véi
dong cau My — M3 v6i 7 thi duge mot mot dong cau My — N bang khong,
vi 7 bang khong trén anh ctia M,. Vi diéu ndy mau thuin véi gid thiét
har,(N) — hy, (N) 1a don anh cho nén dong cau M, — M3 &t phéi la toan
anh.

Vi ham t& M — hy 1a chung thity cho nén tit gid thiét hgp thanh
hay, — ha, — hag bang khong ta suy ra hgp thanh M; — My — M3 cung
bang khong.

Ta chi con can chiing minh 14 dnh cta M; — M, ding bing hach cfia
My — Ms. Ta lai lay P 1a 4nh ctia M; — M. Ta da biét P bi chita trong
hach K = ker[My — M3] Ta can chitng minh quan hé chtta ngugc lai. Goi
7 : My — My /P 1a phép chiéu hién nhién xudng thuong. Tron day khép

0— HOHI(Mg,MQ/P) - HOHI(MQ,MQ/P) — Hom(Ml,Mg/P)
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anh ctia 7 vao trong Hom (M, M,/ P) béng khong vi theo dinh nghia 7 bang
khong trén anh P ctia M; trong M,. Nhu vay 7 1a anh cfia mot phan
tt ctia Hom(Ms, My /P), ¢6 nghia la dong cau My — My/P phan tich qua
My — Ms. Vay nén hach ciia My — M,/ P phéi chita hach K ctia My — M;.
Nhu vay P D K. Ma ta da biét tt truge 1a P C K cho nén P = K. Il

St dung bd dé nay ta da quy viec chitng minh day khép gitta cAc modun
vi phan twong déi Qa/p vé viéc ching minh day khép giutia cac ham ti
M — Homa(Q4/p) trén pham tru cdc A-modun. Binh thuong thi day la
mot cdch phtic tap them van dé, nhung trong trudng hgp nay thi khong vi
ta khong biét ro modun vi phan tuong ddi Q4,5 nhu 1a ham t& ma né biéu

dién, nhat 13 vi ham t{ niy c6 thé mo t4 dugce theo ngon ng hinh hoc
diém vo ciing gan.

Chiing minh day khop thit nhat. Cho k 1a mot vanh giao hoan, A 1a mot
k-dai s6 va B = A/J v6i J 1a mot idean ctia A. V6i moi B-modun N, ta c¢6

o Homp(Qp/k, N) la tap cac k-dao ham véi gid tri trong N, tic la cac
anh xa k-tuyén tinh dy : B — N théa man cong thtc Leibnitz. N6
ciing 1a tap cac diém

Spec(B @ N) — Spec(B)

voi B @ N la day hoéa bi ché ciia B cho bdi B-modun N, vo cling gan
"diém khong" B — By = B @ N la diém cho b&i b — b @ 0. Ung
v6i k-dao ham dy : B — N 1a dong cau k-dai s6 B — By cho béi
b— b® dy(b). Nhu ta da thiy & muc trude, dy 1a k-dao ham khi va
chf khi b — b @ dy(b) la dong cau k-dai s6. Toém lai Homp(Qp/k, N) 1a
tap cac diém

xp : Spec(By) — Spec(B)

vo cung gan diém khong.

e Tuong tu nhu vay, cho mot phan tit cia Homp(Qa/, ® B, N) ciing 1a
cho mot dong cau A-tuyén tinh Q4,, — N va cung 1a cho mot diém

x4 : Spec(By) — Spec(A)

vo ciing gan diém khong.
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e Hop thanh véi ciu xa j : Spec(B) — Spec(A4), ta ¢6 mot anh xa
Tpr—> Ty =j0xpB

tit tap cac diém xp : Spec(By) — Spec(B) vo ciing gan diém khong
vao tap cac diém x4 : Spec(By) — Spec(A) vo cling gan diém khong.
Cho nén ta c¢6 mot anh xa

Homp(Qp/k, N) — Homp(Qa/r ®4 B, N).
Ta c6 thé kiém tra dugc d4nh xa nay 1a B-tuyén tinh.
e Vi A — B la dong cau toan anh, cho nén néu hai diém
rp, %5 : B — By

cadm sinh ra hai diém x4, 2/, : A — By béang nhau thi zp = 2. Ttc
la dong cau cho & trén la toan anh.

e Cho mot dong cau x4 : A — B@® N cho bdi a — a®dy(a) véi ala dnh
cia a 6 trong B va dy : A — N la mot k-dao ham. Vizy : A — By
13 mot dong cau dai s6, cho nén hién nhién x4 14 A-tuyén tinh. Han
ché x4 vao idéan J sé c6 anh chuita trong idéan N ciia By. Vi binh
phuong ctia N trong By bing khong cho nén dnh ciia J? trong By
bing khong. Vay nén x4 cdm sinh mot dong cau B-modun J/J? — N
va ta ¢6 mot dong cau

Homp(Qa/k, N) — Homp(J/J?, N).

e Dong cau x4 : A — By phan tich qua A — A/J = B, khi va chi khi
han ché z4 vao J bang khong. vay nén c6 day khép

0 — Homp(Qp/k, N) — Homp(Qa, ®4 B, N) — Homp(J/J? N)
¢6 tinh ham tit d6i v6i B-modun N bién thién.
e Theo bd dé ta c6 mot day khép B-modun
J/J* = Qu ®4 B — Qp, — 0.

va ta két thic viéc chitng minh day khép thit nhét.
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e Ta con can viét ro6 cong thitc clia dong cau B-modun
J)J* = Qa @4 B
trong day khép. Lay N = Qu/, ®4 B. Phan tit don vi
1 € Homp(Qa/ ® B, N)
tuong tng v6i dong cau vanh
A— By® N

cho b&i a — a @ da ®4 1p v6i a la anh ctia a 6 trong B. Han ché vao
J ta c6 dong cau f +— df vi f = 0. Ta c6 thé kiém tra theém tinh tuyén
tinh ctia dong cau ndy. Véi moi f € J va a € A, 4nh clia af

d(af) ®alp = (adf + fda) @4 1p = adf ®4 1p
Vi f@alp=0. 0

Chatng minh day khép thit hai. Cang nhu v6i day khép tht nhat, ta mudn
xay dung v6i moi B-modun N, mot day khép

0— HOIIlB(QB/A, N) — HomB(QB/k, N) — HOHlB(QA/k ®a B, N)
bién thien mot cach ham tit theo N.

e Cho mot phan tit ctia Homp(Qp/4, N) 1a cho mot anh xa A-tuyén tinh
d, : B — N théa man cong thitc Leibnitz v ciing 13 cho mot dong cau
A-dai sdb x : B — By = B® N v6i z(b) = b & d,(b), vO cung gan voi
diém khong xo : B — By v6i 2o(b) = b® Oy.

e Tuong tu, cho mot phan tit cia Homp(Qp/k, N) la cho mot anh xa
k-tuyén tinh d, : B — N thda cong thitc Leibnitz va ciing la cho mot
dong cau k-dai s6 y : B — By v6i y(b) = b® d,(b), vo cuing gan diém
khong.

e Mot dong cAu A-tuyén tinh thi hién nhién phai k-tuyén tinh. Néu anh
xa k-tuyén tinh ma bang khong thi tat nhién 4nh xa A-tuyén tinh ban
dau ciing bing khong. Didu nay dan dén mot dong ciu chuin tic

HomB(QB/A, N) — HOIIlB(QB/A, N)

va dong cau nay la don anh.
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e Tuong tir nhu trong chitng minh day khép tht nhat, véi moi dong cau
k-dai s6 yp : B — By v0 ciing gan diém khong, hop thanh v6i A — B
cho ta mot dong cau k-dai s6 y4 : A — By.Va cai nay thi tuong duong
v6i mot k-dao ham A — By tttc 13 mot phan tit clia

HomA(QA/k, N) = HOHlB(QA/k ®a B, N)
e Anh xa trén con ¢6 thé duge mo ta nhu sau. Cho dg : B — N la mot
k-dao ham ctia B. Thé thi hop thanh v6i A — B cho ta mot k-dao

ham d4 : A — N. Va ta ciing thay ngay 1a dp 13 A-tuyén tinh khi va
chi khi dy = 0.

Nhu vay v6i moi B-modun N ta c6 mot day khép chuan tic
0 — Homp(Qp/a, N) — Homp(Qp/k, N) — Homp(Qa/ ®4 B, N)
va tit d6 ding bd dé ta suy ra day khép thi hai
Qap @4 B — Qp, — Qpa—0

va két thic chitng minh hai day khép co ban. O

7.6 Ma tran Jacobi

Meénh dé 14 Cho k la mot vanh giao hodn va A la mot k-dai s6 dang hiu
han. Khi d6 Qs la mot A-dai s6 dang hau han.

Vi A 1a k-dai s6 dang hitu han nén n6 c¢6 dang A = R/I v6i R =
k[zy,...,x,] 1a mot dai s6 da thitc va I 1a mot idean ctia R. Khi d6 ta ¢6
mot dong cau toan anh A-modun

Qr/k @r A — Qa.

Ta da biét 1a Qp/k, 1a mot R-modun tu do cap n cho nén Q4 at 1a A-modun
httu han sinh.

Meénh dé 15 Cho k la mot vanh giao hodn, R = k[zy, ..., z,] la vanh cic
da thitc n bién tréen R, J la mot idéan ciia R sinh bdi cdc phan ti& fi, ..., fm.
va A= R/J. Khi dé ta c6 mot day khdp A-modun

A LAY S Qe — 0
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vdi F la dong cau A-tuyén tinh cho bdi ma tran cic dao ham riéng

Vi moi diem o : A — k(a), cdp ciia Qase ¢ o duge cho bdi cong thitc

afz i=1,....m
ko (Qa/k) =n — 1k {a (833]-)} .

7j=1,....m

Ménh dé nay chi 1a mot cach trinh bay lai cu thé ciia day khép thit nhét.
Idean J sinh béi cac phan t& fi,..., f,, cho nén trong day khép tréi, ta co
thé thay J/J? bang mot A-modun tuy do v6i m phan tir. Xét A-modun ty
do A™ v6i co s6 1a f1,..., fm cling v6i mot dong cau toan anh A" — J/J?

Mat khac ta biét 1a Qg 1a mot R-modun tu do sinh béi dzy, ..., dz,
cho nén, hgp thanh lai ta c6 mot day khép

AmLAn — QA/k — 0

v6i F' 1a dong cau dugc miéu td nhu sau. Ta biét 4nh clia cia f; € J trong
QR/k QR A la dfz QR 1A cho nén anh cia fl la

- " 0f;
F(fy)=dfi ®r1la= Z 6_£d$j Qg ly.
j=1

Cong thitc cap suy ra tit tinh chat khép phai ciia tich tenxo. O

Ma tran F' goi la ma tran Jacobi.

7.7 Phan mé tron ciia mot da tap dai sé

Cho X = Spec(A) v6i A la mot mién nguyén, dang hitu han trén mot
truong k. Khi d6 Q4 12 mot A-modun hitu han sinh. Ta ¢6 ham cap ciia
né r — rk, 4/, 1a mot ham lien tuc trén & trén khong gian topo Spec(A).

Dinh nghia 16 Da tap X = Spec(A) goi la tron néu nhu Qas la mot A-
modun tu do dia phuong, hay néi cich khdc la ham cap la ham hdng.
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V6i moi da tap X = Spec(A) v6i A 1a mot mién nguén, gia tri cyc tiéu
ciia ham lién tuc trén v — 1k, 4/, dat dugc trén tap mot tap mé X0 ciia
X. Han ché clia Q4 trén tap mG nay 1a Qo ¢6 ham cap la ham hang.
XY 1a tap mé tron cuc dai ciia X.

Meénh dé 17 Cho Y la mot k-da tap tron, nhing déng vao trong mot k-da
tap tron X. Khi do day khop phdi co ban thi hai cing con la mot day khop
tras

0— J/J2 — Qx/k ®oy Oy — Qy/k — 0.



118 CHUONG 7. MODUN VI PHAN



Phan IV

Chiéu va chuan hoa
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Chuong 8
Chiéu

8.1 CAu xa hiru han va chiéu Krull

Dinh nghia 1 Mot cau za f:Y — X gitta hai luge do aphin X = Spec(A)
va Y = Spec(B) goi la hitu han, néu A-dai s6 B xem nhu A-modun la hiu
han sinh. Ta con néi B la mot A-dai sé hau han.

Mot cau za f Y — X la httu han néu ton tai mot phi cia X bdi cic
tap md aphin {U;}ier sao cho tao dnh f~1(U;) la tdp md aphin ciaY va han
ché f vao f~1(U;) — U; la cau za hiu han gitta hai luge do aphin.

Theo dinh nghia clia ciu xa httu han, ta c6 thé dé dang quy trudng
hop téng quat vé trudng hop ciu xa hitu han gitta hai luge do aphin f :
Spec(B) — Spec(A).

Meénh dé 2 Cho B la mot A-dai s6 dang hiu han. Khi dé B la mot A-
modun hitw han sinh khi va chi khi véi moi phan té x € B, ton tain € N [g
ao, ..., an_1 € A sao cho ta cé ding thic & trong B

" 4 a1zt 4 ag = 0.

Mot phan tit x € B thdéa man diéu kién trén goi 14 nguyén trén A.
Ménh dé c6 thé phat biéu lai 14 v6i moi A-dai s6 B dang hitu han, B 1a mot
A-modun hitu han sinh khi va chi khi moi phan ti ctia B 1a nguyén trén A.

Gid st B la mot A-modun dang httu han. Chon by, ..., b, l[a mot hé sinh
ciia A-modun B. V6i moi z € B, 4nh xa b — bx 1a mot anh xa B-tuyén tinh

121
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nén hién nhién 13 A-tuyén tinh. V6i moi i = 1,...,n, ta c6 thé viét xb; &

dang
l‘bz = Z Oéz‘jbj
j=1

v6i a;j € A ¢6 thé khong xac dinh duy nhéat. Trong vanh A[t] cac da thitc
mot bién ¢ v6i hé sb trong A, ta ¢6 da thtc dic trung

P=t"+a, 1t" "+ +ay € Alt]

clia ma tran (o;;). Theo dinh ly Cayley-Hamilton, dnh xa A-tuyén tinh
B—B

br— P(x)b
dong nhat bang khong. Lay b =1 ta ¢6 P(z) = 0.
Ngugc lai, cho B 1a mot A-dai s6 sinh bdi n-phan tit 1, ..., x,, nhu la
mot A-dai s6. Gid st moi phan tit cia B déu 1a nguyén trén A, dic biét cac
phan t& zy,...,z, la nguén trén A.

Xét By 1a A-dai s6 con ctia B sinh bdi mot phan t& x;, tic 1a ta c6 mot
dong cau A-dai sd toan anh

qbl . A[t] — B1
gtti t 1én x,. Theo gid thiét ton tai mot da thitc
P=t"+a, t" "+ - +ag € Alt]

sao cho ¢1(P) = P(xy) = 0. N6i cach khac 1a dong cau vanh Aft] — By
phan tich qua thuong A[t]/(P) v6i (P) la idéan ctia A[t] sinh b6i P. Ma ta
c6 thé thay ngay la thwong nay 1a mot A-modun tu do véi co sé 1a dnh ciia
1,t,...,t"! theo dinh Iy chia Euclid. Dong cau ¢, : A[t] — Bj 1a toan anh,
cho nén B; 1a mot A-modun hitu han sinh. O day, ta thiy gia thiét da thic
P(t) ¢6 he s6 dau bang mot la gid thiét quan trong, vi néu khong thuong
A[t]/ P chua chic da la A-modun hitu han sinh.

Ta lan lugt 1am nhu vay bang qui nap vé6i cAc phan tit sinh khac ciia B
la zg, ..., xp,. U

Cho ¢ : A — B la don cau vanh v6i B 1a A-dai s6 hitu han. Goi idéan J
1a hach ctia dong cau vanh A — B, A/J dong nhat v6i mot vanh con clia B.
Néu B 1a A-modun hitu han sinh thi hién nhién n6 cting 14 mot A/.J-modun
hitu han sinh. Vi thé ta c6 thé nhanh chéng qui vé trudng hgp dong cau
A — B la don anh.
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Ménh dé 3 (Cohen-Seidenberg) Cho ¢ : A — B la mot dong ciu don
dnh vanh giao hodn. Gid thiét la B la A-dai s6 hitw han. Khi dé dnh za
Spec(B) — Spec(A) la toan anh.

Cho x € X = Spec(A). Ky hiéu k(z) la truong cac thuong ctia A/x
voi z & day la idean nguyén té ciia A tuong ung v6i x. Ky hieu f: Y =
Spec(B) — Spec(A) 1a cau xa cdm sonh tir ¢.

Ta biét c6 mot song 4nh chuan tic gitta tap cac idéan nguyén t6 y €
Spec(B) sao cho f(y) = x va tap phd Spec(B ®4 x(z)). Mudn chitng minh
phd nay khac rdng ta can chitng minh 1a vanh B ®4 x(x) khong phai 1a vanh
tam thuong, hay noi cach khéc 1a trong vanh nay 0 # 1.

Ky hiéu A, 13 dia phuong hoa ctia A tai diém x. Ky hieu p, 1a idéan toi
dai ctia A,, giao n6 v6i A ta nhan lai dugc z.

Trudce hét ta nhan xét 1a B ®4 A, khong phai 1a vanh tam thuong, ttc
13 vanh c¢6 mot phan t& 0 = 1. Néu n6 1a vanh tam thuong thi theo dinh
nghia ctia dia phwong hoéa, ton tai s € A — x, sao cho ¢(s) = 0 va diéu nay
mau thudn véi gid thiét ¢ don anh.

Vi B®4 A, mot A,-modun hitu han sinh cho nén ta c6 thé dung bd dé
Nakayama. Néu

(B®a Ay) ®a, k(x) = B®a k(2)
bang khong thi B ®4 A, phai bang khong va cai nay thi mau thuan vé6i cai
ta biét : B ®4 A, l1a vanh khong tam thuong. O

Dinh 1y 4 Cho f:Y — X la mot cau za hiw han. Khi dé dnh cia mot tdp
déng trong Y la mot tap dong trong X. Noi cdach khdc, cau za hiu han la
mot anh xa dong trén khong gian topo.

Trong mot lwge do, cac tap mé aphin lap thanh mot co sé clia topo Zaiki,
cho nén mot tap con V clia X la dong khi va chi khi giao ctia n6 véi moi tap
mé& aphin U ctia X 13 tap déng ciia U. Vi thé ta c¢6 thé gid sit Y va X 1 céc
luge d6 aphin Y = Spec(B) va X = Spec(A).

Lay V 1a mot tap déng ciia Y, n6 ¢6 dang V = Spec(B/I) v6i I 1a mot
idean ctia B. Goi J 1a hach ctia dong cau hgp thanh A — B — B/I. Cau
xa Spec(B/I) — Spec(A) phan tich qua nhing déng Spec(A/J) — Spec(A).
Vi B la mot A-dai s6 hitu han cho nén B/I 1a mot A/J-dai s6 hitu han
va hon ntta A/l — B/J la dong cau don anh. Theo Cohen-Seidenberg,
Spec(B/I) — Spec(A/J) la toan &nh. Vay nén &nh ctia V = Spec(B/I) la
tap con dong

Spec(A/J) caa A. O
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Ménh dé 5 Cho B la mot A-dai s6 hiu han. Cho y va y' la hai phan ti
ctia Y = Spec(B) ¢6 cung mot anh v € X = Spec(A). Néu zem nhu idéan
ctia A ta céy Cy thi khi dé dt céy =1 .

Thay A bang x(z), B bing B ®4 k(x) va y,y' bdi cac idéan nguyen t0
twong ting v6i chiing trong B® 4 k(x) ta dua vé truong hop A 1a mot truong
k = k(z) va B 1a mot k-dai s6 hitu han.

Cho B la mot k-dai s6 hitu han, J 13 idéan cic phan ti lay linh ciia B.
Khi d6 ta biét B/J phéi c¢6 dang

B/J =k x -+ % kn,

v6i ki, ..., kn 12 cdc mé& rong hitu han ctia k. T d6 ta thay moi idéan
nguyeén to ctia B la idéan tdi dai, va c6 ding m idéan toi dai nhu vay. Thé
nén néu c6 hai idéan nguyén t6 y C ¢ thi ta &t c6 y = /.

Dinh nghia 6 Cho X la mot lugec do. Chiéu Krull cia X ld so tu nhién
n cuc dai sao cho ton tai ctia mot day

YoCY1C---CY,

vdi Y; la cdc tap dong bat kha qui, doi mot khdc nhau, ciia X. Ky hiéu chiéu
Krull la dim(X).

Trong dinh nghia trén ta ngam hiéu 1a chiéu Krull chi ¢6 nghia néu do
dai ciia cac day Yo C Y7 C --- C Y, nhu trén la bi chin.

Dinh 1y 7 Cho f : X' — X la mot cau za h@u han toan dnh. Khi dé chiéu
Krull cia X' va cia X bang nhau.

Ta chi xét trudng hop aphin. Trudng hop téng quat dé dang qui vé
truong hgp nay.

Mot day Yy C Yy C -+ - C Y, cdc tap dong bat kha qui doi mot khac nhau
ciia X = Spec(A) tuong ng voi mot day cac idéan nguyén t6 zo D x; D
-+« D x, doi mot khac nhau ctia X.Theo dinh 1y Cohen-Seidenberg, ton tai
mot idean nguyén t6 2/, € X’ = Spec(A’) sao cho ¢6 4nh la z,,. Thay A bing
Alx, va A’ bang A’/x!, va tiép tuc voi day To D Ty - - D1 VOi T; 12 dnh
clia z; trong A/z,. Qui nap nhu vay cudi cing ta sé c6 mot day cac idean
nguyeén toé

Ty Day D Dal
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ciia A’ ma anh trong Spec(A) la day z¢ O - -+ D x,. R0 rang la cic idean
nguyén to x) phai doi mot khdc nhau, vi néu khong anh ciia ching trong
Spec(A) &t phéi bang nhau. Nhu vay dim(A’) > dim(A).

Néu ta cho mot day céc idéan nguyéen t6 doi mot khac nhau trong A’

/ !/ /
IODl'lD"'Dl'n

dnh ctia n6 trong Spec(A) 1a mot day cdc idéan nguyen té xg D xy D -+ D @p.
Theo ménh dé 5, cdc z; ciing phai doi mot khac nhau. Vi vay dim(4’) <
dim(A). Cudi cing ta thu duoc dim(A4) = dim(A"). O

* A * A N 2 ;\\ 2 2
8.2 Bac siéu viét va bo dé chuan héa Noether

Cho k 1d mot truwong, cho R 1a mot k-dai s6. n phan t& xq,...,7, € R goi
1a doc lap dai s6 néu nhu dong cau k-dai s6 tir vanh céc da thttc n bién vao
R

k’[tl, ce ,tn] — R

gti t; — x;, la don anh.

Dinh nghia 8 Cho k la mot truong va R la mot mién nguyén chia k. Ta
goi bac siéu viet cia R trén k la s6 tw nhién n ldn nhat sao cho ton tai mot
ho cdc phan t¢ x1,...,x, € K doc lap dai so trén k.

Ta ngam hiéu 14 khai niém bac siéu viét chi c6 nghia trong trudng hop
s6 cac phan tit ctia mot ho cac phan tit doc lap dai s6 trong R 1a bi chan.

Ménh dé 9 1. Cho R la mot k-dai s6 dang hitu han va la mién nguyén.
Khi do R cé bac siéu viét hau han.

2. Vanh cdc da thic n bién klty, ..., t,] c6 bac siéu viét bang n.

3. Cho f la mot da thic bat khd qui trong vanh cdc da thiéc n bién
klti,...,tn]. Dat R = klty,...,t,)/{f). Khi dé bac siéu viét cia R
tren k la bang n — 1.

Dinh Iy 10 (Chuan héa Noether) Cho R la mot k-dai s6 dang hiu han
va la mot mién nguyén. Thé thi ton tai x1,...,x, € R doc lap dai so6 trén
k wa sao cho R la dai s6 hitu han trén vanh da thic k[, ..., z,], va khi dé
bac siéu viet cia R trén k la bang n.
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Dinh 1y 11 Cho R la mot k-dai s6 dang hitu han va la mot mién nguyén.
Thé thi bac sieu viet ciia R bing vdi chiéu Krull cia R.

Ta chitng minh bang qui nap va st dung dinh 1§ chudn héa ctia Noether.
Gia st ménh dé 1a ding cho cdc R-dai s6 bac hitu han v6i bac siéu viet bang
n — 1. Cho R la k-dai s6 dang hitu han v6i bac siéu viet bang n. Theo dinh
Iy chudn hoa Noether, ton tai mot dong cau don anh hitu han

]{?[tl,...,tn] — R

tit vanh cdc da thitec n bién vao R. Khi d6 chiéu Krull ciia R bang vé6i chiéu
Krull ctia vanh céc da thitc n bién k[t1, ..., t,]. Ta chi con can chitng minh
rang chiéu Krull ctia vanh cdc da thitc A = k[ty,...,t,] 1a bing n. Ta sé st
dung tich chit sau (tich chat UFD) ciia vanh da thic.

Ménh dé 12 Cho A = kl[ty,...,t,]. Moi phan ti f € A c6 mot phan tich
duy nhat thanh tich f = fi...f. cdc da thic bat khd qui fi,..., f.. Phan
tich nay la duy nhat véi sai khac la hodn vi cic thita so hodc nhan cdac thia
50 vdi mot hang so trong k.

Cho Y C Spec(A) la mot tap con that dong, va cuc dai. Taco Y =V (1)
v6i I 1a mot idéan nguyén t6 clia A. Lay f € I. Khi do V(I) C V({f)), v6i
V((f)f). Ta biét 1a f ¢6 mot phan tich thanh tich f = f1... f, voi f1,..., [,
13 cac da thitc bat kha qui. Ta c6

V() =V(A)UV(f)U---UV(f)

voi V(f;) 1a cac tap dong bat kha qui ciia Spec(A). Vay nén ton tai i =
1,...,rsao cho V(I) C V(f;). Vi V(I) la tap dong that sy cuc dai cho nén
V(I) =V(f)

Ta biét 1a A/ f; coa bac sieu viet bang n — 1. Theo gid thiét qui nap, né
phai ¢6 chiéu Krull bing n — 1. Vay nén A c6 chiéu Krull bang n. O

8.3 Céap tong quat ctia bé vi phan twong dbi

Dinh 1y 13 Cho k la mot truong dac sdb khéng va R la mot k-dai s6
dang hitu han cé bac siéu viét bang n. Khi dé ton tai mot tap mé U cia
X = Spec(R) sao cho han ché Qg vao U la mot Oy-modun ty do dia
phwong cap n.
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Theo dinh 1§ chuan héa Noether, ton tai mot dong cau k-dai s6 don anh
va hitu han
A:l{?[tl,,tn] — R

tit vanh da thttic n bién vao R. St dung day khép co ban thit hai ta c6
Qam @4 R — Qg — Qria — 0.

Ta da biét 1a Q4 1A mot A-modun tu do cip n, va ta mudn dung day
khGp nay dé chitng minh ring Qp/k, han ché vao mot tap md dia nhd U cia
Spec(R), 1a mot Oy-modun ty do cap n.

Goi L la truong cac thuong ctia R. Ta biét v6i Qp/x = Qg @g L. Mudn
chung minh 13 han ché ctia Qpg/r vao mot tap mé di nhd U la mot Op-modun
tu do cip n, ta chi can chitng minh 1a Qy /4, 1a mot L-khong gian vecto chiéu
n.

Goi K la truong cac thuong ciia A. Day khép co ban th hai ap dung
vao

k — K — L, cho ta

Qg @ L — Qe — Qg — 0

B3 dé 14 Cho k la mot truong dac so khong. Cho L la mot md rong hiu
han ciia truong cic thuong K ciia vanh cdc da thicc n bién A = klty, ..., t,].
Khi do anh zq

Qg @ L — Qp i,

la mot ding cdu gita hai khong gian vecto trén truong L.

Nhu thong 16, dé chitng minh mot tich chat v6i b6 vi phan tuwong doi, ta
chiing minh tinh chat ddi ngau v6i cac dao ham. Ta sé chung minh 14 4nh
xa L-tuyén tinh

HomL(QL/k, L) — HOIIlL(QK/k QK L, L) = HOIHK(QK/k, L)

12 mot dang cdu. Cho mot phan ti ctia Homy, (Qy, /4, L), 14 cho mot k-dao ham
D : L — L tttc 1 mot anh xa k-tuyén tinh théa man cong thitc Leibnitz.
Con mot phan tit cia Homg (Qg y, K) thi 1a mot k-dao ham tt K — L.
Dong cau Homp(Q,, L) — Homg (Qg/k, L) cho ang v6i mot k-dao ham
D : L — L han ché cia n6 D|g : K — L.

Nhu vay céi ta can chttng minh 14 moi k-dao ham Dy : K — L ¢6 thé
thac trién mot cach duy nhat thanh mot k-dao ham D : L — L.
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Trudce hét ta sé gid st ton tai mot phan tit sinh € L nhu mot K-dai
s6. Cac mé rong hitu han ciia mot truong dic so6 khong déu c6 mot phan tit
sinh nhu vay. Néu khong biét két qui nay thi ta ¢6 thé qui nap dan. Tom
lai, ta sé gid st ton tai mot phan tit x € L sao cho dong cau tit vanh da thic
mot bién K[t] — L giti t — x 1a toan anh. Vi L 1a K-hitu han nén dong cau
nay cé hach khac khong.

Vi L 1a mot truong nén hach nay 1a idéan sinh béi mot da thitc bat kha
qui P € K[t] bac n v6i n = dimg (L) va v6i he s6 dau bang 1. Ta viét

P=t"4+a, 1" 14+ +a

V6i ag, . ..,a,—1 € K. P goi la da thitc cuc tiéu ciia .

Cho Dg : K — L 1a mot k-dao ham. Mudn thac trién Dx thanh mot
k-dao ham D : L — L, ta phai chon anh D(z) € L sao cho D(P(z)) = 0. Ta
cO op

D(P(x)) = W(m)Dm + Q.
v6i @ 1a mot t6 hop tuyén tinh clia cdc phan t& D(a;) € L v6i he s6 trong
L. Dao ham riéng

oP
— =" (n—Dag t" T+t
ot
c6 anh trong L

na" '+ +ay £0.
Vi thé phuong trinh D(P(x)) = 0 xdc dinh gia tri D(z) € L mot cach duy
nhét. Ta c6 thé kiém tra ring v6i gia tri ndy cia D(z), ta ¢6 mot k-dao ham
D : L — L ma han ché vio K 1a Dg : K — L 1a k-dao ham cho truge. 0O



Chuong 9

Chuan héa

9.1 Vanh dong nguyén

Dinh nghia 15 Cho A la mot mién nguyén, K la truong cac thuong cia A.
A goi la déng nguyén néu vdi moi phan ti x € K théa mdan mot phuong
trinh

"+ a4+ ta,
vdiay, .. .,a, € A, thi x dt phdi thuoe A. Vanh déng nguyén con goi la vanh
chuén.

Tinh chat déng nguyén dugc bdo toan v6i dia phuong héa. Ta chiing
minh mot trudng hop dic biet clia khidng dinh nay. Tuong hop téng quat
ciing chtng minh giéng nhu thé.

Meénh dé 16 Cho A la mot vanh déng nguyén, p la mot idéan nguyeén to
cia A. Khi dé vanh dia phuong A, ctng la vanh dong nguyén.

Vi A gi4 thiét 1a mién nguyén, cho nén A va dia phuong héa A, cia A
c6 cung mot truong cac thuong K. Cho z € K thda man mot phuong trinh

D tar 4+ 4a,=0

Vi ay,...,a, € Ay, Viét a; = ¢;/g; v6i ¢; € Ava g; € A —p. Thay z béi
y = gx vudi g la tich céc g;, g € A — p, ta c6 mot phuwong trinh

v6i by, ..., b, € A. Vi Ala déng nguyén chonén y € A va tir do taco x € Ap.
O
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Dinh nghia 17 Mot vanh dia phuong A, la mién nguyén, vdi truong cdc
thuong K, goi la vanh dinh gia r&i rac néu nhu ton tai mot dong ciu
nhom toan anh

v:K*—17

sao cho A—{0} = {z € K* | v(z) > 0}.

Tt goc do dai s6, cac truong 1a cac vanh don gidn nhat va tiép theo 1a
dén cac vanh dinh gié roi rac.

Meénh dé 18 Mot vanh dinh gid roi rac A la mot vanh dia phuong cé chiéu
Krull bang mot. N6 chi c6 mot idéan cuc dai la

m={z e Alv(z)>0}U{0}
va ngodi m, né con cé ding mot idéan nguyén to la idéan khong.

V6i moi x € A —m, v(z) = 0 cho nén v(z~') = 0 va thé thi 27! € A.
Ttc la z € A —m &t 1a khd nghich trong A. Diéu nay thi tuong duong voi
viéc A la vanh dia phuong va m 13 idéan cuc dai ciia né.

Trong A, quan hé chia hét vo cing don giadn : z chia hét cho y khi va chi
khi v(z) > v(y) va vi vay ho#ic x chia hét cho y, hodc y chia hét cho z. T
do6 ta suy ra tat ca cac idéan khac khong ctia A déu c6 dang

m"={z e A|v(x)>n}

Trong s6 nay chi c6 m 1a nguyén t6. Tom lai A chi ¢6 hai idéan nguyéen t6 1a
m va idéan khong. Chidu Krull ctia n6 hién nhién bing 1. O

Meénh dé 19 Mot vanh dinh gid roi rac A la vanh chuan. Nguoc lai, néu A
la mot vanh Noether, dia phuong, chuan, cé chiéu Krull bang 1 thi A phdi la
mot vanh dinh gid roi rac.

Xem [Atyah-Macdonald] trang 94. O

Dinh nghia 20 Cho A la mot mién nguyén va p la mot idéan nguyén to
khdc khong cia A. Ta néi p c6 d6 cao 1 néu nhu né chi chita ding mot
idéan nguyén to khdc né la idéan khong.
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Dinh 1y 21 Cho A la mot mién nguyén va chuin. Khi dé vdi moi idéan
nguyén t6 p do cao 1 cia A, Ay la mot vanh dinh gidé. Trong truong cdc
thuong K cia A, ta cé
A=(4
p

véi giao lay trén tdp tat cd cdc idéan nguyén to do cao 1 ciia A. Nguoc lai
néu mién nguyén A théa man dong thoi hai tinh chat trén thi né la chuan.
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Phan V

Hinh hoc xa anh
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Chuong 10

Khoéng gian xa anh

10.1 Tap cac siéu phing

Cho k la mot truong déng dai s6, k"' 1a khong gian vecto chiéu n + 1
v6i co s cho trude 1a vy, ..., v,. Ta ky hieu P} la tap hop tat cd céc sieu
phing L cia k" titc 1 tap cac hach clia mot anh xa tuyén tinh khac khong
[ : k"™ — k. Hai 4nh xa tuyén tinh [ vd I’ : k"' — k c6 ciing mot hach khi
va chi khi chiing sai khdc nhau mot hing s6 khac khong : I' = ol véi a € k.

B6 dé 1 Vii moii =0,...,n, goi U; la tap con cia P? cdc siéu phing L
ctia k" sao cho v; ¢ L. Khi dé ton tai mot song dnh chudn tic gitta U; va
khong gian aphin n-chiéu k™.

Mot siéu phing L 13 hach cia mot anh xa tuyén tinh khic khong [ :
k"' — k. Vecto cho truée v; ¢ L khi va chi khi I(v;) # 0. Anh xa tuyén
tinh [ v6i hach 14 L chi dugce xac dinh v6i sai khdc 13 mot hiang sd khac
khong, nhung néu ta dit them diéu kien {(v;) = 1 thi n6 xac dinh duy nhét.
Nhu vay ta c6 mot song anh giuita cdc phan tit ctia U; va tap cic anh xa
tuyén tinh [ : k"™ — k théa man [(v;) = 1. Mot anh xa tuyen tinh nhu vay
dugc xac sinh hoan toan béi n giad tri l(v;) € k v6i j = 0,...,n va j # i.
Vay nén U; 13 song 4nh chuan tic véi k. O

Bd dé& 2 Ta c6 Py = U, U; vdi U; la tap cic siéu phing L vdi v; ¢ L.
Néu c¢6 mot sieu phéng nio khong 13 phan ti ciia bat ky U; ndo thi n6

phai chtta tit ci cic vecto vy, ..., v, va do d6 L bang k" vi khong con 1
siéu phang nita. O
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Vi mdi khong gian aphin U; 1a mot tap dai s6 theo nghia ciia 4.1, nén
bude dau ta c¢6 thé hiéu mot cach nom na PP nhu la mot tap dai sd tao
thanh banh cach dan cac khong gian aphin U; lai v6i nhau. Ta can mo té lai
viéc nay dung ngon ngit luge do.

10.2 Idéan phan bac cta vanh da thic

Cho A la mot vanh giao hoan. Vanh S = Afty,...,t,] cdc da thic bién

to,t1,...,t, v6i he s6 trong A c6 thé phan bac theo bac clia da thic
-,
€N

v6i Sy 13 tap cac da thitc thuan nhat bac d. Ta c6 Sy = A va cac Sg 1a
A-modun tu do httu han sinh.

Mot idéan phan bac cia S 14 mot idéan cia S ¢6 dang J = @deN Jg
v6i J; 1a mot A-modun con ciia Sy. Ky hieu S; = P, Si.

Dinh nghia 3 TGp Proj(S) la tap cdc idéan nguyén to phan bic p cia S
khong chia S, .

Dé hiéu 16 tap Proj(9) ta can dia phwong hoa. Xét S[ty'] 1a dia phuong
héa ctia S theo tap nhan sinh b&i phan tit ¢o. Vanh S[t;'] 1a vanh cic phan
thite & dang f/zf v6i f € S va r € N v6i phép cong va nhan hién nhién.Ta
c6 thé phan bac S[t;'] nhu sau

Slty"] = B Slte Na

deZ

v6i S[ty')q 1a tap cac phan thic c6 danh f/zf v6i f la mot da thitc thuan
nhat bac d + 7. Ta ¢6 thé mo t& cau tric phan bac ctia S[t;'] nhu sau.

B6 dé 4 Ta c6 ding ciu giga vanh phan bac S[ty'] vdi vanh phan bac
Rylty"] = @D Rot
dez

vdi Ry la vanh cdc da thic n bién Ry = kluy, ..., u,]. Ding cau nay dugc
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Khéng dinh chi 14 cach ddi bién quen thuoc gitta da thic thuan nhat
n + 1 bién va da thitc khong thuan nhat n bién. Moi da thitc thuan nhat
f(to,t1, ... t,) bac d c6 thé viét mot cach duy nhat dudi dang

t tn
Flto, ot =tdfo (=, 2
to to

v6i fo la da thtic khong (nhat thiét) thuan nhat cho béi
folur, .. uy) = f(Liug, ... uy).

Thé nén moi phan thtc & dang f/t} v6i f la mot da thtc thuan nhéat bién

to, ..., t, co thé viét duge mot cach duy nhat dudi dang
t tn
r 't
v6i d = deg(f) — r, va tit d6 ta suy ra khang dinh. O

Ménh dé 5 1. Moi idéan phan bic ctia vanh Ro[taﬂ] déu c¢6 dang

I =PIt

deZ

vdi Iy la idéan ciia Ry. Idean phan bac I cia Rolty"] la nguyén to khi
va chi khi thanh phan bic khong Iy la idéan nguyén to cia Ry.

2. Ta c6 mot song anh gita tap cdac idéan phan bac I cia S vdi
IN{l,ty,t,...} =10

va tap cac idéan that su cia Ryg. No cho ta mot song anh giia tdp cac
idéan phan bac nguyén to I cia S vdi xo & I, va tap cdc idéan nguyén
to clia Ry. Song dnh nay cho ta mot song dnh gitta tdp cdc idéan phan
bac cuc dai I cia S, xg ¢ I va tap cdc idéan cyc dai cia Ry.

Khéng dinh th& nhat suy ra tit sy ton tai mot phan ti bac 1 kha nghich
ctia Ro[ty"'] 1a phan tit t,. That vay, cho I = @ ,, ls la mot idean phan
bac ctia Ro[t:!], khi d6 anh xa nhan véi t, cho ta mot ding ciu khong gian
vecta Iy — Igyq Vi to 1 phan tit kha nghich bac 1. Vay nén I; = Iotg.
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Cho I = @ ., [otd ta thay ngay la
Rolt5']/T = (Ro/Io)[t5 "]

cho nén Ro[tF']/1 1a mién nguyen khi va chi khi Ry/Iy 1a mién nguyén. Ta
ciing thiy ngay la I 1a idean phan bac cuc dai trong s6 cac idéan phan bac
clia Ro[t'] khi va chi khi Iy 1a idéan cuc dai ciia Ry.
Cho I 1a mot idean phan bac ciia S. Khi d6 dia phuong héa I[ry'] 1a
mot idean phan bac cfia S[zg'] = Ro[t;'] nén 4t phai c6 dang

IMty"] = P 1ot

deZ

v6i Iy 1a mot idéan cia Ry. Diéu kien I khong c¢6 giao v6i tap nhan
{1,to,%,...} tuong duong vé6i diéu kien I[t;'] 1a mot idean that sy ciia
S[ty'] va né ciing twong duong v6i diéu kien 1a Iy 1a idean that su ciia Sp.
Duéi ciing mot diéu kien nay, ta biét 1a I hoan toan dugc xac dinh béi I[t; "]
nh¢ vao cong thitc

= Ity N S.

D6i v6i cac idean nguyen t6 diéu kien [ khong c¢6 giao v6i tap nhan
{1,to,t3,...} tuong duong vé6i ty ¢ I.Vi vay song anh xay dung nhu trén
cho ta mot song anh gitta cac idéan phan bac nguyén t6 I ciia S khong chita
to va tap cac idéan nguyén t6 cfia Sy. Tuong tu nhu vay ta c6 song anh
gittwra cac idéan phan bac cyc dai khong chtta z( cia S va céc idéan cyce dai
cua Ry. O

Trong ménh dé trén, ta c6 thé thay bién ¢, bing bat k¥ bién t; khac. Goi
U; 1a tap céc idéan nguyén t6 phan bac I ctia S khong chita ¢;. Khi d6 ta c6
mot song anh gitta tap U; va tap phod Spec(R;) v6i R; 1a vanh cac da thic
trén k voi n bién u} v6i chi s6 j chay trong tap {0,...,n}—{i} vau! = t;/t;.
Va mot idéan phan bac I khong chita S, khong thé ddng thoi chita cdc phan
tt to,...,t, cho nén ta co

n

Proj(S) = U Us.

1=0

Meénh dé 6 Trong U; = Spec(R;), U;; = U; N U; la tap md chinh zdc dinh
bot Uz 7é 0. Dat Rij = Rz[(u;)*l] Trong Uj = Spec(Rj), Uji = Uj N Uz la tap
md chinh zdic dinh béi vl # 0. Dat R;; = R;[(ul)™!].
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Khi dé, gia hai vanh R;; va Rj; ding cau chudn tdc v;. Ching déu c6
thé dong nhdt véi vanh cic phan thic cé dang f/tit5 woi f la mot da thiic
thuan nhat bac r + s.

Cac khong gian topo U; = Spec(R;) v6i b6 vanh cau tra dugc trang bi
dit kién dé dan lai v6i nhau. Véi mo cip chisdd,j € {0,...,n} ta c6 tap mé
U;; C Spec(R;) va Uj; C Spec(R;) va mot dang cau ¢ : U;; — Uy 1a dang
cau giua hai khong gian topo ¢6 trang bi mot b6 vanh. Cac déng cau u;; thoa
manu phuong trinh doi chu trinh ¢6 ngia la han ché vao Uj, = U N Uy, ta
co

Lki O Ljk O Lij = 1

v6i 1 1a ty dang cau don vi cila khong gian topo Uiji ¢6 trang bi mot bo
vanh. Dén cac khong gian topo Spec(R;) ¢6 trang bi b6 vanh thao dit kien
dan ¢;; ta duge mot cau tric khong gian topo trén Proj(S) va mot bo vanh
O trén Proj(9).

Dinh nghia 7 Topo Zariski ciia Proj(S) la topo toi thiéu sao cho moi tdp
mdé cia U; la tap mé cda Proj(S).

Mot tap con U C Proj(S) goi la tap md néu giao clia né véi U; 1a tap mé
Zariski ctia U; = Spec(R;) v6i moi i =0,... n.

Dinh nghia 8 Bé vanh ciu tric O trén Proj(S) la bé vanh zdc dinh duy
nhat, vdi sai khdac mot dang cau duy nhat, sao cho han ché O vao moi tip mé
U; ta ¢6 b6 vanh cau tric ctia U; = Spec(R;), va sau cho néid han ché O theo
hai cich vao U; NUj, qua U;, hay qua U;, ta duge dang ciu vi; : Rij — Ry;.

Ta c6 thé mo t4 topo dinh nghia nhu trén, ciing nhu thé ctia bé vanh
cau tric theo ngon ngit idéan nhu sau.

Ménh dé 9 Mot tap con U C Proj(S) la tap mé khi va chi khi ton tai mot
idéan phan bac I cia S sao cho U = U, (I) la tdp cic idéan nguyén to phan
bic I cia S, khac Sy va khong chia I.

Ta chitng minh ménh dé twong dwong : mot tap con V la tap déng khi
va chi khi ton tai mot idean phan bac I ctia S sao cho V =V, (I) v6i V. (I)
14 tap céc idéan nguyen t6 phan bac ctia S, khac Sy va chita 1.

Gia stt V = V,(I) v6i I 1a mot idean phan bac ctia S. Ta mudn chitng
ming la v6i moi ¢ = 0,1,...,n, V; = VN U; la moét tap déng cia U; =
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Spec(R;). Theo dinh nghia V; 1a tap cac idean nguyén t6 phan bac p clia S,
khong chtta ¢; va chita I. Mudn cho V; khéc rong, diéu kien can la ¢; ¢ 1.
Gié sit V; khéc rong, khi d6 ca I va p déu duoc xac dinh béi dia phuong hoa
clia ching theo tap nhan sinh béi ¢;, va ta ¢6 I C p khi va chi khi

11t < plt; ']

Ma ta da biét 1a do cdu tric don gidn chia S[t;'] = Ry[tF'] cho nen I[t; '] =
Bucz L[t otd va p[t;] = Byez plt; otd. Nhu vay p hoan toan duge xac
dinh bdi idean nguyen t6 plt; ']y ctia R; va I C p khi va chi khi I[t; ]y C
p[t; Yo. Nhu vay V; = Spec(R;/)p[t; ]o 12 mot tap con déng ciia Us.
Twong ty nhu trong truong hgp aphin, v6i moi idéan phan bac I, J ctia
S, ta co
Vi) NVe(J) = Vil +J)

Vi(I) UVL(J) = Vi(1J).

Vi vay tap cac Vi (I) tao thanh tap cac tap dong clia mot khong gian topo.
Nhu ta da thdy ¢ trén mot topo tren Proj(S) voi cac tap con mé ciia U; 1a
tap md, &t phai c6 cac tap V. (I) 1a tap dong. Nhu vay topo vdi cic tap md
1a phan bu U, (1) ctia V. (I), I chay trong tap cac idéan phan bac ctia S, la
topo toi thiéu co cac tap mé cia U; 1a tap mé. O

Meénh dé 10 Cho f la mot da thic thuan nhat. Ky hiéu UT(f) la tap md
ctia Proj(S) bao gom cdc idéan nguyén to phan bac p khong chia f. Khi dé,
khong gian topo Ut (f) trang bi han ché ctia b6 vanh O vao UT(f) la luge do
aphin. Chinh xdc hon, dia phuong héa S[f~1] c6 mot phan bic

S[F =D s

dez

vdi S[f~1)q la tap cdc phan thic c¢6 dang g/ f" véi g thuan nhat bic deg(g) =
rdeg(f)+d. Khi dé ta c6 UT(f) cung vdi han ché cia O vao UT(f), ding
cau vdi Spec(R[f]o) cung vdi bé ciu tric cia né.

Tap cac idéan nguyen t6 phan bac p € Proj(S) véi f ¢ p ro rang bang
v6i tap cac idean nguyén t6 phan bac cfia vanh phan bac S[f~!]. Thé nhung
so sanh gitta tap cac idéan nguyen t6 phan bac ciia S khong chita f v6i tap
cac ideéan nguyén t6 clia thanh phan bac khong S[f '] 14 khong hién nhién
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vi ta khong c6 mot phan t& kha nghich bac mot nhu trong truong hop rieng
f - to.

Tuy thé moi idean nguyen to phan bac J = @,y Ja clia S, J # 51 va
f ¢ J, ta van ¢6 mot idean phan bac J[f'] = @,z J[f !4, va vAn xdc
dinh mot idean nguyéen td6 J[f ' ctia S[f!o. Van dé la lam sao chitng
minh ngugc lai J[f']y x4c dinh hoan toan J. Jy 1a tap cac phan thic c6
dang g/ f" v6i deg(g) = rdeg(f).

Theo gid thiét ton tai ¢ sao cho ¢; ¢ J. Gid st ¢ = 0. Khi d6 Ju xac
dinh mot idean phan bac J[f ;'] = @By J[f  ola, clia S[ty'], va bay
gitto thanh phan bac khong J[f 't)o hoan toan xac dinh J vi vanh phan
bac S[ty!] c6 mot phan t& kha nghich bac 1 la .

Ta chf con can chitng minh 1a J[f ']y hoan toan xac dinh J[f~1tgo. Cac
phan tit ciia J[f~'to]o c6 dang td hop tuyén tinh clia g/ fTtero véi deg(g) =
rdeg(f)+ro. Goiry la s tu nhién nhd nhat sao cho deg(g) +r1 = 7’ deg(f)
v6i ' € N. Khi d6 phan t& nhu thé c6 thé viét lai 1a

g gty 1
fre e

v6i £2- € J[f1]o. Déng thtic nay néi la tap con J[f ', ctia J[f~'t71], sinh
ra 1dean nay. Vi thé J[f~ ']y xac dinh hoan toan J[f ']y va cho nén xac
dinh hoan toan idéan nguyén t6 phan bac J ban dau.

Ta c6 thé lap luan hoi khac béng cach nhan xét la S[f_ltal]o la dia
phirong héa cfia S[f~!]o theo he nhan sinh bai phan t& 05V /f € S[f1,
va phép dia phuong héa nay bién J[f ']y thanh J[f~'t," ] .

Tom lai 1a ta da xay dung duge mot song anh givua tap U, (f) va tap
Spec(S[f~Yo) cdc idéan nguyén té ctia R[f']op. Ta can chitng minh song
anh nay 12 mot ding cau gitta hai khong gian topo trang bi bé vanh; U, (f)
dugc trang bi topo va bo vanh han ché tit Proj(S), con Spec(R[f™o) c6
topo Zariski va bé vanh cu tric. Han ché song anh nay vao U, (f) NU;, thi
hién nhién 14 mot dang cau khong gian topo trang bi bo vanh vi ci hai vé déu
Ia Spec(S[f~'t; o). Cac ding ciAu nay ciing lai tuong thich v6i nhau trén
Ur(f)NU;NU;. Vitopo Zariski ciing nhu b6 vanh ciu tric hoan toan duge
xac dinh béi han ché cfia né vao mot phét mé va dit kien dan, cho nén ta cé
ding cau gitta topo Zariski va b6 vanh tren U, (f) va trén Spec(S[f]o)-

Ménh dé 11 Cho p € Proj(S). Goi Sy la tap cdc phan thic c6 dang f/s
véi f € S va s la mot phan ti thuan nhat trong S —p. Vanh S;“ c6 mot phan
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deN
vdi (Sy )a la tap cic phan thic co dang f/s véi f va s la cic da thic thuan
nhat, s khong ndm trong p, va deg(f) — deg(s) = d. Khi dé, thé cia b6 cau
tric O ¢ diém p la thanh phan bac khong (S))o cia Sy .

Cac tap m6 U, (f) tao thanh mot he co s& ciia topo trén Proj(S). That
vay v6i moi x € Proj(S), va U 1a mot lan can ctia . Ton tai iu sao cho
x € U;, ta ¢6 UNU; 1a mot 1lan can ctia = trong U;. Vi U; = Spec(R;) la
mot lwge do aphin, topo Zariski sinh béi cac tap mé chinh. Ton tai f; € R;
sao cho z € U(f;) C UNU;. Viét f; & dang f; = f/t¢ v6i f 1a mot da thic
thuan nhat bac d ta ¢6 U(f;) = Uy (ft;).

Meénh dé suy ra tit ménh dé truée. O

10.3 Phan thé duwong thang O(d) trén P}

Tu vanh S = kfto, ..., t,] cdc da thitc n+ 1 bién, v6i phan bac ty nhién ciia
no, ta da xay dung mot khong gian topo P = Proj(.S) ¢6 trang bi mot bo
vanh O. Néu chi ¢6 P} va b6 vanh O ta khong thé xay dung ngugc lai duge
vanh phan bac S. D& tim lai S ta can trang bi cho P} mot cau tric khac
nita, d6 1a cac phan thé duong thiang O(d).

V6i moi i = 0,...,n, ta da dinh nghia mot tap mé U; cia Proj(S) cac
idéan nguyén to6 phan bac cia S khong chtta #;. Dia phuong héa vanh S
theo tap nhan sinh bé&i ¢; ta dugec mot vanh phan bac

St =P St a

deZ

v6i thanh phan bac khong S[t;']o = R; 1a vanh toa do clia U; = Spec(R;).
Vi t; 1a phan t& bac mot kha nghich ciia S[t; '], thanh phan bac d S[t; ]q
I3 mot R;-modun tu do sinh béi phan t& t¢. Toan bo S[t;'] cing & mot
R;-modun tu do, téng truc tiép ciia cAc modun tu do cap 114 S[t; g = Ritd.
Ta tam thoi khong quan tam dén ciu tric nhan & trong S[t; '] ma chi dé y
dén ciu tric R;-modun ciia no.

Goi Oy, (d) 1a b6 Op,-modun § trén U; = Spec(R;) tuong tGng véi R;-
modun tuw do S[t; "4 Tong truc tiép @, Ov, (d) 1a b6 Op,-modun tuwong
tng v6i Ri-modun S[t;'].
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Han ché @, Ou,(d) vao giao U;; = U; N U; la Oy, tuong tng véi R;j-
modun S[t; "¢ '] v6i R;; la thanh phan bac khong S[t; 't; '] ucha S[t; 't;'].
Vi thé ta ¢6 mot ding cAu chudn tdc gitta han ché ciia @, Ov,(d) va
@Dz Ouv,(d) vao Uy, va cac déng cau chuan tic nay théa man phuong
trinh d6i chu trinh trén U; N U; N U, vi trén d6 han ché cta @ ., Ov,(d)
Dz Ov,(d) va P, O, (d) déu la cac bo Oy, -modun tng v6i Ryjp-modun
S[t; 't ','] v6i Riji la thanh phan bac khong ctia S[t;'t;'t;']. Nhu vay
theo dinh 1y dan cac b6 O-modun, ton tai duy nhit, v6i sai khac 14 dang
cau duy nhét, mot b6 O-modun P, , O(d) trén P} v6i han ché vao mdi Uj;
la @, Ov,(d), va v6i dit kien dan trén cac giao U; N U; duge cho nhu &
trén.

Xét cu thé thanh phan bac d 1a O(d). Ta biét han ché ctia né vao U; 1a
Op,-modun tuong ing v6i Ri-modun tu do cAp mot v6i phan tit sinh Ia tf.
Tren giao U;NU; = Spec(R;;), dang cau gitta han ché cia Oy, (d) va Oy, vao
Ui; dugce cho béi su sai khac gitta hai co sé tf va t?

t4 = (uf)t!
vGi u; = ¢;/t; 1a mot phan tit kha nghich cia R;;. Phuong trinh d6i chu
trinh & trén Uy, chi don gidn 1a déng thtc

(uf)(up) (us)" = 1.

Nhu vay v6i moi d € Z, ta ¢c6 mot phan thé duong thing O(d) tren P".
Dinh 1y 12 Véi moi d € Z, ta c6 ding ciu giga k-khong gian cdc ldp cdt
toan cuc T'(P™, O(d)) cia O(d) trén P™ va k-khong gian vecto Sy cac da thic

thuan nhdt bac d & trong S = klto,...,t,]. Ddac biét la véi d < 0, ta cé
I'(P",O(d)) = 0.

Ta sé chitng minh ton tai mot ding ciu phan bac

L, P o) = S

deZ

va suy ra khing dinh trén méi thanh phan bac d. V6i moi i, theo dinh nghia,
ctia O(d) ta c6 ddng cau phan bac

LU, D O(d)) = S[t;7]

deZ
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va v6i moi 1, 7,
LUy, @ O(d) = S[t; ;).
dezZ

Nhu vay I'(P", @,., O(d)) la tap cac bo f; € S[t; '] ¢6 cung mot &nh & trong

S =Sttt

n

No6i mot cach khac I'(P", @, O(d)) la tap cac phan tit f € S sao cho v6i
moi ¢ =0,...,n ton tai r € N sao cho ft} € S.

Vi tinh chat UFD cfia vanh da thitc, moi phan t& f € S’ viét dugce mot
cach duy nhat duéi dang

o Jo
.t

vOi rg,...,7n € N va fy € S khong chia hét cho bat ky ¢; ndo. Diéu kién
ton tai r; sao cho t;'f € S suy ra r; = 0 v6i i # j. Diéu kién nay véi

mot chi s6 khéac suy ra r; = 0 v6i moi j va vi vay f € S. Vay nén
ta c6 T(P", @, O(d)) = S. Lay thanh phan bac d clia cd hai vé ta c6
L(P™, O(d)) = S;. O

Ménh dé 13 Vi moi d € Z, ta c6 O(d) = O(1)%.

Trén mdi tap md aphin U; = Spec(R;), O(d)|y, 1a b6 tuong tng véi R;-
modun tu do cAp mot v6i co s cho trude 1 tf. Nhu vay, trén U;, ta c6 ding
cau chuan tic O(d)|y, = O(1)®¢|y,. Tren U; N U;, cdc dang cau nay tuong
thich véi nhau cho nén ta c6 khing dinh.

Céc phan thé duong thang trén U; = Spec(R;) déu déng ciu v6i nhau vi
R; 1a mot vanh UFD, nén noi dung ciia bd dé 1a & chd ¢6 thé chon cic ding
cau trén cac U; sao cho tuong thich trén U; N Uj. Su tuong thich nay dugc
phan &nh bdi quan he gitta hai d6i chu trinh (t,/t;)* = (t{/t9). O

10.4 B6 O-modun trén P}

Trén mot luge do aphin Spec(A), cho mot b6 O-modun twa nhat quan tuong
duong v6i cho mot A-modun. Trén khong gian xa dnh P}, cho mot O-modun
tya nhat quan "hau nhu" tuong duong v6i cho mot S-modun phan bac. Cai
kho & day 1a lam sao hiédu dugc chit "hau nhu". Ta sé phan tich né trong
muc nay.
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Ta van ky hieu S = k[to, ..., ¢, 1a vanh céc da thitc n + 1 bién v6i phan
bac tu nhién ctia n6. Mot S-modun phan bac 1a mot S-modun M v6i mot
cau triac phan bac M = @,., M, tuong thich v6i cau triac modun tic la :
SqgMe C Myy.. Ky hieu S-Mod, 1a pham tru cdc S-modun phan bac. Ky
higu Opz—MOd 13 pham trit cdc b6 O-modun tua nhat quan trén IP’{CV.

Cho M = @ ., Mq 1a mot S-modun phan bac tic la cau tric modun
tuong thich v6i cau triac phan bac : SgM, C Mgy.. Khi d6 v6i moi i =
0,...,n, dia phuong hoa M[t; '] 12 mot modun phan bac ctia S[t; '] va M; =
Mt o 1a mot R; = S[t;]o-modun.Nhu vay ta c6 mot O-modun tua nhét
quén M; tréen U; = Spec(R;) tuong tng v6i R;-modun M;. Trén giao M; N
M; = Spec(R;;), thanh phan bac khong ciia M|[t; 't;'] vita biang M; @, R;;
vita biing M; ®g, R;; cho nén a c6 mot dang cau chudn tic givta M; ®p, R;;
va M; ®g; Rij, va cac ding cau nay théa man phuong trinh déi chu trinh.
Vay nén cac b6 O-modun J\;[i tréen U; c6 thé dan lai v6i nhau thanh mot bé
M & trén P7. Nhu vay ta ¢6 mot ham t& tu pham tri1 cic S-modun phan
bac vao pham trit cac b6 O-modun tya nhat quan ¢ trén P} ky hieu la

D S—M0d+ — OPn—MOd.
Meénh dé 14 Ham ti ® la mot ham tié khdp.

Ngugc lai néu ta cho mot M 1a mot O-modun tua nhat quén tren P} ta
c6 thé cho Gtng v6i n6 mot S-modun phan bac nhu sau. Dat

+(Py, M) = PPy, M
deZ
voi M(d) = M ®o O(d). Vi O(d) ® O(e) = O(d + ¢€) nén ta c6 M(d+e) =
M(e) ® O(d). Lay cac 16p cit tren P, ta ¢6 mot anh xa k-tuyén tinh

[(B}, O(d)) x D(B}, M(e)) — T(B}, M(d + ).

Vi ta da biét Sy = I'(P}, O(d)) cho nén ta ¢6 mot cau tric S = @, Sy-modun
phan bac & tréen I'y (P}, M). Cho nén ta ¢6 mot ham t tu pham tru cac
O-modun tua nhit quan trén P} vao pham tru cac S-modun phan bac ky
hiéu 1a

U : Opn-Mod — S-Mod,.
Ham tit ¥ thi khong khép cho nén ¥ khong thé 1a nghich dio clia ® duge.
Tuy nhién, ta c6 khing dinh sau day.
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Dinh 1y 15 Ta c6 mot ding cau ham ti

@ © \Ij - ldOpn—MOd

vd mot anh xza ham ti

idS—MOd+ — Vo d.

Néu M la mot S-modun phan bic hitu han sinh thi dnh za phdan bic M —
U(®(M)) cdm sinh ra cic ding cau gita cdc thanh phan bac d di lon.

Cho M 1a mot O-modun tya nhat quén tréen PP, Khi d6 @ o U(M)
1a b6 O-modun tya nhat quan M’ tren P} Gng v6i S-modun phan bac
V(M) =T, (P}, M). Dé xay dung din cau chuan tic M’ — M ta chi can
xay dung né trén méi tap mé U;, c6 nghia 1a mot ding ciu tit thanh phan
bac khong ciia

D rE; M)t ]

deZ

vao I'(U;; M). anh xa dugc xay dyng nhu sau. Cho mot 16p cit f €
(P, M(d)), han ché n6é vao U; cho ta mot 16p cat fly, € T'(U;, M(d)).
Theo dinh nghia ctia O(d), O(d)|y, tuong tng vi R;-modun tu do véi co s6
Ia t&. Vay nén ton tai duy nhat f; € I'(U;, M) sao cho f = fitd. Anh xa ta
mudn xay dung giti phan t& bac khong f/t¢ & trong @, ['(Pr, M(d))[t; ]
lén phan tit f;, va tinh chat nay xac dinh anh xa mot cach duy nhat.

Ta can chitng minh 14 4nh xa xay dung nhu & trén 14 don 4nh va toan
dnh. Day la noi dung ctia b6 dé 1T 5.14 ctia [Hartshorne] ma ta sé chi trinh
bay lai mot cach van tat.

e Don anh Cho f € T'(P}, M(d)) sao cho f; = 0, titc 1a f|y, = 0. Ta can
chitng minh 1a phan t& f/t¢ bing khong & trong @ ., I'(Py, M(d))[t; ],

tic 1a ton tai 7 € N dt 16n sao cho ft7 = 0 nhu la mot 16p cat cla
M(d+r).

V6imoi j =0,...,n, goi fit$ = fly,. Taco fjlv,nu, = 0. Ma han ché
nay la nh ctia f; trong phép dia phuwong héa M; @r; R;;. cho nén theo
dinh nghia cfia dia phwong hoéa, ton tai r; dit 16n dé sao cho t;’ f; = 0.
Lay r 1a cyc dai cia cic r; thi ta c6 ftﬂUj = 0 v6i moi j cho nén la
ftr=0.



10.4. BO O-MODUN TREN P¥ 147

e Toan anh Ta can chitng minh 1a v6i moi phan tit f; € M; = T'(U;, M),
ton tai d dii 16n sao cho 16p cat fit¢ € I'(U;, M(d)) c6 thé théc trién
thanh mot 16p cdt cia I'(PE, M(d)).

V6imoij =0,...,n, filu,nv, 1a mot phan tit ciia M;®g, R;; cho nén ton
tai r; sao cho t;jfi v,nu; € My, tie 1a16p cat t;j filvinu, € T'(Uij, M(15))
c6 thé thac trién thanh mot 16p cit trén U;. Nhu vat v6i r chon du
lom t] filv,nu, € T(Uij, M(r)) c6 thé théac trién ra thanh mot 16p cat
fi € T(Uj, M(r)) v6i moi j. Trén U; N Uy hai 16p cét f va f; chua
chic da bang nhau, nhung vi ching bang nhau & tren U; NU; N Uy cho
nén néu nhan thém mot 1an nta v6i ¢5 v6i s dil 16n ta c6 thé gid sit 1a
fj va fi bang nhau & tren U; N Uy. Khi d6 cac 16p cit ndy c6 thé dan
lai v6i nhau va cho ta mot 16p cit trén toan bo P™.

Ta can nhan xét ngay 1a trong chitng minh trén, viéc ta c6 mot phit aphin
hitu han 1a gid thiét khong thé thiéu, tic 1a ta da sit dung tinh twa compact
ctia P}.

Ta da xay dung duge ding ciu chuin tic ® o U(M) — M cs tinh ham
tt d6i v6i b6 M bién thien. Bay gio ta xay dyng cau xa

M—)WO@(M)

c6 tinh ham tit déi vé6i S-modun phan bac M bién thién. Thanh phan bac
dcia Wo®(M)laT'(Py, M(d)) v6i M = &(M) 1a b6 O-modun trén P} iing
v6i M. Trén phan bac d, anh xa chuan tic

My — D(B}, M(d))

dugc xay dung nhu sau. Cho f € My V6i moi i = 0,...,n, ton tai duy
nhat mot 16p cat cia f; € T'(U;, M(d)) sao cho

[

& day ta phai xem f/t¢ nhu mot phan tit ctia M;, va f; 1a phan tit tuong
ting trong T'(U;, M(d)). Cac 16p cat f; va fi hién nhién 1a trung nhau trén
U; N Uy cho nén dan lai duge thanh mot 16p cét tren P.

Cho M 1a mot S-modun phan bac bat ky. Ta da xay dung mot anh xa
chudn tic M — W o ®(M). Ap dung them ® mot lan nita, ta c6 mot dong
cau gitta hai b6 O-modun tren P}

O(M) — PoWVod(M).



148 CHUONG 10. KHONG GIAN XA ANH

Vi ® o ¥ = 1 cho nén anh xa nay 13 mot ding cau.

GI& st M 13 mot S-modun dang hitu han. Khi d6 M’ = ¥ o &(M) ciing
12 mot S-modun dang hitu han. ' Goi K la hach va Q la d6i hach cia
M — M’, khi d6 K va @Q la cac S-modun phan bac dang hitu han. Vi dong
cAu cAm sinh M — M’ 1a ddng ciu cho nen K = Q = 0 vi ® 1a ham ti
khGp. V6i moi i =0,1,...,n, ton tai r; sao cho t' K = t.°Q) bing khong. Vi
K va @ 1a hitu han sinh nén diéu nay dan dén K; = Q4 = 0 v6i moi d di
16n. ]

Dinh nghia 16 Cho M la mot b6 O-modun trén mot luge do. Ta biét ring
cho mot 16p cdt toan cuc s € T'(X, M) tuong duong vdi cho mot dong ciu
Ox — M. Chon lép cdt si,...,5,. Néu dong cau cdm sinh

oy — M

la mot toan anh trong pham tru abel cic bo, thi ta néi la b6 M sinh bd&i
cac 16p cat si,...,5,. Néu ton tai cic ldp cdt s1,. .., S, nhu vay thi ta néi
la M sinh béi cdc lop cdt toan cuc clia né.

Dinh ly 17 Cho M la mét b6 nhat quan trén PY. Véi moi n di lon, b6
M(k) sinh bdi cdc ldp cdt toan cuc ciia né.

Goi M; =T'(U;;, M) v6i moi i =0, ...,n. Vi M 1a nhat quan cho nén M;
la R;-modun httu han sinh. Chon mot he sinh hiru han si,..., s}, cla M;.
Nhu ta da biét trong chitng minh dinh 1y trude (phan toan 4nh), ton tai r;
dii 16n sao cho cac 16p ¢t s} € I'(U;, M(r;)) c6 thé thac trién ra toan bo

P?. Chon r cuc dai trong s6 cac ;. Khi d6, voi moi i, 7, 16p cit trsj- c
['(U;, M(r)) thac trién dugce ra toan by P. Cac 16p ¢t toan cuc nay sinh
ra b6 M(r), vi han ché chiing vao mdi tap mé U; 1a mot hé sinh ciia t£M; =

(Ui, M(r)). O
Dinh 1y 18 Cho M la mot b6 nhdt qudn tren Py. Khi d6 @,,c, la mot
Su-modun h@u han sinh. Dac biét la, I'(PE, M) la mot k-modun hiu han

sinh.

Chitng minh sang stia nhat dung d6i dong diéu. O

1Cai nay sé chitng minh sau.
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10.5 Day khép Euler
Dinh 1y 19 Trén P’ ta c6 day khop phan thé vecto
0— Qpnja — O(=1)""' - O —0.

Ta biét I'(P%, O(1)) 1a A-modun tu do v6i co 88 1a to, ..., t,. LOp cit
t; € T(P%,0(1) cho ta mot dong cau O — O(1), va vi vay mot dong cau
O(—1) — O. Lat tong tryc tiép clia ching, ta ¢c6 mot dong cau

o(-1)"" — 0.

Trén cic tap m& aphin U; ta c6 thé viét twong minh dong cdu nay nhu sau.
Dé don gidn ky hieu, chi xét trén tap mé Uy. Goi e, ..., e, 14 c6 s& hién
nhién ciia tong tuc tiép O(1)"™! Dong ciu trén nay cho béi

@ fiei — Z fiti
=0 i=0

v6i f; 1a cAc phan thitc & dang g;/td v6i g; 1a mot da thite thuin nhit c6 bac
deg(g;) =d — 1.

Bay gitto ta xay dung dong cau Q — O(1)"*!. Trén tap mé Uy, ta biét
Uy = Spec(Ry) v6i Ry 1a dai s6 da thtc

Ro - A[tl/to,,tn/to]

va do d6 Qg4 1& Ry-modun tu do v6i 6 s& la d(t;/to) véii € {1,2,...,n}.
Dua theo cong thitc hinh thic

<:1:) ydxr — xdy
g(L) =t
Yy Yy

ta xay dung dong cau Q — O(1)"! trén U, cho béi cong thite

d ﬁ . t(]ei - tieo
to 12

coi cac phan tit ¢; nhu cac bién hinh thitc dt;. Dinh nghia tuong ty anh xa
nay trén U; v6i ¢ # 0 va dinh nghid trén U; va U; 1a tuong thich v6i nhau
khi ta han ché vao U; N U;.
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Ta ciing dé dang kiém tra trén mdi tap mé aphin, day ta xay dung la day
khGp. Vi thé, khi dan lai, ta ¢c6 mot day khép phan the vecto tren P, O

T6i khong ro tai sao nguoi ta goi day khép trén la day hkép Euler. Co
le n6 lam ta lién tudng dén cong thic Euler
1« Of
== Lt
/ d 4 - ot;

7=

ding cho moi da thic f € Alto, ..., t,], thuan nhat bac d.
Ta ¢6 mot hé qua dang cha § ctia day khép Euler.

Heé qua 20 Ta c¢é ding ciu chuan tic

/\QPZ/A ~ O(—n - 1)

Tiur day khép Euler, ta suy ra ding cau

n+1

/\ 0(1)n+1 ~ /\ QPZ/A R0 O

va tur do suy ra hé qua. Il



Chuong 11

Cau xa vao khong gian xa anh

11.1 Ham t& biéu dién bdi khong gian xa anh

Tu dai s6 phan bac S = kfto, ...,t,] ta da xay dung luge d6 P}. Lugc do
nay con duge trang bi them mot cau tric dic biét 1a phan thé duong thing
O(1) véi

['(P*,0(1)) =5

v6i 51 la k-modun tu do cac da thitc bac 1 trong S. N6 ¢6 mot co s& la
to,...,tn. Ta da chitng minh 1 cac 16p cét to,...,t, sinh ra b6 O(1) co6
nghia 14 dong ciu chuan tic

o O(1)

la mot toan anh.

Cho X la mot k-luge do va f : X — PP 1a mot k-cAu xa. Khi do
dnh ngugc clia £ = f*O(1) 1a mot phan thé duong thing va anh ngugc
s; = f*(t;) v6ii = 0,...,n la cac 16p cat toan cuc cd n6. Vi ham tit f* 1a
ham t&t khép phai cho nén dong cau

ol L

ing v6i cac 16p cit s, ..., Sy, 1a mot toan anh. Nhu vay cho mot k-cau xa
f: X — P? ta lap titc ¢c6 mot phan thé duong thing £ va n + 1 16p cét
toan cuc So,...,S, cia L sinh ra £. Khing dinh ngugc lai cing dung va la
noi dung cta dinh 1y sau day.

151
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Dinh 1y 21 Ham ti& F tw pham tru cic k-luge do vao pham tru tap hop,
cho ing vdi moi k-luge do X tap cdc ldp ding ciu cia cic cap (L, (s;)"g)
tao thanh bdi mot phan thé duong thing L trén X van+ 1 I6p cdt toan cuc
S0+, 80 € D(X, L) sinh ra L, biéu dién duoc béi khong gian za dnh P}.

O tren, ta da xay dung mot cap (£, (s;)7,) Gng v6i mdi k-cAu xa f :
X — P?. N6 cho ta mot anh xa tit ham tit [X — Hom(X,P})] vao ham ti
[F+— F(X)]. Bay gio ta can xay dyng anh xa nghich ddo, ttc 14 xay dung
mot cau xa f: X — P? ting v6i mdi cap (L, (s;)™).

Tren mdi diém « trong khong gian topo clia X, ta ¢6 thé diu L
khong gian vecto chiéu mot trén truong du s(z) clia diém z. Goi s;(x)
&nh clia s; trong L, (y), ta ¢6 thé coi la gia tri clia 16p cit s; tai diém x. Ta goi
Ul(s;) 1a tap cac diém x € X sao cho s;(z) # 0. Néu s;(z) # 0 thi s;(z’) # 0
v6i moi #’ ndmg trong mot 1an can di bé clia x, cho nén U(s;) la tap md clia
X. Theo gia thiét, cac 16p cat so, ..., s, sinh ra £ cho nén v6i moi v € X,
cic gid tri so(z), ..., 8,(x) € Ly () khong thé dong thoi bing khong. Tic la
cac tap mé U(s;) tao thanh mot phit mé cia X.

Ta sé xay dung mot anh xa tu U(s;) vao tap md& U; ctia P} v6i moi
i =0,...,n. D& don gidn ky hiéu ta xét truong hop ¢ = 0. Nhic lai 1a
Uo = Spec(Rp) 1a tap mé clia PP cac idéan nguyén t6 phan bac p € P} sao
cho ty ¢ p va Ry = kfuy, ..., u,] v6i u; = t;/tg. Ta cling c6 thé nhan xét la
Up ciing 1 tap cac diém ciia P} ma tai d6 16p cit to ctia O(1) nhan gia tri
khac khong.

Quay lai v6i tap mé& U(sg) clia X. Ldop cat so cho ta mot dong cau bo
O-modun trén U(sg)

la
la

OU(SO) — ﬁ

glri 16p cit toan cuc 1 € T'(U(sg), Ox) len 16p cat so € T'(U(sp), £). Trén
moi diém x € U(sy), dong cdu nay cadm sinh ra mot anh xa tuyén tinh khac
khong giita hai khong gian vecto chiéu 1 trén truong du x(z). anh xa tuyén
tinh nhu vay &t 1a déng cAu. Vay nén dong cau Oy, — L &t 1a mot din
cau bo. Han ché cac 16p cit khac s, ..., s, vdo U(sg) phéi tuong ting duy
nhat v6i cac 16p cat cia T'(U(sg), Ox) ta ky hieu 1a s1/so, ..., s,/s0. Céc
16p cat nay cho ta mot cau xa

Uy — Uy = Spec(uy, ..., uy)

glti u; = t;/to lén s;/sop véimoi i =1,... n.
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Ro rang 1a han ché cdc ciu xa U(s;) — U; va U(s;) — U, cho ta cung
mot cau xa U(s;) NU(s;) — U; NU;. Thé nén chan dan lai voi nhau cho ta
mot cdu xa X — PP

Ta c6 thé kiém tra la hai 4nh xa ham tit xay dung nhu trén 13 nghich
ddo cta nhau. O

Ta nhan xét 1a v6i quan niém khéng gian xa dnh nhu mdét ham t& nhu
trén, ta gan nhu quay lai v6i khai niém tho so coi khong gian xa anh nhu
tap cac sieu mat. Gid st k 1a mot truong déng dai s6. Lay X = Spec(k).
Cho mot phan thd duong thang £ trén Spec(k) 1a cho mot k-khong gian
vecto L chiéu 1. Cho n + 1 16p cét so,..., s, sinh ra £ 1a cho n + 1 phan
t Sg,...,8, € L khong dong thoi bing khong. Ro rang cho céac s; tuong
duong v6i cho mot anh xa tuyén tinh k"*!' — L bing cach gii co s& cho
trude vy, ..., v, cia k" 1én sg,...,s,. Hach cfia anh xa nay 13 mot siéu
phéng ctia k"', va tap cac luép déng cau (L, (s;)",) la tap céc sieu phang.

Cho mot da tap dai s6 X trén k. Cho (L, (s;)%,) 1a mot phan thé duong
thang va n+ 1 16p cat sinh ra n6. V6i mdi diém = € X (k), thé clia Lu tai x
13 mot k-khong gian vecto chiéu mot L, chita n+1 gia tri so(x), ..., s,(x)
khong dong thoi bang khong. Ta ¢6 mot anh xa tuyén tinh khéac khong
k"t — L) glil co 86 cho trude v, ..., v, 1en so(z), ..., s,(x). Hach clia
né 14 mot sieu phing trong k"1 va ciu xa f giti diém z lén siéu phing do.

Viéc mo td P* nhu mot ham ti gitp ta chitng minh mot tinh chat quan
trong nhat ctia khong gian xa anh 13 tinh riéng.

Dinh 1y 22 Cho A la mot vanh giao hoan, Py la khong gian za dnh trén A.
Khi dé cau za cau tric P? — Spec(A) la riéng.

Ta xét truong hop A = k la mot trudong. Ta can ching mminh P} 1a
rieng. Cho O 1a mot k-dai s6 va 1a vanh dinh gia roi rac va F' 1a truong cac
thuong ctia A. Ta can chttng minh 12 moi cau xa fr : Spec(F) — P} ¢6 thé
thic trién mot cadch duy nhit thanh mot cau xa fo : Spec(O) — P},

Cho cau xa fr la cho mot anh xa tuyén tinh khac khong tit khong gian
vecto F"! v6i co s da cho, vio mot F-khong gian vecto chiéu mot. Goi
V C V™! 1a hach clia anh xa tuyén tinh nay. Cho ciu xa fo & cho mot 4nh
xa O-tuyén tinh toan anh tir O™ vao mot O-modun tu do cap mot. Hach
cia n6 1a V 1a mot O-modun con ciia O™ thod man O™ /V la O-modun
tu do cap mot. Doi héi nay bao gom viec V 1a O-modun ty do cap n.
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Cau xa fo théac trién cdu xa fr khi va chi khi ¥V C V vi khi d6 hién nhién
V 1a mot gidn clia V, V®p F = V va tenxo anh xa tuyén tinh V — O v6i
®eF ta duge anh xa tuyén tinh V — F™* Vay ta c6 V bi chita trong giao
V' N O™ Diéu kien O™ /V 1a O-modun tu do kéo theo V =V N O, O

11.2 Proj cia mot vanh phan bac va nd

Cach xay dung lugc do Proj ctia vanh da thtc v6i phan bac ma ta trinh
bay & trén c6 thé mé rong ra cho tit ci cdc vanh phan bac. Céc lap luan
hoan toan duwgce dit nguyén néu ta chi xét cdc vanh phan bac 6 dang nhu
sau. Trong thuc té, ta ciing chi xét cac khong gian Proj ttng v6i cac vanh
phan bac c¢6 dang nay. Xét S = @,y Sa la vanh phan bac véi

e Sy = A la mot vanh giao hoén,
e S; la mot A-modun httu han sinh,

e vanh S xem nhu mot A-dai s6 dugc sinh bdi S;. Vi da c6 gid thiét Sy
14 A-modun hitu han sinh, diéu nay kéo theo Sy 14 A-modun hitu han
sinh v6i moi d € N.

Goi Sy = @, S4- Khi d6 ta ky hieu Proj(S) la tap cac idean nguyen to
phan bac ciia S khong chia S, .

Chon mot he sinh sq, ..., s, clia S; va goi U(s;) la tap con cia Proj(S)
cac idéan nguyén t6 phan bac khong chtta s;. Vi 1a mot idéan nguyén t6
phan bac p € Proj(S) theo dinh nghia khong chita S, nén khong thé dong
thoi chta s, ..., s,. Cai nay c6 nghia la

n

Proj(S) = | JU(s)).

=0

Vi la vanh dia phuong héa S[s; '] v6i phan bac tuy nhién chita mot phan ti
kha nghich bac 1 1a s; cho nén hét nhu trong truong hgp S 1a vanh da thic,
tap con U(s;) cia Proj(S) ding cau chudn tic véi Spec(R;) véi R; = S[s; o
la thanh phan bac khong ctia S[s;']. Néu ta lay giao U; N U; thi ta ciing
dwgc Spec(R;;) voi Ri; = S[s;'s;'o. Va ta 6 thé dén cac Spec(R;) lai voi
nhau dé duge mot cau tric luge dd trén tap Proj(S).

Hoan toan tuong tu nhu trong truong hop Proj ciia vanh da thic, ta
¢6 luon cac phan thé duong thing O(d) trén Proj(S). Trén U;, calO(d) 1a
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R;-modun tu do cip mot v6i co s& 1a td. Trén U; N Uj, hai co s& t¢ va t? sai
khéc nhau mot ham kha nghich {/t] € R;.

Meénh dé 23 Cdu tric luge do trén tap Proj(S) va cdc phan thé duong thing
O(d) trén Proj(S) khong phu thudc vao hé sinh So, ..., s, cia Sy ta chon.

Cho hai heé sinh {s; | i € Z} va {s; | 7 € J} khéc nhau ciia A-modun S;
ta c6 thé 1ay hé sinh hop clia hai hé sinh nay {s; | 1 € ZU J}. Vi ciu tric
luge do trén Proj(S) duy nhat dbi v6i mot hé sinh da cho, thé nén ciu tric
luwge do d6i voi he sinh {s; | i € Z U J} trang v6i cau tric luge do xay
dung v6i moi he sinh {s; |1 € T} va {s; | j € J}. Vivay hai cu tric luuge
do6 nay ciing phéi trung v6i nhau. Ta lap luan tuong tu véi cac bé O(d). O

Ta c6 thé nhin lai xay dyng trinh bay & trén tit mot quan diém khac.
Viéc chon hé sinh sq, ..., s, cho ta mot dong cau vanh phan bac

A[to,...,tn] — S

glti bién ¢; lén phan t& thuan nhat bac mot s;. Viéc (s;) 1a mot he sinh clia
A-modun S; vd S; sinh ra S nhu A-dai s6 kéo theo dong cau trén 13 toan
anh. Goi I la hach ctia n6, I 1a mot idéan phan bac cia Alty,...,t,). Ta
c6 thé dé dang kiém tra 14 Proj(S) ¢6 song dnh chuin tic véi tap con déng
V. (I) ctia P% chita idéan I. Xay dung trén c6 thé xem nhu la xay dung cho
tap con dong V, (I) ctia khong gian xa &nh mot ciu tric luge do.

Can chi ¥ 1a ta khong con c¢6 I'(Proj(S),O(n)) = S, ma chi ¢6 khing
dinh yéu hon sau day.
Meénh dé 24 Vudi cic gid thiét nhu trén vé vanh phan bic S, ta cé mot
dong ciu chudn tic giga hai A-dai s6 phdan bic

S — @ r(Proj(s), O(d)).
deN

N6 cam sinh ra dang cau A-modun Sq — T'(Proj(S),O(d)) vdi moi so tu
nhién d du lon.

Chon sg, ..., S, la mot hé sinh ciia A-modun S;. Nhu da nhan xét, ta co
mot nhing dong

f : Proj(S) — P7.

Ta ¢6 T'(Proj(S), O(d)) = T'(P%, f.O(d)). Ta biét ham t& dnh xuo6i xtia mot
nhing déng bién mot bé nhat quan thanh mot b6 nhat quan cho nén ménh
dé 1a mot truong hop rieng ctia dinh 1y 15, O

1Kiém tra lai danh sé
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Ménh dé 25 Cho S la mot vanh phan bac théa man cac gid thiét nhu & trén.
Cho A’ la mot A-dai s6 bat ky, va zét vanh phan bic S@ A = Bcn Sa®a A
Khi dé ta co

Proj(S ®a A’) = Proj(S) Xspec(a) Spec(A’).

Chon sq, ..., s, 1a mot hé sinh ciia A-modun S;. Trén Proj(S) ta c6 pht
aphin béi cdc tap md md aphin U(s;) = Spec(R;) v6i R; 1a thanh phan
bac khong ctia S[s; ]o. Trén Proj(S’) v6i ' = S @4 A’, ta ciing c6 tap m&
tuong ting U'(s;) = Spec(R}) v6i R, 1a thanh phan bac khong ctia S'[s;!].

15[s;1] = S[s;'|®a A’ ta c6 déng thiic tuong tu gitta cic thanh phan bac
khong R, = R; ®4 A’. Vai nén ta c6 dang cau

U] = U; Qspec(a) Spec(4’).

Cac déng cau nay tuong thich vi nhau trén giao U;NU; nén ta suy ra khing
dinh. 0

Ta s& xét hai truong hgp riéng ciia cach xay dung Proj(S). Truong hop
dau tuong d6i tam thuong, né tuwong tng véi truong hgp khi Proj(S) —
Spec(A) la dédng cau. Truong hgp hai thi vi hon, cho phép ta ndé Spec(A)
vuéi tam diém 14 mot idéan.

Meénh dé 26 Cho S = @deN S; ¢6 dang Sy = A la mot vanh giao hodn, S
la mot A-modun tu do dia phuong cip 1, va Sq = L% vdi moi d > 1. Khi
dé cau za cau tric Proj(S) — Spec(A) la mot ding cau.

Dé chitng minh mot cau xa la ding ciu, ta chi can xét cac tap mé aphin.
Vi vay ta c6 thé gid st L 13 mot A-modun tu do cip 1 sinh b&i mot phan
tit t nao d6. Khi d6 cac L®? ciing la cac A-modun tu do sinh béi mot phan
tir ma ta ky hieu 14 t. Ro rang 13 mot idéan nguyen td khong chita S, thi
khong chtta phan tit t. Do vay tap mé U(t) ctia Proj(S) 1a toan bo Proj(.S).
Khi d6 ta biét Proj(S) = Spec(A) vi A la thanh phan bac khong ctia S[t™1].
]

Bay gio ta xét mot vi du khac ctia Proj ctia vanh phan bac cho béi mot
idean I ctia mot vanh giao hoan Noether A. V6i moi d € N ta c6 idean ¢

ctia A. Téng truc tiép
Si=Aadr

d>1
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c6 mot cau tric vanh phan bac hién nhién. Ta goi Proj(S7) 1a nd cia Spec(A)
v6i trung tam 1a tap dong V(I).

Ménh dé 27 Cdu za Proj(S;) — Spec(A) cho bdi mot idéan I ciia A cho
nhu trén la mot dang cau trén tip md U(I) cic idéan nguyén to p ciia A
khong chia 1.

Cho f €1, taco U(f) CU(I)va U(f) c6 thé phit béi cac tap mé chinh
nhu vay. Han ché ciia Proj(S;) vao tap md chinh U(f) 1a Proj clia vanh
phan bac A[f &P, @4 A[f7Y]). Vi f €1, chonén I ®; A[f~!] 1A mot
A[f~Y-modun tu do cAp mot v6i mot phan ti sinh 1a f ® 1.

Vi du kha dac thii 1 vi du nd diém khong ciia miit phang aphin. Ta lay
A = k[z,y], va I = (x,y) la idean cuc dai sinh béi z va y. Goi X = Proj(Sy)
vGi

S;=Avleol*>’®---.

Khi d6 anh xa Proj(S;) — Spec(A) 1a mot dang cau tren tap mé A% — {0}
v6i 0 1a diém uting véi idéan cyc dai I. Thé Spec(S7) — Spec(A) tai diém

nay la
Proj <k » P [d/[d“)
d>1

Ta biét trong twdng hgp nay 1¢/I19" = Sym®(1/1?) va dimy(I/1%) = 2 cho
nén thé nay ding ciu véi mot duong thing xa anh.

Ta c6 thé mo t4 ban dd aphin ciia né nay nhu sau. D& phan biét voi
T,y € A=S5?, ta ky hieu z1,y; cdc phan tit x,y € I xét nhu phan tit bac
mot ciia S;. Ta c6 thé phit X bing hai tap m& aphin

X =U(z1)NU(y1)

v6i U(zp) 1a tap céc idean nguyén t6 phan bac ctia S; khong chita z; va
U(y1) la tap cdc idéan nguyeén t6 phan bac khong chita y;. Nghich ddo a4
ta dugc S;[z7'] = Ry[z}'] v6i thanh phan bac khong 1a Ry = k[z,u,] véi
up = y1/x1. Ry chita A = k[z,y], bién y c6 thé biéu dién nhu sau y = 2u;.
Ta ¢6 U(x1) = Spec(R;). Tuong tu nghich ddo y;, ta duge S;[y; '] = R[yfﬂ]
vOi Ry = kly, ug] v6i us = z1/y1. Ry chita A = k[x, yJu v6i x = ugy. Ta dan
hai khong gian aphin theo tap mé u; # 0 trong Spec(R;) va us # 0 trong
U(yy). Khi d6 ta c¢6 ddng cau

Raluy'] = klz, u] o Ro[uy] = K[y, u3"]
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w Vol uy = ul_l, Y = TU VA T = YUs.

Ménh dé 28 Cho I la mot idéan ciia X = Spec(A) va X = Proj(S;) la mé
ctia X theo tam I, 7 : X — X. Khi dé énh ngugc cud I lén X la mot phan
thd duong thing

71 = Og,(1).

Cho f:Y — X la mot ciu za sao cho J*I la mot phan thd duong thing, khi
dé f phan tich mot cich duy nhat qua X.

Theo dinh nghia O(1) 1a b6 nhat quan ung v6i méodun phan bac IHI*®- - -
v6i I & bac khong. Vi thé, n6 ciing dong cau v6i 71 v6i I 1a bé nhat quan
ung véi idean I. Tit d6 ta suy ra 7*I 12 phan thé duong théng.

Ta gac lai chitng minh tich chat phd dung ciia né dén muc sau. O

11.3 Chi tiéu nhing xa anh

Cho f : X — P} 1a mot k-cdu xa tuong ting v6i mot cap (L, (s;),) nhu
trong dinh ly. Ta muén tim hiéu xem véi diéu kién ndo thi f 13 mot nhing.
Ta nhic lai mot cau xa f : X — Y la mot nhing néu nhu f 14 don anh
trén khong gian topo va sao cho v6i moi diém x trong khong gian topo X,
y = f(x), dong cau dia phuuvong ciia vanh dia phuong Oy, — Ox, la mot
toan anh.

Dé lam don gidn chitng minh, ta sé gii thiét 13 &k 13 mot trudng dong dai

S

S

Dinh 1y 29 Cho k la mot truong déng dai s6. Cho X la mot k-luoe do dang
hitu han va (L, (s;)1,) tao thanh bdi mot phan thé duong thing £ va n + 1
I6p cit So,...,sn € T(X,L). Goi f: X — P! la dnh za vao khong gan za
dnh tuong ting vdi (L, (si)"). Khi dé f la mot nhing khi va chi khi hai diéu
kién sau thdéa man

1. Cho x,y € X(k) la hai diém khdc nhau, ton tai s trong khong gian vecto
V' sinh bdi cic sg, ..., S, trong I'(X, L) sao cho s(x) =0 va s(y) # 0
(néi cich khdc la f tach cdc diém).

2. Cho z € X(k), m; la idéan cuc dai cia Ox ., khi d6 dnh za han ché
V — [,x/miﬁx

la toan anh (néi cach khac la f tach cdc vecto tiép tuyén,).
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Néu ding ngon ngit ham ti ta c6 thé phat biéu lai hai diéu kién trén mot
cac stc tich hon nhu sau :

1. X (k) — P*(k) la don é&nh,
2. X(kle]/e*) — P"(k[e]/€*) 1a don &nh.

Trén khong gian topo f la don anh. Cho z € X(k), y € P*(k) = Y (k) v6i
f(xz) =y. Ta can ching minh Oy, — Ox, 1a toan anh.

B6 dé 30 Cho k la mot truong déng dai s6. Cho ¢ - A — B la mot dong
cau dia phuong cta hai vanh dia phuong, dia phuong héa cia k-dai s6 dang
hitu han. Goimy, mpg la idéan cuc dai cia A va B. Gid st la dnh za k-tuyén
tinh cam sinh
my/mi — mp/mp

la toan anh. Khi do6 A — B la toan dnh.

Ta c¢6 day khép phéi b6 vi phan twong doi

Qi ®a B — Qpj, — Qg — 0

vOi cac thanh phan déu 1a cac B-modun dang hitu han do gia thiét A, B 1a
dia phuong hoéa clia k-dai s6 dang hitu han. Tenxo v6i ®@pk, ta van c6 day
khép phéi

Qa @4k — Qpp @pk — Qpa@pk
V61 Qa @k = my/m? va Qp@pk = mp/m%. Gid thiét my/m% — mp/m%
la toan dnh dan t6i Qg4 ®p k = 0. Vi Qp,4 la B-modun htu han sinh,
dung b6 dé Nakayama ta suy ra Qp/4 = 0.

Goi Iu 1a idéan ctia dong cau duong chéo B®4 B — B. Theo dinh nghia
I/I* = Qp/a. Lai dung Nakayama lan nita, ta suy ra I = 0 tit két luan
Qp/a=0. Ticla B®s B = B. Tt d6 ta suy ra A — B la toan anh vi néu
ton tai z € B khong ndm trong 4nh ciia Athi 2 @41 # 1 ®4 2.2 O

Néu ta biét B 14 A-modun dang hitu han thi ta ¢6 thé ap dung thang
Nakayama vao A-modun mp. D6 1a céch chitng minh ciia [Hartshorne], bd
dé 7.4, phan II. Ta biét B la A-modun dang hitu han néu gid thiét trudec X
1a mot k-luge do xa dnh. Vé phuong dién logic, dé kiém tra mot tich chat
dia phuong la tinh nhing ma phai thém mot gid thiét toan cuc la xa anh
thi khong thé 1 tdi wu. Nhung trong thue té, ta thuong chi quan tam dén
nhing cac da tap xea dnh vao mot khong gian xa anh, va khi d6 nhing luén
la nhiing déng vi dnh ctia n6 la tap dong.

2Tai sao nhi ?
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11.4 Phan thé dudong thang gidu va rat giau
Bay gio ta lai cho k 14 mot vanh giao hoan bat ky.

Dinh nghia 31 Cho X la mot k-lugec do. Mot phan thé duong thang L
tren X goi la rat giau néu ton tai mot mot nhing f @ X — P? sao cho

L=foQ).

Meénh dé 32 Cho X la mot k-luge do va L la mot phan thé duong thing rat
giau & trén X. Khi dé vdi moi b6 O-modun nhat quin M trén X, véi moi
50 tu nhien d did lon, b6 M @ L duge sinh bdi cac lop cdt toan cuc cia né.

Cho f : X — P} la nhiung ctia X vao khong gian xa anh sao cho £ =
f*O(1). Gia sit X la luge do xa anh. Day la trwong hop riéng nhung la
trwong hgp 1y thd nhat, vi ching han trong truong hop aphin thi moi b
O-modun nhéat quan déu dugc sinh béi cac 16p cit toan cuc ciia n6. Néu X
1a xa anh, thi &nh cla f: X — P} it 1a mot tap dong ctia P" cho nén nhing
at 1a nhing doéng, va vi thé dnh xuoi f,M la mot bo nhat quan. Ro rang,
M@ f*O(n) duge sinh bdi cdc 16p cit toan cuc khi va chi khi fuM ® O(n)
dugc sinh béi cac 16p cat toan cuc. Ta c¢6 thé khang dinh vé trudng hgp
rieng X = P} va trong truong hgp nay thi ménh dé da dugce chiing minh
roi. 3

Trong truong hop téng quét, ky hieu X 1a bao déng ciia X & trong P}.
Ta can chttng minh 14 b6 M c6 thé thac trién thanh mot b nhat quan &
tren X. Ta c6 thé tom tit dong tdc nay nhu sau. Ta qui vé truong hop
aphin bang cdch dan. Trong truong hgp aphin, ta qui vé bai todn sau day.
Cho A

12 mot vanh giao hoan, dé cho don gian ta gid st A 14 mién nguyén. Goi
wA[f7!] 1a dia phuwong hoéa ciia A theo hé nhan sinh béi mot phan tit f € A.
Cho M’ 1a mot A[f~!]-modun dang hitu han, ta can chitng linh 1a ton tai
mot A-modun dan hitu han M sao cho M’ = M ®4 A[f~!]. Viec chon M
twong ddi tuy tien. Ta chon mot hé sinh vy,..., v, clia A[f"!]-modun M’
sau d6 ta co thé 1iy M 1a A-modun con ciia M’ sinh béi vy, ..., v,. Truong
hop tong quat lap luan phitc tap hon, ban doc tim do bai tap 11.5.15 ciia
[Hartshorne]. O

Mot phan thé duong thing théa man két luan ctia ménh dé trén chua
chac da la rat giau, du la n6 gan duge nhu thé. t Nguoi ta goi né la giau.

3Xem 10.4



11.4. PHAN THO DUONG THANG GIAU VA RAT GIAU 161

Dinh nghia 33 Cho X la mot k-luge do. Mot phan thé duong thing L trén
X goi la giau néu nhu vdi moi b6 O-modun nhat quan trén X, véi moi so
tu nhién d di lon M ®@ L2 sinh bdi cic ludp cdt toan cuc cla nd.

Meénh dé 34 Cho L la mot phan thé duong thing giau trén mot k-luge do
X. Khi dé véi moi s6 tu nhien d di lon, L2 la rat gidu.

Chitng minh tryc tiép ménh dé nay twong ddi rac réi. Khi c6 thém cong
cu d6i dong diéu, chirng minh s dung chi tiéu nhiing xa anh, tré nén rat
don gidn. Vi vay ta tam géac lai sau®. Ban doc c¢6 thé xem [Hartshorne]
dinh 1y II 7.6 ¢6 chung minh tryc tiép, khong dung ngon ngit déi dong diéu,
nhung vé thyc chat ¥ tuéng thi khong khéc.

4Dirng quén nhé
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Chuong 12

Heé tuyén tinh va uwéc

12.1 Heé tuyén tinh

Cho X 1a mot luge do trén mot truong déng k& va £ 1a mot phan thé duong
thang trén X. V6i mdi phan tit [ € T'(X, L), ta c6 xét tap V(I) tat ca cac
diém x € X sao cho I(z) = 0 titc 1a &nh ciia [ trong thé du L), 1a bing
khong.

Tap nay 13 mot tap con déng ctia X. Trén no ta con cén mot cau tric
lwge do cho nhu sau. Chon moét phi mé aphin X = UieI U; sao cho trén
mobi tap md aphin U; = Spec(A4;), phan thé duong thang £ cho bdi mot
A;-modun tu do cip mot L;. Chon mot phan t& sinh [; € L;. Khi d6 ton
tai duy nhat mot phan tt ciia A; ky hieu 1a (I : [;) sao cho han ché cia [
vao U; bang (I : 1;).l;. Khi d6 tap dong V(1) N U; 1a Spec(A; /(1 : 1;)) va co
mot cau tric lwge do aphin. Vi hai phan t& sinh khac nhau [;, I} € L; sai
khac nhau mot ham khé nghich a; € A cho nén hai vanh thuong A;/(l : ;)
va A;/(1 : }) 1a dong nhat v6i nhau. Vi ly do nay ma cdc luuge do aphin
Spec(A/(l : 1;)) v6ii € T dan lai v6i nhau cho ta mot cau tric luge do tren
V(1) va V(1) 1a mot luge do con dong clia X.

Lay L la mot k-khong gian vecto con hitu han chiéu ctia I'(X, £). Voi
moi [ € L vad | # 0, ta ¢6 mot tap con V(I) C X. Hién nhien 1a tap V(1)
khong thay ddi khi ta nhan [ véi mot hiing sé khac khong. Khi [ 14 phan ti
bién thien trong khong gian xa 4nh cac duong thang trong khong gian vecto
L, he cac tap con V(I) thay do6i mot cach dai s6. He xac dinh nhu vay goi
13 hé tuyén tinh. Ta can lam chinh xac khai niém tap con V(1) "thay déi
mot cach dai sb".

163
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Trude hét ta ky hieu
P, = Proj(Sym(L"))

12 khong gian xa anh Gng véi khong gian vecto L*. Mdi diém clia Pp- trén
k 13 mot duong thang trong L hodic 1a mot siéu mat trong khong gian vecto
d6i ngadu L*. Tren Pr« ta ¢6 bé Op-(1) v6i

F(]P)L*, OL*(l)) - L*
Trén tich X x;,P;- ta xét phan thé duong thing cho bdi tich tenxo ngoai
L ka OL*(l) = pr}ﬁ ® PTp,. OL*(1>

Ta biét
F(X X PL*,E &k OL*(l)) = F(X, £) Ok L
va n6 chutta

nhu k-khong gian vecto con. Vi vay ta c6 mot phan tit chuan tic
1, € Homk(L7L) C F(X X PL*,E X, OL*(1>>

Ta ky hieu V;, 1a tap con doéng cac khong diém ctia 16p cit niy, nhu & trén
ta biét tren V7, c6 mot cau luge do chuan tic va 1a luge do con déng ciia
X X Ppre.

Ta c6 phép chiéu V;, — P+ v6i thé c6 thé xem nhu luge dd con clia X.
Ta c6 thé dé& dang kiém tra khing dinh sau.

Meénh dé 35 V4i moil € L khdc khong, goi p; € Pr-(k) la siéu mdt cia L*
hach cia dnh za tuyén tinh 1 : L* — k. Khi dé V; la thé cla cau za Vi — Pp-
d trén diém p.

Dinh nghia 36 Cho L la mot k-khong gian vecto con hiu han chiéu cia
I'(X,£). Hé tuyén tinh trén X dng vdi L la luge do con Vi C X X Pp-
zay dung nhu trén.

Néu X la mot da tap za dnh, L =T(X, L) la mot k-khong gian vecto hiu
han chiéu thi hé tuyén tinh Vi @ng vdi né goi la hé tuyén tinh day dua.
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12.2 Dinh ly Bertini

Truong hop quan trong nhat ciia hé tuyén tinh 1 cac hé tuyén tinh gidu
trén khong gian xa anh.

Dinh 1y 37 Cho X la mot da tap za dnh truon trén mot truong déng dai s6
k. Cho L la mot phan thé duong thang rat giau trén X va cho mot nhing za
anh f: X — PP vdi L= f*O(1). Khi dé ton tai mot siéu phang H ciia P}
sao cho HN X la mot luoge do tron va tdp cdc siéu phdang nhu vay tao thanh
mot phan mé tri mat cia hé tuyén tinh day di cia L. Két luan trén van
con ding néu ta gid thiét X chi cé ky di ¢ mot tap con hudu han cic diém
co lap.

Néu X lien thong va dim(X) > 2, thi vdi moi siéu phang H trong mot
tap md tru mat, H N X la lién thong.

12.3 Uéc Weil va wéc Cartier

Cho X 1 mot luge do. Mot diém = € X goi la ¢c6 dd cao mot néu nhu ton
tai mot lan can aphin x € Spec(A) trong X, vd & trong Spec(A), x tuong
trng v6i mot idéan nguyén t6 do cao mot. V6i moi didm 2 € X ¢6 do cao
mot, vanh dia phuong Ox,, thé ciia bé cau tric tai diém z 1a vanh dia
phuong c¢6 chiéu Krull bing mot. Lugce do X goi 1a chinh qui & do cao
mot néu v6i moi diém z & do cao mot, cac vanh Oy, déu 1a vanh chinh qui
va khi d6 ta biét, ching at 14 cAc vanh dinh gia roi rac.

Dinh nghia 38 Cho X la mot luge do nguyén Noether chinh qui ¢ do cao
mot. Mot w&c Weil trén X la mot tong hinh thic cé dang

D:Zd:px

vdi x chay trén tdp cic diém do cao mot cia X va d, = 0 vdi hau hét cic
diém x. D goi la wdc thit su néu nhu d, > 0 vdi moi x € X.

Cho X 1a mot Inge do nguyén chinh qui & do cao mot. Ta biét véi moi
diém z € X do cao mot, vanh dia phuong Ox, 1a mot vanh dinh gia roi
rac. Goi K la truong cac ham htru ti trén X. V6i moi ham hiotu ti f € K,
ta dinh nghia s6 nguyén

ord,(f)
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la dinh gid ctia f, xét nhu mot phan tit clia truong cac thuong clia Ox ;.
V6i moi f1, fo € K*, ta ¢

ord, (f1f2) = ord,(f1) + ord,(f2)

Meénh dé 39 Cho X la méot luge do nguyén Noether chinh qui ¢ do cao mat.
V6i moi ham hitu ti khdc khong f € K* trén X, ta c6 ord,(f) = 0 vdi hau
hét cic diém x & do cao mot.

Theo gid thiét X Noether, ta c6 thé phit X bing mot phti hitu han cac
tap m& aphin U; = Spec(A;) v6i A; 1a vanh Noether. Vi thé ta c6 thé gid
sit X = Spec(A) 1a mot luge dd aphin, phd clia mot vanh Noether. Viét
f = fi/f2 v6i f1, fo € A, ta chi can chitng minh ménh dé cho f; va f, nén
ta c6 thé gid st f € A.

Cho f € A, xét tap Vi(f) cac diém x € X do cao mot sao cho ord,(f) > 0.
Dé thuan mit, ta ky hiéu p, 1a idéan nguyén t6 wng v6i mdi diém x nhu
vay, ta c6 x € Vi(f) khi va chi khi f € p,. Gid sit tap Vi(f) 1a tap vo han,
ta sé xay dung duge mot day tang khong dirng cac idéan ctia A va nhu thé
sé mau thuan vai gid thiét A 1a vanh Noether. Xay dung nhu sau : O

V6i moi ham hitu ti f € K, ta ¢6 mot uGc Weil

Zordx(f)

v6i o chay trén tap cac diém do cao mot. Cac uge Weil nhan duge nhu vay
goi la cac wéc chinh.

Dinh nghia 40 Cho X la mot luoc do nguyén. Udc Cartier ciia X la mot
I6p cdt toan cuc ctia b6 K*/O* trén X :

s € T(X, K*/0%).

Theo xay dung cia bé thwong K*/O*, cho mot 16p céat toan cuc s €
['(X, K*/0O*) 1a cho

e mot phit mé aphin X = (J,.;U; ctia X, U; = Spec(4;), U;NU; =
Spec(Aij),

e v6imoi ¢ € Z, mot phan tt s; € K
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e vGimoi cap i,j € Z, sisj_l € A%

v6i quan hé tuonug duong 1a : sau khi iy phii min nhat dé qui vé truong
hop ciing mot phit mé (Uj, s;) ~ (U;, s;) khi va chi khi s; s} € AX.

Cho mot uwge Cartier s = (U;, s;) nhu & trén. Ta néi n6 la wée Cartier
that sy néu nhu véi moi i ta cd s;* € A;.

Meénh dé 41 Cho X la mot luoc do nguyén. Cho mot wde Cartier trén X la
cho mot phan thd duong thing £ va mot phan ti | € Lx vdi Lk la thd tong
qudt ctia L. Cho mot udc Cartier that su cia X la cho mot cap (L,1) vdi L
la mot phan thé duong thang trén X va | € T(X, L) la mot I6p cdt toan cuc
cia L.

Néu cho mot 16p cit s € I'(X, K*/O*), ta xay dung mot phan thé duong
thing £, phan thé con ciia phan thg hing K, nhu sau. Trén tap mé aphin
U; = Spec(4;), ta xét A;-modun con tu do cAp mot

SiAi CK
ctia K. Trén U; N U; = Spec(A;;), hai mdodun con nay béng nhau
5i4; ®a, Aij = 5;4; ®a4; Ay

vi sisj_l € AZXJ Vi vay cac A;-modun con tu do nay dén lai v6i nhau thanh
mot phan thé duong thing £, bé con ciia b6 hing K. Thé tdng quat clia
b6 nay la K cho nén c6 mot phan tit 1a 1.

Ngugc lai, gid st ta cho mot cip (£,1) bao gom mot phan thé duong
thing £ tren X vi mot phan t& [ ciia thé tdng quat Lg. Khi do, ta c6 thé
dong nhat hai khong gian vecto chiéu mot K ~ L bang cich giti phan tit 1
ctia K lén phan t& | € Lx. Vi £ 1a phan thé duong thing cho nén trén mdi
tap m& aphin U; = Spec(4;), A; 1a mién nguyén, I'(U;, £) 1a mot A; modun
tu do dia phuong, modun con ciia Lx = K. Chon phtu U; di min, ta co
thé gid sit 1a T'(U;, £) 1a Ai-modun tu do cip mot. V6i moi chi s6 4, ta chon
mot co s§ s; ctia I'(U;, £). Vi han ché vao Uy; cho ta cing mot A;;-modun
con tu do citia K, cho nén sisj_1 € AZ Cubi cung thi hai sy luya chon khac
nhau cia s; va s; co s& ctia T'(U;, £) sai khdac nhau mot phan tit kha nghich
sz-sj_l € AX. Vivay (L£,1) xac dinh mot 16p cidt s € I'(X, K*/O).

Phan t&t 1 € K ciia thé tdng quat 1a mot 16p cit toan cuc néu nhu
v6i moi i ta c6 1 € T'(U;, L) = s;A;. Cai nay hién nhién tuong duong véi
s;t e A
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Chuong 13

D6i déng diéu trén topd Zariski

13.1 Ham tr dan xuit cta ham t@ T

Cho X la mot khong gian topo. Xét pham tru cac b6 nhom abel trén X. Ta
biét pham trit ndy 14 mot phan trit abel. Theo dinh nghia, mot day cac bo

0—-M —-M-—M —0
12 kh6p khi va chi khi v6i moi diém = € X, ta ¢6 day khép cac ths

0— M, — M, — M! — 0.

Dinh 1y 42 Pham tru cic bé nhom abel trén mot khong gian topo co di vat
not tas.

Meénh dé 43 Ham ti cho ting vdi moi bé nhém abel M trén khong gian topo
X, nhém cdc ldp cdt toan cuc T'(X, M) la mot ham ti khép trai. N6 cé cac
ham t& dan zudt la M — HY(X, M)

Ta da biét, moi ham tit khép trai di tit mot pham tru abel v6 di vat noi
tai, déu c6 cac ham t& dan xuat. Ta chi can chitng minh tinh khép tréi cia
ham tu T

Cho anh xa M’ — M, mot 16p ciat s € T'(X, M’) ¢6 &nh s € T'(X, M)
bang khong. Vi moi x € X, anh s, € M, bang khong nén gia thiét M, —
M, don anh kéo theo s, = 0. V6i moi z ton tai mot lan can U, clia = sao
cho han ché ctia s’ vao U, bang khong. Theo tinh dan dugc cfia bo, s’ = 0.
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Tuong tu nhu vay, cho 0 — M’ — M — M” la day khép trai, cho
s € (X, M) v6i &nh s” € T'(X, M") bing khong. Khi d6 v6i moi z € X,
ton tai duy nhat s, € M. ¢6 4nh la s, € M, viday 0 — M. — M, — M/ la
kh6p. Lop cit dia phuong s/ xac dinh trén mot lan can U, ctia x. Cho hai
diém z # 2/, trén giao U, N U, hai 16p cét s’ v s', ¢6 cling mot anh 14 han
ché ctia s cho nén nhu ta da thay & trén, ching nhat thiét phai bang nhau.
OJ

Ta c6 thé thit 1ap luanh nhu trén dé xem tai sao ham ti I' 14 khong khép
phai, xem lap luan ciia ta bi tdc & chd ndo. Lay s” € T'(X, M"). Vi moi
r € X, M, — M/ 1a toan anh, nén ton tai s, € M, c¢6 anh 1a s € M.
Cai méc tht nhat 1a ta tuy s, nhu vay ton tai, nhung ta khong biét chon
cai ndo. Chon tuy tién mot phan t& s,, cac phan tit khic sé déu c6 dang
Se + 8. v6i s, € M.. Lai lay mot lan can dt nhé U, ciia x tren d6 xac dinh
s,. Nhung bay gio cai cadn trd cho viéc dan cac 16p cit dia phuong s, lai
v6i nhau la sai khac

8(81, 333’) - S:c|UgcﬁUz/ - S:z:’|UxﬁUI/ .

Cai sai khdc nay ¢6 4nh bang khong trong I'(U, N U/, M") nén phéi 1a mot
16p cat cia M’ trén U, N U,. Nhu vay viéc lya chon cac s, cho ta mot phii
md X = |, U; va trén méi giao U;;—U; N U; ta ¢6 mot 16p cat

8@‘ S F(Uw’, M)
va cac 16p cat ndy théa man phuong trinh
81-]' + 8jk + 0, =0

tren Uy;p. Goi Z'(X, M) 1a tap céc 16p tuong duong theo nghia hién nhién
cac bo (Uyj, ;). Ton tai s € I'(X, M) ¢6 &nh 1a s” khi v chi khi ta ¢6 thé
thay déi s, thanh s, + s’ sao cho du bi triet tieu. Mubn vay ta phéi gia
dugc phuong trinh ddi bien

o /
8ij—5i_5j

voi s, € T'(U;, M'). Phuong trinh nay khong phai lic nao cing ¢6 nghiem, va
cai can trd cho viéc phuwong trinh nay c¢6 nghiém chinh 13 mot phan tit cia
nhoém Z'(X, M’) chia cho nhém B'(X, M) cac bo (Uy;,0;;) sao cho phuong
trinh ddi bien gidi dugc.
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Meénh dé 44 Vi moi b6 nhém abel M trén X, ham tié dan zudt bac mot
HY (X, M) la
HI(X,M) :ZI(X,M)/BI(X,M).

Ngudi ta da mo ta dugce ca ham tit dan xuit bac hai H*(X, M) theo cich
twong tu nhu vay nhung khi d6 cau chuyén tré nén phtc tap hon nhiéu, dé
mo t4 ngudi ta can dén nhitng khai niém nhu 2-pham tru ... Day 1a khong
ké dén H3, H*. Trong hoan cidnh dac biét cac bo tua nhit quan trén luge
do, thi nguoi ta co cic cach tinh toan dac thi khac, hiéu qua hon.

Cho f: X — Y la mot anh xa lién tuc gitta hai khong gian topo. Khi
do ta ¢6 ham tt f, tit pham tru cac b6 nhém abel trén X vao pham tru cac
b6 nhém abel trén Y. N6 cho tng véi moi bé6 M trén X bo trén Y cho béi
ham ti

fF(Uy) = F(Uy)

v6i moi tdp mé Uy clia Y va tdp mé Ux la tao anh clia Uy trong X. Ham
t nay 1a mot bo vi dé kiém tra tinh dén dugc ctia f.F trén mot phit {Uy,;}
ctia mot tap mé Uy, ta qui ngay vé viéc kiém tra tinh dan dugc clia F trén
tao anh Ux clia Uy va phit mé {Ux;} cho b6i tao dnh Ux,; ctia Uy,;. Ham
t f, 1d hamg tit [ trong truong hop rieng Y 13 mot diém.

Meénh dé 45 Ham ti f. la ham tid khop trdi. N6 ¢ cic ham ti dan zudt ky
hiéu la R f..

13.2 Dé6i dong diéu ctia b6 twa nhat quan

Cho X 1a mot lugc do v M 1a mot b6 O-modun tya nhat quan trén X ta
dinh nghia A
H(X, M)

nhu trong phan trude chi coi X nhu mot khong gian topo va M nhu mot bo
nhom abel trén X. Tuy vay, viéc tinh toan cu thé cic nhom déi dong diéu
HY (X, M) v6i M 1a b6 tira nhat quan thi c6 nhitng dac thiu rieng.

Ménh dé 46 Cho X = Spec(A) la mot luge do aphin. Khi dé vdi moi b6
twa nhat qudan Mu trén Spec(A) ta c¢6 H(X, M) = 0 vdi moi i > 1.



174 CHUONG 13. DOI PONG DIEU TREN TOPO ZARISKI



Muc luc

I Daiso

1 So lugc vé dai s6 giao hoan

1.1 Vanh giaohoan . . . . . . ... ... ... L.
1.2 Modun trén mot vanh . . . . . ..o Lo
1.3 Idean, idean nguyeén t6 va phd
1.4 Tichtenxo . . . . . . . . . .
1.5 Dia phuong hoa va vanh dia phuong . . . . . ... ... ...
1.6 Modun trén mot vanh dia phuong . . . . . . ... ..o
1.7 Vanh Noether va dai s6 dang htu han . . . . . . .. ... ..

2 So lugc vé 1y thuyét pham tru
2.1 Pham tri, hAm t& va cau xa gitta cdc ham t& . . . . .. . ..
2.2 Phamtra doi . . . . . . . . . ...
2.3 Dinhly Yoneda . . . . .. ... oo
2.4 Vi du ham t& biéu dién dugc
2.5 Gi6i han quy nap va giéi han xa énh . . . . . . ... ...
2.6 Tichtheoths . . .. .. ... . ... ... ... ... .....

3 So lugc vé dai s6 dong diéu

3.1 Pham tru cac modun trén moét vanh . . . . . . . ... ... L.
3.2 Phamtruabel . . . . .. ... .. ...

3.3 Day kh6p va ham ti khép

3.4 Phitc, phttc gidi va ham tit dan xuat . . . .. ... ... ...

II Luwogc do

4 Luwgc dd aphin

175

11
11
13
14
17
19

21
21
24
24
26
26
28

31
31
34
37
40

45

49



176 MUC LUC
41 Tapdaisbd . . . . . . . . . . 49
4.2 Pham tru déi ctia pham trit cdc vanh . . . . . ... L. L 55
4.3 Khong gian topd Spec(A) . . . . ... oL 56
44 BOCAULIUC . . . v v v 59
4.5 Thé ciia b6 va thé clia bé cau triic . . . . . . . . .. ... .. 63
4.6 Cau xa gitta hai lugc dd aphin . . . . . . ... .. ... .... 64

5 Lwgc do va cau xa 67
5.1 Dinh nghia lugc do bang cach dan cac luge do aphin . . . . . 67
5.2 Vidu: xay dung dudong thdng xa &nh . . . . . ... ... .. 68
5.3 Dén trong trwong hup téng quat . . . . ... ... ... ... 69
5.4 Cauxagitta hailugecdd . . . . . ... ... ... ... .... 69
5.5 Diém : tdng quat hoa v dac biet hoa . . . . . . ... ... .. 70
5.6 Nhing m& va lugcddoconmd . . . . . ... ... ... .... 73
5.7 Nhing déng va lugc ddo condéng . . . . . . .. ... ... .. 75
5.8 Tich theo thé clia luge do va thé ciacauxa . . . . . . . . .. 76
5.9 Cauxadudngchéo . . .. ... ... ... ... ... ..., 78

III B6 modun 83

6 B6 Ox-moédun 85
6.1 B6 Ox-modun nhat quan va tya nhat quan . . . . . ... .. 85
6.2 Dan b6 tyanhat quan . . . . . . ... ... L. 86
6.3 Viduy bé nhit quan trén duong thing xa dnh . . . . . .. .. 90
6.4 Pham tru abel cac b6 (twa) nhat quan . . . . . . ... .. .. 91
6.5 Anhxudi.. ... ... ... ... 92
6.6 Anhnguoc . ... ... 95
6.7 B6 tu do dia phuong . . . . .. ..o 96
6.8 Ham cip cia mot bé nhat quan . . . . . . . ... ... ... 97

7 Modun vi phan 103
71 Didmvocing gdn cAp mot . . . . . ... ... 103
7.2 Modun ddichudn . . . .. ... ... ..., 105
7.3 Modun vi phan twong déi . . ... ... L 106
7.4 Tho clia Qa6 cac k-diém . . ... ... oL 109
7.5 Haiday kh6pcoban . . . .. .. .. ... ... ... 110
7.6 Matran Jacobi . . . . .. .. . 115



MUC LUC 177
7.7 Phan mé& tron cia mot datap daisé . . . .. ... ... ... 116
IV Chiéu va chuan héa 119
8 Chiéu 121
8.1 CAu xa httu han v chidu Krull . . . .. ... ... ... ... 121
8.2 Bac sieéu viet va bd dé chuan hoa Noether . . ... ... ... 125
8.3 Cap tong quat ciia b6 vi phan tuong déi . . . . . . ... ... 126
9 Chuan héa 129
9.1 Vanh déng nguyén . . . . .. ..o 129
V  Hinh hoc xa anh 133
10 Khong gian xa anh 135
10.1 Tap cacsieu phdng . . . . . . .. .. ... ... ..., 135
10.2 Idéan phan bac cta vanh da thac . . . . .. ... .. ... .. 136
10.3 Phan thé duong thing O(d) tren P¢ . . . . . . ... .. ... 142
104 B6 O-modun tren P; . . . . . .. ..o 144
10.5 Day khép Euler . . . . . . 0 o o000 149
11 C4iu xa vao khong gian xa anh 151
11.1 Ham ti& biéu dién bsi khong gian xa anh . . . . . . . ... .. 151
11.2 Proj ctia mot vanh phan bacvand . . . . ... ... .. ... 154
11.3 Chi tiéu nhing xa dnh . . . . . ... ... 158
11.4 Phan thé duong thing gidu va rat gian . . . . . . ... .. .. 160
12 Hé tuyén tinh va udc 163
12.1 Hetuyén tinh . . . . . . .. ... .. .. ... ... ... ... 163
12.2 Dinh Iy Bertini . . . . . . . .. ... .. .. 165
12.3 U6c Weil va u6c Cartier . . . . . . . .. ... ... ... ... 165
VI Déi dong dieu 169
13 D6i dong diéu trén topo Zariski 171

13.1 Ham t& dan xuét cta ham tit [



178 MUC LUC

13.2 D6i dong diéu ctia b6 tywa nhat quan . . . . . . ... ... .. 173



