



PHẦN B. BÀI TẬP TỰ LUẬN (PHÂN DẠNG)
Dạng 1. Tính đạo hàm bằng định nghĩa
Câu 1. 

(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Tính đạo hàm của hàm số  tại điểm .
Lời giải


Ta có: . Với  :




Suy ra: . Vậy .
Câu 2. (SGK - KNTT 11 - Tập 2) Tìm đạo hàm của các hàm số sau:

a) ;


b)  (với  là các hằng số).
Lời giải

a) Với  bất kì, ta có:



b) Biến đổi tương tự. Đáp số: .
Câu 3. (SGK - KNTT 11 - Tập 2) Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của các hàm số sau:


a)  tại ;


b)  tại 
Lời giải


a) Ta có: . Với .


Tính giới hạn: . Vậy .


b) Ta có: . Với ,



Tính giới hạn: . Vậy .

Câu 4. (SGK - KNTT 11 - Tập 2) Sử dụng định nghĩa, tính đạo hàm của các hàm số sau:


a)  (với  là các hằng số);

b) .
Lời giải

a) Với  bất kì, ta có:




Vậy hàm số  có đạo hàm là .

b) Với  bất kì, ta có:




Vậy hàm số  có đạo hàm là .
Câu 5. 

Tính đạo hàm của hàm số  tại điểm .
Giải

Tập xác định của hàm số là .


Tại điểm . Với , ta có:


Do đó:



Vậy .
Câu 6. 

Tính đạo hàm (nếu tồn tại) của hàm số  tại điểm .
Giải

Đạo hàm  (nếu có) là:


Ta cần tính riêng các giới hạn bên phải và bên trái tại điểm 1. Ta có:




Giới hạn bên phải và bên trái tại điểm 1 khác nhau nên không tồn tại giới hạn . Do đó, đạo hàm  không tồn tại.




Chú ý.  khi  và  khi  nên để khử vô định trong giới hạn trên ta phải xét riêng các giới hạn một phía.
Câu 7. 

Tính (bằng định nghĩa) đạo hàm của hàm số  tại điểm .
Lời giải

.
Câu 8. 


Cho hàm số . Tính  và .
Lời giải


. Để tính , ta phân tích:



Khi đó, .
Câu 9. 

Cho hàm số . Tính .
Lời giải


Tìm giới hạn bên phải và bên trái tại điểm . Ta có  và





Vậy 
Câu 10. Tính đạo hàm của hàm số:



a)  ( là hằng số) tại điểm  bất kì.



b)  tại điểm  bất kì, .
Lời giải

a) ;

b) 
Câu 11. Dùng định nghĩa để tính đạo hàm của các hàm số sau:


a)  với ;


b)  với .
Giải

a) Với bất kì , ta có:




Vậy  trên khoảng .

b) Với , ta có:





Vậy  trên các khoảng  và .
Câu 12. 

Cho hàm số . Chứng minh rằng .
Lời giải

Với , ta có:


Câu 13. 
Xét tính liên tục, sự tồn tại đạo hàm và tính đạo hàm (nếu có) của các hàm số sau đây trên .



b) 
Lời giải



a) Ta có  nên  gián đoạn tại 2 , do đó  không có đạo hàm tại 2.


b) Ta có  nên  liên tục tại 1 .

Ta lại có .


Suy ra  nên không tồn tại .

Vậy  không có đạo hàm tại 1.
Câu 14. 

Tính đạo hàm của hàm số  tại điểm  bằng định nghĩa.
Giải


Xét  là số gia của biến số tại điểm .

Ta có: .

Suy ra: .

Ta thấy: .

Vậy .
Câu 15. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau bằng định nghĩa:

a) ;

b) ;

c) 
Lời giải

a) .

b) .


c) Xét  là số gia của biến số tại điểm .

Ta có: .

Suy ra: .

Ta thấy: . 

Vậy .
Câu 16. 


Chứng minh rằng hàm số  không có đạo hàm tại điểm , nhưng có đạo hàm tại mọi điểm .
Lời giải




Với , ta có: . Đạo hàm của hàm số  tại điểm  là 1.




- Với , ta có: . Đạo hàm của hàm số  tại điểm  là -1.


- Xét  là số gia của biến số tại điểm .

Ta có: .

Suy ra: . 

Ta thấy: ;






Do đó, không tồn tại . Vậy hàm số  không có đạo hàm tại điểm , nhưng có đạo hàm tại mọi điểm .


Dạng 2. Ứng dụng
Câu 17. 

(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Tìm hệ số góc của tiếp tuyến của parabol  tại điểm có hoành độ .
Lời giải

Ta có: .



Hệ số góc tiếp tuyến của parabol  tại điểm có hoành độ  là . 


Chú ý: Có thể sử dụng công thức đạo hàm , ta tìm được .
Câu 18. 

(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Víết phương trình tiếp tuyến của parabol  tại điểm có hoành độ .
Lời giải







Ta có: . Do đó, hệ số góc tiếp tuyến của  tại điểm  là . Phương trình tiếp tuyến của parabol  tại điểm có hoành độ  là: 
Câu 19. 

(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Người ta xây dựng một cây cầu vượt giao thông hình parabol nối hai điểm có khoảng cách là  (H.9.4). Độ dốc của mặt cầu không vượt quá  (độ dốc tại một điểm được xác định bởi góc giữa phương tiếp xúc với mặt cầu và phương ngang như Hình 9.5). Tính chiều cao giới hạn từ đỉnh cầu đến mặt đường (làm tròn kết quả đến chữ số thập phân thứ nhất).
[image: ]



Hướng dẫn. Chọn hệ trục toạ độ sao cho đỉnh cầu là gốc toạ độ và mặt cắt của cây cầu có hình dạng parabol  (với  là hằng số dương). Hệ số góc xác định độ dốc của mặt cầu là .



Do đó, . Vì độ dốc của mặt cầu không quá  nên ta có: . Từ đó tính được chiều cao giới hạn từ đỉnh cầu đến mặt đường.
Lời giải

Chọn hệ trục  (như hình vẽ).
[image: ]



Ta có . Gọi chiều cao giới hạn của cầu là . Đỉnh cầu có toạ độ .


Phương trình parabol của cầu là: . Ta có: . 




Suy ra hệ số góc xác định độ dốc của mặt cầu là:  Do đó: . Vì độ dốc của cầu không quá  nên ta có: 
Vậy chiều cao giới hạn từ đỉnh cầu tới mặt đường là 17,6 m.
Câu 20. 
(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Víết phương trình tiếp tuyến của parabol , biết:

a) Tiếp điểm có hoành độ ;

b) Tiếp điểm có tung độ .
Lời giải

Với  bất kì, ta có:




Vậy hàm số  có đạo hàm là .




a) Hệ số góc của tiếp tuyến là . Ngoài ra, ta có  nên phương trình tiếp tuyến cần tìm là:  hay .





b) Tung độ tiếp điểm  nên hoành độ  của tiếp điểm thoả mãn . Giải phương trình ta được:  và .


Với . Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: .


Với . Phương trình tiếp tuyến cần tìm là: .

Câu 21. 



(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Một vật được phóng theo phương thẳng đứng lên trên từ mặt đất với vận tốc ban đầu là  thì độ cao  của nó (tính bằng mét) sau  giây được cho bởi công thức . Tìm vận tốc của vật khi nó chạm đất.
Lời giải


Khi vật chạm đất thì , tức là .


Ta có: . Vậy vận tốc của vật khi chạm đất là .

Câu 22. 










(SGK - KNTT 11 - Tập 2) Một kĩ sư thiết kế một đường ray tàu lượn, mà mặt cắt của nó gồm một cung đường cong có dạng parabol (H.9.6a), đoạn dốc lên  và đoạn dốc xuống  là những phần đường thẳng có hệ số góc lần lượt là  và . Để tàu lượn chạy êm và không bị đổi hướng đột ngột,  và  phải là những tiếp tuyến của cung parabol tại các điểm chuyển tiếp  và  (H.9.6b). Giả sử gốc toạ độ đặt tại  và phương trình của parabol là , trong đó  tính bằng mét.
[image: ]

a) Tìm .


b) Tính  và tìm .




c) Giả sử khoảng cách theo phương ngang giữa  và  là . Tìm .


d) Tìm chênh lệch độ cao giữa hai điểm chuyển tiếp  và .
Lời giải

a) Ta có: .



b) Ta tính được . Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị tại điểm  là .








c) Do khoảng cách theo phương ngang giữa  và  là 40 nên hoành độ điểm  là 40 . Hệ số góc tiếp tuyến của đồ thị tại điểm  là . Do  nên . Vậy phương trình parabol là: .



d) Chênh lệch độ cao giữa hai điểm chuyển  và  là: .
Câu 23. 
Cho hàm số .

a) Bằng định nghĩa, hãy tính đạo hàm của hàm số đã cho tại điểm .

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm .
Giải


a) Tại điểm . Với , ta có:



Do đó: .

b) Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm  là:


Câu 24. 
Cho hàm số .


a) Tính đạo hàm của hàm số tại điểm  bất kì, .

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ .

c) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số, biết tiếp tuyến đó song song với đường thẳng có phương trình .
Giải

a) Với  bất kì, ta có:






b) Với  ta có  và . Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại điểm có hoành độ  là:

c



Hệ số góc tiếp tuyến có dạng  là hoành độ tiếp điểm). Do tiếp tuyến song song với đường thẳng  nên hệ số góc của tiếp tuyến là .

Ta có: .



Với , phương trình tiếp tuyến là: , hay  (loại, do tiếp tuyến trùng với đường thẳng đã cho).

Với , phương trình tiếp tuyến là:



Vậy  là tiếp tuyến cần tìm.
Chú ý. Đối với bài toán viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số song song với đường thẳng cho trước, ta cần kiểm tra lại kết quả và loại trường hợp hai đường thẳng trùng nhau do điều kiện hệ số góc bằng nhau chỉ là điều kiện cần.
Câu 25. 


Tìm toạ độ điểm  trên đồ thị hàm số , biết hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại  bằng 3 .
Lời giải



Gọi  là toạ độ điểm cần tìm. Hệ số góc của tiếp tuyến của đồ thị hàm số tại  là .



Theo giả thiết: . Vậy  và  là toạ độ các điểm cần tìm.
Câu 26. 

Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số , biết tiếp tuyến đó song song với đường thẳng có phương trình .
Lời giải

.
Câu 27. 




Vị trí của một vật chuyển động thẳng được cho bởi phương trình , trong đó  tính bằng giây và  tính bằng mét. Tính vận tốc của vật tại các thời điểm  giây và  giây.
Lời giải



Vận tốc của vật tại thời điểm  giây là . Tương tự, .

Câu 28. 

Cho hàm số  có đồ thị là .



a) Viết tiếp tuyến của  tại điểm  có .


b) Viết tiếp tuyến của  biết tiếp tuyến song song với đường thẳng .


c) Viết tiếp tuyến của  biết tiếp tuyến đi qua điểm .
Giải



Ta có  trên khoảng  và .



a) Phương trình tiếp tuyến của  tại  có hệ số góc  là:
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b) Gọi  là tiếp tuyến cần tìm của  và  là tiếp điểm của  và .


Vì  nên .




Suy ra  hoặc   hoặc .



- Với , phương trình tiếp tuyến tại điểm  có hệ số góc  là:





- Với , phương trình tiếp tuyến tại điểm  có hệ số góc  là:




(loại vì trùng với đường thẳng ).



Vậy tiếp tuyến của  song song với đường thẳng  là .






c) Gọi  là tiếp tuyến cần tìm của  và  là tiếp điểm của  và . Phương trình tiếp tuyến  là:





Vì  qua điểm  nên 




(nhận) hoặc  (loại).

Vậy phương trình tiếp tuyến .
Câu 29. 



Một chuyển động thẳng xác định bởi phương trình , trong đó  tính bằng mét và  là thời gian tính bằng giây. Tính vận tốc tức thời tại thời điểm .
Giải

Ta có .


Vận tốc tức thời tại thời điểm  là .
Câu 30. 


Cho parabol  có phương trình . Tìm hệ số góc của tiếp tuyến của parabol 

a) Tại điểm ;


b) Tại giao điểm của  với đường thẳng .
Lời giải

a) Ta có .






b) Giao điểm của  với đường thẳng  là  và , hệ số góc là  và .
Câu 31. 

Gọi  là đồ thị của hàm số . Viết phương trình tiếp tuyến của (C) sao cho tiếp tuyến đó

a) Song song với đường thẳng ;

b) Vuông góc với đường thẳng ;

c) Đi qua điểm .
Lời giải

a) Hai tiếp tuyến: ;

b) Hai tiếp tuyến: ;

c) Hai tiếp tuyến: .

Câu 32. 



Một vật chuyển động có quãng đường được xác định bởi phương trình , trong đó  tính bằng mét và  là thời gian tính bằng giây. Tính vận tốc tức thời tại thời điểm .
Lời giải

Ta có .
Câu 33. 

Cho hàm số  có đồ thị .



a) Xác định hệ số góc  của tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm có hoành độ bằng .


b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm có hoành độ bằng .
Giải


a) Xét  là số gia của biến số tại điểm .

Ta có: .

Suy ra: .



Ta thấy: . Suy ra . Vậy .

b) Ta có: .


Phương trình tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm có hoành độ bằng  là:


Câu 34. 

Cho hàm số  có đồ thị .


a) Xác định hệ số góc  của tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm có tung độ bằng 3 .

b) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm có tung độ bằng 3.
Giải





a) Gọi  là điểm có tung độ bằng 3 nằm trên . Khi đó, hoành độ điểm  bằng 1 . Xét  là số gia của biến số tại điểm .

Ta có: .


Suy ra: . Ta thấy: .


Suy ra . Vậy .


b) Phương trình tiếp tuyến của đồ thị  tại điểm  là:


Câu 35. 

Giả sử chi phí (USD) để sản xuất  máy vô tuyến là



a) Tính .



b) Ta gọi chi phí biên là chi phí gia tăng để sản xuất thêm 1 sản phẩm từ  sản phẩm lên  sản phẩm. Giả sử chi phí biên được xác định bởi hàm số . Tìm hàm chi phí biên.

c) Tìm  và giải thích ý nghĩa kết quả tìm được.
Giải


a) Xét  là số gia của biến số tại điểm . Ta có:



Suy ra: .

b) Ta thấy: .

Vậy hàm chi phí biên là: .

c) Ta có: . Dựa vào kết quả đó, ta thấy chi phí gia tăng để sản xuất thêm 1 sản phẩm từ 90 sản phẩm lên 91 sản phẩm là 260 USD.
Câu 36. 

Cho hàm số  có đồ thị .

a) Viết phương trình tiếp tuyến của  tại điểm có hoành độ bằng -1 .

b) Viết phương trình tiếp tuyến của  tại điểm có tung độ bằng 8 .
Lời giải

Ta có: .


a) Phương trình tiếp tuyến của  tại điểm có hoành độ bằng -1 là: .

b) Ta có: .


Phương trình tiếp tuyến của  tại điểm có tung độ bằng 8 là: .

Câu 37. 

Một vật rơi tự do có phương trình chuyển động là , trong đó .

a) Tìm vận tốc tức thời của vật tại thời điểm .

b) Tìm thời điểm mà vận tốc tức thời của vật tại thời điểm đó bằng .
Lời giải


Xét  là số gia của biến số tại điểm .
Ta có:


Suy ra: .

Ta thấy: .

 Vậy .

a) Vận tốc tức thời của vật tại thời điểm  (s) là:



b) Theo đề bài, ta có: .


Vậy vận tốc tức thời của vật đạt  tại thời điểm  (s).

Tài liệu được chia sẻ bởi Website VnTeach.Com
https://www.vnteach.com

BÀI 31. ĐỊNH NGHĨA VÀ Ý NGHĨA CỦA ĐẠO HÀM  


CHƯƠNG 9. ĐẠO HÀM
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