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Loi gidi thiéu

cua sinh vién cac truong Pai hoc, nghién ciru sinh, can bo nghién ciru

va ung dung todan hoc tang lén ré rét. By sach "Todn cao cap” ciia
Vien Toan hoc ra doi nham gép phan dap ung yéu cau dé, lam phong phii thém
nguon sach tham khdo va gido trinh dai hoc vén co.

/ rong nhitng nam gan ddy, nhu cau sach tham khao tiéng Viét vé todn

B¢ sach Todn cao cdp sé bao gom nhiéu tdp, dé cdp dén hau hét cdc linh vuc
khac nhau cua toan hoc cao ccfp, ddc biét la cac linh vuc lién quan dén cac huéng
dang phat trién manh cia todn hoc hién dai, c6 tam quan trong trong sw phdt trién
Iy thuyét va img dung thyc tién. Cdc tdc gid ciia bg sich nay la nhitng nguoi c6
nhiéu kinh nghiém trong céng tic giang day dai hoc va sau dai hoc, dong thoi la
nhitng nha toan hoc dang tich cwc nghién ciru. Vi thé, muc tiéu ciia cdc cuon sdch
trong bg sach ndy la, ngoai viéc cung cap cho nguoi doc nhimg kién thirc co ban
nhdt, con cé gang hwdng ho vao cac van dé thoi sw lién quan dén linh viee ma cuén
sdch dé cdp dén.

Bo sach Toan cao cdp co duoc la nho sw ung ho quy bau cua Vién Khoa hoc
va Cong nghé Viét Nam, ddc biét la sy 6 vii ciia Gido sw Dang Vii Minh va Gido
s Nguyén Khoa Son. Trong viéc xudt ban B sdch, ching t6i ciing nhdn dwoc sie
gilip do tan tinh ciia Nha xudt ban Pai hoc quéc gia Ha Ngi va ciia Nha xudt ban
Khoa hoc Tuw nhién va Cong nghé. Nhiéu nha todn hoc trong va ngoai Vién Todn
hoc da tham gia viét, tham dinh, gop y cho bg sach. Vién Todn hoc xin chdn thanh
cdm on cdc co quan va cd nhan ké trén.

Do nhiéu nguyén nhan khéac nhau, Bé sach Todn cao cdp chdc chdn con rat
nhiéu thieu sot. Chung t6i mong nhdn duoc y kién dong gop cua doc gia dé bo sach
dwoc hoan thién hon.

Cha tich Héi déng bién tap
GS-TSKH Ha Huy Khoai
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Loi noi dau

Gidi tich da tri 1a mot hudéng nghién ciu tuong d6i mdi trong Todn hoc, mac du
tir nhitng nam 30 cua th€ ky XX cdc nha todn hoc da thdy cén phai nghién citu
anh xa da tri, tic 12 4nh xa nhan gid tri 1a cdc tap hop con ctia mot tap hop nao
d6. Su ra doi cha tap chi quoc t€ “Ser-Valued Analysis” vao nam 1993 1a mot
moc 16n trong qué trinh phét trién cta huéng nghién cttu ndy. Vai tro cha giai
tich da tri trong Todn hoc va cdc tng dung todn hoc di dugc cong nhan rong
rai.

Giai tich da tri c6 nhiéu tng dung trong 1y thuyét phuong trinh vi phan,
phuong trinh dao ham riéng, bat déng thitc bién phan va phuong trinh suy rong,
ly thuyét t6i wu, 1y thuyét diéu khién, t6i vu da muc tiéu, khoa hoc quén 1y, va
todn kinh t€. Hién nay hau nhu tat ca cic két qua nghién cttu vé tinh én dinh va
d6 nhay nghiém ctia cdc bai toan t6i wu phu thudc tham s6 va cta cac bai todn
bat dang thic bién phan phu thudc tham sé déu dugc viét bang ngon ngit giai
tich da tri.

Nhiing ngudi Viét Nam dau tién di sau nghién cdu giai tich da tri 1a Gido
st Hoang Tuy (v6i nhitng cong trinh vé diém bat dong cua 4nh xa da tri, tinh
6n dinh ctia hé bat dang thic suy rong, 4nh xa da tri 16i, 4nh xa t6i han), Gido
su Pham Hitu Sich (v6i nhitng cong trinh vé dnh xa da tri 16i, dao ham cua
dnh xa da tri vl Gng dung trong ly thuyét t6i wu va diéu khién) va c6 Gido su
Phan Van Chuong (v6i nhiing cong trinh vé dnh xa da tri do dugc, 1y thuyét
bao ham thitc vi phan). Sau day la danh sich khong ddy di nhiing nguoi Viét
Nam di hodc dang c6 cong trinh nghién ctu vé giai tich da tri va cdc tng
dung: Th.S. Pham Ngoc Anh, Th.S. Lam Quéc Anh, Th.S. Truong Quang Bao,
Th.S. Nguyén Huy Chiéu, TS. Lé Van Chéng, GS. TSKH. Phan Van Chuong,
TS. Trinh Cong Diéu, TS. Pham Cianh Duwong, PGS. TSKH. Pham Huy Dién,
TS. Nguyén Hitu Dién, PGS. TS. Truong Xuan Pic Ha, Th.S. Nguyén Xuan Hai,
TS. Tran Ninh Hoa, PGS. TS. Lé Van Hét, TS. Nguyén Dinh Huy, TS. Nguyén
Quang Huy, GS. TSKH. Phan Quéc Khanh, TS. Bui Trong Kién, GS. TSKH. Dinh
Thé Luc, TS. Lé Minh Luu, TS. Nguyén Bd Minh, GS. TSKH. Lé¢ Diing Muu,
TS. Nguyén Mau Nam, TS. Huynh Van Ngai, GS. TSKH. Van Hien Nguyen,
PGS. TS. Tran Hué Nuong, GS. TSKH. Vi Ngoc Phat, GS. TSKH. Hoang Xuan
Phd, PGS. TS. Huynh Thé Phiing, TS. Ta Duy Phuong, GS. TSKH. Pham Hitu
Sach, GS. TSKH. Nguyén Khoa Son, TS. Nguyén Nang Tam, PGS. TSKH. D6
Hoéng Tan, PGS. TSKH. Nguyén Xuan Tan, GS. TSKH. Nguyén Hong Thai,
TS. Hoang Duong Tuén, TS. Lé Anh Tuén, Th.S. Nguyén Dinh Tuan, GS. Hoang
Tuy, PGS. TSKH. Nguyén Dong Yén.

Gido trinh nay dugc soan trén co sO cdc bai giang cua tdc gia vé giai tich da
tri cho hoc vién cao hoc va nghién ciiu sinh & Vién Todn hoc, cho 16p sinh vién



chon cta trudong Dai hoc Su pham Thanh phé H6 Chi Minh, va cho 16p cao hoc
6 Khoa Toan tng dung thudc Pai hoc Quoc gia Ton Trung Son (The National
Sun Yat-Sen University), Cao Hung, Dai Loan. Muc dich chinh cua chiing toi
la giGi thiéu véi cdc ban sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién cttu sinh mot s6
két qua co ban cua giai tich da tri. Ngoai ra, chdng t6i cling c6 ging trinh bay
mot vai van dé dang dugc quan tam trong 1y thuyét nay.

Tap sdch gbm 5 chuong: Tinh lién tuc cua dnh xa da tri, Pao ham cuta dnh
xa da tri, Tich phan ctia 4nh xa da tri, D6i dao ham ctia dnh xa da tri, va Hé bat
dang thitc suy rong. Ba chuong dau tuong tng vé6i 3 phan chinh cta gidi tich da
tri. Chuong 4 gidi thiéu mot vai nét vé 1y thuyét vi phan do B. S. Mordukhovich
dé xuat - mot 1y thuyét hién dang thu hit dugc su quan tam dic biét cua nhiéu
nhém nghién ctu trén thé gidi. Chuong 5 dugc danh dé nghién ciu tinh 6n
dinh nghiém ctia hé bat dang thic suy rong cho bdi ham vécto lién tuc, va
cac tng dung. Cong cu chinh & day la khdi niém Jacobian xdp xi theo nghia
V. Jeyakumar va Dinh Th& Luc. Jacobian suy rong theo nghia F H. Clarke cho
ham vécto Lipschitz dia phuong 1a mot truong hop riéng clia khai niém nay.
(Chidng ta luu ¥ 1a céc khdi niém do6i dao ham, Jacobian xap xi, va Jacobian suy
rong Clarke ndm ngoai khuon khé cta ly thuyét vi phan trinh bay trong Chuong
2.) Trong méi muc thuong c¢6 mot s6 vi du minh hoa va bai tap gidp ban doc
cung co kién thiic. O cusi sdch ¢6 hai phu luc giéi thiéu cdc dé thi hét mon giai
tich da tri & hai 16p hoc. Cac dé thi nay giip hoc vién cung c6 kién thiic trong
pham vi hai chuong ddu cla gido trinh. C4c dinh nghia, bé dé, ménh dé, dinh
1y, nhan xét, vi du va bai tap dugc ddnh s6 bing ba chi s6. Vi du nhu Dinh ly
1.2.3 la dinh ly thtt 3 & muc tht 2 trong Chuong 1. Cac cong thic duge danh
s0 bang hai chi s6. Vi du nhu (2.5) 1a cong thic thit 5 & muc thit 2 (trong mot
chuong nao do).

Dé hiéu sau hon 1y thuyét 4nh xa da tri v cdc tng dung, ban doc c6 thé tu
minh nghién ctu thém cédc cuén sach chuyén khao ctia Aubin va Ekeland (1984),
Aubin va Frankowska (1990) - mot trong nhiing tai liéu tham khao chinh cua
ching toi khi soan céc bai giang vé giai tich da tri, Rockafellar va Wets (1998),
Borwein va Zhu (2005), Mordukhovich (2006a,b). Hy vong ring tap sdch nhd
nay c6 thé gidp ban doc c6 cdm hing bat ddu viéc tu hoc gian nan nhung thu
vi d6. Ban doc quan tam dén tng dung cua giai tich da tri trong t6i wu vécto
c6 thé tham khdo cdc cuén sich chuyén khio ctia GS. TSKH. Dinh Thé Luc
(1989), ctia PGS. TSKH. Nguyén Xuan Tan va TS. Nguyén Ba Minh (2006).

Xin chan thanh cdm on GS. TSKH. Pham Hitu Sich va PGS. TSKH. Pham
Huy Dién, nhiing ngudi thiy tan tuy da truyén cho ching t6i niém say mé nghién
ctru giai tich da tri, giai tich khong tron, 1y thuyét t6i uu va ting dung. Xin chan
thanh cdm on GS. TSKH. Tran Puc Van va GS. TSKH. Lé Tuan Hoa da luon
dong vién, khich 1& ching t6i vuot qua su tri tré trong qud trinh viét lach kéo



dai. Cam on hai Gido su phan bién da doc k§ ban thdo, gép nhiéu y kién bd
ich, va giGi thiéu cho cudn sich dugc xuat ban.

Xin dugc bay to long biét on cdc bac dan anh cung cdc ban dong nghiép &
Hoi Todn hoc Viét Nam néi chung, va & Vién Todn hoc néi riéng, da chia sé véi
ching toi nhitng ndi vui buén cta ngudi lam todn.

Cam on cdc ban sinh vién, hoc vién cao hoc va nghién ciitu sinh da nhiét
tinh tham du céc bai gidng dugc 1ay lam co s& dé soan gido trinh nay. Cam on
Th.S. Nguyén Huy Chiéu da thong bdo cho ching t6i mot s6 két qua nghién ciu
dé gidi thiéu trong hai muc & Chuong 3 va Chuong 4.

Tap sdch nay dugc danh dé tuéng nhé K§ su kinh t¢€ Nguyén Thi Minh Tam
(1963-2001), bién tap vién Tap chi Con s6 va Su kién, ngudi em gdi than yéu
cla tac gia.

Mic du ching toi da c6 gang, viéc bién soan chiac chan khong tranh khoi
thi€u s6t. Chiing téi mong nhan dugc y kién phé binh, gép y cua quy ban doc
gui vé€ hop thu email ndyen@math.ac.vn, hoac gui vé dia chi Vién Todn hoc,
Vién Khoa hoc va Cong nghé Viét Nam, 18 Hoang Qudc Viét, Ha Noi.

Chan thanh cdm on TS. Ta Duy Phuong, TS. Nguyén Quang Huy, TS. Nguyén
Mau Nam va Th.S. Nguyén Huy Chiéu da danh thdi gian doc ban thao cua tap
sach ndy va gép nhiéu y kién b ich. Pac biét, xin cdm on TS. Nguyén Quang
Huy da vé lai toan bo cdc hinh vé& bing chuong trinh d6 hoa trén mdy tinh.

Ngay 25 thang 4 nam 2007 Téc gia



Cac ky hiéu va chir viét tat
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khodng cich tir diém = dén tap

hinh nén sinh bai tap hop M
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Chuong 1

Tinh lién tuc cua anh xa da tri

Vi doi mot thoang say mé
Con hon di chdn vé ché suong doi
(Tran Huyén Tran, “Uéng rugu véi Tan Da”, 1938)

Chuong nay gidi thiéu cic khdi niém co ban va mot s6 dinh 1y chinh vé tinh
lién tuc cua anh xa da tri.

1.1 Anh xa da tri

Cho X, Y 1a hai tap hop bat ky. Cho F': X =2 Y Ia anh xa tr X vao tap hop
gém toan bo cic tap con ciia Y (dugc ky hiéu 1a 2¥). Ta néi F 1a dnh xa da
tri' tr X vao Y. Nhu vay, v6i mdi z € X, F(z) 1a mot tap hop con cia Y.
Khong loai trir kha nang 1a v6i mot s6 phan to = € X nao d6 ta c6 F(x) 1a tap
rong.

Ta s& thudong sir dung ky hiéu F': X = Y dé chi su kién X 12 4nh xa da tri
tt X vao Y.

Néu v6i méi x € X tap F'(x) chi gbm ding mot phan ti cia Y, thi ta n6i
F 1a dnh xa don tri tt X vao Y. Khi d6, thay cho ky hi¢u F' : X = Y nguoi
ta st dung ky hiéu quen thuéc F : X — Y.

Vi du 1.1.1. Xét phuong trinh da thic

(1.1) "+ a4+ a1z +a, =0,

I'TNTA (Thuat ngit tiéng Anh): multifunction, set-valued map, set-valued mapping, point-to-set
mapping, correspondence, set-valued operator.



10 1. Tinh lién tuc cua dnh xa da tri

6 d6 n € IN 1a s6 nguyén duong va a; € IR (i = 1,...,n) 1a cdc hé s6 thuc.
Quy tic cho tuong tng mbi vécto a = (ay, ..., a,) € IR™ véi tap nghiém, ky
hiéu bdi F'(a), cua (1.1) cho ta mot dnh xa da tri

(1.2) F:R"=C

tir khong gian Euclide IR" vao tap s6 phic C. Theo Dinh 1y co ban cua dai so,
F(a) # 0 v6i moi a € IR™ va

|F(a)] <n VYae R",

6 d6 |M| ky hiéu luc lugng cua tap hgp M. Neéu ta dong nhdt mdi s6 phic
x =u+ v € C vé6i cap s6 thuc (u,v) € IR? thi, thay cho (1.2), ta c6 4nh xa

F:R"= IR

Pinh nghia 1.1.1. D6 thi gph F', mién hitu hiéu dom F va mién dnh rge F' cla
anh xa da tri F': X = Y tuong ung duoc xac dinh bang cdc cong thic

gph F ={(z,y) e X XY : y€ F(x)},

domF ={z € X : F(x) # 0},

rgeF={ye€Y :dJxe Xsaochoye F(x)}.

(Céc ky hiéu d6 c6 nguén goc tr ba chit tiéng Anh 1a “graph”, “domain” va
“range”.)

Véi F' la anh xa da tri trong Vi du 1.1.1, ta c6
gph F = {(a,z) e R" xC : 2" + a12" ' + ... + ay,_12 + a, = 0},

dom F = R", rgeF =C.

Anh xa nguoc F~1:Y = X cha d4nh xa da tri ' : X = Y duoc xdc dinh
bdi cong thic

Fly)={zeX :yeF@)} (yeY).

Néu M C X 1a mot tap con cho truéc thi han ché cia F trén M la dnh xa da
tri Fjpy : M =Y duge cho boi

Fpy(r) = F(x) Ve M.

Bai tap 1.1.1. Ching minh ring gph FF~! = ®(gph F), 6d6 ® : X xY —
Y x X la song dnh xéc dinh bdi cong thic ®(z,y) = (y, z).
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Dinh nghia 1.1.2. Cho F': X = Y la dnh xa da tri, X va Y la cac khong gian
topo.

1. Néu gph F' 1a tap dong trong khong gian topo tich X x Y, thi F' duoc goi 1a
dnh xa déng (hoac dnh xa cé do thi dong).

2. Néu X va Y la cac khong gian tuyén tinh topo va néu gph F' 1a tap 16i trong
khong gian tich X x Y, thi F' dwoc goi 1a dnh xa da tri 107.

3. Néu F(x) la tap déng v6i moi z € X, thi F' dugc goi 1a dnh xa cé gid tri
dong.

4. Néu Y la khong gian tuyén tinh topod va néu F'(x) 1a tap 16i v6i moi = € X,
thi F' duoc goi 1a dnh xa cé gid tri 16i.

Bai tap 1.1.2. Cho F': X =2 Y la é4nh xa da tri, X va Y la cac khong
gian tuyén tinh topo. Chiing minh rang:

(a) Néu F' 1a anh xa dong, thi F' 1a dnh xa c6 gia tri dong.
(b) Néu F 1a 4nh xa da tri 161, thi F' 1a 4nh xa c6 gid tri 16i.

(¢) F 1a 4nh xa da tri 16i khi va chi khi

(1—-t)F(z) +tF(z") C F((1 —t)z +tz') Va,2' € X, Vt € (0,1).

Chiing ta nhic lai rang tap M C IR* duoc goi 1a tdp 16i da dién® néu M c6
thé biéu dién duéi dang giao clia ctia mot s6 hitu han cdc nira khong gian déng
clia IRF. Cic tinh chat cha tap 16i da dién duoc trinh bay chi tiét trong cuon
chuyén khdo ctia Rockafellar (1970). Ta c¢6 dinh ly biéu dién sau day: “Tdp
M C IR la tap 16i da dién khi va chi khi ton tai cdc diém da*,a?,...,aP? € M

va cdc phuong v', v, ..., v? € IR* sao cho
M= { X0 i+ X A o 20,00, >0, X =1,
A1>0,...,Aq>o}”

(Xem Rockafellar (1970), Pinh 1y 19.1.) Ho céc diém va céc phuong
{a',... aP;0', ... 07}

duoc goi 12 cdc phdn tir sinh* cta M.

Luu y rang ho cdc phan tir sinh cia mot tap 16i da dién néi chung khong 1a
duy nhat.

2Cic khdi niém va két qua lién quan dén tap 16i, ham 16i, dudi vi phan cia ham 16i ¢6 trong
Rockafellar (1970) - trudng hgp khong gian hitu han chiéu, Ioffe va Tihomirov (1979) - trudng
hop khong gian vo han chiéu.

3TNTA: polyhedral convex set.

“TNTA: generators.
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Bai tap 1.1.3. Tim cac phan tr sinh cta cdc tap 16i da dién sau:

M:{l':(l'l,l'g) : $1>0, 1'2207 $1+Z2>1}

M:{x:(ml,...,xn) cxp 2 —1Vi=1,...,n}.

Bai tap 1.1.4. Cho A € IR™*™ la ma tran thuc cap m x n, C € IR**" la
ma tran thuc cap s x n. bat

(1.3) F(b,d)={z e R" : Az >b, Cx=d} VY(b,d) € R™ x Ir*,

& d6 bat dang thic y > 2 gilta hai vécto y = (y1,...,Ym) VA 2 =
(21, ..., 2m) thuoc IR™ c6 nghia 12 z; > z; v6i moi i = 1,2,...,m.>
Chiing minh rang 4nh xa da tri F': IR™ X R® = IR™ cho boi (1.3) ¢6 cic
tinh chat sau:

1. gph F' la mot nén 16i da dién trong khong gian tich R™ x IR® x IR"
(do d6 F 1a mot dnh xa da tri 161).

2. dom F 1a tap 16i da dién.
3. rge F = IR".

4. V6i mdi (b,d) € R™ x IR®, F(b,d) la tap 16i da dién trong IR™ (c6
thé 1a tap rong).

Hiy lay mot vi du don gian dé chiing té ring néi chung thi dom F' #
IR™ x IR°.

Nhan xét rang tap F'(b,d) trong Bai tap 1.1.3 1a tap nghiém cta hé phuong
trinh va bt phuong trinh tuyén tinh

(1.4) Az >2b, Czx=d.

Lién quan dén dnh xa da tri F' cho bai (1.3), ta ¢6 dinh 1y sau day.

Dinh 1y 1.1.1 (Walkup-Wets, 1969; xem Walkup va Wets (1969), Mangasarian
va Shiau (1987), Lee, Tam va Yen (2005)). Vi moi cdp ma trdn (A,C) €
IR™ ™ x IRS*™ ton tai mot hang s6' £ > 0 sao cho

vai moi (b,d) va (V,d") thuoc tdp 16i da dién

dom F = {(b,d) : F(b,d) # 0},

5Trong cong thic (1.3) ciing nhu trong cic phép tinh ma tran s& gip vé sau, vécto thuoc céc
khong gian Euclide hitu han chiéu duoc biéu dién nhu nhitng cot s6 thuc. Tuy thé, dé cho don
gi4n, trén céc dong van ban thong thuong ching ta s& biéu dién céc vécto cot d6 nhu nhitng vécto
hang.
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g doé
(I[6" = b2 + || — d|f*)"/?
(S 0 = 0)? + 3 () — d)?)

voi moi b= (by,...,by), d=(di,...,ds), va

1(v",d') = (b,d)|

1/2

n 1/2
Bpgn = x:(xl,...,xn)eﬂ%":||x\|:<2x§> <1

la hinh cau don vi déng trong IR".

Tinh chat (1.5) cho thdy rang F' 1a 4nh xa da tri Lipschitz trén dom F' véi
hang s6 ¢ > 0. Hang s6 nay phu thudc vao cdp ma tran (A, C') da cho. Céc tinh
chat lién tuc Lipschitz ctia 4nh xa da tri s& dugc khao sét chi tiét hon & trong
Muc 5.

Néu X, Y la hai khong gian tuyén tinh topo, F': X =2 Y la dnh xa da tri,
thi ta dung céc ky hiéu F' va co F' dé chi cdc 4nh xa da tri dugc cho bdi cic
cong thic

Fz)=F(z) VYzxeX

(coF)(xz) =co(F(x)) VzelX,

& d6 M 1a bao déng topo ctia M va co M 1a bao 16i cia M. (Tic 1a co M 1a
tap 16i nho nhat chita M.)

Hién nhién F 1 4nh xa da tri ¢6 gia tri déng va co F' 1 4nh xa da tri c6
gid tri 16i. Tuy thé, F' c¢6 thé khong phai 1a 4nh xa da tri dong va co F' c6 thé
khong 1a dnh xa da tri 16i!

Vi du 1.1.2. Cho
F(z) = {sinz,cosz} (Vz € R).
Ta cé
(co F)(x) = co{sinx,cosz}
la d4nh xa da tri khong 16i tir IR vao IR véi do thi 1a tap ¢ gach soc trong Hinh

1.

Vi du 1.1.3. Cho
_ [(0,1) néuz#0
F(z) = { {0} néuz=0.



14 1. Tinh lién tuc cua dnh xa da tri

R& rang
=+ [[0,1] néuz#0
Flz) = { {0} néuzxz=0

khong phai 1a dnh xa da tri déng.

Hinh 1

Bao dong va bao 10i cha anh xa F': X = Y, 8 d6 X va Y 1a cac khong
gian tuyén tinh topo, 1a cac anh xa cl F' va conv F' dugc cho tuong ting bdi cac
cong thic sau

cAF(z)={yeY : (z,y) €egph F'} VreX

convF(z)={yeY : (z,y) €co(gph F)} Vze X.
Dé thdy rang néu F' 1a 4nh xa trong Vi du 1.1.2 thi
(cl F)(z) = {sinz,cosz} va (convF)(x)=[-1,1] (Vz € R).
Véi F' 1a danh xa trong Vi du 1.1.3 ta c6

(cl F)(z) = [0,1] (Vz € R)

[ (0,1) néuz #0,
(conv F)(z) = { 0,1) néuz=0.
Dinh nghia 1.1.3. Cho F': X = Y va G : Y == Z la hai 4nh xa da tri. Anh xa
da tri
GoF . X=Z7
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cho bdi cong thic

GoF)(2)=JGcFen= | U cw].

zeX z€X \yeF(z)

v6i moi x € X, dugc goi 1a dnh xa hop (hay tich) cia F va G.

Bai tap 1.1.5. Cho X, Y, Z la céc khong gian tuyén tinh, F': X =3 Y

va G : Y = Z 1a hai 4nh xa da tri 16i. Chitng minh ring G o F' 1a 4nh xa

da tri 16i.

Ung v6i mbi ham s6 thuc ¢ : X — IR, & d6
R = [—00,+00] = RU {—00} U {+00}

la tap s6 thuc suy rong, ta c¢6 hai d4nh xa da tri sau day:
(1.6) epiv: X =2 R, (epip)(x)={pe R : pu>qp()} VeelX,

N

va
(1.7) hypoyp: X = IR, (hypoy)(z)={pec R : pu<epx)} VrelX
Nhéc lai rang ¢ dugc goi 12 ham [6i néu nhu

p((1 =t +t2?) < (1= t)p(at) +tp(z?)

v6i moi x, 22 € domyp := {r € X : p(x) < co}. Ta néi ¢ la ham Iom néu
nhu —¢ 1a ham 16i. (Theo dinh nghia, (—¢)(x) = —¢(z) véi moi = € X.)

Bai tap 1.1.6. Cho X la khong gian tuyén tinh. Ching minh rang ham
s6 ¢ : X — IR 1a 16i khi va chi khi epi¢ : X = IR 1a 4nh xa da tri 16i,
 1a ham 16m khi va chi khi hypo : X = IR la dnh xa da tri 16i.

Chiing ta két thdc muc nay v6i mot vai vi du vé cdc dnh xa da tri lién quan
dén cac bai toan t6i uu.
Vi du 1.1.4. Cho X,Y, Z la cic khong gian dinh chudn. Cho f : X x Z —
R U {400} 1a ham s6 thuc, g : X x Z — Y la ham vécto, K C Y la hinh nén
16i, déng; A C X la tap hop bat ky. Xét bai todn t6i uu phu thuoc tham so

(P,) min{f(z,2) : x € A, g(z,2) <k 0},

v <k ¥ =1y’ —y' € K.
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Tap hop
G(z) ={zeX :z€A, g(x,z) <k 0}

dugc goi 1a tdp rang budc (hay tdp han ché, tip chdp nhdn dugc) cua (B).
Ham so

o(z) == 1inf{f(x,2) : x € G(2)}
dugc goi 1a ham gid tri t0i uu (hay ham marginal) cua (P.). Tap

F(z) :={z € G(2) : f(z,2) = p(2)}

dugc goi la tdp nghiém cua (P,). Tap hop cac nghiém dia phuong cua (P,)
dugc ky hiéu la Fy(z). Nhu vay, £ € Fp(z) khi va chi khi ton tai 6 > 0 sao
cho f(x,z) > f(Z,z) v6i moi = € G(z) N B(z,9), 6 46 B(z,0) :={x € X :
|l — Z|| < 0} ky hiéu hinh cdu md& c6 tam tai & va ban kinh §. Ham gid tri
toi uwu ¢(-), dnh xa G(+), va cac anh xa nghiém F'(-), Fy(-) 1a nhitng d6i tugng
nghién ctu chinh trong ly thuyét 6n dinh trong t6i uu hod; xem Bonnans va
Shapiro (2000) va nhiing tai liéu dan trong d6. Trong ly thuyét d6 nguoi ta dua
ra nhitng diéu kién cén va da dé ¢, G, F va I lién tuc (theo mot nghia nao
dé) hodc kha vi (theo mot nghia nao d6), tiy thudc vao ciu tric cu thé clia 16p
bai toan (P,) dugc xét. Trong cdc chuong sau ching ta s& khao sat mot so diéu
kién kiéu do.

Mot trudng hop riéng clia bai todn t6i wu phu thudc tham s6 xét trong Vi du
1.1.4 1a bai todn quy hoach toan phuong phu thudc tham so.

Vi du 1.1.5. Cho cdc ma tran A € IR™ ", C' € IR**™ va ma tran d6i xing
D € IR™*™. Xét bai toan quy hoach toan phuong

1
(1.8) min {§xTD:c +c¢'z:xeRY, Az > b, Cx = d}

phu thuoc vao tham s6 z = (¢, b,d) € IR" x R™ x IR*. O day T ky hiéu phép
chuyén vi ma tran va vécto. Ky hiéu ham gi4 tri t6i uu, tap han ché, tap nghiém
va tap nghiém dia phuong cua (1.8) tuong tng boi p(c, b, d), G(b,d), Sol(c, b, d)
va loc(c, b, d). Tinh chat cia ham ¢ va cdc dnh xa da tri Sol(-), loc(-) phu thudc
khd nhiéu vao tinh chit cta ma tran D. Vi du nhu, n€u D 12 ma trdn xdc dinh
dwong (tic 12 v Dv > 0 v6i moi v € IR™ \ {0}) thi Sol(-) 1a dnh xa don tri,
lién tuc trén tap

dom G = {(b,d) € R™ x IR’ : G(b,d) # 0}.

Ngoai ra, loc(c, b, d) = Sol(c, b,d) véi moi (¢, b,d) € IR" x IR™ x IR®. Ching
ta luu y réng tinh chét Lipschitz clia dnh xa G(-) da dugc chi ra trong Dinh ly
1.1.1. C6 thé doc mot cach c6 hé thong cac két qua vé tinh én dinh nghiém cua
bai todn quy hoach toan phuong trong Lee, Tam va Yen (2005).
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Trong vi du sau day ching ta xét bai toan quy hoach 16i.

Vidu 1.1.6. Cho A C X la mot tap 16i va ¢ : X — IRU {oo} 1a mot ham 164,
¢ d6 X la khong gian dinh chudn. Xét bai todn quy hoach 16i

(P) min{p(z) : z € A}

Non tiép tuyén Ta(z) cia A tai £ € A dugc dinh nghia bdi cong thiic

Ta(z)={t(x—z) : x € A, t > 0}.
Non phép tuyén Na(Z) cla A tai £ € A duge dinh nghia nhu sau

Na(z) ={z* e X* : (z*,v) <0 YveTa(z)}
={zreX*: (5,2 —2) <0 VreA},

6 d6 X* ky hiéu khong gian d6i ngiu cua X va (a*,v) ky hiéu gid tri cua
phi€ém ham tuyén tinh z* € X* tai v € X. Néu T ¢ A, thi ta dat Na(z) = 0.
C6 thé ching minh ring T € A 1a nghiém cta (P) khi va chi khi
(1.9) 0 € 0p(Z) + Na(Z),
6 do

0p(z) ={z" € X* : (a*, 2 —T) < p(x) —o(T) Vre X}

12 dudi vi phdan (subdifferential) cia ¢ tai Z € domp = {z € X : p(z) € R};
xem loffe va Tihomirov (1979). bat

(1.10) F(z) = 0p(x) + Na(z) Vz € dome,

va F(x) = () v6i moi x ¢ dom . Khi d6 bao ham thic (1.9) trd thanh 0 € F(Z).
Vay viéc giai bai todn (P) dugc quy vé viéc tim nhiing diém Z € X thoéa man
bao ham thic 0 € F(z), tic 1a viéc tim cdc diém cdn bang (cac khong diém)
ctia anh xa F' cho bdi (1.10).

Hién nhién (1.10) 1a 4nh xa da tri ¢6 gid tri 16i. Tuy thé, n6 khong nhat thiét
la d4nh xa da tri 10i.
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Vidu 1.1.7. Cho X = R, A = [-1,1], ¢(x) = 0. Khi d6 dnh xa da tri

0 néuzx ¢ A
F(z) == 0p(z) + Na(z) = Na(z) = ;}OO’O] 11:;111 z - (_—11, 1)
[0, 00) néux=1

c6 d6 thi 1a tap diém to6 dam trong Hinh 2. Hién nhién gph F' khong phai Ia tap
16i.

Hinh 2

1.2 Tinh nuia lién tuc trén va tinh nua lién tuc duéi cua
anh xa da tri
Nhic lai ring mot ho cic tap con 7 C 2% clia tap hop X duoc goi 1a mot topo
trong X néu
O0er, Xer;
(ii) giao cua mot ho hitu han tuy ¥ cac tap thuoc 7 lai 1a mot tap thudc 7;
(iii) hop clia mot ho tuy y céc tap thudc 7 1la mot tap thuodc 7.

Céc tap thuoc T duoc goi 1a cdc tdp md. Phan bu trong X ctia mot tap mo
dugc goi 1a tap dong. Tap X duogc trang bi mot topd 7 duoc goi 1a mot khong
gian topo, va dugc ky hiéu boi (X, 7). Thay cho (X, 7), dé cho don gidn, nhiéu
khi ta chi viét X, néu topo 7 da dugc xdc dinh theo mot cdch nao d6. Néu
(X, d) 1a mot khong gian métric thi ta ky hiéu boi B ho cac hinh cdu mo&

B(z,e):={ye X : d(y,z) <e} (reX,e>0).
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Xét céc tap la giao ctia mot s6 hitu han cac tap thuoc B, va ky hiéu bsi 7 ho
céc tap c6 thé biéu dién du6i dang hgp clia mot ho tuy y cdc tap giao nhu vay.
Ta c6 7 1a mot topo trén X; d6 chinh 1a topd tuong tng véi métric d da cho trén
X.

Néu (X, 7) la mot khong gian topd va M C X 1a mot tap con tuy y thi
v ={UNM :Uer}

la mot topd trén M. Topo s duge goi 1a tdpé cam sinh cha M. Tap Uy :=
U N M duge goi 1a vét® cta U trén M.

Ta da biét ring né€u f : X — Y 1a 4nh xa don tri tir khong gian topo X vao
khong gian topo Y, thi f dugc goi 1a lién tuc tai T € X néu v6i mdi tap md V'
chaa f(z) (V 1a lan cdgn md cua f(z) trong topo cua Y) ton tai 1an can mé U
clia T sao cho

flx)yeV Vzel.

Ta néi f la lién tuc & trén X néu né 12 lién tuc tai moi diém thuoc X. Dé thay
rang f 1a lién tuc ¢ trén X néu, v6i méi tip mo V' C Y, anh nguoc

fﬁl(V) ={zreX: f(x) eV}

cta V la tap md trong X.

C6 thé m& rong khdi niém anh xa don tri lién tuc sang cho 4nh xa da tri theo
hai cdch khdc nhau. Két qua 1a ta thu dugc hai khéi niém c6 noi dung hoan toan
khéac nhau: 4nh xa da tri nira lién tuc trén va anh xa da tri nta lién tuc dudi.
Theo Aubin va Frankowska (1990), hai khai niém nay da dugc B. Bouligand va
K. Kuratowski dua ra nam 1932. Ngay nay, nhiéu khi nguoi ta ding cdc cum tir
“anh xa da tri nua lién tuc trén theo Berge” va “dnh xa da tri nua lién tuc dudi
theo Berge” dé chi hai khdi niém nay, vi ching dugc khao sat khd k§ trong mot
cuon chuyén khao cta C. Berge (1959).

Cho F': X 3 Y la anh xa da tri tir khong gian top6 X vao khong gian topd
Y.

Dinh nghia 1.2.1. Ta néi F' 1a mia lién tuc trén tai T € dom F' néu v6i moi tap
mé V C Y théa man F(z) C V ton tai lan can mé U cla Z sao cho

F)cV Vzel.

Néu F 1a nira lién tuc trén tai moi diém thuoc dom F', thi F dugc goi la nira
lién tuc trén & trong X.

STNTA: trace.
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Pinh nghia 1.2.2. Ta né6i F' 1a nia lién tuc dudi tai T € dom F' néu v6i moi tap
md V C Y théoa man F(Z) NV # ) ton tai lan can mo U cha Z sao cho

Fx)NnV #0 VYxeUndomF.
Néu F 1a nta lién tuc duéi tai moi diém thudc dom F, thi F' duogc goi 1a nira
lién tuc dudi & trong X.

Pinh nghia 1.2.3. Ta néi F' 1a lién tuc tai T € dom F' néu F' dong thoi 1a nta
lién tuc trén va nita lién tuc duéi tai . Néu F 1a lién tuc tai moi diém thuoc
dom F', thi F' dugc goi la lién tuc & trén X.

Vi du 1.2.1. Anh xa da tri
{0} néu z <0

F(z)=< [-1,1] néu z=0
{1} néu z >0

tr IR vao IR la ntlra lién tuc trén & trong IR, nhung khong la nira lién tuc dudi
tai Z = 0. Nhu vdy, F khong phai 1a anh xa lién tuc & trén IR.

=¥

Hinh 3

Vi du 1.2.2. Anh xa da tri

~ [1[0,1] néu xz#0
F(x)_{{()} néu z=0

khong phai 1a anh xa lién tuc & trén IR, vi F' chi la ntra lién tuc dudi tai & = 0,
chit khong 1a nira lién tuc trén tai diém do.
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Vi du 1.2.3. Anh xa da tri

Fz) = [0,1]  néu x la s6 hitu ty
| [~1,0] néu z1aso voty

khong phai 1a dnh xa lién tuc & trén IR; hon thé, F' khong la ntra lién tuc trén
va cling khong 12 nira lién tuc dudi tai bat cit diém Z € IR nao.

Bai tap 1.2.1. Ching minh rdng dnh xa don tri f : X — Y tir khong
gian top6 X vao khong gian topo Y 1a lién tuc tai Z khi va chi khi 4nh xa
F : X =Y cho bdi cong thic F(z) = {f(x)} 1a nra lién tuc trén (hoac
nta lién tuc dudi) tai z.

Hinh 4

Bai tap 1.2.2. Chodnh xadatri F': X — Y, 3d6 X va Y la cdc khong
gian topo. Chiing minh rang:

(a) F la ntra lién tuc trén 6 trong X khi va chi khi nhdn
F~(V):={z €domF : F(z) CV}
clia mot tap mé bat ky V' C Y 1a tdp md trong topo cam sinh ciia dom F.

(b) F' 1a ntra lién tuc dudi 6 trong X khi va chi khi dnh nguoc
FYV):={z €domF : F(z)NV # 0}

clia mot tap mé bat ky V' C Y 1a tap md trong topd cam sinh clha dom F;
xem Hinh 4.

Bai tap 1.2.3. Hay ching t6 ring 4nh xa da tri
F(x) =co{sinz,cosz}

tir IR vao IR 1a lién tuc & trén IR.
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Nhéc lai rang ham s6 ¢ : X — IR U {+oco} xdc dinh trén khong gian topo X
duoc goi 1a nilra lién tuc dudi tai Z € dom ¢, & d6

(2.1) domp ={z € X : ¢(x) < o0}

ky hiéu mién hitu hiéu clha ¢, néu v6i moi € > 0 ton tai lan can m6 U cla T
sao cho
o(x) = () —e Voel.

Ham ¢ dugc goi 1a nira lién tuc trén tai Z € dom ¢ néu v6i moi € > 0 ton tai
lan can mé U cha Z sao cho

o) < p(x)+e Vrel.
Néu X la khong gian métric, thi diéu kién thit nhat c6 thé viét du6i dang

liminf ¢(z) > p(7),

Q-
Qu
[oN

liminf ¢(x) := inf {'y € R : dz, — T, klim o(zg) = ’y}.

r—T

Tuong tu, diéu kién thit hai c6 thé viét du6i dang

limsup p(z) < ¢(2),

r—x

Qs
Qu
[@N

lim sup ¢(x) := sup {’y €R : dxy — x, klim p(z) = 'Y}-

T—T
Bai tap 1.2.4. Cho ¢ : X — JRU {400} 1a ham s6 thuc x4c dinh trén
khong gian topoé X. Ching minh ring:

(a) o 1a nira lién tuc dudi tai & € dom ¢ (xem (2.1)) khi va chi khi d4nh xa
da tri epi ¢ (dd dugc dinh nghia trong Muc 1.1) 1a nira lién tuc dudi tai z.

(b) ¢ 1a nira lién tuc trén tai £ € dom ¢ khi va chi khi d4nh xa da tri hypo ¢
(da duoc dinh nghia trong Muc 1.1) 1a nira lién tuc trén tai Z.

Dinh 1y co ban vé su ton tai nghiém cia cdc bai toan t6i wu dugc phat biéu nhu
sau.

Pinh ly 1.2.1 (Dinh 1y Weierstrass). Cho X # 0 la khong gian tép6 compdc.
Néu ¢ : X — IR la ham s nita lién tuc dudi ¢ trong X, thi bai todn

(2.2) min{p(z) : z € X}
c6 nghiém. Néu o la ham so nia lién tuc trén ¢ trong X, thi bai todn

(2.3) max{p(z) : z € X}
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c6 nghiém.
Chitng minh. Ta chi can ching minh khang dinh thd nhat, vi ham ¢ 1a nira
lién tuc trén khi va chi khi ham (—¢p)(x) := —¢(x) 1a ntra lién tuc dudi, va &

l1a nghiém cta (2.3) khi va chi khi Z 1a nghiém cta bai toan
min{(—¢)(z) : z € X}.

Nhic lai ring khong gian topd X dugc goi 1a compidc néu tr méi phi mo
{Uq}aca cia X c6 thé trich ra mot phli con hitu han, tdc 1a ton tai cdc chi s6
{ai,...,as} C A sao cho

X:O%r
=1

Gia st X 1a khong gian compic, X # (), ¢ : X — IR 1a ham s6 nira lién tuc
duéi & trong X. Ta cln chimg minh rang (2.2) c¢6 nghiém, tic 1a ton tai T sao
cho

(2.4) ©(z) = min{p(z) : v € X}.

Gia su phan ching: Khong c¢6 Z nao thdéa man (2.4). bat v = inf{p(z) : x €
X}. Néu v = —oo thi ta dat

QU ={reX :px)>-k} (k=1,23,...).
Do ¢ la ntra lién tuc dudi & trong X nén, v6i moi k, () 1a tip md. DE thdy ring

o0
X = U Q. Vay {Q ey 12 pht mé cha X. Do X 1a khong gian compic va
k=1 _
do {2} 1a ho tap 16ng nhau, nén ton tai £ € IV sao cho X = (. Khi d6 ta
phéi c6 v > —k, trai v6i gia thiét v = —oo. Bay gio ta xét truong hop v € IR.
Véi méi k € IN ta dat

1
Qk:{xeX s () >’y+2}.
Dé thdy rang { }repv 12 phit mé cia X (do khong ¢6 T € X ndo thdoa mén
(2.4)) ma tir d6 ta khong thé trich ra mot pht con hitu han ndo. Vay X khong 1a
khong gian topd compic, trai v6i gia thiét. Dinh ly da dugc ching minh. O
Nhac lai ring khong gian topo X dugc goi 1a lién thong (hay lién thong topo)
néu khong ton tai hai tap m& U,V khdc rébng nao trong X sao cho UUV =
X, UNV = (). Ta biét rang dnh xa don tri lién tuc béo ton tinh lién thong. Cu
thé hon, ta ¢6 dinh 1y sau.
Dinh 1y 1.2.2. Cho f : X — Y la dnh xa lién tuc tir khong gian topo lién thong
X vao khéng gian tép6é Y. Khi do

ree f = {f(z) : 2 € X},
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Xét Vi topo cdm sinh i topé cua 'Y, la khong gian lién thong.

Chitng minh. Lap luan bang phuong phédp phan ching, ta gia st rang M :=
rge f khong phai la khong gian lién thong. Khi d6 ton tai cic tap ma U, V' trong
Y sao cho

(2.5) Uy UV =M, UunVy=0, Uu#0, Vu#0,

6d6 Uy :=UNM va Vi : =V N M la cic vét cta cic tap U va V trén M.
Dit
Xi= U ={zeX : f(x) e U,

Xo=f'V)={zeX : f(x)eV}.

Ta cé:

(1) X1, X2 la cac tap mo trong X;

(i) X1 # 0, Xo # 0

(iii) X, U Xy = X;

1v) X1 N X9 = 0.

That vay, do f la lién tuc, U va V 1la md, nén X; va Xo la md. Vi
Uy =Unrgef =Un{f(z) : x € X} khac rong, nén tén tai z € X sao
cho f(x) € U. Vay X; # . Tuong tu, Xy # (. Lay tuy y 2 € X. Do
f(z)ergef=MvadoUyUVy =M, tacéd f(x) € Uy hoac f(z) € Viy.
Néu f(z) € Ups thi f(z) € U; do d6 = € X;. Néu f(z) € Vs thi z € Xo.
Ta da ching minh rang (iii) nghiém ding. Néu ton tai x € X; N X, thi ta ¢6
f(z) € U va f(z) € V. Hién nhién la f(z) € M. Do d6 f(x) € Up va
f(x) € V. Vay ta ¢6 Uy N Vyy # (), mau thuan véi (2.5). Tinh chat (iv) da
dugc chiing minh. Tir (i)—(iv) suy ra rang X khong lién thong, trai véi gia thiét
cta dinh ly. Vay rge f phai 1a khong gian lién thong. O

Dinh 1y sau day chi ra rang ca dnh xa da tri nira lién tuc trén 1an 4nh xa da
tri nira lién tuc dudi déu bao ton tinh lién thong. Mot tap con cua khong gian
topd dugc goi la lién thong néu, khi xét v4i topd cam sinh, nd 1a khong gian
topo lién thong.

Dinh 1y 1.2.3 (xem Warburton (1983)). Cho F : X =Y la dnh xa da tri giita

cdc khong gian topé sao cho, véi moi x € X, F(x) la tdp lién thong (cé thé
rong). Khi do:

(a) Néu F la dnh xa nita lién tuc trén o trén X va néu dom F' la tdp lién thong,
thi rge F' la tdp lién thong.

(b) Néu F la dnh xa nita lién tuc dudi ¢ trong X va néu dom F la tdp lién
thong, thi rge F' la tdp lién thong.
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Chitng minh. (a) Gia st rdang F' 1a nira lién tuc trén & trong X, dom F' 1a lién
thong, va F(x) 1a lién thong v6i moi x € X. D€ ching minh bang phan ching,
ta gia st rang M := rge F' khong 1a lién thong. Khi d6 ton tai céc tap mo U,V
cia Y thoéa mén (2.5), 6d6 Uy :=UNM va Vy; .=V N M. Dat
X1 =F (U)={zedomF : F(z) CU},
Xo=F (V)={x €domF : F(z) C V}.
Cac tinh chit sau nghiém didng:
(1) X1, X2 1a cac tap mo trong topd cam sinh cia dom F
(ii) X1 # 0, Xo # 0;
(iii) X7 U X9 = dom F;
(v) X1 N Xy = 0.
That vay, tinh chat (i) dugc suy ra tir khang dinh (a) trong Bai tap 1.2.2. Do

Uy=UnNrgeF=UnN (U F(m))

zeX
khdc r6ng, ton tai * € X sao cho F(x) NU # (. Néu F(z) NV # () thi
tir (2.5) suy ra F'(z), xét v6i topo canh sinh tir topo cua Y, khong 1a khong
gian lién thong; trdi voi gia thi€t. Vay F(z) NV =0 . Do F(z) C M va do
Uy UV =M, tacéd F(z) C U, tie 1a 2 € X;. Ta da ching to rang X # ().
Tuong tu, Xy # (). Lay tuy ¥ € dom F. Do F(z) # 0 va F(z) C M, ta c6
F(z) NUpy # 0 hoac F(x) NV # (. Néu trudng hop thit nhat xdy ra, thi do
Iy luan da trinh bay & trén, ta ¢ x € Xj. Néu truong hop thit hai xay ra thi
ta c6 x € Xo. Vay dom F' C X U Xy, tiic 1a (iii) nghiém ddng. Néu ton tai
z € X1 N X5y thi ta co

F(x)#0, F(z)cU, F(z)cVW.

Do F(x) C M,tac6d F(x) C Uy vaF(z) C Vy. ViF(z) # () nen Up NV #
(0, trai v6i (2.5). Vay ta c6 X1 N Xy = (). Céc tinh chat (i)—(iv) da dugc ching
minh. Tu d6 suy ra dom F, xét vGi topd cam sinh tr topod cua X, khong phai
la khong gian lién thong; trdi véi gia thiét. Tém lai, rge F' 1a khong gian lién
thong.

(b) Gia str ring F 1a nira lién tuc dudi & trong X, dom F' 1a lién thong, va
F(z) la lién thong v6i moi = € X. Néu M := rge F' khong lién thong, thi ton
tai cac tap mo U, V ctia Y thoéa man (2.5), 6 d6 Uy, := UNM va Vi, := VM.
Dt

X, =FYU)={zxcdomF : F(x)NU # 0},
Xo=F1V)={zcdomF : F(z)NV # 0},

ta c6 thé chiing to ring céc tinh chat (i)—(iv) liét ké trong phan chitng minh trén
nghiém ddng. T d6 suy ra rang dom F' khong lién thong, trdi véi gia thiét.
Vay rge I 1a tap lién thong. O
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Bai tap 1.2.5. Trinh bay chiing minh chi tiét khang dinh (b) ctia dinh ly
trén. Xay dung vai vi du don gidn dé ching t6 ring m6i mot gia thiét

(1) dom F' 1a tap lién thong

va

(ii) F'(z) 1a tap lién thong v6i moi © € X

trong khing dinh (b) ctia Dinh 1y 1.2.3 14 khong thé bd duoc (trong khi
cac gia thiét khac van dugc giit nguyén).

Bai tap 1.2.6. Cho F : X =2 Y va G : Y == Z tuong ung la cac anh xa
da tri ntra lién tuc dudi 6 trong X va dtréen Y, 6 d6 X, Y va Z 1a céc
khong gian topd. Ching minh rang dnh xa tich G o F' 1a nira lién tuc dudi
& trong X.

Bai tap 1.2.7. Cho F': X =2 Y va G : X =2 Y la cac anh xa da tri gifta
céc khong gian tuyén tinh topo. Chiing minh ring néu F' va G 1a nira lién
tuc duéi & trong X, thi dnh xa F' 4+ G : X =2 Y dugc cho bdi cong thic

(F+G)(z)=F(x)+G(z) (VxeX)
cling 1a ntra lién tuc duéi & trong X.

Bai tap 1.2.8*. Khao sét cac tinh chat tuong tu nhu nhitng tinh chat néi
trong cdc Bai tap 1.2.6 va 1.2.7 d6i vé6i dnh xa da tri nua lién tuc trén.

Bai tap 1.2.9. Cho X, Y la cic khong gian topo, F' : X = Y 1a anh
xa da tri ntra lién tuc trén & trong X. Ching minh ring néu F' c6 gia tri
compdc (tic 12 F(x) 1a compic v6i moi x € X) va dom F' 1a tap compc,
thi rge F' 1a tap compic.

Bai tap 1.2.10*. Khdo sat tinh chét “bao toan tinh compac” néi trong Bai
tap 1.2.9 d6i v6i dnh xa da tri nlra lién tuc dudi.

Ngoai khai niém anh xa da tri ntra lién tuc trén néi trong Pinh nghia 1.2.1,
nguoi ta con xét khdi niém 4nh xa da tri nia lién tuc trén theo Hausdorff. Anh
xadatri F': X =2 Y tr khong gian topd X vao khong gian métric Y dugc goi
1a nita lién tuc trén theo Hausdorff tai & € dom F' néu véi moi € > 0 ton tai lan
can m6 U cla T sao cho

F(z) Cc B(F(z),e) Yz eU,

Qs
Qu
[@N

B(F(z),e) :=={y €Y : d(y, F(2)) <e}
voi d(y, F(Z)) :== inf )d(y, z) ky hiéu khoang céch tir y dén F'(z). Néu F' la
zeF(x
nira lién tuc trén theo Hausdorff tai moi diém thuoc dom F', thi ' duoc goi la
ntra lién tuc trén theo Hausdorff & trén X. RO rang 1a tinh ntra lién tuc trén theo

Berge (xem Dinh nghia 1.2.1) kéo theo tinh ntra lién tuc trén theo Hausdorff.
Diéu nguoc lai khong ding.
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Bai tap 1.2.11. Pat X = R, Y = R?, F(z) = {(=, ﬁ)} néu z # 0 va
F(z) = {0} x [0,400) néu & = 0. Hay ching to ring F': X =2 Y la nla
lién tuc trén theo Hausdorff & trén X, nhung khong la nira lién tuc trén
(theo Berge) & trén X.

by,

Hinh 5

Tinh lién thong ctia mién hitu hiéu néi chung khong dugce bao toan qua dnh
xa da tri nira lién tuc trén theo Hausdorff. Vi du sau day sé ching to diéu do.
Vidy 1247, Pat X = R, Y = R% F(z) = {(z,2)} néu z # 0 va
F(z) = {0} x R néu z = 0. Khi d6, F : X =2 Y la ntra lién tuc trén theo
Hausdorf & trén X, dom F' = IR 1a khong gian lién thong, F'(x) 1a lién thong
v6i moi x, nhung

reer ={ (7)o <o} u (0} x ®) u{(0]) 2 >0}

khong 1a tap lién thong (n6 goém 3 thanh phén lién thong).

1.3 Dinh ly Kakutani

Dinh ly Kakutani (1941) 12 mot dinh ly diém bat dong quan trong duoc thiét
lap cho 4nh xa da tri nla lién tuc trén. Chiing ta tim hiéu ching minh chi tiét
ctia dinh 1y nay dé hiéu sau hon y nghia clia céc tinh chat nira lién tuc trén va
ntta lién tuc dudi cua dnh xa da tri duoc xét trong muc trudc.

Vi du nay thuoc vé Nguyén Mau Nam. Hiéu qui twong tur ciing dat dugc vé6i 4nh xa da tri
ndi trong Bai tdp 1.2.11, mot dang cai bién cia dnh xa F' & day.
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Phdn hoach don vi:

Cho ¢ : X — IR la ham s6 thuc xdc dinh trén khong gian topo X. Gid
(support) cua 1 duoc ky hiéu badi supp ¢, va duoc xdc dinh bdi cong thiic

suppy = {z € X : ¢(z) # 0},
& @6 M ky hiéu bao déng clia tap M.

Pinh 1y 1.3.1 (xem Rudin (1976), tr. 251). Cho K la khéng gian métric compdic,
{Vataea la mot phit mo ciua K. Khi dé ton tai cdc ham lién tuc 1y : K — IR
(1=1,2,...,8) sao cho

@ 0<Y(z) <1 Veek, VYie{l,...,s}h
(b)Y i(z) =1 VzeK;
i=1

(c) Véi moi i € {1,...,s} ¢6 ton tai o € A sao cho suppi); C V.
Ho ham lién tuc {¢;}i—1 s c6 cédc tinh chat (a)~(c) dugc goi 1a mot phdn
hoach don vi tuong thich v6i phtt m& {V,, }aea.
Tir Dinh 1y 1.3.1 ta rdt ra hé qua sau day.

Hé qua 1.3.1. Gid sit {); }i=1,.. s la mot phan hoach don vi tuong thich vdi phii
mo {Va}aca. Véi moi ham lién tuc f : K — IR ta c6

Fl@) =" i(x)f(),
=1

0 dé cdc ham

fi(x) =) f(z) (i=1,...,5s)
la lién tuc trén K va véi moi i € {1,...,s} ton tai o € A sao cho gid cia ham
fi nam trong V,.

Chitng minh Dinh 1y 1.3.1:
V6i méi x € K ta chon dugc chi s6 a,, € A sao cho z € V,,. DoV, 1a
tap mo, ton tai p, > 0 sao cho

B(z,pz) C Va,.

Ho céc hinh cdu mé {B(z, &)}

ser 12 mot phtt mé cia K. Do K la khong
12
, T

gian compic, ton tai cdc diém x ,-..,x°% € K sao cho

(3.1) KcB(xl,%)u...uB(xS,p;S).
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Do
B(a', %) € B(a', py) © B, py0),

ton tai ham lién tuc ¢; : K — [0, 1] sao cho

gi(x) =1 Yz e B(a', p;)

@i(x) =0 Voe K\ Bz pyi).
(Chidng ta nhac lai rang néu M; va M, 1a hai tap dong khong giao nhau trong
khong gian métric compac X thi ton tai ham s6 lién tuc ¢ : X — [0, 1] sao cho

o(z) =1 v6i moi z € M; va p(z) = 0 v6i moi x € M,. Khang dinh d6 suy
ra tr B6 dé Urysohn (xem Kelley (1957), Chuong 4). Dat ¢y = ¢ va

wl+1:(1_(p1)(1_¢2)@l+1 (VZ:1,2,,8—1)

Hién nhién cdc tinh chat (a) va (c) nghiém ding v6i ho ham {¢;}i—1,. s via
chon. R& rang dang thiic

(3:2) P+ FYi=1-(1—p1)...(1-¢)

ding v6i ¢ = 1. Néu (3.2) ding véi chi s6 i < s, thi ta cé
Y1+ Y+ i
=1-(1=p1)... =)+ 1 —¢1)...(1 —pi)pit1
=1-(1—-¢1)...(1=i)(1 = pis1);

tiic 12 (3.2) dding ca khi ¢ dugc thay bang 7 + 1. Vay ta ¢6

S S
(3.3) > i(e) =1-JJ(1 - @i(x))
i=1 i=1
v6i moi x € K. Do (3.1), v6i mdi z € K ton tai chi s6 j € {1,...,s} sao cho

r € B(a/, %) Do d6 p;j(x) = 1. Tir (3.3) suy ra

Zwi(x) =1.

Vay tinh chat (b) da dugc kiém ching. O



30 1. Tinh lién tuc cua dnh xa da tri

Anh xa da tri hémi lién tuc trén:

Gia sit X 1a khong gian métric, Y 1a khong gian dinh chudn, F': X = Y
la d4nh xa da tri . V6i méi p € Y*, & d6 Y™ 1a khong gian d6i ngau cla Y, va
v6i méi x € X ta dat

Cr(p,x) = sup{(p,y) : y € F(z)}.

(Theo quy udc, sup() = —oo, inf () = +00). Ham s6 hai bién Cp(p, z) dugc
goi 1a ham tua cua cta F.

Ménh dé 1.3.1 (xem Aubin va Frankowska (1990), Hé¢ qua 2.6.1). Gia sit
F: X =Y la nia lién tuc trén & trong X, cé gid tri compdc yéu, khdc rong;
Y duogc xét véi topo yéu. Khi dé, véi moi p € Y™, ham sé

la nita lién tuc trén ¢ trong dom F'.

Chitng minh. Gia sit F' ¢6 céc tinh chét nhu trong phdt biéu clia ménh dé, va
p € Y* 1a vécto cho trude. Ta can ching t6 rang v6i moi & € dom F va & > 0
ton tai lan can mé U cua T € X sao cho

Cr(p,z) < Crp(p,z)+e¢ Vxel.

Do F(Z) la compéac yéu va khéc réng, ton tai § € F(z) sao cho Cp(p,T) =
(p,y). Dat
V={yeY : (py) <{py) +e}

Ta ¢6 V 1a lan can m& yéu chida F(Z). Vi F 1a nua lién tuc trén tai Z (Y dugc
xét v6i topd yéu), ton tai lan cdn md U cla & sao cho F'(U) C V. Khi d6, véi
moéi x € U ta c6

Cr(p,z) =sup{(p,y) : y € F(z)}
yy+e  (do F(z)CV)

b,
Cr(p,z) +e.

/Al

Ménh dé da dugc ching minh. O

Pinh nghia 1.3.1. Anh xa da tri FF: X =3 Y tu khong gian métric X vao
khong gian dinh chudn Y dugc goi 1a hémi lién tuc trén tai z € dom F' néu véi
moi p € Y* ham s6 Cp(p,-) 1a nira lién tuc trén tai z. Ta néi F' 1a hémi lién
tuc trén & trong X néu né 1a hémi lién tuc trén tai moi diém thuoc dom F.

Ménh dé 1.3.1 da chi ra diéu kién di d€ mot 4nh xa da tri 12 hémi lién tuc
trén.



1.3. Dinh ly Kakutani 31

Bt ddng thitc Ky Fan:

Nguyén 1y bién phan Ekeland (1974) va dinh 1y sau day la nhiing cong cu
manh dé nghién citu nhiéu van dé trong giai tich phi tuyén va t6i uwu hod.

Pinh ly 1.3.2 (Bit ding thitc Ky Fan, 1972). Cho K la tdp 16i, compdc trong
khong gian Banach X, ¢ : K x K — IR la ham s6 thda mdn cdc diéu kién:

() Yy € K, ¢(-,y) la ham s6 nita lién tuc dudi;
(ii) Vz € K, ¢(x,-) la ham lom;
(iii) Yy € K, ¢(y,y) < 0.
Khi do, ton tai T € K sao cho
Vye K, ¢(Z,y) <O0.

Nhan xét 1.3.1 (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 80). Dinh 1y 1.3.2 van
ding néu thay cho khong gian Banach X ta xét mot khong gian tuyén tinh topo,
16i dia phuong, Hausdorff. (Vi du nhu X 1a mot khong gian Banach xét véi
topo yéu.)

Chitng minh Dinh 1y 1.3.2:

TruGe hét, ching ta ching minh dinh 1y cho truong hop X 1a khong gian
Banach hitu han chiéu. Ta sé& chiing minh bing phuong phdp phan ching. Gia
str rang két luan cua dinh 1y khong didng, tic 1a

(3.4) Ve € K Jy € K sao cho ¢(z,y) > 0.
Vé6i méi y € K, dat
Uy={z e K : ¢(zx,y) >0}
Vi ¢(-,y) 1a ham s6 nura lién tuc dudi, nén U, 1a tap md trong topo cam sinh

cua K. R& rang tir (3.4) suy ra rang {Uy}, . ;- 12 mot phit mé clia K. Do K la
compdc, ton tai y1, 9o, ...,yr € K sao cho

k
K cJu,.
j=1

Theo Pinh 1y 1.3.1, ton tai phan hoach don vi {¢;};=1,. s cia K tuong thich
v6i pha m6 {Uy, },_; . Tic la

v: K —[0,1 (i=1,...,s)
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S
la nhitng ham lién tuc, sz(x) =1véimoiz € K vavéimoéiic {l,...,s}
i=1
ton tai j(i) € {1,...,k} sao cho

supp ¢; C Uy, , -

Xét anh xa f : K — K cho bdi cong thic
S
=> di@)ye (Vz e K).
i=1

(Vi K 1a tap 16i, y;(;) € K v6i moi 4, ¥;(x) = 0 v6i moi i, va 3 7, ;(z) = 1,
nén f(z) € K v6i moi x € K.) Do ¢;(-) (i = 1,...,s) la cdc ham lién tuc,
f(z) 1a dnh xa lién tuc. Theo Dinh Iy diém bét dong Brouwer ton tai y € K
sao cho
y=f@.
Do gia thiét (i),
v(©,9) =»(,[(H)
¢ (5, 2251 Yi()yj0))
Zz 1 iy )<p(y y]())

(3.5)

WV ||

Dat
I(y) ={ie{l,....s} : ui(y) > 0}

Vi Zlﬂi(ﬂ) = 1nén I(y) # (). Ngoai ra, ta c6

(3.6) S b @e@ vio) = Y Y@@ y56) >0
=1

1€I1(g)
boi vi néu i € I(y) thi ¢;(y) > 0, do d6
yesuppyy; C Uy, ={z € K : o(z,y;;)) > 0}.

(Tt tinh chat viet & dong trén suy ra (Y, y;;)) > 0.) Két hop (3.6) véi (3.5) ta
dugc ©(y,y) > 0, mau thuan véi gia thiét (111)

Bay gio ta xét truong hop X 1a khong gian Banach bat ky va K 1a tap con
16i, compic, khac réng cia X. Ta c¢6 Dinh Iy diém bat dong Schauder (xem
Holmes (1974), tr. 101) sau day: “Cho A la tdp loi dong khdc rong trong khong
gian dinh chudn X, f : A — K la dnh xa lién tuc tir A vao tdp con compdc
K C A. Khi dé f cé diém bdt dong trong K. Lap lai chiing minh trén va ap
dung Pinh ly diém bét dong Schauder thay cho Dinh 1y diém bat dong Brouwer,
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ta s& chi ra dugc sy ton tai cha diém z € K c6 tinh chat ¢(7,y) < 0 véi moi
ye K. O

Dinh 1y vé su ton tai diém cdn bdng:

Ta nhic lai ring néu K 12 mot tap 16i trong khong gian tuyén tinh topo X
thi nén tiép tuyén Ty (x) cua K tai © € K dugc cho bdi cong thiic

Tk(z) ={tly—=z) :ye K, t>0}
= cone (K — x),

& d6 cone M := {tz : z € M} la hinh nén sinh b&i M va M 1a bao déng cla
M. Né6n phdp tuyén Ng(x) cla K tai = 1a nén d6i ngdu am cla Tx (), tic 1a

Nk(z) = (Tk(2))"
={z* e X*: (z%,v) <0 YveTg(z)}.

Pinh nghia 1.3.2. Cho F': X = X, § d6 X la khong gian Banach, 1a dnh xa
c6 gia tri dong (c6 thé réng). Tap 16i K C dom F dugc goi 1a mot mién viing®
cta F' néu

Fx)NTk(x) #0 VzeK.

Pinh ly 1.3.3 (The Equilibrium Theorem - Dinh 1y vé su ton tai diém can bang).
Cho X la khong gian Banach va F' : X = X la dnh xa da tri hémi lién tuc
trén ¢ trong X, cé gid tri 16i déng. Néu tdp 16i compdc khdc rong K C dom F
la mot mién viing cia F thi K chita it nhdt mot diém cdan bdang ciia F, tic la

dz € K sao cho 0 € F(T).

Nhan xét 1.3.2. Néu dnh xa da tri G : K = X 1a hémi lién tuc trén & trong K
va c6 gia tri 16i dong, thi danh xa F': X = X cho bdi cong thic

o= {3 ek

cling ¢6 nhitng tinh chit d6. Vi thé Dinh 1y 1.3.3 dp dung dugc ca cho nhiing
dnh xa da tri chi xdc dinh & trén K.

Chitng minh Dinh 1y 1.3.3:

Dé chiing minh bing phuong phép phan ching, ta gia st rang F: X = X
la 4nh xa da tri théa man céc gia thiét cua dinh 1y, K C dom F' 1a moOt mién
vitng 16i, compéc, khac rong cua F', nhung v6i moi x € K ta déu c6 0 ¢ F(x).

STNTA: viability domain.
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V6i méi z € K, do F(x) la 16i dong va 0 ¢ F(x), st dung Dinh 1y tich
céc tap 16i (xem Rudin (1991), Dinh 1y 3.4) ta tim dugc p € X* sao cho

sup (p,y) <0,
yeF (x)

hay
Cr(p,x) <O0.

Véi mbi p € X* ta dat
Up={re K : Cp(p,xz) <0}
Do lap luan trén,
Ve e K dp € X* sao cho z € U,.

Vay ho {Up}pe ++ 12 mot phit mé ciia K. (Ching ta nhan xét rang vi F' 1a héemi
lién tuc trén 6 trong X nén Cr(p,-) 1a ham s6 nta lién tuc trén & trong X. Do
d6 U, 1a tap md trong topod cam sinh cta K.) Vi K la compic, ton tai cic phan
tlt p1,p2,...,pr € X* sao cho {U,, }j:Lm’k 1a mot phit m& hitu han cla K.
Theo binh ly 1.3.1, ton tai phan hoach don vi {¢;}i=1,.. s trén K tuong tng voi
pht m& dy. Khi d6, v6i méi i € {1,...,s} ton tai j(i) € {1,...,k} sao cho

supp ¢ C Up, ;-

Xét ham s6 ¢ : K x K — IR cho bdi cong thic
S
o(z,y) =D (@) (P, — y).
i=1

RO rang la:
(i) Vy € K, ¢(-,y) la ham s6 lién tuc;
(ii) Vz € K, ¢(x,-) 1a ham s6 aphin (do d6 la ham 16m);
(iii) Yy € K, ¢(y,y) = 0.
Vay cédc gia thiét cua Dinh 1y 1.3.2 dugc thoa mséin. Do d6 ton tai T € K sao
cho v6i moi y € K ta c6 p(z,y) < 0. Datp = Zwi(f)pj(i) va dé y ring
i=1
s
0=p(Ty) = ¢i@pj,T—y)
i=1

=P,z -y)
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véi moi y € K. Vi
Py—2)20 VyeK
nén ta c6
(3.7) —p € (Tk(z))" = Nk(2).
Vi K 1a mién vitng ctia F, nén ton tai
ve F(z)NTk(z).
Do d6, luu y dén (3.7) ta cé
Dt
I(z)={i1e{1,...,s} : ¥i(z) > 0}.
S
Vi) i(7) =1 va1(Z) > 0 v6i moi 4, nén I(z) # 0. V6i méi i € I(z), do
i=1
1i(Z) > 0 nén
T esuppyy; C Up, .
Tir d6 suy ra

Cr(B,7) =sup {{(X;_; ¥i(D)pja)y) = y € F(2)}
< Dienz) Yi@)Cr(pj(), 2)
< 0.
Diéu nay mau thuin véi (3.8). Dinh 1y da duoc ching minh. O
Nhan xét 1.3.3 (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 84). Dinh 1y 1.3.3 van
ding khi X 1a mot khong gian tuyén tinh topo, 16i dia phuong, Hausdorff.

Dinh 1y diém bdt dong Kakutani:

Dinh 1y sau 1a dang m& rong ca dinh 1y diém bat dong Kakutani (xem Dinh
1y 1.3.5 duéi day) tir truong hop cac khong gian hitu han chiéu sang truong hop
khong gian vo han chiéu.

Pinh ly 1.3.4 (Dinh 1y diém bat dong Ky Fan, 1972). Cho K la tdp 16i, compdc,
khdc rong trong khong gian Banach X. Cho G : K = K la dnh xa da tri hémi
lién tuc trén ¢ trong K, ¢é gid tri 16i, dong, khdc rong. Khi dé, ton tai & € K
sao cho & € G(T).

Chimg minh. Dat F(z) = G(x) — 2. T cdc gia thiét dat trén G suy ra rang
F : K = X la 4nh xa da tri hémi lién tuc trén, cé gia tri 16i, déng, khac rong.
Ngoai ra, ta c6

(3.9 Flz)=G(z)—rCK -z CTg(x)
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véi moi z € K. Vi F(x) # 0 v6i moi x € K, nén tir (3.9) suy ra tap 16i K 1a
mién viing ctia F. Theo Dinh 1y 1.3.3, ton tai € K sao cho 0 € F(z). Tic la
ton tai T € K sao cho z € G(z). O
Két qua sau day suy ra truc ti€p tir Dinh 1y 1.3.4 va Ménh dé 1.3.1.
Pinh ly 1.3.5 (Dinh 1y diém bat dong Kakutani, 1941). Cho K C IR" la tdp 16i,
compdc, khdc réng. Cho G : K = K la dnh xa da tri nita lién tuc trén & trong
K, ¢6 gid tri 161, dong, khdc rong. Khi dé, ton tai T € K sao cho T € G(I).
Bai tap 1.3.1. bat K = [0,1] C IR. Hay xay dung cdc 4nh xa da tri
G : K = K thich hgp dé ching t6 ring néu trong khi phat biéu Dinh 1y
1.3.5 ta bo di mot trong céc diéu kién sau (nhung van gilt nguyén ba diéu
kién con lai), thi két luan cta dinh 1y khong con ding nita:
(i) G la anh xa ntra lién tuc trén & trong K
(ii) G ¢6 gia tri 16i;
(iii) G c6 gia tri dong;
(iv) G ¢6 gi4 tri khéc rong.

(Goi y: Xét cac anh xa da tri

{0} néu ,
{z+3} néu0<z<i
Gao(z) =¢ {0,1}  néu z=1
{r—3} néu i<az<l,
_f(z,1) n&u O0<z<1
G () = { (0,1) néu z=1,

[1,1] néu z=0

0 nfu 0<z<1

[0,1] néu z =1,

va dé y ring 4nh xa da tri G : K = K khong c6 diém bat dong & trong
K khi va chi khi

gphGN{(y,y) : ye K} =10
Bai tap 1.3.2. V& d6 thi cta cdc dnh xa G; — G4 ndi trong phan goi y
cla bai tap trén.
Bai tap 1.3.3. Ching minh rdng 4nh xa G 1 néi trong phan goi ¥ clia Bai

tap 1.3.1 khong 1a hémi lién tuc trén & trong K.

Bai tap 1.3.4. bat K = [0,1] € IR. Hay x4y dung cédc 4nh xa da tri
G : K = K thich hgp dé ching t6 ring néu trong khi phat biéu Dinh 1y
1.3.4 ta bo di mot trong cdc diéu kién sau (nhung van gilt nguyén ba diéu
kién con lai), thi k&t luan cta dinh 1y khong con ding nira:
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(1) G 1a dnh xa hémi lién tuc trén & trong K;
(ii) G ¢6 gia tri 16i;
(iii) G c6 gia tri dong;
(iv) G ¢6 gid tri khdc réng.
Bai tap 1.3.5. Cho K = Bp: 12 hinh tron don vi trong IR%. Cho F :

K = IR? 13 4nh xa da tri nira lién tuc trén & trong K, c¢6 gid tri 16i, déng,
khéc réng. Ching minh ring néu

Ve € 0K Jy € F(x) sao cho (z,y) =0,

§ d6 OK := K \ int K ky hiéu bién ctia K, thi ton tai £ € K thoa man
0 € F(z).

1.4 Cac qua trinh loi

Anh xa da tri ¢6 d6 thi 1a mot hinh nén 16i ¢6 nhiéu tinh chét tuong tu nhu céc
tinh chat cta toan tlr tuyén tinh. Lép cdc dnh xa da tri ¢6 d6 thi 1a mot hinh nén
16i da dugc S. M. Robinson nghién ctu kha k¥ trong nhiing nam 1972-1976.

Dinh nghia 1.4.1. Anh xa FF: X =2Y,8d6 X vaY la ciac khong gian dinh
chuén, duoc goi 12 mot qud trinh 16i° néu gph F' 13 mot hinh nén 16i trong khong
gian tich X x Y. Néu gph F' 1a mot hinh né6n 16i déng trong X x Y thi F' duoc
2oi 1a mot qud trinh 16i dong'°.

Nhéc lai rang tap K trong mot khong gian tuyén tinh Z dugc goi 1a mot
hinh nén néu 0 € K va Az € K véimoi z € K va A > 0.

Vi du 1.4.1. Cac tap hop sau day la nhiing hinh nén trong IR":
Ky =R} ={x=(21,...,2p) € R" : ; 20 Vi=1,2,...,n},

K2 ::{x:(xl,...,xn)ERn : xz>0 V’L:172,,7’L}U{0}

Céc tap hop sau day 1a nhiing hinh nén trong Cla, b] (khong gian gom cdc ham
s6 f : [a,b] — IR lién tuc trén doan [a,b] C IR):

Ks={f € Cla,b] : f(t) >0 Vt € [a,b]},

Ky={f€Cla,b] : f(t) >0 Vt € [a,b]} U{0}.

Bai tap 1.4.1. Chdng minh ring gph F' 12 mot hinh nén khi va chi khi
0€ F(0) va F(Ax) = AF(x) v6i moi € X va A > 0.

9TNTA: convex process.
OTNTA: closed convex process.
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Pinh nghia 1.4.2. Cho F: X = Y 1a mot qua trinh 16i déng. Chudn ||F|| cla
F 14 s6 thuc suy rong dugc cho badi cong thiic

d(0, F(x
(4.1) IFl=  sup AOF@)
se(dom F)\{o} |zl

6 doé d(a, M) = in]‘f/l |la — || 1a khoang céch tit a dén M.
xre
Trong phdn con lai ciia muc nay, néu khong néi gi thém thi X,Y duoc gid
thiét la cdc khong gian Banach.

Tir Dinh nghia 1.4.1 suy ra ring néu F la qua trinh 16i déng thi F~! ciing
la mot qué trinh 16i déng. Dinh 1y sau dua ra diéu kién di dé F~! 12 mot 4nh
xa da tri Lipschitz.

Pinh ly 1.4.1 (Tinh Lipschitz ciia qué trinh ngugc). Cho F : X =Y la qud
trinh 16i déng. Néurge F =Y thi F~' la mot danh xa da tri Lipschitz, titc la
ton tai £ > 0 sao cho

(4.2) F 'y c FH (%) + Lly' — v*(| By
véi moi y',y? €Y.

Dé thiét lap (4.2) dudi gia thiét qud trinh 16i déng F' 1a dnh xa da tri tran
(tic 1a rge F' = X), ching ta can st dung két qua sau.

Dinh 1y 1.4.2 (Dinh 1y Robinson-Ursescu). Cho F' : X = Y la danh xa da tri
16i, déng. Gid sit rang y € F(T) va g € int(rge F'). Khi dé6 ton tgi £ > 0 va
v > 0 sao cho véi méi y € B(y,~) ton tai x € F~'(y) théa man

(4.3) l =z < Ly — gl

Chiing minh. Ching minh day du cta dinh 1y nay kha phic tap (xem Ursescu
(1975), Robinson (1976a), Aubin va Ekeland (1984)). Chiing ta s& chi xét trudong
hop X la khong gian Banach phan xa. Dat

(4.4) ply) =d@,Fl(y) (Wyey).
Khdng dinh 1: ¢ 1a ham 16i.
That vay, do F la 4nh xa da tri 16i nén F~! ciing 13 4nh xa da tri 16i. Do

do, v6i moi y,y' € Y va véi moi ¢ € (0,1) ta cé

F U A-ty+t) > A—t)F ' (y) +tF(y).
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Vi vay, néu y € rge F' va i/ € rge F' thi

e((1 t)y+ty)
=d(z, F7Y (1 -ty +ty))
<d( L1 =t)F 1 (y) +tF'(y))
= in {Hw—[(l—t)qutv]H cue FYy),ve Fl(y)}
<inf {[[(1 =)@ —u)||+ [t(z —v)|| : we F(y),ve F'(y)}
=(1-1) ;nﬁ |z —ul|+¢ inf |z —wv]
E (y) veF~1(y)
= (1 —=t)p(y) +toy').

Dé thay rang ¢(y) < 4oc khi va chi khi y € rge F. Ta da ching minh ring véi
moi y,y’ € domp = {y : ¢(y) < +oo} ta cé

e((1 =ty +ty) < (1 -t)e(y) +te(y’) Ve (0,1).

Néu y ¢ domyp hoac i ¢ domep thi bat dang thic cu6i la hién nhién. Tém lai,
¢ 13 ham 16i.
Khdang dinh 2: ¢ 1a nita lién tuc duéi & trong Y.

Dé chiing minh khing dinh nay ta chi cin chiing t6 ring cic tap mic
lev, (M) (A € IR) la déng (xem Bai tap 1.4.2 & duéi day). Lay A € IR. Gia
stt {y*} C levy(\), ¥* — y. Ta s& ching td ring y € levy(A\). Do X la
khong gian Banach phéan xa, cdc hinh cdu dong trong X 1a compac yéu (Dinh 1y
Banach-Alaoglu). Véi mbdi k, F~1(y*) 1a tap 16i déng khic réng. Theo BS dé
Mazur (“Tap 16i déng trong khong gian dinh chuén 1a tap déng yéu”), F~!(y¥)
la tap 16i déng yéu, khac réng. Do d6 ton tai #* € F~!(y*) sao cho

4.5 2k — 7| = inf Tz — .
(45) ok 5l = _inf o3

That vay, ldy Z € M, § 46 M := F~1(y*). Pat p = ||z — Z| va
M,={zeM: |z -z <p}

Ta c6 M, la tap compac yé&u, khdc réng. Vi ¢(z) := ||z — z|| 1a ham 16i, lién
tuc, nén tir B6 dé Mazur suy ra ring 1 la nira lién tuc duéi & trong X theo topo
yéu. Theo Pinh 1y Weierstrass, ton tai * € M, théa man (4.5). Ta c6

2" — 2|l = d(@, F'(y*) = p(y*) <A Vke IV.

Vay {z*} ¢ B(z,\). Suy ra {z*} c6 ddy con hoi tu theo top6 yéu. Gia sit
ring ¥ 5 x € B(z,)\). Do (2%, y*) € gph F, (zF,y*) 5 (2,9), va gph F 1a
tap 16i déng yéu, ta c6 (z,y) € gph F. Do d6 = € F~l(y). Vi ||2* — z|| < A
v6i moi k € IN, ta c6 ||z — z|| < A. Suy ra

o(y) =d(z,F'(y) < |z —z|| < A
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Vay ta c6 y € levy,(N).
Khdng dinh 3: ¢ 1a lién tuc & trén int(rge F).
That vay, l1dy 4° € int(rge F') va € > 0 sao cho

B(y°,¢) Crge F.
Xét ho cdc tap muc ctia ham :

levy (k) ={y : p(y) <k} (ke V).

Trong khi ching minh Khang dinh 2 ta da chi ra rang lev,(k) 1a dong véi méi
ke IN. Taco

(4.6) B(y°,e) = | (levy(k) N B(y,¢)) .
k=1

That vay, 1ay y € B(y°,e) Crge F. Do ¢(y) € IR, ton tai k € IN dé o(y) < k.
Khi d6, y € lev,(k). D€ ti€p tuc chiing minh, ching ta cén st dung Dinh ly
Baire: “Néu M la mot khong gian métric di, thi M khong thé biéu dién duoc
dudi dang hop cia moét s6” dém duoc cdc tdp dong cé phdn trong rong”. Do X
12 khong gian Banach, B(y°,¢) 1a khong gian métric dii. Do dinh 1y Baire va
do (4.6), ton tai k € IN sao cho

int (lev,, (k) N B(y°,¢)) # 0.
Vi vay ton tai g € Y va p > 0 sao cho
B(@’ p) - ICVQP(E‘) N B(yo’ 5)5

tic 1a
0<¢(y) <k Vye B(,p)
Do ( 12 16i va bi chan & trén B(7, p), nén ¢ 1a lién tuc & trén B(7, p) C int(rge F)
(xem Ioffe va Tihomirov (1979)). Khi d6 ¢ 1a lién tuc trén int(rge F').
Vi y € int(rge F') va ham ¢ lién tuc trén int(rge F), ta c6 ¢ la Lipschitz dia
phuong tai g, tic 1a tén tai v > 0 va £y > 0 sao cho

oY) — )| < bolly =yl Vy,y' € B(7,7)
(xem loffe va Tihomirov (1979)). Suy ra

(4.7) lo(y) — o@)] < bolly —Fll Yy € B(F,).

Pat £ = 20y va luu ¥ ring ¢(y) = 0 vi § € F(Z). V6i mdi y € B(y,7), do
(4.7) ton tai x € F~!(y) sao cho (4.3) nghiém ding. Dinh ly di dugc ching
minh. 0O
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Bai tap 1.4.2. Cho ham s6 thuc suy rong ¢ : X — RU{+o00}, 6d6 X 1a
khong gian dinh chudn. Chitng minh ring ¢ 1 nira lién tuc dudi & trong
X khi va chi khi cdc tap miic lev,(A) :={z € X : p(z) <A} A € R)
la dong.

Chitng minh Pinh 1y 1.4.1:

bat z =0, y = 0. Do F la qua trinh 16i dong, ta ¢c6 y € F(z). Tu gia
thiét rge ' = Y suy ra y € int(rge F'). Theo Dinh 1y 1.4.2, ton tai £ > 0 va
7 > 0 sao cho v6i mdi y € B(7,7) ton tai x € F~!(y) théa man (4.3). Véi
mdi ¢y € Y ton tai ¢ > 0 sao cho

ty' € B(y,7) = B(0,7).

Do (4.3), ton tai * € F~1(ty') sao cho ||z — 0| < ¢||ty/ —0]. Vi F!1a
qud trinh 16i, nén ta ¢6 = € tF1(y') va [lz|| < t¢||y/|. Pat 2’ = 1z, ta c6
o' € F7H(y') va [l2']] < flly'|.

Co dinh hai diém y',92 € Y. Lay tuy y 2! € F~!(y'). Do tinh chat
da ching minh & doan trén, ta chon dugc u € F~!(y? — y!) sao cho |jul| <
y? — y'|. Pat 22 = 2! + u, ta c6

(4.8) lz® = 2| = [lull < Clly* — y'l

Ta lai ¢6 22 € F~1(y?). That vay, do u € F~(y?2 — y'), 2t € F~1(y'), va do
F~11a qu4 trinh 16i déng, ta c6

%x1+%u © %legyll) +1%F;1(y21_ 1) 11,2 1 1/,,2
CEF (qy +3W" —y))=F "(3v7) =3F (y°).
Tir d6 suy ra 2! +u € F~1(y?), hay 22 € F~!(y?). Do (4.8), ton tai v € Bx
sao cho ! — 22 = /||y' — y?|lv. Vay

et € F7U(y") + Lly' — v°| By
Ta da ching t6 ring (4.2) nghiém ding véi moi 3!,42 €Y. O
Ménh dé 1.4.1 (Dinh 1y 4nh xa mé&). Cho F : X = Y la dnh xa da tri 16i,
dong. NéurgeF =Y thi F la dnh xa md, nghia la voi moi tdp mo U C X,
tgp F(U) = Ugeu F(x) la md trong Y.
Chirng minh. Gia stt F' thdoa man gia thiét cia ménh dé. Gia st U C X 1a tap
mé. Lay y € F(U) va gid stt & € U 1a diém théa man bao ham thic g € F(z).
Dorge =Y, tacd y € int(rge F'). Theo Dinh 1y 1.4.2, ton taiy > 0 va £ > 0
dé v6i mdi y € B(y,7) ton tai x € F~1(y) sao cho (4.3) nghiém ding. Chon
v € (0,7) du bé dé c6

(4.9) B(z,0v') C U.
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Khi d6, v6i méi y € B(y,~') ton tai z € F~!(y) théa man
lo =zl < ly — gl < 6.

Vay z € B(z,0y') CU. Do y € F(z) vado (4.9), tx d6 ta c6 y € F(U). Vi
bao ham thiic cudi ding véi moi y € B(y,7'), nén B(y,~") € F(U). Ta da
chiing to rang F(U) 1a tap mo. O

Nhan xét 1.4.1. Cic dinh ly danh xa md& c6 vai trdo quan trong trong giai tich
va giai tich tng dung. Vi du nhu mot sd di€u kién can cuc tri (trong ly thuyét
t6i uu) hay diéu kién di cho tinh diéu khién dugc cta céc hé dong luc (trong ly
thuyét diéu khién) c6 thé dugc din ra nhu nhitng hé qua truc tiép clia cla céc
dinh 1y 4nh xa md. Dinh 1y 4nh xa m& trong Ménh d¢ 1.4.1 chi dp dung dugc
cho cédc dnh xa da tri ¢6 d6 thi 1a tap 16i déong. Dong thoi véi cdc nghién ciu
clia céc tac gia nudc ngoai, Gido su Pham Hitu Sach, Gido su Phan Qudoc Khanh
va Phé Gido su Pham Huy Dién da c6 nhiéu déng gop trong viéc xay dung cdc
dinh 1y 4nh xa m& va dinh 1y ham ngugc t6ng quit; xem Sach (1988a,b), Khanh
(1986, 1988, 1989), Dien va Sach (1991). Trong cac cong trinh d6, cac anh xa
da tri duoc xét khong nhit thi€t phai ¢ d6 thi 16i. N6i riéng ra, trong ba bai
bédo néi trén, bang cach st dung khdi niém khong gian tua métric (quasi-metric
space) tdc gia Phan Qudc Khénh di thu duoc céc dinh 1y 4nh xa m& tdng quat,
ma tlr d6 ta c6 thé thu dugc Dinh ly Ljusternik quen biét, Pinh 1y quy nap clia
V. Ptdk (Ptdk’s induction theorem, 1974), mot két qua trudec d6 ctia Pham Hiu
Séch, va nhi€u két qua khdc. Céic két qua trong Khanh (1986, 1988, 1989) da
thu hidt dugc sy chd y cua nhiéu chuyén gia trong nganh.

Nhan xét 1.4.2. Trong Chuong 5 clia gido trinh nay c6 trinh bay moét dinh 1y anh
xa md dia phuong (xem Dinh 1y 5.4.1) va dinh 1y ham ngugc (xem Dinh 1y 5.4.2)
cho dnh xa da tri c6 dang dac biét: F(z) = f(z)+ K, 6d6 F: R" — IR™ 1a
anh xa don tri va K C IR™ la tap 16i.

Nhan xét 1.4.3. Céc tdc gia Huynh Thé Phung va Pham Huy Dién (xem Phung
va Dien (1991)) da chi ra ring diém can bing (khong diém) clia mot d4nh xa
da tri 161 déng, néu ton tai, c6 thé tinh dugc bing mot thuat todn gédm hitu han
budc.

Bai tap 1.4.3. Cho A : X — Y 1a toéan t& tuyén tinh. Chiing minh rang A
12 lién tuc khi va chi khi 4nh xa F' cho bdi cong thic F(z) = {Az} (z €
X) 1a 4nh xa d6ng.

Bai tap 1.4.4. Ching minh ring Dinh 1y 4nh xa m& Banach “Cho A :
X — Y la toédn tir tuyén tinh lién tuc. Néu A(X) = Y thi A 1a 4nh xa
md (tic 12 véi moi tap mé U C X, A(U) 1a tap mo trong Y)” 12 hé qua
clia Ménh dé 1.4.1.



14. Cdc quda trinh 1oi 43

Vi du 1.4.1 (Qué trinh 16i déng). Cho K C Y la hinh nén 16i déng va cho
feCHX,Y). Véimdi 2° € X ta dat Fyo(v) = f'(z%)v+ K (v € X). Khi
d6, F,o(-) 1a mot qud trinh 16i déng phu thuoc vao tham s6 2°.

Ménh dé 1.4.2 (Piéu kién di dé mot qua trinh 161 déng c6 chuén hitu han).
Cho F : X ==Y la qud trinh 16i déong. Néu dom F = X, thi s0 || F|| duoc dinh
nghia boi cong thiic (4.1) la hitu han.

Chimg minh. Xét qud trinh ngugc F~!: Y = X, Fl(y)={x € X : y €
F(z)}. Vi F 1a qud trinh 16i déng, nén F'~! ciing 1A qud trinh 16i déng. Ta c6

rge 7! ={reX :3JyeYsaochoxe Fl(y)}
={reX :3JyeYssaochoye F(z)}
— (€ X : Flz) #0}
= dom F.

Do gi thiét dom F = X, ta c6 rge F~! = X. Ap dung Dinh 1y 1.4.1 cho dnh
xa F~ 1, ta tim duoc hé s6 ¢ > 0 sao cho

(4.10) (F YY) c (F Y)Y (2)+ L2’ —z|By (V2,2 € X).
Vé6i moi x € X,
(FH)Hz) ={yeY :zeF 'y}
={yeY :yeF(x)}
= F(x).
Do d6 (F~1)~! = F. Vay tir (4.10) ta c6
(4.11) F(2') C F(z) +{||2" — z||By (Va,2’ € X).

(Diéu d6 ching t6 F' 1a dnh xa da tri Lipschitz trén X.) Ap dung (4.11) cho
' =0 va luu y rang 0 € F(0), ta c6

0 € F(x) +/||z||By (Vx € X).
Khi d6, v6i moi # € X \ {0}, ton tai y € F(x) va v € By sao cho
0=y+{|z|v.

Suy ra
Iyl < llzfllloll < £ll«]]-

Vay

=(¢ Vze X\ {0}
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Tu d6 ta co
d(0, F(x
17 = sup 2O F @)

w20 ]

</

Ménh dé da dugc ching minh. O

Viduld.2. PatF(z) ={y € R : y > 2%} véimoiz € IR. Tac6 F : R = IR
la 4nh xa da tri 16i déng, vi gph F' = {(x,y) € IR? : y > 2} 1a tap 16i déng.

a)Ldy z =0, gy =0. Virge F = R4, nén y ¢ int(rge F'). Do d6 gia thiét
cua Dinh 1y 1.4.2 khong dugc thoa mén véi bo ba {F, Z,y} da chon. Nhan xét
rang két luan cta dinh 1y d6 khong con ding. That vay, gia st ton tai v > 0 va
£ > 0 v6i tinh chat

(4.12) Vy € B(7,7) 3z € F~(y) sao cho ||z — | < £|ly — 7.

Khi dé
Yy € [—7,7] 3z € IR sao cho y > z°, |z| < lly|.

Chon y = —v, ta thiy ngay ring khong tén tai x € IR sao cho y > 22. Vay
khong ton tai v > 0 va £ > 0 véi tinh chat (4.12).

b) Bay giv ta ldy Z = 0, § = 1. Hién nhién ¥ € int(rge F'). Do Dinh ly
1.4.2, v >0 va ¢ > 0 v6i tinh chat (4.12).

'}
Y

Hinh 6

Bai tap 1.4.5. Véi z, § nhu trong phan b) clia Vi du 1.4.2, hdy chi ra céc
s0 v > 0 va £ > 0 thoa diéu kién (4.12).
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1.5 Cac tinh chat Lipschitz cua anh xa da tri

Trong muc nay, néu khong néi gi thém thi X,Y 1a céc khong gian dinh chuén
tuy y va F' 1a d4nh xa da tri tr X vao Y.

Dinh nghia 1.5.1. Gia stt z € int(dom F)). Ta néi F 1a Lipschitz dia phuong"!
tai (hoac & gan) Z, néu ton tai £ > 0 va § > 0 sao cho

(5.1) F(2?) C F(z') + f||2% — o' || By

v6i moi z!, 2% € B(z,0). Trong trudng hop F(z) = {f(x)} 1a 4nh xa don tri,
bao ham thdc (5.1) tré thanh

f@?) € f(z') + €]]a® — =" By
Néu ton tai £ > 0 va 6 > 0 sao cho tinh chat d6 nghiém ding v6i moi = €
B(z,0), thi ta n6i anh xa don tri f 1a Lipschitz dia phuong tai .
Pinh nghia 1.5.2 (Robinson (1979)). Ta néi F 1a Lipschitz trén dia phiong'?
tai (hoac & gan) Z € dom F' néu ton tai £ > 0 va 6 > 0 sao cho

(5.2) F(z) C F(z) + {|z — 7| By

v6i moi x € B(Z,0). Trong trudng hop F(z) = {f(x)} 1a 4nh xa don tri, bao
ham thic (5.2) trd thanh

f(z) € f(&) + ||z — z|| By.
Néu ton tai £ > 0 va 6 > 0 sao cho tinh chat d6 nghiém ding v6i moi = €
B(z,0), thi ta n6i anh xa don tri f 1a Lipschitz trén dia phuong tai .
Dinh nghia 1.5.3 (Robinson (1981)). Cho X = R", Y = IR™. Ta néi F :

X =Y 1a dnh xa da tri da dién' néu ton tai mot s6 hitu han céc tap 16i da
dien A', A2 ... A® trong khong gian tich IR" x R™ sao cho

S
gph F = U AL
i=1
Pinh ly 1.5.1 (Robinson (1981)). Néu F : IR* = IR™ la dnh xa da tri da dién
thi, voi moi © € dom F', F la Lipschitz trén dia phuong tai .
Dinh 1y nay duoc ching minh bing cdch dp dung Dinh 1y 1.1.2. Ban doc
c6 thé xem ching minh chi tiét trong Chuong 7 cuén chuyén khdo ctia G. M.
Lee, Nguyén Nang Tam va N. D. Yén (Lee, Tam va Yen (2005)).

UTNTA: locally Lipschitz at Z, locally Lipschitz near Z.
2TNTA: locally upper-Lipschitz.
BTNTA: polyhedral multifunction.
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Pinh nghia 1.5.4 (Aubin (1984)). Ta néi F 1a gid-Lipschitz'* & gin diém
(z,y) € gph F' néu ton tai £ > 0, § > 0 va > 0 sao cho

F(2z*)NB(g,p) C F(z') + £||z2* — 21| By
véi moi o, 2% € B(z,6).

Nhan xét 1.5.1. Néu F 1a gia-Lipschitz & gan diém (z,y) € gph F, thi ta phai
c6 7 € int(dom F).

Nhan xét 1.5.2. Tinh chat gia-Lipschitz clia anh xa da tri c6 vai trd quan
trong giai tich phi tuyén va ly thuyét t6i uu (xem Rockafellar va Wets (1998),
Mordukhovich (2006a,b)). D€ ghi cong cta J.-P. Aubin trong viéc dé xudt khai
niém nay, Donchev va Rockafellar (1996) dé nghi goi tinh chat gia-Lipschitz
1a tinh lién tuc Aubin (Aubin continuity). Trong Chuong 5 ching ta s& dua ra
nhitng diéu kién du dé 4nh xa nghiém ctia mot hé bat dang thitc phu thuoc tham
sO la lién tuc Aubin theo tham s6. St dung két qua d6, ciing trong Chuong 5,
ta s& dua ra diéu kién da dé ham gid tri t6i wu clia mot bai todn quy hoach todn
hoc phu thudc tham s6 1a Lipschitz dia phuong.

Bai tap 1.4.5. Cho z € X. Ching minh ring néu F : X = Y la gia-
Lipschitz & gan mbi diém (z,y) € {Z} x F(z) thi F 1a nira lién tuc dudi
tai Z. Khang dinh ngugc lai c6 ding khong?

“TNTA: pseudo-Lipschitz.



Chuong 2

Pao ham cua anh xa da tri

Tay nao cam duoc khéi suong
Md&i mong giit néi yéu thuong cho minh
(Tran Manh Hao, “Ru em Thdy Kiéu”)

Chuong nay gidi thiéu céc khai niém co ban va mot s6 dinh 1y chinh vé dao
ham cta anh xa da tri. Cach xay dung dao ham clia 4nh xa da tri thong qua nén
tiép tuyén Bouligand ctia d6 thi & day duoc J.-P. Aubin (1981) dé xuat. Ong da
stt dung cdch ti€p can nay dé nghién citu céc tinh chét ctia nghiém clia bao ham
thic vi phan.

2.1 Nguyén ly bién phan Ekeland

Puogc 1. Ekeland dé xuat nam 1974, nguyén ly bién phan sau day 1a mot cong
cu hiéu qua dé thiét lap céc dinh ly 4nh xa m&, ham 4n, ham ngugc trong giai
tich khong tron. Ngoai ra, ngay tir nam 1976, F. H. Clarke da st dung nguyén
ly nay dé thiét l1ap quy tic nhan tir Lagrange cho cdc bai todn quy hoach todn
hoc trong khong gian Banach véi dit liéu 1a cdc ham s6 khong tron. Trong 1y
thuyét d6i dao ham (xem Mordukhovich (2006a,b)), nguyén 1y bién phan cua
Ekeland cling dong moét vai tro hét sitc quan trong. Nguyén 1y nay la cong cu
chinh dé thu dugc céc dinh 1y 4nh xa m&, ham 4n, ham ngugc cho 4nh xa da tri
trong chuong nay va trong Chuong 5.

Pinh Iy 2.1.1 (Nguyén ly bién phan Ekeland). Cho (X, d) la khong gian métric
dit, p : X — IRU{+00} la ham s6 nita lién tuc dudi, bi chan dudi ¢ trong X.
Khi dé, néu © € X thda mdn

(1.1) p(7) < inf () +e

47
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voi € > 0 va néu \ > 0 la s6 thuc cho trudc, thi ton tai T € X sao cho
(i) p(7) < ¢(7);
(ii) d(z, ) < \;
(iil) Vi moi x € X \ {Z}, ¢(Z) < o(z) + $d(z,T).

Chitng minh. Trong chiing minh nay ching ta sé& sit dung kiéu thi tw bo phan
do Bishop va Phelps dua ra nam 1963. Vé6i moi a > 0, ta dinh nghia thd tu
o trong tich X x IR nhu sau:

(1.2) (wlvyl) <a ($27y2) < y2 — y1 + ad(xl,xQ) < 0.

Thit tr “<,” 12 phan xa, phan xiing va bac cau.
e Tinh phdn xa: Hién nhién ta c6 (a: Y) <a (x y) v6i moi (z,y) € X x IR.
e Tinh phdn xiing: Gia st rang (2}, y') <, (z%,9?%) va (22 2) <o (2 yh).
Ta cin ching t6 ring (z',%!) = (22, 4?). Do (1.2),

gl — 2
(wl,yl) La (mz,yz) & d(ml,xQ) < =
Theo gia thiét,
1_ .2 2 .1
(1.3) d(z', 2?) < LY d(z? 2" < vy
« «
Suyra2d(ac x) 0. Vi the¢ 2! = 22, Tir (1.3) ta c6 y* > y? va 2 > y*. Do
d6 (z',y') = («*,9°).

. Tmh bdc cdu: Gid st rang (21, y') <, (22,9%) va (z2,9%) <o (23, 9°).
Khi dé

d(z!,2?) <

Suy ra

d(a',2%) + d(a*,2%) <

Do d(z!,23) < d(z', 2?) + d(2?, 23), nén ta c6

Tir d6 suy ra (2!, y') <, (23,93).
Khdng dinh 1: Neu (z!,y') € X x IR, thi

Q= {(z,y) e X x R : (z',y") <a (z,9)}



2.1. Nguyén Iy bién phdn Ekeland 49

la tap dong.
That vay, gia st day {(2*,y*} C X x IR thda man

(' y") <o (@ 0F) (k=2,3,4,..))

k k

)

va 2 — z, y* — y. Do d(z', 2*F) < (y' — y*)/a v6i moi k € IN, nén ta c6
d(zt, ) < (y' —y)/a; tic 1a (21, y') <, (z,9). Vay (z,y) € Q. Ta di ching
minh rang € 1a tap déng.
Khang dinh 2: Cho M C X x IR la tap déng sao cho ton tai v > 0 dé y > ~
v6i moi (z,y) € M. Khi d6, véi mdi (z!,y') € M tén tai (z,y) € M sao cho
(z', ") <o (Z,7) va (Z,7) 12 mot phan tir cuc dai trong M theo thit tu “<,”
(tic 1a, néu (z,y) € M va (z,7) <q (x,y) thi (z,y) = (Z,7)).

Bt dau tir (z!,y') € M taxay dung day {(2¥, y*)} nhu sau: Gia st (2¥, y*)
da dugc xac dinh. Pat

ME = {(z,y) € M : (2",¢") <a (z.9)}-
Theo Khing dinh 1, M* 1a tap déng. Ngoai ra, vi (2%, y*) € M* nén M* # (.

Dit
i =inf{y : Ir € X, (x,y) € M*}.

Hién nhién ~; > v va v < y*. Chon (J:k“,yk“) € M* sao cho

k
(1.4) yFtt < %

(Néu 4, = y* thi dat (xF 1 y*+1) = (2F, ). Gia sit 1 < y*. Doy < (9% +
y¥)/2, ton tai (z,y) € M sao cho v <y < (1, +y¥)/2. Pat (zF+!, yF*1) =
(x,y), ta thdy ring (1.4) nghiém ding.) Day {M"} 1a cdc tap déng 16ng nhau:
M*+1 ¢ M* véi moi k € IN. (That vay, néu (x,y) € M**1 thi

(%, y*) <o (@FFL M) <4 (2, y).

Do d6 (z,y) € M*) Pat d((x,y), (z',y")) = d(z,2") + |y —%/|. V6i moi k, ta
6 < e < yFH va
k+1

1 _
— Y1l < slYF =l <278yt -l

|y 5

(That vay, do (1.4) ta c6

—_

k+

1 k+1
Y — g <y

1
— < = — ) = §|yk — -

\V)

Vi yFtl — 4500 >0, tir d6 suy ra

k+1

ly —’Yk;+1|é...<2fk|y1_,yl|<27k|y1_,y|).
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Vé6i moi (z,y) € M*! ta c6

k+1 k+1

W — oyl < JgF — ] < 27Fyt — ).

Vi (zF 1 yk 1) <, (2,9), nén

0 <d(z* z) <

Do do6

Tur d6 suy ra

diam M*+1
= sup{d((z,y), (2, y)) : (z,y) € MF1 (2/,y/) € MFT1} — 0

khi k — oo. Vay {M*} 1a day tap déng 16ng nhau, c6 dudng kinh giam t6i 0.
Vi X x IR 1a khong gian métric dd, nén ton tai duy nhét phan tr (z,7) € X x R
thdéa man

N M* = {(z.9)}.
k=1

Do (z,y) € M!, tacé (z,9) € M va (z',y') <, (z,7). Gid stt (z,y) € M
thda man

(1.5) (2,9) <a (z,Y)-

Do (1.5) va do (Z,¥) € M* véi moi k € IN, ta c6
(2", 4%) <o (Z,7) <a (2, 9).

Vay (z,y) € M* véi moi k € IN. Tir d6 suy ra (r,y) = (Z,7). Ta da ching
minh rang (Z,%) 1a phan tr cuc dai trong M. Khang dinh 2 da dugc ching
minh.
Dit
M =epip = {(z,y) € X x R : o(z) <y}

Do ham s6 ¢ 1a ntra lién tuc dudi, M la tap dong trong X x IR. That vay, ta
sé chiing minh ring  := (X x IR) \ M la tap mé. Gia st (z,7) € Q. Do
(z,5) ¢ M, ta c6 p(z) > . Liy ¢ € (0, WTH/) Vi ¢ 12 nita lién tuc dudi

tai Z, ton tai lan can m& U cua & sao cho

o(x) = () —e Voel.
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bat V= (y—e,y+¢e),tac6 W :=U x V 1a lan can md cua (z,y) va W C Q.
That thé, v6i moi (z,y) € W ta c6 p(z) = ¢(z) —e. Néu (z,y) € M, thi
y=>px) 2@ —ec. DoyeV,y<yg+e Vithe, g4+e>y> () —
Suy ra € > (¢(Z) — ¥)/2, mau thudn véi cach chon e. Vay (z,y) ¢ M. Dicu
d6 chimg t6 rang W C Q. Vay  1a tap md, do d6 M 1a tap dong.

Ta c6 (Z,¢(7)) € M. Pat (z',9') = (Z,0(z)). Do Khéng dinh 2, tén tai
(z,7) sao cho

(1.6) (z',9") <a (Z,7)
va (Z,y) la phan t cuc dai trong M theo thit tu “<,”.
Piat a = —. Do (1.6),
A
@\_ yl —f—Oéd(.f',?I,'\) < 07
hay
(1.7) U —¢(Z) 4+ ad(z,x) < 0.
Ta c6 § = ¢(Z). That thé, gl st g > p(Z). Khi d6 d(Z,7) < (7 — »(T))/2.

Suy ra (2,3) <a (. 9(2)) & (2,7) # (@, ¢(2)). Diéu d6 ching 16 rang (Z,7)
khong thé 1a phan tir cuc dai; mau thuén. V

(1.8) y = o(@).

The (1.8) vao (1.7), ta c6

(@
ay

(1.9) o(Z) —o(z) + ad(z,z) < 0.

Suy ra ¢(Z) — ¢(Z) < 0, tic 1a tinh chat (i) trong két luan cta dinh 1y nghiém
ding. Do d6

T (1.9) ta c6

Do do6
€ A

d(ZC,IE) < a = €g.
Vay tinh chat (i) nghiém ding. Dé kiém tra tinh chat (iii), ta ldy tuy y « €
X\ {Z}. Néu ¢(x) = +oo thi bat déng thic chat trong (iii) 1a ding. Gia st
p(x) € R. V1 (z,0(z)) € M, (z,0(x)) # (T,¢(T)) va (T,¢(7)) 12 phan
cuc dai trong M, nén bt dang thic (7, (7)) <. (7, ¢(z)) la sai. Do d6

o(z) — () + ad(z,x) > 0,
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hay
o~ € s
o) = p(@) + 5d(@,7) > 0.

Vay tinh chat (iii) nghiém ding. Dinh ly da dugc ching minh. O

Trong qué trinh ching minh & trén, ching ta di thu dugc ca dang sau day
ctia nguyén 1y bién phan Ekeland.

Pinh 1y 2.1.2 (xem Aubin va Frankowska (1990)). Cho (X, d) va ¢ nhu ¢ Dinh
Iy 2.1.1. Khi dé, voi moi T € dom ¢ va vdi moi o > 0, ton tai T € X sao cho

(D) (7) — ¢(7) + ad(z, 7) < 0;
(i) Voi moi x € X \ {Z}, o(Z) < p(z) + ad(x, T).

Nhan xét 2.1.1. Ching minh nguyén 1y bién phan Ekeland trinh bay & trén duoc
14y tir cudn chuyén khéao ctua Clarke (1983). C6 nhitng chiing minh ngan gon
hon cho dinh 1y nay; xem, vi du nhu, Ekeland (1974), Borwein va Zhu (2005),
Mordukhovich (2006a; Theorem 2.26).

Nhan xét 2.1.2. Piém Z € X thda diéu kién (1.1) duoc goi 1a diém e-cuc tiéu'
ctia ham ¢ trén tap X.

Nhan xét 2.1.3. Néu X la khong gian Banach thi tir tinh chat (iii) trong két
luan cua Dinh 1y 2.1.1 suy ra

o~

€\~ ~ 3 ~
0(@) + 517 -3l < ole) + Sl -3 Vo e X,

bat f(z) = o(x) + S|z — 2|, ta c6 f(T) < f(x) v6i moi x € X; tic 1a 7 1a
cuc tiéu toan cuc ctia ham f (mot xap xi cha ¢). Vay, néi mot cch tho thién,
nguyén 1y Ekeland khéng dinh ring véi méi diém e-cuc tiéu ctia ham so thuc
nita lién tuc dudi trén mot khong gian métric du, ton tai diém cuc tiéu toan cuc
ciia mot ham s6 xdp xi ctia ham sO thuc dé, sao cho diém mdi nay cdach diém
da cho “khong xa lam” va gid tri ciia ham s6 thuc ban ddu tai dé khong lon
hon gid tri ciia ham sé xdp xi tai diém e-cuc tiéu da cho.

Bai tap 2.1.1. Hay chiing to ring néu ¢(z) = infx ©(x), thi phan tir 7
S

trong két luan ctia Dinh 1y 2.1.1 ¢6 thé 14y bing Z.

Bai tap 2.1.2. Cho X = [1, +o0) C R,

1 1 1
==, 2=100, e=—, A=—.
o) =2 @ €7 100° 10
Hay tim tat cd nhitng diém & € X thda man két luan ctia Dinh 1y 2.1.1.
(Két qua: T € [Z,Z + 5]

'TNTA: e-minimum.
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2.2 Non tiép tuyén
Dao ham ctia ham s6 thuc c¢6 lién quan chat ché dén tiép tuyén cta do thi.

Xét ham s6 f : R — IR v diém 7 € R. Pat o — lim 285 = 1@

T—T r—x
(néu gidi han nay ton tai thi d6 chinh 1a hé s6 gbc cla tiép tuyén d v6i do thi
{(z, f(x)) : =z € IR} tai diém (z, f(Z))) va dat

f(@)(v) =av Yve R.

(D6i v6i cdc ham s6 thyc, nguoi ta thudng dong nhat dnh xa tuyén tinh f(Z) :
IR — IR v6i s6 a.) Do thi clia 4nh xa dao ham tring véi dudng thang

d—(z, f(z))
di qua goc toa do.
‘)"

f(x)] /B
a

1(x) a

A RRE Coe S E

Hinh 7

Nam 1981, J.-P. Aubin (xem Aubin (1981)) dé nghi x4y dung dao ham
DF,(-)chadnhxadatri F: X =2Y,6d6 X vaY lacdc khong gian Banach,
tai z = (z,y) € gph F' nhu 4nh xa da tri tt X vao Y ¢6 do thi tring v6i nén
tiép tuyén Bouligand? ctia d6 thi cia F tai z. Dé xay dung khdi niém dao ham

*Nén tiép tuyén niy ¢ vai trd quan trong trong hinh hoc vi phan, phuong trinh vi phan, va
dac biét la trong 1y thuyét t6i vu. N6 thuong duge goi l1a contingent cone hay Bouligand tangent
cone, mic du khéi niém nay dugc G. Bouligand va F. Severi dua ra dong thoi trong hai bai bdo
cong bo trén cing mot s6 tap chi; xem Mordukhovich (2006a; tr. 14, 133), Bouligand (1930),
Severi (1930). Trong viéc sit dung cic tén goi doi khi c6 thé xay ra nhitng su “bit cong” nhu
vay. Theo théi quen chung, ching ta s€ ti€p tuc goi ti€p tuyén Bouligand-Severi nay 1a nén ti€p
tuyén Bouligand.
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ctia 4nh xa da tri, ngoai nén ti€p tuyén Bouligand ngudi ta con st dung nén tiép
tuyén Clarke (do F H. Clarke dua ra nam 1975) va nén ti€p tuyén trung gian
(do H. Frankowska dua ra).

Cho I' C Z 1a mot tap con cuia khong gian dinh chuén Z, va z € T. Ta néi
vécto v € Z 1a mot vécto tiép tuyén cia I' tai z khi dai luong
d(z + tv,T)
t
hoi tu dén 0 khi t — 0. Tuy thuoc vao kiéu cdch hoi tu clia dai lugng (2.1)
ma ta cé cac khai niém ti€p tuyén khac nhau.

(2.1)

<4
=4

S 4

(v 14 hurémg tiép tuyén) (v khéng 14 hudng tiép tyén)

Hinh 8

Trudc hét, chiing ta trinh bay khai niém noén ti€p tuyén Bouligand va mot s
tinh chat cta hinh nén ti€p tuyén nay.

Nén tiép tuyén Bouligand:

Pinh nghia 2.2.1. Cho M la tap con trong khong gian dinh chuén X, va 7 1a
mot diém thuoc bao déng M cua M. Noén tiép tuyén Bouligand ciua M tai T,
dugc ky hiéu bdi T (Z), 1a tap hop nhiing vécto v € X thoa man diéu kién
d(z + tv, M
(2.2) lim inf 28+ 00, M)

t—0t

— O.

Vi d(z, M) > 0 v6i moi x, ding thic (2.2) c6 nghia la

d(Z + thFv, M)

Iz =0,

(2.3) { 3{t*} c Ry \ {0} sao cho klim
t* — 0 khi k — oc.
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Nhan xét 2.2.1. T;(Z) 1a hinh nén chda 0, tic 1a 0 € Ty, () va
e Ty(z) YveTy(z), YA >0.
Ménh dé 2.2.1. Ta cé:

¢
(2.4)
Tu(z) ={v: 3ItF} c R\ {0}, t*F — 0, I} C X, vF — v,
T+thok € M Vk € IN};

(ii) T (%) la non dong;
(iii)
(2.5) Ty (z) C cone(M — 7).
Chitng minh. (i) Ky hiéu v& phai cua (2.4) béi V. Lay v € Typs(z). Chon
{tk} ¢ R, \ {0}, t* — 0, sao cho gi6i han trong (2.3) bing 0. Pat & =

d(z + thv, M)

" ,ta c6é e — 0. V6i mobi k,

1
d(Z 4 tFv, M) = thek < theb + Etk'

Do dé6 ton tai z¥ € M dé
1
T+tv)—x7| <the” + —t".
(2 + t*v) — 2" < the* ktk

"E 7
bat vk = , ta co

k-7

tk

= [0

1
<€k+—.

lv—v .

Vay v¥ — v khi k — oco. Vi Z + tFo* = 2F € M vé6i moi k, nén v € V.
Nguoc lai, gia st v € V. Chon {t*}, {v*}, t* — 0T, v¥ — v, sao cho
Z + tho* € M v6i moi k. Ta c6

d(Z + tFv, M)
tk

(z + thv) — (T + tFoP) ||
tk

<! — o — k] —o.

Do d6 (2.3) nghiém didng. Suy ra v € Ty ().
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(ii) Gia st {w*} C Ty (Z), w* — w. V6i mdi k € IN, do tinh chat (i), ton
1
tai t* € (0, E) va vF € X sao cho
k

1
—wh|| < T+ thok e M.

E)

[|v
Ta ¢6 t* — 0T khi k — oo, va

1
0" = wll < Jlv* = w4 [l = wl <+ + [Jw* —w] - 0.

Theo (i), tir d6 ta c6 w € Ty (T).
(iii) Lay v € Tp(Z). Chon {tF}, {v*}, t*¥ — 0% v* — v, sao cho 7 +
tFv* € M véi moi k. Khi d6,
1 -
vt e t—k(M —Z) C cone(M — z) C cone(M — ).
Viv* — v, nén ta cé v € cone(M — 7). O
Noén ti€p tuyén Bouligand khong nhat thiét 1a nén 16i.

Vidu 2.2.1. Pat M = {x = (z1,22) : x3 = |21]} C IR?. Véi z := (0,0), ta
co
T (0) = M = cone(M —0).

N6i chung, ta khong c6 dang thic trong (2.5).

L1
0 M
04

0z

wcone(M-x)

¥ |
4 a8 96 B4 a0z U 02 04 06 08 1 ¥

Hinh 9

Vidu 2.2.2. Pat M = {z = (21,22) : 79 = 27} C IR% Lay z = (0,0), ta c6
= (v1,v2) : vg > 0},

)
cone(M —z) ={
{ = (’1)1,0) IS R}

Ta(z) =
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Dé thdy rang cone(M — z) = {v = (v,v2) : vy > 0} U{(0,0)}. Do dé
cone(M — z) khong phai 1a n6n déng; xem Hinh 9.

Ménh dé sau day cho ta cong thic tinh nén ti€p tuyén Bouligand cua tap
nghiém ctia hé bat dang thitc cho bdi cdc ham kha vi Fréchet.

Ménh dé 2.2.2 (Cong thic tinh nén ti€p tuyén Bouligand). Gid sit g : X —
R (i =1,...,m) la cdc ham so thuc lién tuc trén khong gian dinh chudn X.
Pt

M={zeX :g(zx)<0 Vi=1,...,m}.

Gid sitx € M. Pt I(z) = {i : g;(x) = 0}>. Khi do,
(i) Néu I(z) = 0, thi Tar(z) = X;
(i) Néu I(z) # 0 va ¢i(-) (i =1,...,m) la khd vi Fréchet tai T, thi

Ty(E)Cc{ve X : gi(@)(v) <0 Viel(z))

(iii) Néu I(z) # 0, gi(-) (i = 1,...,m) khd vi Fréchet tai T, va diéu kién
chinh quy* sau duoc théa man

(2.6) 0 e X dé gi(z)(v°) <0 Vie ()
thi
(2.7) Ty(E)={veX : gi(z)(v) <0 Viel(z)}.

Chiing minh. (i) Gia st rang I(z) = 0. Khido6, g;(z) < 0véimoii =1,...,m.
Do cédc ham s6 g;(+) la lién tuc, ton tai 6 > 0 sao cho

gi(x) <0 Vi=1,...,m, Vo€ B(z,9).

Tir d6 suy ra B(z,8) C M. Vivay, Ty(z) = X.
(i) Gia st rang I(z) # 0 va g;(-) ( = 1,...,m) l1a kha vi Fréchet tai
T. Lidy tiy y v € Ty(z). Do Ménh dé 2.2.1(i), ta chon dugc {t*}, t*¥ —
0F, {v*}, v¥ — v, sao cho 7 + tkvk € M véi moi k € IN. V6i méi i € 1(7),
ta c6 )
o (9i(Z + t*o%) — gi(z)) <0.

Ldy gi6i han khi k — oo, tir bat déng thic cudi ta thu duge ¢ (z)(v) < 0. D6
la dieu phai chiing minh.

31(z) duoc goi 12 tdp chi s6 hoat (the active index set) tng véi diém T € M.
“Diéu kién chinh quy (regularity condition) kiéu nay con duoc goi 1a diéu kién chudn héa rang
buoc (constraint qualification), n€u nhu M déng vai tro tap rang budc trong mot bai todn t6i uu.
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(iii) Gia st rang I(z) # 0, ¢;(-) (i = 1,...,m) kha vi Fréchet tai Z, va ton
tai v0 € X thoa cic bat ding thic chat trong (2.6). Ly tily ¥y mot phan tir v
thuoc tap hop viét & v€ phai cua (2.7). Ta phai ching minh rang v € T/ ().
Lay p € (0,1) va dat v, = (1 — p)v + p°. Khi do,

gi(®)(v) <0 Viel(z)

N

va
(28)  g@)w) = (1 - g @) +ngi@ ) <0 vue (0,1).
(Bat déng thic cudi nghiém ding béi vi ¢(Z)(v) = 0 va ¢i(z)(v°) < 0.) Ta cé
v, € Ty(Z) Y€ (0,1).
That vay, v6i moi i € I(Z), vi g;(-) kha vi Fréchet tai Z nén
0i( + t0,) — (&) = tg}(#) (1) + o(t),

t
voi lim @ = 0. Tir d6 suy ra
t—0+t 1

L@ + 1) — 0:3) = i@ ) + 2.
Do vay, luu y dén (2.8), ta chon dugc ¢; > 0 sao cho
9i(Z +tv,) — gi(Z) <0Vt e (0,6).
Do ¢;(Z) =0 v6i moi ¢ € I(Z), nén v6i § := min{d; : i € I(Z)} ta cd
gi(T +tv,) <0 Vte(0,0), Viel(z).
Vi ¢;(Z) < 0 v6i moi ¢ ¢ I(z), bang cdch 1y 6 > 0 bé hon (n€u can) ta s& c6
gi(Z +tv,) <0 Vte (0,0), Vi=1,...,m.

Do vay,
T+tv, e M Vte(0,6).

Tir d6 suy ra v, € Th(Z). Cho g — 07 va st dung tinh déng cta hinh nén
TM(f), tacédv € TM(f) O

Bai tap 2.2.1. St dung Ménh dé 2.2.1(iii) dé tinh nén Ty, (a‘c) vOi
M :={z=(r1,22) : 1+ 22 =22, 22 < :U‘f} c IR?

va z = (1,1). (Két qud: Th(Z) = {v = (v1,v2) : v1 +v2 20, va <
3v1}; xem Hinh 10.)
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Bai tap 2.2.2. Hay xay dung mot vi du don gian dé chiing to ring ding
thic (2.7) c6 thé khong ding néu nhu 1(Z) # 0, g;(-) (i =1,...,m) kha
vi Fréchet tai Z, nhung diéu kién chinh quy (2.6) khong dugc thoa man
tai .

Bai tap 2.2.3. Chiing minh cdc khang dinh sau:

(a) Néu My C My va T € My, thi Ty, (Z) C T, (T).
(b) Néu My © X, My C X, & € My N M, thi
T]wlmjw2 (f) C T]\/[l (J_S‘) n TM2 (f)
Bai tap 2.2.4. Bing mot vi du thich hgp, hdy ching t6 rdng ching t6 rang

bao ham thiic trong khing dinh (b) & bai tap trén c6 thé 1A mot bao ham
thic chat (tap hop bén vé trdi 1a tap con thuc su cua tap hop bén v€ phai).

Ax

Hinh 10

Nhan xét 2.2.2. Trén co s& Ménh dé 2.2.2, ta c6 thé dat van dé xay dung cong
thac tinh hinh nén tiép tuyén Bouligand cho mot tap hgp cé cdu trdc xac dinh,
vi du nhu tap nghiém ctia mot hé hén hop cic dang thitc va bat dang thitc, hoac
tap nghiém clia mot bai todn ndo d6. N6i chung, d6 1a mot van dé nan giai’.
Chiing ta s& con trd lai chu dé nay sau khi tim hiéu céc khdi niém nén ti€p tuyén
trung gian va nén tiép tuyén Clarke.

SMéi day, Nguyén Huy Chiéu da thu duoc mot két qua thd vi vé& nén tié€p tuyén Bouligand
clia céc tap hop trong IR? c6 thé biéu dién dugc dudi dang tich clia hai tap diy (sequencial sets)
trong IR; xem Chiéu (2006b).
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Non tiép tuyén trung gian va non tiép tuyén Clarke:

Dinh nghia 2.2.2. Cho X la khong gian dinh chuén. Noén tiép tuyén trung
gian® hay nén ké” cta tap M C X tai # € M, dugc ky hieu bsi T3,(z), 1a tap
hop nhitng vécto v € X thoa man diéu kién

d(z +tv, M
(2.9) lim 2@ M)
t—0t t
Diéu kién (2.9) c¢6 nghia la
d(z + tv, M)

Ve >0 39 > 0 sao cho <e Vte(0,9).

t
Pinh nghia 2.2.3. Cho X la khong gian dinh chuin. Nén tiép tuyén Clarke®
hay nén tiép tuyén lam tron® cta tap M C X tai & € M, duoc ky hieu'? boi
Cr(T), 1a tap hop nhilng vécto v € X thoa mén diéu kién

d(z + tv, M
(2.10) A
t~>0+,xﬂ>5s t

O day z L 7 ky hiéu gi6i han trong M U {z}.
Diéu kién (2.10) ¢6 nghia la

d(z + tv, M)

Ve >0 36 > 0 sao cho "

<e Vte (0,0) Yz e MnNB(z,9).

Meénh dé 2.2.3. Ta cé:
(i) Cyu(z) C T8, (z) C Ty (Z) C cone(M — z);
(i)
T (Z) ={ve X :V{t*} c Ry \ {0}, t* =0, "}, vF — 0,
T+ thoF € M Vk e INY;
(iii)
Cu@) = {veX :V{tF} c Ry \ {0}, t* — 0, V{zF} C M,
zF — 2, P}, o — v, 2 +thok € M VE € IN);

STNTA: the intermediate tangent cone.

"TNTA: the adjacent cone.

STNTA: the Clarke tangent cone.

9TNTA: the circatangent cone.

!0Chit C trong ky hiéu Cas(Z) dugc Aubin va Frankowska (1990) sir dung dé vinh danh F. H.
Clarke, nha todn hoc nguoi Canada, mdt trong s6 nhitng nguoi di tién phong trong viéc xay dung
gidi tich khong tron. Clarke sinh nam 1948 & Montreal. Ong viét luan 4n Tién si & University of
Washington duéi sy huéng din ctia R. T. Rockafellar, nha toan hoc néi ti€éng ngudi My.
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(iv) T&((E‘) la nén doéng;

(v) Crp(Z) la non 1o, dong;

i) On () + T (7) C T (2);

(vii) CM(f) + TM(f) C TM(f)
Chitng minh. Cic tinh chat (i)-(iv) ¢6 thé chiing minh tuong tu nhu céc tinh
chat (i) va (ii) trong Ménh dé 2.2.1. D6 la mot bai tap khong khd, nhung bé
ich, dugc danh cho ban doc.

(v) Ta can ching té rang v' +v? € Cyy(z) v6i moi v!,v? € Cy (7). Gia sk

ring v!,v? € O (7). Gid st {t*} ¢ R, \ {0} va {=¥} C M la céc ddy théa

man t* — 0, 2¥ — Z. Do v' € Cy(z) va do (iii), ton tai {v1*}, v1F — o1,

sao cho
¢ =aF o e M VE.

Hién nhien 7% — 7. Vi v? € Op(7), ton tai {v?*}, v2F — 22,
T+t e M VE.

Ta co
k4 tk(vl’k + vQ’k) =7F +tko2F e M k.

Do v'F + v2F — ! 492, ta két luan rang v* + 0% € Cy (7).
(vi) Cho tily ¥ v* € Ciy(Z) va v? € T, (7). Gia st rang {t*} C Ry \ {0},
tk — 0. Do (ii) va do v* € T%(Z), ton tai {v?*}, v2>* — 02, sao cho

=z 4+ th* e M VE.
o M N A
Do 7F == & va do v' € Oy (), ton tai {v'*}, v!* — v, sao cho
"+ thot e M VE.

Ta cé
T 4 tF (bR 4 0P = 3 4 tholR e M VE,

1k

bk — ol va 02k — 02 Vay ol +0? € T (2).

(vii) Chiing minh tuong ty nhu (vi). O

Vi du 2.2.3 (T%,(7) # Ty (7). Pat

1
M:{f : 1:1,2,...}c11%.
21
Véi z:=0¢€ M, tacé

Ty (z) = Ry, Ty (z) = {0},
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v 7, 2 S — 1 2, .
Trudc hét, ta s& ching to ring v = 1 € Ty, (z). Pat tF = o v* = v v6i moi
ke IN. Vi

1
£+tkvk:2—keM Vk,

nén v € Ty (Z). Suy ra
R, C Ty(z) Ccone(M —z) = R4

Vay Ty (z) = IRy. Do Meénh dé 2.2.3(), T%,(z) C Ty (z) = IR;. Néu ta
chiing minh dugc ring v = 1 ¢ T%,(%), thi T%,(Z) = {0}. Gia sk phan ching:
v=1¢T¢(x). Khidé

d(Z + tv, M
(2.11) i AEHM)
t—0t t
Lay
1/1 1
k _ —
t —5(2—]{4—%) (k‘—l,Q,...).
Do (2.11),
d(z + tho, M
(2.12) i 2@ M)
k—o00 tk
Vi
L(1. 1 1
d(@ + tho, M) d(t*, M) |2 \ 2k * 2k+1 2k+1
tk otk N 1/1 1
2\ 28 T 2Fr
1
okt 1
-1 1T 3
ok + ok+1

nén (2.12) 1a sai. Vay ta phai c6 v = 1 ¢ T¢,(7).
Vi du 2.2.4 (T%,(7) # Cp(7)). Ldy 7 = (0,0) € IR? va

M={x=(z1,22) : 1 20, z0 =0} U{x = (z1,22) : 1 =0, z2 > 0}.
Ta c6

Ty (z) = Tnu(z) = M,  Cu(z) = {0}.

That vay, cdc déng thic T%,(Z) = Ta(Z) = M la hién nhién. Vi Cy(7) C
T%,(Z), nén dé ching minh ring Cys(Z) = {0} ta chi can ching t6 ring v' :=
(1,0) ¢ Cpr(7) va v? := (0,1) ¢ Cp(z). Néu vt € Cpy(z), thi

(2.13) At M)
’ M t

t—0t, z—=x

=0.



2.1. Non tiép tuyén 63

Lay t* = 1/k, 2F = (0,1/k) (k= 1,2,...). Vit* — 0F va 2* 25 %, nen tir
(2.13) ta suy ra
. d(zF Rt M)
lim

= 0.
k—o0 tk

Dang thitc nay khong thé xdy ra, béi vi

d(zF +thot, M) d((0, %) + £(1,0), M)
1
k

th -
d((3,3). M)

Ealla ESITE
B I
Il
—

v6i moi k € IN. Vay v ¢ Cyy(z). Do tinh d6i xtng, ta cling c6 v* ¢ Cps(Z).

Tdp muot, tdp cé tinh chdt khd vi, tdp chinh quy tiép tuyén:

Dinh nghia 2.2.4.

1. Tanéi M la muot" tai £ € M néu 4nh xa da tri Ty (1) : X =
x — Tp(x), 1a ntra lién tuc dudi tai z. (Ta dat Tps(z) = 0 v6i moi = ¢
Khi d6, dom Ty (-) = M.)

2. Tanéi M 1a ¢6 tinh chdt khd vi'? tai z € M néu Te;(Z) = T (7).

3. Tan6i M 1a chinh quy tiép tuyén'3 tai & € M néu Cp(Z) = Thy(Z).

4. Ta n6i M 1a tdp muor (twong Gng, tdp cé tinh chdt khd vi, tdp chinh quy
tiép tuyén) néu M 1a mugt (twong ting, ¢ tinh chat kha vi, chinh quy ti€p tuyén)
tai méi diém thuoc M.

X,
M.

Ta sé& quay lai véi cac khdi niém noéi trong Dinh nghia 2.2.4 sau khi chiing to
rang nén ti€p tuyén Bouligand (nén tiép tuyén trung gian, nén ti€p tuyén Clarke)
c6 thé biéu dién nhu giGi han Painlevé-Kuratowski ctia mot ho tap hop.

Nén tiép tuyén va gidi han Painlevé-Kuratowski ciia ho tdp hop:

Dinh nghia 2.2.5 (Gi6i han theo Painlevé-Kuratowski). Cho {€,},en 12 ho
tap hop phu thudc vao tham s6 o € M, M 1a khong gian métric, Q, C X v6i
moi 4, X 12 khong gian dinh chudn. Gia stt 1 € M. Tap hop

(2.14) LimsupQ, := {z € X : liminfd(z,Q,) = 0}
n—p H—H

dugc goi la gidi han trén theo Painlevé-Kuratowski cua ho {€,} e khi pp — fi.
Tap hop

(2.15) Liminf Q, := {z € X : lim d(z,Q,) = 0}
P p— i

""TNTA: sleek.
2TNTA: derivable.
BTNTA: tangentially regular.
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dugc goi 1a gidi han dudi theo Painlevé-Kuratowski ciia ho {€3,},,enr khi o — fi.
Do (2.14),
x € Limsup Q, & (El{uk}keﬂv c M, ik — g, klim d(w,Qx) = O) .
p—ii —o0

Do (2.15),

z € LiminfQ, < (Ve > 030 > 0: d(z,Q,) <eVue B(,0)).
p—p

Noéi céch khéc,
x € LiminfQ, & <V{uk}kew c M, p* — g, lim d(z,Qx) = 0> .
p—p k=00
Nhan xét 2.2.3. Tir dinh nghia suy ra Liminf €, C Limsup €,,.
H—H =i
Bai tap 2.2.5. Ching minh rang Limsup €, va Lim inf Q,, 1a nhing tap
pi— i H— i
déng trong X. (Chitng minh: Gia st ring

{27} C LimsupQ,, 2’ — Z.
(g

V6i méi k € IN, 1dy j(k) € IN sao cho
. 1
J(k) _ = < —.
290 — ) < 1

Vi 29%) € Limsup ©,,, nén tén tai u* € M sao cho

H—p

,d@™ Q) <

e
| =

d(p*, m) <
Do dé ta chon dugc y* € €, thoa man diéu kién |27 F) — *| < %
Véi cic day {z/®}, {u*} va {y*} d6, ta c6 p* — [, /%) — Z (khi
k — 00), va voi moéi k:

(@, Q) <7 - 9 < Hl’

S TR TR

=2 4 [l ®) - |
1 2

Vay klingo d(z,Q,) = 0. Do d6 = € Li‘rLILS;pQ#. Pé chiing minh
Llurg iﬁnf Q,, la déng, ta gia str phan ching ring LipILIL igblf 2, khong dong.
Khi d6 tén tai {z’7} C Li#rriiﬂnf Qu, 20 -7,z ¢ LHgiglf ,. Vay tén tai
e > 0va {u*}, u* — [ sao cho

(2.16) d(z,Q,.) 2 VkelN.
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Do 27 — 7, ton tai j € IN sao cho ||z/ —Z|| < £. Do lim d(z7,€,) =0
p—Fi

va do pF — i, ton tai k € IN thoa diéu kién

d(2?,Q,.) <

= m

Ta co
€

_ _ ; ; S £
d(xvﬂ;tk)g||xixj|‘+d(xjvﬂ;tk)< +Z:§a

N

mau thuin véi (2.16).)

Bai tap 2.2.6. Cho M C X la tap con trong khong gian dinh chudn,
Z € M. Ching minh ring

M1
(a) Ty (Z) = Limsup :C,
t—0+ t
M-z
b) T%,(z) = Liminf
(®) T3;(2) = Lim inf ——,
M-z

(¢) Cy(Z) = Liminf

t—0t, Mz
(Chitng minh: (a) Theo dinh nghia, v € T, (Z) khi va chi khi

d(z + tv, M
i inf AE M)
t—0t t
tic 1a ton tai {t*} C Ry \ {0}, t* — 0, {v*} C X, v* — v sao cho
T+ thvF € M véi moi k € IN. RS rang 1a Z + t*o* € M khi va chi

khi v € — 2. Vay v € Th(%) khi va chi khi ton tai {t*} C Ry \

tk
M-z

t—;x) = 0; tic 1a v € Lim sup
N t—0t
Céac khang dinh (b) va (c) dugc ching minh hoan toan tuong tu.)

{0}, t* — 0, sao cho lim d(v,
k—o0

Quan hé giita tdp muot va tdp chinh quy tiép tuyén:

Pinh 1y sau chiing t6 ring, dudi nhiing diéu kién kha téng quét, mot tap

muot phai 1a tap chinh quy ti€p tuyén.

Dinh ly 2.2.1 (xem Aubin va Frankowska (1990)). Cho X la khong gian Banach,
M C X la tdp con déng. Néu M la muot tai T € M (tiic la dnh xa da tri
x +— Tr(x) la mia lién tuc dudi tai T) thi M la chinh quy tiép tuyén tai T (tiic
la CM(i‘) = TM(i‘))

Tap hop M = {5; : i=1,2,...} C IR xét trong Vi du 2.2.4 1a tap déng,

khong 1a chinh quy tiép tuyén tai Z = (0,0). Theo Dinh ly 2.2.1, M khong thé
12 muot tai Z.
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Quan hé giita ho nén Bouligand {Ty(x)}zem
va non tiép tuyén Clarke Cy(Z):

Dinh 1y sau cho thdy rang giGi han dudi theo Painlevé-Kuratowski ctia ho
nén ti€p tuyén Bouligand {7Tjs(x)}rens (khi 2 — Z) 1a mot bo phan cia nén
ti€p tuyén Clarke Cj/ (7).

Dinh 1y 2.2.2 (B. Cornet 1981, J. S. Treiman 1983; xem Aubin va Frankowska
(1990)). Cho X la khéng gian Banach, M C X la tdp con déng. Khi do, voi
moi T € M,

LiIIAlIiIlf Ty (x) C Cp(Z).

r—x

Khi X 1a khong gian dinh chuén hitu han chiéu, thi bao ham thiic cu6i tré
thanh dang thitc. Cu thé hon, ta c6 dinh 1y sau.

Dinh ly 2.2.3 (B. Cornet 1981, J. S. Treiman 1983; xem Aubin va Frankowska
(1990)). Cho X la khong gian dinh chudn hitu han chiéu, M C X la tdp con
dong. Khi dé, voi moi T € M,

Lim inf Tys(z) = Liminf co(Tys(z)) = Cu (Z).
M _ M _

Ban doc ¢6 thé tim hiéu ching minh cta hai dinh ly trén trong cuén chuyén
khao cua Aubin va Frankowska (1990), tr. 128-138.

Céc hinh nén Ty (), T%(Z) va Cyy(Z) 1a tring nhau néu M 1a tap 16i hoac
M 1a tap nghiém ctia hé bat dang thic/dang thiic cho bdi cidc ham tron thda man
mot diéu kién chinh quy nao dé.

Ménh dé 2.2.4. Néu M la tdp 16i trong gian dinh chudn X va & € M, thi
(2.17) C(z) = Tiy(z) = Tas(z) = cone(M — ).
Chitng minh. Ta da ching minh rang
Cun (%) € TY (%) € T (Z) C cone(M — Z).
Vay dé thu dugc (2.17) ta chi can ching t ring
cone (M =) C Cau ().
Vi Cy(Z) 1a tap déng, nén chi can chiing minh rang

cone(M — z) C Cy(T).
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r—XT

Ldy tuy y v € cone(M — Z), valay t > 0, z € M dé c6 biéu dién v =

Gia st 2* 25 z, ¢ — 0+, Chon k € IN sao cho t* € (0,t) v6i moi k > k.

bat _
. 0 . néu k <k
v :c—tx néu k> k.

r— . - .

Ta ¢6 v* — = v khi k — 0o. Néu k < k, thi 2% + thv* = 2% € M. Néu

k>Fkthi & e (0,1) vata c6

k k k
- t t
x"“+t’%"?:x’“+t’“¥: (1—7>xk+?xe M

(do M 1a tap 16i). Theo Ménh dé 2.2.3, diéu d6 ching to rang v € Cyy(z). O

T ménh dé vira dugc chiing minh suy ra rang tap 16i trong khong gian dinh
chudn 1a chinh quy ti€p tuyén.

Dinh 1y 2.2.1 néi ring n€u mot tap con déng trong khong gian Banach Ia
tap muot, thi n6 1a tap chinh quy ti€p tuyén. Nhu vay tinh muot (sleekness) néi
chung manh hon tinh chinh quy tiép tuyén (tangential regularity). Ménh dé ti€p
sau day cho thdy rang d6i véi céc tap 16i dong trong khong gian Banach thi hai
tinh chat dé 1a tuong duong.

Meénh dé 2.2.5. Moi tdp con 16i déng trong khong gian Banach déu la tdp muot.
Chitng minh. Ta c6 thé chiing minh ménh dé nay bang cach st dung Dinh ly
tich cdc tap 16i. Gia sa M la tap 16i dong trong khong gian Banach X. Anh
xa da tri nén phdp tuyén

Ny(): X = X" (x— Ny(z) Vo e X),

¢ d6 X dugc xét véi topd cua chuin va X* duogc xét v6i topo yéu*, la déng.
That vay, gia stt {p®} va {z®} la cdc ddy suy rong sao cho p* € Nys(z%) véi
moi a, z% — Z, vd p® —— j. Ta s& chi ra ring p € Ny;(Z). Do Nys(x) = 0
v6i moi & ¢ M, nén ta c6 thé gia st rang 2% € M v6i moi a. V6i moi y € M
va v6i moi «, ta co

0= <p0t’y_xa> = <paay_j> + <paaj_xa>'

L4y gi6i han theo a (luu y rang vi p* X, p, nén {|[p%||} 1a day gi6i noi), ta
duoc

Vi bét dang thic cudi ding v6i moi y € M, nén p € Ny (Z). Tinh déng cla
anh xa nén phép tuyén da dugc chiing minh.
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Liy # € M. Ta khang dinh ring 4nh xa da tri nén ti€p tuyén
Ty(): X=X

12 nita lién tuc dudi tai z. (Ta ¢6 dom Tj;(-) = M.) Néu khang dinh dé Ia sai,
thi ton tai v € Ty(7), € > 0 va day {z*} sao cho z* 2, % sao cho véi mdi
k€ IN taco

Ty (=) N B(T,e) = 0.

Do d6, v6i méi k, st dung Dinh 1y tich cédc tap 16i (xem Rudin (1973), Dinh
3.4), ta tim dugc p* € X*, ||p*¥|| = 1 sao cho

sup (pF,0) < inf (p
vETM(x’“) UEB(U,E)

Vi T/ (2*) 12 hinh nén, diéu d6 kéo theo

sup (p¥,v) <0,
UET]M({L‘]“)

tic 1a p* € Nps(2%). Vi 0 € Ty («*), nén tir nhitng diéu néi trén ta c6

0< inf (pf,0) =, 5) —e|p¥|

vEB(T,¢€)
k

= (p",v) —e.

Do hinh cdu don vi trong X* 12 compac yéu* (theo Dinh 1y Banach-Alaoglu),
day {p*} c6 day con hoi tu theo topo yéu*. Khong giam tong quit, ta c6 thé gia
str rang p* >, p. Do pF € Ny (2%) v6i moi k va do 2% — Z, tir tinh déng clia
anh xa Njs(-) suy ra p € Ng(Z). Vi vay (p,v) < 0. Mat khéac, cho k — oo,
tir cdc bat dang thic € < (pF,v) (k € IV), ta thu dugc € < (p,v). Ta da di dén
mau thudn. Vay dnh xa da tri Tj/(+) 1 nta lién tuc dudi tai . Vi & € M dugc
ldy tuy ¥, ta két luan rang M 1a tap muot. O

Ménh dé 2.2.2 da thiét 1ap cong thic tinh nén ti€p tuyén Bouligand cta tap
nghiém hé bat dang thic cho bdi cdc ham s6 kha vi Fréchet. Tiép sau day chiing
ta s& tim hiéu cong thic tinh nén tié€p tuyén Bouligand cla tap nghiém hé hon
hop cdc bdt dang thitc va ddng thitc va cho boi cdc ham tron (tic 12 cdc ham
sO kha vi Fréchet lién tuc).

Cho X la khong gian Banach, A C X la tap con déng, 2 D A la tap mo,
g Q=R (G=1,...,m)vah;:Q— IR (j=1,...,s) 1a cic ham kha vi
Fréchet lién tuc. bat

(2.18) M={zeA:g(x)<0Vi=1m, hj(z)=0 Vj=1,s}.
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Ta c6 M C X la tap déng. V6i moi x € M, ta dat
I(x) ={i : gi(x) =0}
va goi I(z) la tap chi s6 hoat tng vé6i diém = € M. Dé cho gon, ta dat
h(z) = (h1(x),..., hs(2)) T,

& d6 dau T chi phép chuyén vi ma tran. Nhu vay, i 14 4nh xa tir Q vao IR*.

Ménh dé 2.2.6 (Cong thitc tinh nén ti€p tuyén Bouligand; xem Aubin va
Frankowska (1990)). Gid s M duogc cho boi (2.18). Gid su & € M va diéu
kién chinh quy sau duoc théa man:

@ K(2)(Ca(z)) = IR°
(2.19) {(b) 20 € XA aé W (z)(v°) =0, ¢i(z)(v°) <0 Vie I(z).

Khi do, v € Ty () khi va chi khi v € Ta(Z) va

(2.20)

N6i mot cach hinh anh, diéu kién (a) trong (2.19) ndi rdng phan han ché
cua todn tit dao ham A/ (z) : X — IR® trén nén Cyy(Z) 1a tran. Ta s& con trd lai
v6i kiéu diéu kién nay khi xét khdi niém fodn ti tran trén nén trong Chuong 5.
Diéu kién (b) trong (2.19) néi ring c6 ton tai vécto v° nio d6 trong khong gian
tiép xtdc '4 ctia da tap {z € X : h(x) = 0} tai diém T hudng vao phdn trong cua
hinh nén ti€p tuyén Bouligand ctia tap hop {z € X : g(z) <0 Vi=1,...,m}.

Ménh dé 2.2.7 (Cong thiic tinh nén ti€p tuyén Clarke; xem Aubin va Frankowska
(1990)). Gid sit M duogc cho bdi 2.17) véi A = X. Gid su T € M va diéu kién
chinh quy (2.19) duoc thoa man (véi Cyy(Z) duoc thay boi X ). Khi dé, voi moi
v e X, ve Cy(x) khi va chi khi diéu kién (2.20) duoc thoa man.

Tir cdc ménh dé 2.2.6 va 2.2.7 va tinh chét Cy(z) C T8 (Z) C Ty (%), ta
rit ra di€u kién da sau day cho tinh chinh quy ti€p tuyén cta tap nghiém cua
(2.18) tai mot diém cho truéc.

Hé qua 2.2.1. Dudi cdc gid thiét ciia Ménh dé 2.2.7, ta c¢é
Cu(z) =T3()

= Tm (%) o
={veX :g(@)(v) <0 Viel(z), h(z)(v) =0 Vj=1s}

“La tap hop {v € X : K (Z)(v) = 0}.
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Bai tap 2.2.7. Cho A = X. Ching minh ring diéu kién (a) trong (2.19)
tuong duong véi doi hoi “hé vécto h' (Z), ..., h,(Z)} [cha khong gian X *]
la doc ldp tuyén tinh” .

Nhan xét 2.2.4. Trong truong hop A = X = IR", diéu kién chinh quy (2.19)
try thanh diéu kién chudn héa rang buéc Mangasarian-Fromovitz'- néi gon
1a diéu kien MFCQ ', vi né dugc dua ra trong bai bio clia Mangasarian va
Fromovitz (1967).

Nhan xét 2.2.5. Diéu kién MFCQ va cdc dang md& rong cua né déng vai tro
hét siic quan trong trong céc nghién ctu vé tinh 6n dinh, én dinh vi phan, va
do6 nhay nghiém clia cdc bai todn t6i uu (xem, vi du nhu, Gauvin va Dubeau
(1981), Mordukhovich (2006a,b), Chuong 4 va Chuong 5 gido trinh nay).

'

Hinh 11

Vi du don gian sau day cho thdy ring néu diéu kién MFCQ bi vi pham, thi
két luan clia cic ménh dé 2.2.6, 2.2.7 va Hé qua 2.2.1 néi chung khong con
ding nira.

Vidu225 Pat A =X =R} m=s5=1, g1(z) = 29 + 22, h(z) = 19
v6i moi © = (z1,72) € IR?, vd & = (0,0). Xét tap M cho béi (2.18). Ta c6
M ={z} va

Cu(7) = T3y (7) = Tae(7) = {(0,0)}-

Trong khi do,

{veX : gi@)) <0 Viel(®), Wy@(w)=0Vj=T,5s}=Rx{0}.

STNTA: the Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualification.
'TNTA: the MFCQ condition.
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Luu y ring, doi véi vi du dang xét, ta khong thé tim duogc vécto v € X = IR?
nao thoa man di€u kién (b) trong (2.19).

Bai tap 2.2.8. Cho A = X = R, z = (1,1), va
M ={z = (z1,22) : 2]+ 23 <2, z2 =2t}

Tinh cdc hinh nén ti€p tuyén Th(Z), T%(z) va Cy (7). (Két qud:
Cu(z) = TP (z) = T (z) = {v = (v1,v2) @ v1 <0, v2 = 3v1};
xem Hinh 11 & trang trudc.)

2.3 Pao ham

Cho X,Y la céc khong gian dinh chudn, F': X = Y la 4nh xa da tri.

Dinh nghia 2.3.1 (Pao ham contingent, dao ham Bouligand). Pao ham con-
tingent'’, hay dao ham Bouligand, DF;(-) : X = Y cla F tai diém z =
(Z,y) € gph F' 1a anh xa da tri ¢6 d6 thi trung v6i hinh nén ti€p tuyén Bouli-

gand Tgph r(2), tic 1a

DF(u) = {v €Y : (u,0) € TgphF(z)} Yu € X.

Néu F' = f 1a dnh xa don tri, thi ta viét D fz(-) thay cho DFz ¢(z)) ().

Pinh nghia 2.3.2 (Pao ham ké). Pao ham ké D°F;(-) : X = Y cua F tai diém

z = (z,y) € gph F' la dnh xa da tri ¢6 d6 thi trung v6i hinh nén ti€p tuyén trung
. b — /. N

gian TgphF(z)’ tic 1a

DYF(u) = {v €Y : (u,0) € TgbphF(z)} Yu € X.

Néu F' = f 1a 4nh xa don tri, thi ta viét D?fz(-) thay cho DbF(i,,f(j))(-).

Pinh nghia 2.3.3 (Pao ham Clarke). Pao ham Clarke'® CF.(-): X = Y cua
F tai diém z = (Z,7) € gph F' 1a énh xa da tri c6 d6 thi truing v6i hinh nén ti€p
tuyén Clarke Cgph (%), tic 1a

CF.(u) = {v Y : (u0) € CgphF(f)} Vu € X.

Ching toi chua tim duoc tir thich hop d€ dich thuat ngit nay ra tiéng Viét. Trong vai trd
mot tinh tlr, chit “contingent” c6 nghia 12 bt dinh, tiy chon, ngiu nhién... C6 ngudi da dich

Ag??

“contingent derivative” thanh “dao ham ti€p lién”. Céch dich nay c6 1& khong dat, vi trong ti€ng
Viét dudng nhu khong c6 chit “tiép lien” (khong 16 nghia, khong c6 trong Tir dién tiéng Viét cia
Gido su Hoang Phé va cdc dong tic gia).

8Pao ham Clarke C'F(-) con dugc goi 1a dao ham tiép tuyén lam tron'.
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Néu F' = f 1a dnh xa don tri, thi ta viét C fz(-) thay cho C'F(z ¢(z))(-)-

Ba khai niém dao ham néu trén dugc xay dung nhd cac cdu tric hinh hoc -
dé 1a cdc non tiép tuyén ciia do thi clha 4nh xa da tri dugc xét tai mot diém cho
truGc. Trong Chuong 4 cua gido trinh nay, ching ta s& nghién ciu khdi niém
doi dao ham, 1a mot danh xa da tri tir khong gian d6i ngdu Y* vao khong gian
d6i ngdu X*, luu gitt cdc thong tin di dugc ma hda trong ngon ngl cua cédc
khong gian doi ngiu vé toc do thay déi clia 4nh xa da tri trong cdc khong gian
nén. Doi dao ham dugc xay dung nhd cic nén phdp tuyén cia do thi chia dnh
xa da tri tai mot diém cho truéc. Ngoai hai cdch xay dung xdp xi bac nhat do,
ngudi ta con ¢ thé st dung thi thuat vo huéng héa: thay viéc xét 4nh xa da tri
F : X =Y tir khong gian dinh chudn X vao khong gian dinh chuén Y bing
viéc xét ham tua

Cr(y* z) ==sup{(y",y) 1 y€ F(z)} (z€X, y"€Y").
Néu F 1a anh xa da tri ¢6 gia tri 16i déng, thi ho ham sd thuc
Crly"): X =R (y €Y

dugc dinh nghia nhu vay luu gitt ddy du céc thong tin vé F'. That vay, khi dé
dua vao ho ham s6 {Cp(y*, ")} ey~ ta c6 thé tim lai dugc F bang cong thic

F(z)={y €Y : (y",y) < Cr(y",x) vé6i moi y* € Y~}

Khao st cédc tinh chat vi phan ctia ho ham s6 thuc {Cr(y*, ) }y+ey=, ta c6 dugc
cdc thong tin vé toc do thay déi cia F. Phuong phap nay dugc goi 1a phuong
phdp ham tua. Mot s6 cong trinh ctia Phé Gido su Pham Huy Dién va cdc tic
gia khac (xem Dien (1982, 1985), Dien va Sach (1989), Dien va Yen (1991),
Thibault (1991)) vé diéu kién can cuc tri cho bai todn t6i wu vdi rang buoc da
tri, tdp nghiém ctia bao ham thidc da tri phu thudc tham s6, cdc tinh chat vi phan
ctia ham gia tri t6i uu..., da cho thdy tinh hiéu qua cla cach ti€p can nay. Khai
niém so' dao ham®® cta dnh xa da tri do Gido su Pham Hitu Sich dé xudt ciing
stt dung ham twa, nhung d6 12 ham tua ciia dnh xa dao ham. Cu thé hon, so dao
hamcoa F: X =Y tai z= (z,y) € gph Flamot anh xadatri T : X =Y,
Lipschitz dia phuong tai 0 € X, sao cho v6i moi € > 0 ton tai lan can U cua =
thoéa man: Vo € U Jy € F(z) véi tinh chat

swp { ",y —5) — [Cry", 2 —7) - Crly,0))} <l — 7],
y*EByx*

6 d6 Cr(y*, z) ky hiéu ham tya cta T'; xem Sach (1988a), tr. 220. Xuét phat tir
khadi niém nay ta c6 thé dua ra céc dinh ly 4nh xa m&, ham 4n, ham ngugc, dinh

2OTNTA: prederivative.
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1y vé dao ham ctia ham hop, dinh 1y gid tri trung binh, quy tic nhan tir Lagrange,
nguyén ly tua dang tong quit (xem, vi du nhu, Sach (1988a,b), Dien va Sach
(1989), Yen (1987)). Nghién cttu méi nhit ma ching toi dugc biét vé dao ham
clia 4nh xa da tri dua trén khdi niém ham tua 1a cong trinh ctia Gorokhovich va
Zabreiko 2! (2005).

Dua trén cdc khdi niém dao ham contingent va dao ham Clarke trong céc
dinh nghia 2.3.1 va 2.3.3, nguoi ta ¢6 thé dac trung tinh 18i va tinh 16i theo nén
clia 4nh xa da tri F': X = Y thong qua tinh don diéu va tinh don diéu theo
non cha cdc ho dnh xa dao ham {DF. ()} .coph r V& {CF.(-)}.eoph - Cdc két
qué theo huéng nay c6 thé xem trong Sach (1996), Sach va Yen (1997), va céc
tai liéu dugc dan trong cédc bai bdo dé. 0 day ching ta chi nhéc lai hai khdi
niém chinh 1a tinh 16i theo nén va tinh don diéu theo nén. Cho K C Y 1a nén
16i. Ta n6i F la dnh xa da tri [6i theo nén K, néi gon la K-16i, néu véi moi
rl22 € X vate (0,1) taco

(1 —t)F(z") +tF(2?*) c F((1 - t)z! + ta?) + K.

(Trong trudng hop dac biét, khi K = {0} va F Ia dnh xa c6 gid tri déng, khdi
niém nay trung véi khdi niém dnh xa da tri 161 da xét trong Chuong 1.) Ta néi
ho dnh xa dao ham contingent {DF, (-)}.copn ¢ 12 don diéu theo nén K, hay
K-don diéu, néu v6i moi diém 2! = (2!,y') va 22 = (22, y?) thuoc gph F ta
co

0eco |DF,(2? —x') + DE (2t — x2)] ,

& d6 F(z) = F(x) + K 1a dnh xa mé réng cia F theo nén K. Tinh 16i theo
nén K cua ho dnh xa dao ham Clarke {CF(-)}.copn r duoc dinh nghia hoan
toan tuong tu.

C6 thé sir dung dao ham contingent dé xay dung céc diéu kién can cuc tri
trong cédc t6i uu vécto da tri (xem D. T. Luc (1989), D. T. Luc va C. Malivert
(1992)).

Bai tap 2.3.1. Xét anh xa da tri ' : IR = IR cho boi cong thic
F(x):{yelR ca? +y? <2, y::EB}.
Tinh céc dnh xa dao ham DF;(-), D°F;(-) va CFs(+), & d6 z = (1,1).

(Goi y: D€ y rang gph F trung véi tap M trong Bai tap 2.2.8 va skt dung
két qua tinh cdc hinh nén ti€p tuyén cta M tai diém z = (1,1).)

21Gigo su Petr Petrovich Zabreiko (Belarus State University, Minsk, Belarus) 12 mot chuyén gia
ndi tiéng vé Giai tich ham. GS. TSKH. Nguyén Hong Thdi (University of Szczecin, Ba Lan) va
PGS. TSKH. Nguyén Vin Minh (Pai hoc Qudc gia Ha Noi; University of West Georgia, My) 1a
cdc hoc trdo Viét Nam cua ong.
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Trong giai tich c6 dién (xem Rudin (1976)), sit dung khdi niém dao ham
Fréchet ngudi ta da xay dung céc dinh ly 4nh xa m&, ham an, ham nguoc -
nhiing két qua dugc st dung rong rai trong hinh hoc vi phan, topd vi phan, 1y
thuyét phuong trinh vi phéan, 1y thuyét bac, va trong nhiéu 1y thuyét toan hoc
khic. Hoan toan tuong tu, dua vao cdc khdi niém dao ham viura dugc trinh bay
¢ trén, nguoi ta da dua ra cdc dinh 1y 4nh xa md, ham 4an, ham nguoc cho dnh
xa da tri. ¢ day ching ta s& xem xét hai dinh ly ham nguoc tiéu biéu thuoc vé
Aubin va Frankowska (1984). Dinh 1y thd nhét st dung gia thiét vé tinh m& déu
ctia ho dao ham contingent. Dinh 1y thi hai st dung gia thiét vé tinh tran cua
dao ham Clarke. Céc dinh ly nay déu dugc chiimg minh bang nguyén 1y bién
phan Ekeland. Vi céc ching minh 1a kha cong kénh, phuc tap, nén s& khong
duoc trinh bay & day.

DPinh ly 2.3.1 (Pinh 1y ham ngugc cho 4nh xa da tri st dung dao ham contingent;
xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 204-205). Gid su X, Y la cdc khong gian
Banach, F : X =Y la dnh xa da tri, z = (Z,y) € gph F. Gid sit ton tai cdc
hang s6'¢ >0, 6 > 0va a € [0,1) sao cho

V(z,y) € (gph F) N B(z,6), Vv e Y, Jue X, JweY dé¢
v € DFgy)(u) +w, |ull <cfoll, [lwl] < alv].

Khi dé 7 € int(rge F') va ta ¢c6 F~' la dnh xa da tri gid-Lipschitz tai (z,7).

Pinh 1y 2.3.2 (Pinh 1y ham ngugc cho dnh xa da tri sit dung dao ham Clarke;
xem Aubin va Frankowska (1984, 1990)). Gid su X la khong gian Banach, Y
la khong gian dinh chudn hitu han chiéu, F : X =Y la dnh xa da tri déng,
z = (z,y) € gph F. Néu rge (CF;) =Y, thi j € int(rge F) va ta ¢6 F~! la
dnh xa da tri gid-Lipschitz tai (Z,7).

Bai tap 2.3.2.
(a) Phat biéu Pinh 1y 2.3.1 cho trudng hop F' = f la 4nh xa don tri kha
vi Fréchet tai moi diém trong mot lan can cta diém = € X.

(b)Cho X =Y = IR, F(z) = {f(z)}, f(x) = 23. Hay tim tat c4 nhiing
diém z € IR sao cho Dinh 1y 2.3.1 4p dung dugc vé6i z := (z, f(Z)).
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Bai tap 2.3.3.

(a) Phdt biéu Dinh 1y 2.3.2 cho trudng hop F = f 1a dnh xa don tri kha
vi Fréchet lién tuc trong mot lan can clia diém z € X.

(b)Cho X =Y = IR, F(x) = {f(z)}, f(z) = #*. Hay tim tét c4 nhiing
diém 7 € IR sao cho Dinh Iy 2.3.2 dp dung dugc vé6i z := (z, f(Z)).

Nhitng quy téc tinh (néi ding hon 1a cdc uéc lugng) dao ham ctia ham hop
sau day cho thay moi loai dao ham cuia dnh xa da tri xét trong muc nay déu cé
vai tro riéng: dao ham Clarke tham gia trong di€u kién chinh quy, dao ham ké
tham gia trong cong thitc tinh dao ham contingent ctia ham hop®2.

Pinh 1y 2.3.3 (Pao ham ctia ham hgp; xem Aubin va Frankowska (1990), tr.
198-199). Gid sit X, Z la cdc khong gian Banach, Y la khong gian dinh chudn
hitu han chiéu, F : X =Y, G:Y = Z,ye F(z), z € G(y). Gid sit F va G
la cac anh xa déng. Néu diéu kién sau théa man

rge (CF@Q)) — dom (CG@,E)) =Y
thi
(i) D'G(yz) 0 DFz 45 C D(G o F)z.2);

(ii) D*G j,z) 0 DF!

(z,y) © DG o F)z z);

(i) CG gz 0 CFzg) C C(Go F)(j7g)-

Bai tap 2.3.4. Ap dung Pinh 1y 2.3.3 cho truonghop X =Y =2 = IR,
F(z) = {/|z]}, G(y) = {2z : 2 > y*},va® =7 =z = 0. Trong trudng
hop nay, cdc bao ham thifc trong céc khang dinh (i)—(iii) c¢6 trd thanh céc
déng thic hay khong?

2Khong 16 12 quy tic (i) trong Dinh 1y 2.3.3 ¢6 con ding khong néu nhu dnh xa DbG(g@) 1y
v€ trdi ctia bao ham thiic dugc thay biang dnh xa DGy z) - 12 dnh xa c6 d6 thi 16n hon.
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Chuong 3

Tich phan cua anh xa da tri

HJdi tén, rang “Bién-Ddu-Ngan”
Hoi qué, rang “Xir Mo Mang”, da quén
(Bui Giang)

Chuong nay trinh bay khdi niém tich phan Aumann (tich phan da tri). Vi lat
cat do dugc la co s& dé xay dung tich phan Aumann, nén ching ta s& tim hiéu
ky cdc dinh 1y vé su ton tai lat cat do dugc cla 4nh xa da tri. Ngoai ra, trong
chuong c¢6 giéi thiéu cic két qua cta Nguyén Huy Chiéu (2004, 2006a) vé tich
phan Aumann cta dnh xa dudi vi phan Clarke. Cac két qua trong Chieu (2006¢)
vé tich phan Aumann cua dnh xa dudi vi phan Mordukhovich va du6i vi phan
Mordukhovich clia phi€ém ham tich phan s& dugc gidi thiéu trong muc cudi cta
chuong sau.

Céc dinh ly vé 14t cit do dugc va tich phan Aumann ¢6 vai trd quan trong
trong 1y thuyét bao ham thiic vi phan (phuong trinh vi phan da tri). Ban doc
c6 quan tam c6 thé doc vé bao ham thic vi phan trong Aubin vd Frankowska
(1990), Aubin va Cellina (1984). Uhg dung ctia bao ham thic vi phan trong cac
vén dé vé diéu khién t6i uu dugc trinh bay trong Clarke (1983).

3.1 Anh xa da tri do duoc, lat cat do duoc

Khdi niém dnh xa da tri do dugc md rong mot cach tu nhién khdi niém dnh xa
(don tri) do dugc trong giai tich ham. Mot két qua quan trong & day la dinh 1y
cta von Neumann noéi rang anh xa da tri do dugc ¢6 gid ri khdc réng c6 lat cét
do duoc.

Tl
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Trong sudt muc niy, gia st Y 12 mot khong gian métric day du, kha Ii',
va A 1a mot o-dai s6 cac tap con cla tdp hop X. Céc tap thudc A duoc goi la
céac tap do dugc. Tap X xét véi o-dai s6 A (hay cap (X, .A)) duoc goi 1a khong
gian do duoc?. Ky hiéu o-dai sé’ Borel clia khong gian métric Y boi B - tiic 12
B 1a o-dai s6 nho nhit chia tat ca cac tdp mb cia Y.

Nhic lai ring ho A duoc goi 1a mot o-dai s6'néu né thdéa man ba tinh chat
sau:

(1) X € A,

(i) X \ A thuoc A v6i moi A € A,

(iii) hop ctia mot ho tily y gobm mot s6 dém duoc cdc tap thuoc A 1la mot
tap thuoc A.

Tur (i)-(iii) suy ra rang () € A va giao cua mot ho tuy y gébm mot s6 dém
dugc céac tap thuoc A la mot tap thuoc A.

Trong dinh nghia sau va trong cdc khang dinh & cdc bai tap 3.1.1-3.1.3 ta

khong can gia thi€t Y 1a khong gian métric du, kha li, ma chi can gia sa Y la
khong gian topo>. Khi d6, B van ky hiéu o-dai s6 sinh ra bdi cdc tip md cia
Y. Hién nhién B chia tit ca céac tap déng clia Y.
Dinh nghia 3.1.1 (Anh xa don tri do dugc; xem Aubin va Frankowska (1990),
tr. 307, va Rudin (1987), tr. 8). Anh xadon tri f : X — Y duoc goi la do
duoc néu ta c6 f~H(V) :={x € X : f(x) € V} la tap thuoc A v6i mdi tap
m& V C Y. (Anh nguoc cua moéi tap mo 1a tap do duoc.)

Dé thdy rang ham s6 thuc ¢ : X — IR 1a do duoc khi va chi khi véi moi
a € IR tap hop

e ((~o0,)) == fr € X : () < a}
1a do duogc.

Bai tap 3.1.1. Chiing minh rang dnh xa don tri f : X — Y 1a do dugc
khi va chi khi v6i moi tap déng C' C Y ta c¢6 f~(C) € A. (Anh ngugc
ctia moi tap déng la tap do dugc.)

Bai tap 3.1.2. Ching minh ring 4nh xa don tri f : X — Y 1a do duoc
khi va chi khi
VB e B(Y), f~}B)c A

(Anh nguoc cua mdi tap Borel 1a mot tap do dugc.)

'Ta n6i Y 1a khong gian khé li néu ton tai tap con dém duoc trit mat trong Y.

2TNTA: measurable space; xem Rudin (1987), tr. 8.

3Gia thiét Y l1a khong gian métric dii, kha i chi can cho cdc dinh Iy vé su tén tai lat cit do
dugc (xem cdc dinh 1y 3.1.1-3.1.3).
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Bai tap 3.1.3. Cho f : X — Y la gi6i han theo diém ctia mot ddy 4nh xa
do dugc fr: X — Y (k € IN), nghia la

flx) = klln;o fe(x) VzelX.

Ching minh rang f 1a 4nh xa do duoc. (Goi y: Do Y 1a kha li, ton tai tap
diém {y; : i € N} trd mat trong Y. Khi d6, v6i mdi tap mé V' C Y ta c6

f7Hv)

={zeX: f(x) eV} ) 1
~UUfeex: By 5) € Vo () € By 55)}
ZUUU{xGX:B(yi%)cV, f(x)eB(yi,Qij_%)}

j>14i>16>1

~JUUUN{zex: B(yi,%)CV, fk(:c)eB(yi,Qijf%)}-)

J21i21021p>1k>p

Anh xa don tri dugc goi 1a don gidn néu né chi ¢c6 mot s6 hitu han gid tri.
Bai tap 3.1.4. Ching minh ring 4nh xa don gian f : X — Y 1a do duoc

khi va chi khi anh nguoc ctia méi diém thuoc Y 1a mot tap do duoc (c6
thé réng) thuoc X.

Dinh nghia sau day mé rong khéi niém dnh xa don tri do dugc trong Dinh
nghia 3.1.1.

Dinh nghia 3.1.2 (Anh xa da tri do duoc; xem Aubin va Frankowska (1990),
Dinh nghia 8.1.1). Gid st F': X = Y la 4nh xa da tri c6 gid tri déng. Ta néi
F 1a do dugc néu véi moi tap mé V' C Y,

FYV)={zeX : Flz)nV # 0}

la tap thuoc A. (Anh nguoc cua moéi tap ma 1a tap do duoc.)

Vi du 3.1.1. Cho X = [-1,2] C IR, A la o-dai s6 cic tap con do dugc theo
Lebesgue® cia X, Y = IR, F : X = Y 1a 4nh xa da tri duoc cho bdi cong
thic F(z) = {—1} néu z <0, F(z) = {1} néu z >0, F(0) = [-1,1]. Taco
F' la anh xa da tri do duoc; xem Hinh 12.

Bai tap 3.1.5. Sir dung Dinh nghia 3.1.2, hdy ching t6 ring 4nh xa F' néi
trong vi du trén la dnh xa da tri do dugc.

Bai tap 3.1.6. Cho X, A va Y nhu trong Vi du 3.1.1. Hay xay dung vi
du mot dnh xa da tri khong do dugc F : X =Y. (Goi y: Lay K C (0,1)
la mot tap khong do duoc theo Lebesgue (xem Rudin (1987), tr. 53-54)
vadat F(z) = {1} véimoi x € K, F(x) = {0} véimoi z € [-1,2]\ K.)

4Xem Rudin (1987) va Hoang Tuy (2003).
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Bai tap 3.1.7. Chiing minh rang:
a) Néu F': X = Y la dnh xa da tri do dugc, thi dom F' € A;

b) Néu F': X = Y la anh xa da tri do duoc, thi v6i moi y € Y ta c6
F'({y}) € A. (Goi y: Hay biéu dién {y} dué6i dang giao clia mot s6
dém duoc cédc hinh cau ma.)

c)Néu F': X = Y la dnh xa da tri (khong nhat thi€t c6 gid tri déng) thoa
man tinh chat F~'(V) € Av6imoitapmo V C Y, thi F: X =Y, &
d6 F(x) = F(z) v6i moi z € X, 1a dnh xa da tri do dugc.

gph F

Hinh 12

Nhan xét 3.1.1. Tinh chat c) trong bai tap trén cho thdy ring viéc xay dung
khéi niém 4nh xa da tri do dugc chi cho céc anh xa nhan gia tri déng khong la
qué cuc doan.

Can lwu y rang doi véi cdc danh xa da tri, tinh do diuoc theo Dinh nghia 3.1.2
(g0i la tinh do duoc yéud) chia chdc da tuong duong véi tinh chdt “Anh nguoc
ctia méi tdp dong la tap do dwoc” (goi la tinh do duoc manh®). Do dé, dnh
nguoc ciia moi tdp Borel qua dnh xa da tri do duoc yéu chua chdc da la mot tdp
do dugc. Dinh ly 3.1.3 dué6i day dua ra mot diéu kién di cho su twong duong
cta tinh do dugc yéu va tinh do dugc manh. Vi khai niém tich phan Aumann
s& dugc xay dung doi véi cac doi tugng thdéa man diéu kién da d6 nén, dé cho
don gian, ta goi cdc 4nh xa da tri théa man di€u kién “Anh nguoc cua moi tap
m& 12 tap do duoc” 1a 4nh xa da tri do dugc; xem Aubin va Frankowska (1990),
tr. 307-308.

STNTA: weak measurability.
STNTA: strong measurability.
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Bai tap 3.1.8. Cho V C Y la tap md trong khong gian métric kha li.
Chiing minh rang V biéu dién dugc dudi dang hop clia mot s6 dém duoc
céc hinh cu mé trong Y. (Goi y: Gia st Y = {y; : i € IN}. Ho cédc
hinh cdu {B(y;, ;) : i € IN, 7, € Q, 7, > 0} 1a dém dugc. Vi mdi
y €V, ton tai p = p(y) > 0 sao cho B(y,p) C X. Chon i € IN sao cho
y; € B(y,p/4), sau d6 chon 7; € Q, 7; > 0, sao cho p/4 < 7; < p/2.
Khi dé y € B(y;, ) C V)

Hinh 13

Bai tap 3.1.9. Cho V C Y Ila tap md trong khong gian métric kha li.
Chitng minh rang V biéu dién dugc dudi dang hop clia mot s6 dém duoc
c4c hinh cdu déng trong Y. (Goi y: DEé y ring, trong cic ky hiéu & bai
tap trén, ta ciing ¢c6 y € B(y;, 7;) C V.)

Bai tap 3.1.10. Cho (X, .A) 1a khong gian do dugc, Y 1a khong gian
métric kha li, ' : X =2 Y 1a 4nh xa da tri sao cho F~1(C) € A vé6i moi
tap déng C' C Y. Ching minh rang F 12 4nh xa da tri do dugc (theo Dinh
nghia 3.1.2). (Goiy: Cho V C Y la tap md. Do khing dinh & bai tap
3.1.9, ta c6 thé biéu dién V duéi dang

(oo}
V={JB(ym) (>0 véi moi j).
j=1

Khi de,

FY(V) = U F~1(B(y;,7))-)

Pinh nghia 3.1.3 (L4t cat). Anh xa don tri f: X — Y thoa man diéu kién
f(z) € F(x) v6i moi x € X duogc goi 12 mot ldar car cha F. Néu f 1a 4nh xa
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do duoc, thi ta néi né 1a mot ldt cdt do dugc cia F. Néu X 1a tap con trong
khong gian dinh chudn va néu f 1a 4nh xa lién tuc hodc Lipschitz dia phuong,
thi ta n6i n6 1a mot ldt cdt lién tuc hoac ldt cdt Lipschitz dia phuong cia F.
Pinh ly 3.1.1 (von Neumann, 1949). Cho (X, .A) la khong gian do duoc, Y la
khong gian métric dii, khd li, va F' : X =Y la dnh xa da tri do dvoc, cé gid
tri déng, khdc réng. Khi dé, ton tai ldt cdt do duoc f: X — Y ciua F.
Chitng minh. Gia st

Yo={y; : i € IN}

1a mot tap con dém dugc tri mat trong Y. Ta s€ xay dung day anh xa do duoc
fk: X—=Y (k=0,1,2,...)

nhan gid tri trong Y sao cho f hoi tu theo diém dén mot 14t cit f cua F khi
k — oo. Do két qua & Bai tap 3.1.3, tir d6 suy ra rang f 1a lat cat do duoc can
tim.

V6i moéi x € X, gia st ¢ = i(x) 1a s6 tu nhién nho nhét sao cho

(L1) F(z) N B(yi, 1) # 0.

(Vi Yp la tro mat trong Y, v6i moi y € Y va v6i moi € > 0 ton tai i € IV sao
cho y € B(yi;,e). Vay tap hgp céc chi s6 ¢ € IN thoa man (1.1) la khdc réng.
Hién nhién trong tap d6 c6 phan tir nhd nhat.) Ta dat

(1.2) fo(x) =yi VazeX,
&d6 i =i(z). Anh xa fy 1a do duoc. That vay, véi moi i € IV,

fo'i) ={reX : F(z)nB(y;,1) # 0}
(Wre X : F(z)NB(y;,1) =0 Vj=1,2,...,1 -1}
i—1

= FBu DN (XU P (B D)

1a tap hop thuéc A do F' 1a 4anh xa da tri do dugc. Vi moi tap mé V' C Y, tir
d6 ta suy ra rang

o= U f£'w

ie{j:y;eV}

1a tap hop thuoc A. Diéu do ching to rang fy 1a dnh xa do duge. Dai véi fy,
do (1.1) va (1.2) ta con cé

(1.3) d(fo(z), F(z)) <1 Vze X.
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Gia su ta da xay dung dugc ddy hitu han cic dnh xa
fe: X—=Y (k=0,1,...,m)
nhan gia tri trong Y sao cho
(1.4) d(fe(z),F(x)) <27% (Vee X, Vke{0,1,...,m})

N

(1.5)  d(fe(@), firi(x)) <27F D (vze X, Vke{0,1,...,m—1})

bai véi m = 0, vi (1.3) nghiém diing nén ta c6 (1.4). Tinh chat (1.5) dugc thoa
mén vi ldc nay tap chi s6 {0,1,...,m — 1} l1a rébng. Vi méi i € IN, ta dat

Si={zxeX : fnlzr) =y}

o0
Céc tap {S;}icv 12 doi mot khong giao nhau, va ta cé X = U S;. Do (1.4),
i=1

(1.6) F(x)NB(y;,27™) #0 Vzesb,.

C6 dinh diém x € X va chon i € IN sao cho z € S;. Ky hiéu boi j = j(z) so
tu nhién nho nhét sao cho

(L.7) [F(2) N By, 27™)] 0 Bly;, 271 £ 0.

Do (1.6), so tu nhién j = j(x) nhu vay la ton tai va duy nhét. Dat f,,11(z) = y;.
Khi d6, 1dy y 1a mot phan tir thuoc tap hop 6 vé trdi cua (1.7), ta ¢

d(fm(x), fm1(x)) = d(yi,y;) < d(yi,y) + d(y;, )
<27M 4 9—(m+1)
< 2~ (m=1)

Ngoai ra, tir (1.7) suy ra rang
d(fmi1(2), Fx)) < 27D,

Vay ta da xay dung dugc anh xa do dugc (xem Bai tap 3.1.10) f,41: X — Y
nhan gid tri trong Yj sao cho (1.4) va (1.5), v6i m dugc thay bdi m + 1, nghiém
ding.

Tur (1.5) suy ra rang, v6i moi = € X, day { fx(z)}rev 12 ddy Cauchy. That
vay, theo (1.5) ta c6

d(fr+p(2), fr(x))
< d(frp(@)s frrp—1(2)) + d(frrp—1(2), frip—2(z))

(1.8) + o d(frega(2), fr(2)
< 2~ (k+p=2) 4 o—(k+p=3) 4 4 o—(k-1)

< 27k+2
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voi moi k € IN vap € IN. ViY la khong gian métric di, nén ton tai giGi han
klim fr(x) € Y. Ky hiéu phan tir giéi han d6 1a f(z). T (1.8) suy ra rang diy
— 00

{fx} hoi tu déu dén f. Cho k = m va lay gi6i han trong bat dang thic & (1.4)
khi m — oo, ta nhan duoc

d(f(z),F(z))=0 VzelX.
Vi F(z) la tap dong v6i moi x € X, tir d6 suy ra
f(z) e F(z) VzelX.
Vay f 1a lat céat do dugc cua F. O

Bai tap 3.1.11. Chdng minh rang dnh xa f,, 11 dugc xay dung trong chiing
minh trén la do dugc. (Goi y: Lap luan tuong tu nhu khi ching minh f
l1a anh xa do duogc.)
Bai tap 3.1.12. Hay chi ra mot vai 1at céit do duoc khéac nhau cia
a) anh xa da tri F' trong Vi du 3.1.1,
b) dnh xa da tri F': IR™ = IR™, n > 2, dugc cho bdi cong thiic
F(z) = 0p(z)  (z e R"),
0 d6 dp(z) ky hiéu dudi vi phan cta ham 16i ¢(u) = |u| tai diém z.

(Ky hiéu mién xéc dinh ctia F' boi X va 14y A 1a ho cdc tap con do duge
theo Lebesgue cta X.)

Trong chiing minh ctia Pinh 1y 3.1.1, cdc gia thiét sau da duoc su dung triét

D

de:

(i) X la khong gian métric kha i,

(ii) X la khong gian métric du,

(iii) F' 1a anh xa do duoc,

(iv) F' 1a 4nh xa c6 gid tri déng, khic rong.

C. Castaing’ da phat hién ra ring néu cic diéu kién (i)—(iv) dugc thda man,
thi ching nhitng ton tai mot ldt cdt do duoc nao dé cha dnh xa da tri F, ma con
ton tai mot ho dém dugc cdc lat cdt do dugc { fi, }rev clia F sao cho

(1.9) F(z)={fulz) : ke N} (Vz € X).

Nhu vay, v6i méi x € X, tap gid tri {fx(z) : kK € IN} cua cdc 14t cat 1a rra
mdt trong tap F'(x). Khi tinh chat (1.9) nghiém ding, thi nguoi ta néi {f;} 1a

"Charles Castaing 1a nha toan hoc Phép gdc Viét, gido su toin hoc & Université de Montpellier
IT (Montpellier, Phédp), thanh vién Ban c6 vén cta tap chi Acta Mathematica Vietnamica.
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ho dém dugc cdc ldt cdt do duoc triv mdr®; xem Aubin va Frankowska (1990),
tr. 310.

Dinh 1y sau day vira chi ra su ton tai ho dém dugc céc lat cit do dugc tru
mat clia 4nh xa da tri do duoc, vira khang dinh ring tinh chat dé ciing dac trung
cho tinh do dugc cua cdc dnh xa da tri. ¢ day ciing s& chiing t6 ring ta c¢6 thé
dac trung tinh do dugc clia 4nh xa da tri thong qua tinh do dugc ho ham khoang
cich

v dy, F(z) (yeY).

Pinh 1y 3.1.2 (C. Castaing, 1967). Cho (X,.A) la khong gian do duogc, Y la
khong gian métric du, khd li, va F : X =Y la dnh xa da tri cé gid tri dong,
khdc rong. Khi do, cdc khdng dinh sau la tuong duong:

(a) F la anh xa da tri do duoc;
(b) Ton tai mot ho dém duoc cdc ldt cat do dugc tri mdt { fi brev ctia F;
(c) Véi moi y € Y, ham s6 x — d(y, F(z)) la do dugc.

Chitng minh. (a) = (b). Gia stt Yy = {y; : i € IV} la mot tap con dé€m duogc
tril mat trong Y. Véiméi k € IN vai € IN taxétanhxadatri Fj: X =Y
cho béi cong thiic

Foo(r) = { F@ 0B k™) néu F(z) 0 By, k™) #0
CUAS VR N 7 (x) trong truong hop con lai.

(Ta thiy rang [ 1a dnh xa cit gon clia . D€ y thém rang ban kinh ctia céc
hinh ciu B(y;, k~') cang nhé khi k cang 16n.) R& rang Fr:X=3Y,064d6

F; (z) := F; x(z), 1a anh xa da tri c6 gid tri déng, khic rong, va

Fip(x) C F(z) Ve lX.

Ngoai ra, F} j 1a 4nh xa da tri do dugc. That vay, gia st V C Y 1a tap mé bat
ky cho truéc. Vi
Fl(V) ={zeX : Fip(z)nV # 0}
={zeX : Fiilx)nV #0}
={reX : F(x)n(By,k~H)nV) #£ 0}

U((X\{e € X : F@)n By, k") #0})
NfzeX : F(w)ﬂV#@})
= F(B(y:, k=) nV)U (X \ FL (B, k) 0 FL(V))

STNTA: dense countable family of measurable selections.
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va F la do dugc, nén F; (V) € A. Diéu dé chiing to ring F; ;. 1a 4nh xa da
tri do duogc. 7

Theo Dinh ly 3.1.1, sz; c6 lat cit do duoc firx + X — Y. RO rang
{fir}(ik)evx v 1a mot ho dém dugc céc lat cat do duge cua F'. Ta s& ching
minh rang

(1.10) {fir(x) : (i,k) e N x N} =F(z) VzelX.
Lay tuy y z € X, y € F(z), va e > 0. D€ thu dugc (1.10), ta chi can ching
minh ring
(1.11) 3(i,k) € IN x IN sao cho f;(x) € B(y,e¢).
Chon k € IN sao cho k=! < /2 va chon i € IN sao cho d(y, ;) < k~'. Khi
ds, viy € F(z) N B(y;, k1), nén F(x) N B(y;, k=) # 0. Do vay,
Fyyo(x) = F(z) N By k™).

Vi fir(z) € Fip(z), tr d6 ta c6 fip(x) € B(ys, k1). Vay

d(fir(®),y) < d(fir(®),y:) + d(yi,y)

<k 14 k!
<e,

va ta cé (1.11).

(b) = (c). Gia stt {fx}rery MmOt ho dém dugc céc 14t cat do dugc trd mat
cuia F. Lay tuy y y € Y. V6i méi k € IN, xét ham s6 = — d(y, fi(z)). V6i
moi « € IR, tap hop

Xoi=f{e € X : dly, fule) <a} =f{ee€X : filx) € Bly,a)}
— /7 (B(y.a))

thuoc A. Diéu d6 ching t6 rang, véi méi k € IN, d(y, fi.(-)) 1a ham s6 thuc do
dugc. Vi vay, theo Dinh 1y 1.14 trong Rudin (1987), ham s6

2 inf d(y, fu())
1a do duoc. Do (1.9) ta c6

Suy ra ham s6 z +— d(y, F'(x)) la do dugc.
(c) = (a). Gia sl rang v6i mbi y € Y ham s6 = — d(y, fx(x)) 1a do dugc.
Khi d6, v6i méi o € IR tacé {x € X : d(y, F(x)) < o} la tap do dugc. Vi

{reX :dy, F(x)) < a}

={rxeX : F(x)NB(y,a) # 0}
= F1(B(y, @),
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nén F~Y(B(y,a)) € A. Cho tru6c mot tap mé tuy y V' C Y, sit dung két qua
& Bai tap 3.1.8 ta cho thé biéu dién V duéi dang

o
V=) By,m) (r>0 véi moi j).
j=1

Khi do,

o
F'V)=JF'(Bly,m)
j=1
la tap do dugc. Vay F' la 4nh xa da tri do duoc. O

Bai tap 3.1.13. Hiy kiém chiing khing dinh (a) = (b) ctia Dinh 1y 3.1.2
doi v6i céc anh xa da tri trong Bai tap 3.1.12.

Bai tap 3.1.14. Xét anh xa da tri F' trong Vi du 3.1.1 va ldy y = —3. V&
d6 thi ctia ham s6 = — d(y, F'(x)). Giai thich tai sao ham s6 d6 1a do
duoc.

Bai tap 3.1.15. Khong st dung Dinh 1y von Neumann, hily dua ra chiing
minh tryc ti€p cho khang dinh (a) < (c) ctia Pinh ly 3.1.5. Ching minh
d6 c6 can dua vao céac gia thiét

(i) X 1a khong gian métric kha i,
(i1) X 1a khong gian métric dua,
hay khong?

Nhan xét 3.1.2. Su ton tai chiing minh truc tiép khd don gian cho khang dinh
(a) < (c) cua Pinh ly 3.1.2 cho thdy ring viéc sit dung ham khoang cich’ 1a
mot k¥ thuat hiéu qua gidp chiing minh su twong duong gitta (a) va (b).

Phan cu6i clia muc nay dugc danh dé chiing minh Dinh ly dic trung cho
anh xa da tri do dugc. Ngoai su tuong duong (a) < (b) < (¢) da thu dugc &
trén, cdc dac trung khdc sé dugc chiing minh du6i gia thi€t phu (kha rac r6i!)
sau day: A la o-dai s6 tuong ting véi mot do do duong, o-hitu han p cia X, va
A la p-du. (Trong Dinh 1y von Neumann va Dinh 1y Castaing, A 1a mot o-dai
sO tiy y ciia X.)

Pinh nghia 3.1.4 (Do do; khong gian ¢6 do do; do do di; do do o-hitu han).

“Ham khoang céch chinh 12 mot dang ham gia tri t6i wu (hAm marginal) déng vai trd quan
trong trong mot sO chiing minh va cau tric todn hoc. Cho dén nay, cdc tinh chat vi phan ctia ham
khoéang cdch vén 1a d6i tugng dugc ngudi ta quan tim nghién citu; xem Mordukhovich va Nam
(2005b, 2006) va céc tai liéu duge trich dan trong do.
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1. Anh xa p: A — [0,400] dugc goi 1a mot do do duong trén o-dai sO
A néu v6i moi ho dém dugc céac tap doi mot khong giao nhau {4 e, 6 d6
A € Av6imoi k € IN, ta ¢

m < U Ak;) =3 n(Ap).

keIN keIN

2. Tap X v6i o-dai s6 A va do do duong p trén A (hay bo ba (X, A, i)
duoc goi 1a khong gian cé do do'°.

3. Tandi p 1a o—hitu han n€u X 1a hgp cta mot ho d€m duoc cac tap co
do do hitu han.

4. Néu v6i moi A € A théoa man p(A) = 0 va véi moi A/ C A ta c6
A’ € A, thi ta n6i rang o—dai s6 A 1a p—du (tic 12 du theo do do ).

5. Bo ba (X, A, 1) dugc goi 1a mot khong gian cé do do di, o-hitu han'!
néu 4 1a do do duong o—hitu han va A la p—da.

Vi du 3.1.2. Cho X = IR", A la o0—dai s6 cic tap con do duogc theo Lebesgue
cua IR", 1 1a do do Lebesgue trén IR". Ta c6 (X, A, p) 1a mot khong gian c6
do do du, o-hitu han.

Cho (X,.A) la khong gian do dugc, Y 1a khong gian métric. Nhu da quy
udc tr ddu muc nay, B ky hiéu o—dai s6 Borel clia Y. Ta xét o —dai s6 sinh ra
bdi ho tap

(1.12) {AxBCXxY :Ae A, Be B},

va ky hiéu n6 bdi A ® B. Nhu vay, A ® B la o—dai s6 nho nhit trong X x Y
chia ho tap (1.12).

Pé chiing minh Dinh 1y dic trung, chiing ta phai dua vao hai bé dé sau.

B6 dé 3.1.1 (xem Castaing va Valadier (1977)). Cho (X, A, u) la khong gian
¢6 do do di, o-hitu han, Y la khong gian métric di, khd li. Néu M € A® B,
thi

pry(M):={xeX : ey, (x,y) € M}

la tdp thuéc A. (Hinh chiéu lén X cua mét tdp do duoc theo A® B la do duoc
theo A.)

B6 dé 3.1.2. Gid sir (X, A) la khong gian do duoc, Y va Z la hai khong gian
métric khd li, g : X xY — Z la danh xa Caratheodory (diéu dé cé nghia la voi
moi y €Y dnh xa g(-,y) la do dugc, va véi moi x € X dnh xa g(x,-) la lién
tuc). Khi dé g la do duoc theo A ® B.

OTNTA: measure space; xem Rudin (1987), tr. 16.
'TNTA: complete o-finite measure space.
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Chitng minh. Ta chi cin chiing minh ring ton tai ddy dnh xa
gr: X XY =7 (/-CEZZV)

do duoc theo A ® B va hoi tu theo diém dén g (xem Bai tap 3.1.3). Gia st
{y; : i € IN} la tap diém dém dugc trd mat trong Y. Giastt (z,y) € X xY. Vdi
méi k € IN, ky hiéu i = i(k) € IN 1a chi s6 nhd nhat sao cho y € B(y;, k1)
hay, hoan toan tuong duong,

(1.13) yi € B(y, k™ 1).

Ta dat
ar(x,y) = g(z,ys).

Do (1.13) va do tinh lién tuc ctia 4nh xa g(zx,-) ta cé
Am gi(z,y) = im g(z, yir)) = 9(z,y)
—00 k—o0

v6i moi (z,y) € X x Y. Ta chi con phéi chimg minh ring g 1a do dugc theo
A® B. bat

i—1
Yiw = By k™) (U By k7).
j=1
Vi {y; : i € IN} la tri mat trong Y, nén ta c6
o0
(1.14) Y=Y
i=1

RO rang Y, ;, € B v6i moi (i, k) € IN x IN. Ngoai ra,

gr(x,y) = g(z,y;) V(z,y) € X X Y.

Diéu d6 ching to rang g 1a do duge theo A ® B. That vay, gia st W C Z la
tap mo tuy §. Ta ¢6

g, (W)

—~

{(z,y) e X XY : gp(z,y) € W}

{(z,y) € X xYix : g(z,y;) € W}

el

.
Il
—

(9 W) x Vi)

la tap thuoc A® B. O

Dinh ly 3.1.3 (Characterization Theorem - Dinh ly dac trung; xem Aubin va
Frankowska (1990), tr. 310). Cho (X, A, n) la khong gian ¢6 do do du, o-hiiu
han, Y la khong gian métric du, khd li. Cho F : X = Y la dnh xa da tri c6
gid tri déng, khdc réng. Khi dé, cdc khang dinh (a), (b), (c) trong Pinh Iy 3.1.2
va cdc khdng dinh sau la tuong duong:
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(d) gph F € A® B;
(e) F~Y(C) € A véi mi tdp dong C CY;
(f) F~Y(B) € A véi moi tdp Borel B € B.

Chiing minh. Do (a) < (b) < (¢), dinh 1y s&€ dugc chiing minh néu ching ta
ching t6 dugec rang

0 = (), (© =@, (@)= (), (c)= (), (d= ®.

(Tat nhién ta khong cn chiing minh khing dinh (a) = (c) nita.)

(f) = (e). Hién nhién, vi moi tap déng la tap Borel.

(e) = (a). Khang dinh nay da duoc thiét lap trong Bai tap 3.1.10.

(c) = (d). Gia st rang v6i moi y € Y ham s6 d(y, F(-)) 1a do dugc. Vi F
c6 gid tri dong, khac rong, nén ta cé

(1.14) gph FF = {(z,y) €e X xY : d(y, F(x)) = 0}.

Vi v6i méi z € X ham s6 d(-, F(x)) 1a lién tuc, nén dp dung B6 dé 3.1.2 cho
truong hop
gl,y) = d(y, F(z)) VY(z,y) € X xY

ta suy rarang ¢ : X x Y — IR 1a do dugc theo A ® B. Do (1.14),

gph I = g~ ({0}).

Theo khang dinh b) & Bai tap 3.1.7, ta ¢c6 gph F € A ® B.
(d) = (). Gia surang gph F € A® B va gia st B C Y 1a tap Borel bat ky.
Dé thay rang
F~'(B) = pry(gph F N (X x B)).

VigphF e A®Bva X x BE A®B, tirdé ta c6 F~1(B) € A theo B dé
3.1.1. O

Dinh 1y diac trung cho ta hé qua sau day vé su tuong duong gitta tinh do
duoc (con goi la tinh do dugc yéu) va tinh do duoc manh cla dnh xa da tri.

Hé qua 3.1.1. Cho X = IR", A la oc—dai s6 cdc tap do duoc theo Lebesgue
cia IR", i la do do Lebesgue trén IR". Cho Y la khong gian métric du, khd
li,va F:X =Y la dnh xa da tri ¢é gid tri déng, khdc rong. Khi dé, F la do
duoc khi va chi khi F~1(C) € A véi moi tdp déng C C Y.

Bai tap 3.1.16. Cho X = IR™, A la o—dai s6 céic tap do dugc theo
Lebesgue ctia IR™, u la do do Lebesgue trén IR™. Cho Y la khong gian
métric da, kha 1i, va F' : X = Y la dnh xa da tri ¢6 gid tri déng, khic
réng. Chitng minh rang:
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a) Néu F' 1a ntra lién tuc dudi ¢ trong X, thi F' 1a dnh xa da tri do duoc;
b) Néu F' la ntra lién tuc trén & trén X, thi F' 1a dnh xa da tri do dugc.
(Goi y: Luu y rang F' 12 nlra lién tuc dudi 6 trong X khi va chi khi anh
nguoc cua mdi tap md trong Y 1a tip md trong X, F' 12 nura lién tuc trén
¢ trong X khi va chi khi anh nguoc clia méi tap déng trong Y 1a tap dong
trong X. Ap dung Hé qui 3.1.1 dé chiing minh khang dinh b).)

Nhan xét 3.1.3. C6 nhiing 4nh xa da tri 1a do dugc nhung khong 1a ntta lién tuc
trén hoac nira lién tuc duéi tai bat ¢t diém nao thuoc mién xdc dinh clia né. Vi
du, F : IR = IR cho boi cong thic f(x) = {0} néu x € Q va f(z) = {1} néu
z ¢ Q.

Két hop cdc khang dinh néi trong Bai tap 3.1.16 vé6i Dinh 1y 3.1.1 (t.u., v6i
Dinh 1y 3.1.2) ta ¢6 két luan vé su ton tai lat cit do duge (t.u., vé su ton tai mot
ho dém dugc tri mat cdc lat cat do duoc) cua anh xa da tri nira lién tuc trén,
hoac ntra lién tuc dudi. Theo cdc thuat ngit cia muc ti€p sau, néu Y la khong
gian Banach kha 1i, thi ta c¢é thé ldy tich phdn dnh xa da tri nita lién tuc trén,
hodic nita lién tuc dudi trén cdc tdp do duoc trong X = IR".

3.2 Tich phan ciaa anh xa da tri
Trong su6t muc nay, (X, A, 1) la mot khong gian ¢6 do do du, o—hiu han, va
Y 1a khong gian Banach kha 1i'2.

Ta st dung ky hiéu L'(X;Y, ) dé chi tap hop céc dnh xa don tri do dugc
kha tich tor X vao Y, tuc 1a

LY = {£:X =Y f g0 due, [ )ldn < oo
b's

Gia su F': X = Y la dnh xa da tri c6 gid tri dong, khdc réng. Ta ky hiéu

tdp hop cdc ldt cat khd tich cha F boi F:
F={feLYX;X,n) : f(x) € F(z) hiu khip trén X}.
Ta néi F 12 gigi néi khd tich'® néu tén tai mot ham v € L'(X; IR, i) sao cho
F(x) C v(z)By hau khap trén X.

Néu F ¢6 tinh chat do, thi méi It cat do duoc cua F' 1a mot phan tir thudc tap
F.

Truong hop hay duoc xét nhat va c¢é nhiéu tng dung nhat 1a X = IR, A 1 o-dai s6 gém
cdc tap con do dugc theo Lebesgue cuia IR", i 1a do do Lebesgue trén IR", con Y = IR™ la
khong gian Euclide hitu han chiéu; xem Clarke (1983), tr. 111.

BTNTA: intergrably bounded.




92 3. Tich phdn cua dnh xa da tri
Tru6c khi dinh nghia tich phan cta 4nh xa da tri, ching ta cdn nhiac dén

phép ldy tich phdn cia cdc ham nhdn gid tri vécto'?.

DPinh nghia 3.2.1 (xem Rudin (1991), tr. 77). Gid st f : X — Y la 4nh xa do

dugc sao cho v6i méi y* € Y* ham s6 y* o f cho bdi cong thic

(2.1) (4" o N)@) = (", f(x)) VeeX

12 kha tich 1. Néu tén tai vécto y € Y sao cho
(V" y) = /X(y* of)(@)dp Vy*eY®

thi ta néi tich phdn cua f trén X theo doé do j bang vy, va viét
(2.2) y= / fdp.
X

Dé thdy ring khong thé c¢6 nhiéu hon mot phan tir y thdéa man (2.2). Vay
tinh duy nhét cta tich phan clia ham nhan gid tri vécto 1a hién nhién. Néu X la
khong gian topo, A chita o—dai s6 Borel cua X, f : X — Y la ham lién tuc, va
f(X) CY la tap compdc, thi ton tai tich phan (2.2); xem Rudin (1991), tr. 77.
NéuY = IR™ va f = (f1,..., fm), thi tit dinh nghia trén suy ra rang tich phan
(2.2) ton tai khi va chi khi méi ham f; (i = 1,...,m) la kha tich. Khi d6 ta c6

(2.3) s ( J s | fm<x>du).

D6i v6i cdc ham vécto nhan gid tri trong khong gian Banach hitu han chiéu,
nguoi ta thudng 14y cong thiic (2.3) 1am dinh nghia tich phan [, fdpu.

Dé dinh nghia tich phan cla 4nh xa da tri, R. J. Aumann dé nghi goi tap
hop céc tich phdn ciia cdc ldt cdt do duoc khd tich cha F 1a tich phan cta F.

Pinh nghia 3.2.2 (R. J. Aumann, 1965). Tich phan [, F'du cia dnh xa da tri
do dugc F: X = Y 1a tap hop céc tich phan clia céc 14t cat do duoc kha tich
cta F:

(2.4) /Xqu:: {/deu:fej’-"}.

Vay [y Fidp 1a mot tap con cia Y.

“TNTA: vector-valued integration.
5Néu f € F, thi f c6 tinh chat do.
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Bai tap 3.2.1. Cho X, A va F nhu trong Vi du 3.1.1. Cho pu la do do
Lebesgue trén doan [—1,2]. Tinh tich phan / Fdp. (Goi y: V6i mbi
feFtaco f(x) € F(x) v6i moi x, ngoai trtrXx € Xy, 6d6 X la mot
tﬁp ¢6 do do 0. Pat f(z) = f(x) v6i moi = € (X \ Xf) va chon tly

) € F(z) véi € X;. Do rge F 12 gi6i noi, nén f € F va ta c6
/ f(z)dp = / f(x)du. Vi vay, trong cong thic (2.4) chi can xét cdc

lat cat f € F ma f( ) € F(x) v6i moi z € X. Ky hiéu tap cdc 14t cat
dé boi Fy. DE y rang f € Fy khi va chi khi ton tai o € [—1,1] sao cho
z) =—1néuz <0, f(0) =a, f(x) =1 néu x > 0. T d6 suy ra

I
/ Fdp={1})
X

Tich phan ctia 4nh xa da tri ¢6 nhi€u tinh chat thd vi, trong d6 c6 mot s6
tinh chét tuong tu nhu trong trudng hgp tich phan cta cdc ham sé thuc.

Ménh dé 3.2.1 (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 327). Gid su F, : X =
Y (i =1,2) la cdc anh xa da tri ¢é gid tri dong, khdc rong. Pdt

G(z) := Fi(z) + Fa(x).

Khi dé, cdc tinh chdt sau nghiém diing:

(i) Voi moi X € IR, / (A\F)dp = )\/ Fdy;
X X

(ii)/Equ:E/ Fdy;
X X

(iii) V6i moi p € Y™,

sur>{<p,y> : ye/Xqu}z/XCF(p,x)du,

ddo Cr(p,x) =sup{(p,y) : y € F(z)} la ham tya cia F,

(iV)/Gdu:/Fldu—i—/ngu.
X X X

Pinh nghia 3.2.3. Tap A € A duoc goi 1a mot nguyén 11:'° cia do6 do u néu
w(A) > 0 va voi moi A” C A, u(A’) hoac bang 0 hodc bang p(A). Do do i
duoc goi 1a khong cé nguyén tir'’ néu p khong chita cdc nguyeén tr.

Vi du 3.2.1. Do do Lebesgue trén IR" la do0 do khong c6 nguyén tu.

ITNTA: atom.
"TNTA: nonatomic.
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Nhic lai ring diém w € K duoc goi 1 diém cuc bién'® cta tap 16i K trong
mot khong gian dinh chudn néu khong ton tai u,v € K va A € (0,1) sao cho
w = (1 — A)u + \v. Tap céc diém cuc bién ctia K dugc ky hiéu la extr K.

Sau day 1a mot két qua vé tinh 16i cta tich phan Aumann.

DPinh 1y 3.2.1 (R. J. Aumann, G. Debreu va C. Olech; xem Aubin va Frankowska
(1990), tr. 329, 419). Cho F : X = IR™ la dnh xa da tri do duoc cé gid tri

dong, khdc rong. Néu p la do do khong cé nguyén tik, thi / Fdyu la tap loi va
X

extr (E/ qu) C/ Fdu.
X X

Ngoai ra, néu F con la gidi noi khd tich, thi/ Fdu la tdp compdc.

X
Ching minh cta dinh 1y nay (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 333—
340) dua vao dinh ly sau day ve tinh 16i cta tap hop cdc tich phan cia ham
vécto kha tich theo céc tap do dugc thuoc A.

Pinh 1y 3.2.2 (Lyapunov’s Convexity Theorem - Dinh ly ctia Lyapunov vé tinh
16i). Gid sit rdang p la do do khong cé nguyén tiw va f € LN X; IR™, ). Khi

do, tap hop
v(A) = d
( ) {/Af M}AEA

la tdp con 16i, compdc trong IR™.

Trong Dinh 1y 3.2.1, néu thay cho IR" ta xét mot khong gian Banach vo han
chiéu Y, thi chua chéc tich phan / F dy da 1a tap 16i. Tuy thé, bao déng clia
né 12 tap 16i. Cu thé 1a ta c6 dinh 1))(1 sau.

Dinh ly 3.2.3 (J. J. Uhl, FE Hiai va H. Umegaki; xem Aubin va Frankowska
(1990), tr. 330, 419) Cho Y la khéng gian Banach khd li, F : X = Y la dnh
xa da tri do duoc cé gid tri dong, khdc rong. Néu u la do do khong cé nguyén
1, thi

(i) / Fdu la tap loi;
X

(ii)/ qu:@/ Fdy;
X X

(iii) Néu y € extr </ Fd,u>, thi phan tw f € F thoa man / fdu =y la
X X
duy nhdt;

BTNTA: extreme point.
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(iv) Néu F' la dnh xa da tri gioi néi khd tich, thi

/EFd,u:/Fd,u.
X X

Chiing minh cta dinh ly ndy c6 thé xem trong Aubin va Frankowska (1990),
tr. 340-342.

Bai tap 3.2.2. Xét anh xa da tri ' : IR = IR cho boi cong thic

F(x) = co{sinzx,cosz}.

a) Chidng minh F' 1a do dugc, gi6i noi kha tich trén [0, 27].

27
b) Tinh tich phan Fdpu.
0

(Goi y: F 1a anh xa da tri lién tuc va giéi noi trén [0, 27]. Theo Dinh 1y

27
3.2.1, / Fdy 1a 161, compic. V& tap gph F' trudc khi tién hanh tinh
0

27
todn. Két qud: / Fdp=3v2)
0

3.3 Lat cat lién tuc va lat cat Lipschitz

Dinh Iy sau day dua ra diéu kién du dé 4nh xa da tri nta lién tuc duéi c6 14t cét
lién tuc.

Pinh 1y 3.3.1 (E. Michael, 1956). Cho X la khong gian métric compdc, Y la
khong gian Banach, F : X =Y la dnh xa da tri nita lién tuc dudi, cé gida tri
16i déng khdc réng. Khi dé F c6 lat cdt lién tuc.

Chitng minh ctia dinh Iy trén c6 thé xem trong Aubin va Frankowska (1990),
tr. 357, hodc trong Chiéu (2004). Trong Dinh 1y 3.3.1, gia thiét vé tinh compac
clia khong gian métric X c6 thé bo di duoc (xem Zeidler (1986), tr. 466).

Anh xa da tri nlra lién tuc trén, c6 gid tri 16i dong khac réng, tir mot khong
gian métric compéic vao mot khong gian Banach chua chéic da c6 lat cat lién tuc.

Bai tap 3.3.1. Cho mot vi du cu thé dé ching t6 ring 4nh xa da tri nira lién
tuc trén, c6 gid tri 16i déng khdc rdng, tir mot khong gian métric compéc
vao mot khong gian Banach chua chic da c6 ldt cat lién tuc. (Goi y:
bat X = [—1,1] va xét 4nh xa da tri F' : X = IR cho boi cong thiic
F(z) = {—1} v6i moi < 0, F(0) = [—1,1] va F(z) = {1} v6i moi
x> 0.)
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Dinh nghia 3.3.1. Cho X la khong gian métric, Y la khong gian Banach.
a) Ta n6i 4nh xa don tri f : X — Y 1a Lipschitz dia phuong néu v6i moi
Z € X ton tai 6 > 0 va £ > 0 sao cho

(') = f(2)|| < td(a’,2) Vaz,2’ € B(z,9).
Néu ton tai £ > 0 sao cho
(@) — f(2)] < td(z’,z) VYz,2"€X

thi I’ dugc goi la 4nh xa Lipschitz trén X.
b) Ta n6i 4nh xa da tri F' : X == Y la Lipschitz dia phuong néu véi moi
Z € X ton tai § > 0 va £ > 0 sao cho

F(2') C F(x) +td(2',2)By Va2',x € B(Z,6).
Néu ton tai £ > 0 sao cho
F(z') C F(x) +¢d(z',x)By Vi’ ,z € X,

thi F' duoc goi la anh xa da tri Lipschitz trén X.

Dinh 1y sau day ban vé su ton tai 14t cat xap xi clia d4nh xa da tri nia lién
tuc trén.
Dinh Iy 3.3.2 (A. Cellina; xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 358-360). Cho
X la khong gian métric compdc, Y la khong gian Banach, F : X =Y la dnh
xa da tri nua lién tuc trén, ¢é gid tri 16i khdc réng. Khi dé, ton tai dnh xa don
tri Lipschitz dia phuong f. : X — 'Y sao cho

gph f. C B(gph F'¢)
vd
fe(x) € co(rge F),
07’ do d((.’I},y), (xlvy/)) = max{d(x,x’), ”y - y/H} va

B(gph F,e) ={(z,y) € X XY : d((z,y),gph F) < €}.

Trong Dinh 1y 3.3.2, gia thi€t vé tinh compéc clia X c¢6 thé bo di duge (xem
Aubin va Frankowska (1990), tr. 358).

Nhiéu téc gid da st dung Dinh ly Michael vé su ton tai 14t cat lién tuc dé
nghién citu su ton tai nghiém cia bit dang thitc bién phan suy rong va clia cic
bai todn can bang. Diéu thd vi 13 ta ¢ thé st dung Pinh Cellina vé su ton tai
cuia lat cat xap xi Lipschitz dia phuong dé chitng minh dinh 1y ton tai nghiém
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cho bat ding thic bién phan suy rong véi todn tir da tri nmita lién tuc trén'.
Néu dé y thém ring néi chung dudi vi phan cha cdc ham 16i (vi du nhu dip(-)
6 d6 ¢(z) := ||z||, x € IR™) va du6i vi phan Clarke cua cac ham Lipschitz dia
phuong 2 thudng chi 1a 4nh xa da tri nita lién tuc trén, khong 1a nira lién tuc
dudi, thi ta cang thdy su can thiét ctua Dinh ly Cellina.

Vi du 3.3.1 (xem Chiéu (2004), tr. 23). bat X = IR va xét anh xa da tri
F : X — IR cho boi cong thic F(z) = {0} véi moi x < 0, F(0) = [0,1] va
F(z) = {1} v6i moi > 0. Ta ¢6 F la nlra lién tuc trén & trong X. Ngoai ra,
F ¢6 gi4 tri 16i, compac, khac rong. Mac du F khong c6 14t cat lién tuc, nhung
van ¢6 14t cit xap xi Lipschitz dia phuong v6i do chinh xdc tuy y. That vay, véi
modi £ > 0, dnh xa don tri Lipschitz

0 néu z < —%5
i1 g 1 1
fe(x) =4 2+ 35 néu 2€1< r < 3¢
1 néu x = 3¢

1a mot 14t cat xap xi chia F' v6i do chinh xdc e, boi vi gph f. C B(gph Fe).

gph F

ral
=¥

Hinh 14

Dinh 1y sau day dua ra diéu kién du cho su ton tai lat cit Lipschitz.
Dinh ly 3.3.3 (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 372). Cho X la khong
gian métric va F : X = IR™ la dnh xa da tri Lipschitz ¢é gid tri loi dong khdc
rong. Khi dé, F c¢é6 ldt cdt Lipschitz.

Chiing minh cta dinh ly ndy c6 thé xem trong Aubin va Frankowska (1990),
hoac trong Chiéu (2004).

¥Xem Kien, Yao va Yen (2007).
2Xem cong thic (4.3) va Nhan xét 3.4.1 dudi day.
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3.4 Tich phan Aumann cua anh xa duéi vi phan Clarke

Céc két qua trinh bay trong muc nay thuoc vé Nguyén Huy Chiéu (xem Chiéu
(2004, 2006a)). Ban doc c6 quan tam xin doc cdc chiing minh chi ti€t trong
luan van va trong bai bdo doé.

Trong ly thuyét tich phan Lebesgue, nguoi ta da chiing minh ring néu f :
[a,b] — R la ham s6 Lipschitz xdc dinh trén doan [a,b] C R, thi cong thic
Newton-Leibnitz

b
(4.1) / £t du = F(b) — f(a),

0 d6 p ky hiéu do do Lebesgue trén [a, b], nghiém ding. (Ta luu y rang, do f
1a Lipschitz trén [a,b], dao ham Fréchet f'(z) ton tai hau khap trén [a, b] theo
dinh 1y Rademacher; xem Clarke (1983).) Vdn dé ddt ra la vé phdi ciia cong
thitc nay sé nhut thé nao néu todn nir dao ham f'(-) va tich phan Lebesgue & vé
trdi dugc thay tuong ting bdi dnh xa dudi vi phan Clarke &' f(-) va tich phan
Aumann. Ngoai viéc trinh bay 10i giai cho vén dé d6, ching ta ciing s& xét mot
ung dung cta két qua thu dugc va mot vi du minh hoa thi vi.

Gia st X la khong gian Banach va f : X — R la ham s6 Lipschitz dia
phuong.
Pinh nghia 3.4.1. Pao ham theo huong Clarke cia f tai x € X theo hudng
v € X dugc xdc dinh bdi cong thiic

(4.2) fO(z;v) := limsup f@l+t) = f(x’)

' —z, t—0t t

Dudi vi phdn Clarke cla f tai x 1a tap hop
(4.3) N (x) = {a* € X* : (z*,v) < fOz;0), Yo e X}
Nhan xét 3.4.1 (xem Clarke (1983)). Néu ¢ > 0 1a hé s6 Lipschitz ctia f trong

lan can cta x, thi 9°'f(z) 1a tap hop khédc réng, 16i, compic yéu* trong X*.
Ngoai ra, ||z*|| < £ v6i moi z* € 9 f(x), va v6i moi v € X ta c6

fO(x;v) = max{(z*,v) : 2* € d°f(x)}.

Néu X 1a khong gian hitu han chiéu, thi 4nh xa da tri °'f(-) 12 nira lién tuc
trén tai x.

Nhan xét 3.4.2. Néu f : [a,b] — R 1a ham s6 Lipschitz va p 1a do do Lebesgue
trén [a, b], thi 4nh xa da tri 9°'f(-) 1a gi6i noi kha tich. Khing dinh nay duogc
ching minh dé dang nhd mot tinh chat néi trong Nhan xét 3.4.1.
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Nhan xét 3.4.3 (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 343). Néu X = [a, ],
Y =R", u 1a do do Lebesgue trén [a,b], F' : X = Y la d4nh xa da tri gi6i noi
kha tich, ¢6 gid tri déng khéc réng, thi tap hop [ « Fdp1a1oi, compac.

Dinh nghia 3.4.2 (xem Clarke (1983), tr. 39). Ham s6 f dugc goi 1a chinh quy
Clarke?*' tai x néu, véi moi v € X, dao ham theo huéng

ton tai va ta ¢6 f'(z;v) = fO(a;0).
Bai tap 3.4.1. Cho f(z) = |z| va g(z) = —|z| v6i moi « € IR. Cdc ham
s0 f:IR— IRvag:IR— IR d6 cé la chinh quy Clarke tai
(@) T #0,
(b) z=0,
hay khong? Tai sao?

Két qua sau day la cia Nguyén Huy Chiéu.

Pinh 1y 3.4.1 (xem Chiéu (2004, 20062)). Gid sit f : [a,b] — R la ham s6
Lipschitz xdc dinh trén doan |a,b] C R. Khi dé ta cé

an [ wa=[- [ Pw-van [ Pena),

& dé tich phdn f: OCVf(t) du ciia dnh xa da tri O°'f(-) duogc hiéu theo nghia
tich phan Aumann.

Pinh 1y 3.4.1 cho ta cong thitc hién dé tinh tich phdn Aumann ciia dnh xa
dudi vi phdn Clarke cua ham s6 thuc Lipschitz trén mot doan [a,b] C IR cho
trudc: dé tinh tich phan d6, ta chi can tinh tich phan Lebesgue ctuia cdc ham so
thue fO(-;—1) va fO(:;1) trén doan [a,b]. Tir d6 két qua d6 ta c6 he qua sau.

Hé qua 3.4.1. Gid sit f : [a,b] — R la ham sé Lipschitz. Khi dé,

b
(4.5) / 0O f(t) du = {f(b) - f(a)}

a

khi va chi khi

(4.6) / b (721 + 70t =1) ) dpu = 0.

2ITNTA: Clarke regular.
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Nhu vay (4.6), & d6 chi lay tich phan Lebesgue ctia ham s6 thuc, 1a diéu
kién can va di dé c6 (4.5); tic 1a (4.6) 1a diéu kién cdn va du dé tich phdn
Aumann ff O f(t) du la tap hop c6 mot phdan tir. Vi du 3.4.1 dusi day?? sé
ching t6 ring khong phai lic nao tich phan f;’ 9% f(t) du ciing 1a tap hop
c6 mot phan tir.

Nhan xét 3.4.4. Theo Heé qua 3.4.1, néu fO(¢;1) + f°(t; —1) = 0 hau khap trén
. b

[a,0), thi [} 0% f(t)dt = {f(b) - f(a)}.

Hé qua 3.4.2. Gid sit f : [a,b] — R la ham Lipschitz, chinh quy Clarke hdau

khdp trén [a,b]. Khi dé, dding thiic (4.5) nghiém diing.

Bai tap 3.4.2. Cho f va g nhu trong Bai tap 3.4.1. Hiy kiém ching két
luan cta Dinh 1y 3.4.1 va cdc hé quéa 3.4.1, 3.4.2 d6i v6i cdc ham f va g
khi 18y [a,b] = [—27, 7].

Hinh 15

Dinh nghia 3.4.3 (xem Clarke (1983), tr. 30-31). Ham vécto f : X — Y, 6 d6
X,Y 1a cdc khong gian Banach, duoc goi 1a khd vi chdt®® tai € X néu tén
tai todn tlr tuyén tinh lién tuc Dsf(Z) : X — Y sao cho

iy @+ t) - f(z)

z—7T, t—0t t

= Dsf('f)(v)

2Sir dung mot két qua cta R. T. Rockafellar (xem Borwein va Zhu (2005), Vi du 5.2.12,
tr. 191), N. H. Chiéu da xay dung dugc mot vi du c¢6 cung hiéu tng nhu Vi du 3.4.1. Ngoai ra,
Chieu (2006c) da thiét 1ap cac cong thic twong tu nhu (4.4) cho dudi vi phdn Fréchet va dudi vi
phdn Mordukhovich - ching ta s€ nghién ctu cic dudi vi phan nay trong Chuong 4.

BTNTA: strictly differentiable.
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va su hoi tu 1a déu theo v trong méi tap con compéc clia X.

Nhan xét 3.4.5 (xem Clarke (1983), tr. 32). Néu f 1a kha vi Fréchet lién tuc
tai z, thi f 1a Lipschitz dia phuong tai Z va kha vi chat tai .

Nhan xét 3.4.6. Gia su f : [a,b] — R la ham s6 Lipschitz. Néu f 1a kha vi chat
hau khap trén [a, b] hodc f 1a 16i trén [a,b], thi dang thic (4.5) nghiém ding.
Khéng dinh nay suy ra tir Hé qua 3.4.2 va cdc su kién néi ring néu f 1a kha vi
chat tai x hoac f 1a ham 16i thi n6 chinh quy Clarke tai 2 (xem Clarke (1983),
tr. 40).

Sau day 1a mot tng dung cua Dinh 1y 3.4.1 trong viéc chi ra diéu kién du
cho phép khoéi phuc mot ham so Lipschitz dia phuong ti dnh xa dudi vi phdn
Clarke cua nd.

Nam 1982 R. T. Rockafellar ching minh rang néu f,g : R* — R Ia céc
ham Lipschitz dia phuwong, f 1a chinh quy Clarke, va

%g(z) c 9 f(z) Vz eR",
thi ton tai mot hang s6 C' € R sao cho
g(xz) = f(z)+C VzeR"

(xem Wu and Ye(2000)). Két qua ctia Rockafellar da dugc mot so6 tac gia khac
phét trién theo cac hudng khac nhau; xem Thibault va Zagrodny (1995), Ngai,
Luc va Théra (2000), Wu va Ye (2000).

Dinh 1y 3.4.1 cho phép mé rong két qua néi trén cua Rockafellar sang truong
hop khong gian vo han chiéu.

Pinh 1y 3.4.2 (xem Chiéu (2004, 2006a)). Gid sit rang X la khong gian Banach,
fr9: X — R la cdc ham so Lipschitz dia phuong ¢ trén X. Néu f la chinh
quy Clarke va 9°'g(z) C 0\ f(x) véi moi x € X, thi ton tai hing s C € R
sao cho g(z) = f(z) + C vdi moi z € X.

Bay gio chiing ta xét mdt vi du minh hoa cho Dinh ly 3.4.1. Vi du nay
chiing to rang doan thing & vé& phai clia (4.5) c6 thé chita vo han phan ti.
Vi du 3.4.1 (xem Chiéu (2006a)). Gia st {ry }xen 12 tAp hop tét ca cdc so hitu
ty trén khoang (a,b) C R, a < b. V6i mdi k € N, ta chon § > 0 du bé sao cho
(Tk_5k7 Tk+5k) C (a, b) va i, < 2*(]“*3)(6—0,). bat A= UZO:O(Tk—(sk, Tk+5k)
va P = [a,b]\A. Vi A 12 tap m0 trong R, ta c¢6 thé biéu dién

o0

A= Qo(am,bm),
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6 d6 {(am, bm) tmen 12 ddy cac khoang md roi nhau (d6i mot khong giao nhau).
Dinh nghia ham s6 f : [a,b] — R bang cach dat
0 néuzxzeP )

= T — am)?(x — by,)? sin
f(@) = § &= am)™(z = bm)sin Gy S

néu  x € (am, by).

Khi d6, f la Lipschitz trén [a,b] va tap f; OC' f(t) dpu chia vo han phan tir?,

**Lap luan ching minh khing dinh nay khé phtc tap. Y tudng chinh ctia Vi du 3.4.1 1a khéo
sat mot ham s6 Lipschitz trén doan [a,b] C IR ma tap diém khong chinh quy Clarke cia n6 c6
do do Lebesgue duong. Xin xem chi tiét trong Chiéu (2006a).



Chuong 4

Doi dao ham cua anh xa da tri

Yéu canh hoa bén nhiing vuc sdu

Yéu hoa mot phdn nhung chinh la yéu su hdi
Biét bao tinh yéu con lai

Nho mét canh hoa khéng ddu.

(Ch€ Lan Vién, “Hai hoa”, 12-6-1980)

Trong chuong ndy, sau khi gidi thiéu van tat 1y thuyét doi dao ham, ching ta
sé st dung cong cu d6i dao ham dé xay dung cdc cong thic tinh todn hodc uéc
luong cic duéi vi phan (duéi vi phan Fréchet, duéi vi phan Mordukhovich, va
duéi vi phan Clarke) cua ham gia tri t6i uu trong cac bai toan quy hoach toan
hoc phu thudc tham s6.

Chuong nay dugc viét trén co s& mot bai giang cua ching toi vé 1y thuyét
d6i dao ham, mot bai bdo chung ctia B. S. Mordukhovich, Nguyén Mau Nam va
N. D. Yén (Mordukhovich, Nam va Yen (2007)), va mot ban thao bai bdo cla
Nguyén Huy Chiéu (xem Chieu (2006c)).

Muc 4.1 gi6i thiéu su phat trién cta 1y thuyét d6i dao ham cua 4nh xa da
tri. Muc 4.2 diém qua mot s6 khdi niém co s& clia 1y thuyét nay va dua ra cic
vi du minh hoa. Muc 4.3 gidi thiéu bai todn tim cdc cong thiic tinh danh gia
dudi vi phan (1a tap cdc dudi gradient) ctia ham gid tri t6i uu trong bai todn quy
hoach toan hoc c6 tham s6 duéi rang budc da tri. Mot s6 kién thitc chudn bi
cho viéc nghién ctiu bai todn nay duogc trinh bay trong Muc 4.4. Muc 4.5 va
Muc 4.6 gi6i thiéu cic cong thitc cho phép tinh todn/uéc luong céc duéi vi phan
Fréchet hoac duéi vi phan qua gi6i han'. Trong hai muc nay c6 trinh bay mot

Con dugc goi 1a dudi vi phan Mordukhovich.

103
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s6 vi du minh hoa cho céc két qua thu dugc?. Muc 4.7 thong bdo mot vai két
qua méi cua Nguyén Huy Chiéu vé tich phan Aumann cua dnh xa dudi vi phan
Mordukhovich va vé duéi vi phan Mordukhovich ctia phi€ém ham tich phan.

4.1 Su phat trién cua ly thuyét déi dao ham

Ngay sau su ra doi cua ly thuyét vi phan cua F. H. Clarke vao nhitng nam 1973-
1975, nam 1976 B. S. Mordukhovich? di dé xuat nhitng khdi niém co ban ctia
1y thuyét vi phan cta o6ng, bao gom:
a) Nén phap tuyén khong 16i ([nonconvex] normal cone) ciia céc tap hop*;
b) Poi dao ham qua giéi han> (limiting coderivative) ctia 4nh xa da tri;
¢) Dué6i vi phan khong 16i ([nonconvex] subdifferential) cia ham s6 nhan
gid tri thuc suy rong.

Ly thuyét ctia Mordukhovich dugc phdt trién song song vdi 1y thuyét vi phdn
cua Clarke. Cac khai niém chinh cua ly thuyét ctia Clarke bao gom nén ti€p
tuyén Clarke®, nén phdp tuyén Clarke”, dao ham theo huéng Clarke®, va dudi
vi phan Clarke °.

Nam 1988 !9 B. S. Mordukhovich in cuén sich ddu tién ctia 6ng (xem Mor-
dukhovich (1988)) & nha xuat ban Nauka. Cuon sich ti€éng Nga nay trinh bay

2Theo suy nghi chiing t6i, két qué & cic muc 4.5 va 4.6 con c6 thé dao sau va phat trién duoc
thém nita.

*Khi d6 ong Mordukhovich dang day hoc tai mot trudng dai hoc & Minxco - thit do chia nuée
Cong hoa Bach Nga (nay 1a Belarus).

“Khoéng c6 nén tiép tuyén nao tuong ing v6i nén phap tuyén nay!

5Con duge goi 1a doi dao ham theo nghia Mordukhovich.

®Xem Muc 2.2, Chuong 2.

"Noén phap tuyén Clarke ciia tap M C X, & d6 X 1a mot khong gian Banach, tai Z € M dugc
dinh nghia boi cong thic

N§H (&) == {z" € X* : (z",v) <0,Vv € Cu(z)}.

Ta quy udc ring NS (%) = 0 v6i moi & ¢ M.

8Xem Muc 3.4, Chuong 3.

9Xem Muc 3.4, Chuong 3. Liic ddu, dusi vi phan Clarke chi dugc dinh nghia cho cdc ham
s0 Lipschitz dia phuong. V€ sau, R. T. Rockafellar dé xudt mot dinh nghia cho phép ta 1am viéc
duoc véi cac ham bat ky nhan gid tri thuc suy rong, xac dinh trén khong gian Banach; xem F. H.
Clarke (1983).

10Ciing trong nam dé, B. S. Mordukhovich ciing gia dinh chuyén tir Minxco sang My. Ong la
gido su, giang day tai Khoa Todn, truong Dai thATéng hogp Quoc gia Wayne (The Wayne State
University) & thanh phd Detroit, bang Michigan. Ong va gia dinh s6ng tai thanh phé Ann Arbor.
Wayne 12 tén tru6c kia nhimg ngudi thé dan dat cho viing dat ¢6 Detroit - thanh ph6 dau ndo clia
cong nghiép 6td6 My. Ann Arbor, mot thanh phé dep mang dang dédp kién triic Au Chau, 1a thi
pht ctia bang Michigan. Tap chi Mathematical Reviews dat tru s tai Ann Arbor. Mot s6 hoi
thdo quoc t€ vé quy hoach todn hoc ciing da dugc t6 chitc & thanh pho nay.
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nhiing ¥ tuéng va két qua chinh cua Iy thuyét ctia ong, cling véi cac ting dung
quan trong trong quy hoach to4n hoc va diéu khién t6i uu.

Trong khoang nhitng nam 1993-1996 B. S. Mordukhovich cong bé mot loat
bai bdo quan trong!' & d6 ong dua ra nhiéu y twdng va k§ thuat mdi, phat
trién mot phién ban vo han chiéu sau sic va dep dé cho 1y thuyét vi phan cla
ong, dong thoi chi ra ring mot s6 tinh chat co ban cla anh xa da tri (nhu tinh
gia-Lipschitz theo nghia Aubin, tinh chinh quy métric, tinh mé& dia phuong) ¢6
thé dac trung dugc bing cich st dung khdi niém d6i dao ham qua gidi han (d6i
dao ham theo nghia Mordukhovich).

Trong giai doan 2005-2006 B. S. Mordukhovich tiép tuc cong bo

a) nhiéu bai bdo trinh bay cic két qua nghién ctu méi'?,

b) mot bo sich hai tap'® véi tdng s6 hon 1200 trang in, & Nha xudt ban
Springer.'4

Mordukhovich xay dung 1y thuyét vi phan vo han chiéu cua ong theo lugc
do sau 13:

Buéc 1. Dinh nghia khdi niém dudi vi phdn'® ctia cic ham s6 nhan gid tri
trong tap sO thuc suy rong.

Budc 2. Sir dung dudi vi phan dé dinh nghia nén phdp tuyén (n6i chung la
khong 16i) cta cac tap hop.

Budc 3. S dung nén phdp tuyén (khong 16i) dé dinh nghia doi dao ham
(coderivative) ctia anh xa da tri.

Buéce 4. Phat trién cdc quy tic tinh todn (calculus rules) nhu cong thic tinh
doi dao ham cla téng hai 4nh xa da tri, cong thiic tinh d6i dao ham ctia ham
hgp, cong thitc tinh nén phdp tuyén cla giao cua mot ho tap hgp... (trong cic
khong gian Banach, hoac trong cidc khong gian Asplund).

"Mot s6 bai dugc viét chung véi Y. Shao, mot nghién ciu sinh Trung Quéc ciia B. S. Mor-
dukhovich trong thoi gian dé.

Trong s6 d6 c6 ba bai (Mordukhovich va Nam (2005a,b; 2006)) viét chung véi Nguyén Mau
Nam - mot nghién citu sinh Viét Nam ctia ong - va hai bai viét chung v6i Nam va chidng toi
(Mordukhovich, Nam va Yen (2006, 2007)). Ngoai Nguyén Mau Nam (DPai hoc Su pham Hué),
B. S. Mordukhovich con huéng dan cdc nghién citu sinh Viét Nam khdc, nhu Truong Quang Bao
(Pai hoc Khoa hoc Tu nhién, Pai hoc Quéc gia Tp. H6 Chi Minh), Nguyén Thi Yén Nhi (Dai
hoc Su pham Hug).

3Xem B. S. Mordukhovich (2006a,b).

“Duéi tua dé “Ly thuyét co so”, tap I c6 4 chuong sich: 1. Phép tinh vi phan suy rong trong
cdc khong gian Banach, 2. Nguyén 1y cuc tri trong giai tich bién phan, 3. Phép tinh todn ddy du
trong cac khong gian Asplund, 4. ,Céc dac trung cla tinh dat chinh va phép phéan tich do nhay.
Tap I dugc cong bo dudi tua dé “Ung dung” véi 4 chuong sach: 5. T6i uu c6 rang budc va diém
can bang, 6. Piéu khién t6i uu cdc hé tién hod trong cdc khong gian Banach, 7. Diéu khién t6i
uu cdc hé c6 tham s6 phan phdi [distributed systems], 8. Cac tng dung trong kinh té.

PBu6c 1 va Bude 2 ¢6 thé déi chd cho nhau; xem Mordukhovich (2006a; Chuong 1).

Du6i vi phan Fréchet (Fréchet subdifferential), dudi vi phan qua giéi han (limiting subdiffer-
ential), dudi vi phan proximal (proximal subdifferential).
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Buéc 5. Ap dung cdc khéi niém va quy tac tinh todn ndéi trén dé

- ching minh cdc dinh 1y co ban (nhu cdc dinh 1y dnh xa md, dinh 1y ham
4n, dinh 1y ham ngugc, cdc diéu kién cuc tri, ...) trong giai tich bién phan'” va
trong 1y thuyét t6i uu;

- nghién ctu hodc dac trung céc tinh chit ddng quan tdm cla cic 4nh xa va
ham s6 xuat hién trong cic ly thuyét toan hoc'®;

- dua ra cdc thuat todn gidi cdc 16p bai toan khac nhau'.

Ching ta luu ¥ rang Iy thuyét vi phan xdy dung theo lugc do trén vdn dang
tiép tuc duoc phdt trién va dua dén nhiing thanh qud mdi.

C6 thé néu hai cau hoi:

1. M6i quan hé giita cac két qua thu dugc boi 1y thuyét vi phan clia Mor-
dukhovich va nhitng két qua da thu duoc bing cdc 1y thuyét vi phan khac?® 1a
nhu thé nao?

2. Liéu c6 thé xay dung dugc mot ly thuyét tich phan tuong tng véi ly
thuyét vi phan ctia Mordukhovich hay khong?

Cung v6i moi quan hé gitra cdac diéu kién cuc tri thu dugc bang 1y thuyét
doi dao ham va cdc dié€u kién cuc tri thu dugc bang 1y thuyét vi phan cua Clarke
da dugc chi ra trong Mordukhovich (2006a,b), cac két qua nghién citu trinh bay
trong cdc muc 4.5 va 4.6 cho ta cau tra 10i khd r6 rang cho cau hoéi thd nhat.
Doi v6i cau hoi thi hai, ching t6i hy vong rang sau khoang 5-7 nam nita nguoi
ta cling s& tim ra cau tra 10i chap nhan dugc. Muc 4.7 gidi thiéu mot vai két
qua budc dau theo hudng nay.

4.2 Cac khai niém co ban cua ly thuyét doi dao ham

TAI SAO PHAI SU DUNG POI PAO HAM?

Ching ta cén luu y nhiing diéu sau:

- Céch ti€p can bang khong gian doi ngiu (dual-space approach) nhiéu khi
rat hitu hiéu; c6 nhitng trudng hop con hitu hiéu hon?! ca cich tiép can bing
khong gian nén (primal-space approach).

7TNTA: variational analysis.

18Céc dinh 1y vé tinh n dinh va do nhiy nghiém clia cdc bai todn t6i uu phu thudc tham s6
cling thudc loai nay. Mot s6 dinh 1y nhu vay s€ duge chitng minh trong cac muc 4.5 va 4.6 trong
chuong nay.

YKét qua theo huéng niy chua cé nhiéu.

Vi du nhu méi quan hé giita cdc két qua clia Mordukhovich va Shao, cia Mordukhovich va
Nam vé tinh én dinh vi phan clia céc bai todn t6i uu v6i rang budc da tri v cdc két qua thuoc vé
J. Gauvin, F. Dubeau, F. H. Clarke, R. T. Rockafellar, va cédc tac gia khdc.

2'B§ dé Farkas vé tinh tuong thich clia mot hé bat ding thic tuyén tinh (xem Rockafellar
(1970), tr. 200) 1a mot vi du.
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- Ca cdch ti€p can bang khong gian d6i ngiu 1an cich ti€p can bang khong
gian nén déu hitu ich, déu dp dung duogc.

- D6i dao ham ctia mot dnh xa fuong iing vdi todn tik lién hop cia mot dnh
Xa tuyén tinh.

Ta hdy lam rd thém diéu luu y thit ba.

I. Cho f: X — Y la anh xa don tri gitta cdc khong gian Banach. Ky
hiéu boi f/(Z) dao ham Fréchet cia f tai T € X (néu nd toén tai). Gia su
(f'(Z))* : Y* — X* 1a todn tit lién hgp?? ctia todn tit tuyén tinh f/(Z) : X — Y.

2. Cho A : X — Y la toan t tuyén tinh lién tuc véi toan tir lién hop A* :
Y* — X*. Véi moi y* € Y,
(A*y*,z) = (y*,Az) Ve X.
Vi vay,
(A*y" x) — (y*, Az) =0 Vze X,
hay
<(A* *7 _y*)v ((I,‘,A.’L')> =0 VzeX.
3. Ky hieu A = f(z) va A* = (f(z))*, ta c6
(A" ) € N (@ f(@);
vi thé
Ayt ={a* ¢ (@7, —y) € Ngpgp (7, (@)}

Cong thiic sau cung goi y cho ta cach dinh nghia déi dao ham cua anh
xa da tri.

Tiép theo, ching ta s€ xét cac khdi niém
- dudi vi phan,
- nén phép tuyén,
- d6i dao ham
va mot s6 vi du minh hoa.

NG duge goi 1a doi dao ham Fréchet ca f tai Z.
30 day gph f := {(z, f(z)) : z € X} 1a dé thi cia f va

Noph 5 (%, f(@)) = {(=",5") : {(=",9"), (&, ] (7)(2))) = 0 Vo € X}

1a nén phdp tuyén Fréchet clia d6 thi do6 tai (z, f(Z)).
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DUOI VI PHAN
Xét anh xa da tri F': X == X* gilta khong gian Banach X va khong gian

d6i ngdu X* cua nd. Ky hiéu

Limsup F(z) := {x* eX*: 3, -7, 7] wl x*,
(2.1) T—T
xy € F(xy) W{:zl,Q,...}

duoc dung dé chi gidi han trén theo day theo nghia Painlevé-Kuratowski’* trong
topd chudn ctia X va topd yéu* (dugc ky hiéu bang chit w*) clia X*.

Cic ky hieu z 5 Z doi v6i mot ham ¢: X — IR va x 2 % d6i voi mot tap
2 C X tuong ung c6 nghia la

x—T VOi p(x) — p(Z) va T — T voi x € Q.

Duéi vi phan Fréchet

Cho X 1a khong gian Banach, : X — IR 13 ham nhan gid tri trong tap s6
thuc suy rong, hitu han tai z. V6i mdi € > 0, dat

_ « _
(22)  O.p(z) = {:C* € X* : liminf plr) = ¢(3) —7<x 0= ) > —6}.
7=z | —z|

Céc phan tlr ctia tap hop & v€ trai cong thic nay dugc goi la cic e-dudi gradient
Fréchet ctia ¢ tai T, con ban than tap hop d6 dugc goi 1a e-dudi vi phdn Fréchet
chia ¢ tai 2. Tap hop Oy () := Oop(z) duoc goi 1a dudi vi phan Fréchet dudi
hay néi gon hon 14 dudi vi phdn Fréchet® cua o tai Z. RS rang 5@(3?) - 55<p(92)
v6i moi € > 0. Tap hop

~

(2.3) 9" p(z) = —0(—9)(2)
duoc goi 13 dudi vi phdan Fréchet trén® cua ¢ tai z.

D€ c6 thé hiéu rd thém cdc dinh nghia e-dudi gradient Fréchet va e-dudi vi
phan Fréchet néu trén, ta nhic lai rang phan tr 2* € X* duoc goi 1a dao ham
Fréchet clia ¢ tai T néu

o 9@) — (@) — (@, = B)
o o=l

=0.

*Néu X 1a khong gian hitu han chiéu, thi tap Limsup, ., F(z) xdc dinh b&i (2.1) tring véi
gidi han trén theo Painlevé-Kuratowski ciia ho tap {F(z)}zex (khi z — Z) xdc dinh bdi cong
thic (2.14) trong Chuong 2.

ZTNTA: (lower) Fréchet subdifferential.

25TNTA: upper Fréchet subdifferential.
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Thay dau lim bang dau liminf, thay d4u bing bdi ddu > va thay s6 0 boi s
am —e¢, ta ¢6 diéu kién yé€u hon dat lén phan tir 2* nhu sau:

it £2) = () = @2~ )

- > —€.
v |z — |

D6 chinh 1a diéu kién dé kiém tra xem mot phan tr z* € X* c¢6 phai la e-duéi
gradient Fréchet clia ¢ tai  hay khong. Viéc thay tiéu chuan trong dinh nghia
dao ham Fréchet bang mot tiéu chuan hoan toan tuong tu, cung ciu tric

va 6 dang yéu hon (nhung ciing rat tu nhién!), cho phép xay dung phép
tinh vi phan?’ cho cac ham sé bat ky.

Dé thay rang né€u x* 1a dao ham Fréchet ctia ¢ tai Z thi

{z*} = dp(z) C (/3\5<p(3f) Ve > 0.

Dué6i vi phan proximal
Vécto x* € X* duoc goi 1a dudi gradient proximal (hay dudi gradient gan
ké) cua ¢ tai T néu ton tai € > 0 sao cho

e #(0) — (@) — (07,2~ 3)
(2.4) lim inf P

= _5;

titc 12 ton tai € > 0 vd § > 0 sao cho
() — () = (a*, 2 —7) — |z — Z||* Vz € B(z,0).

Tap hop 97 ¢(Z) gbém tit ca cic duéi gradient gin ké clia o tai Z dugc goi la
dudi vi phan proximal (hay dudi vi phdn gdn ké*®) cta ¢ tai Z.

So véi cong thiic dinh nghia dao ham Fréchet cua ham s6 thuc vira dugc
nhic lai & trén, diéu kién dat lén phan tir 2% € 0 p(Z) trong (2.4) vira manh
hon (cap do xap xi o(||z — z||) dugc thay bdi o(||x — Z|[?)), vira yéu hon (lim
dugc thay bang lim inf, dau bang dugc thay boi dau > va s6 0 dugc thay boi
s6 —¢). Pao ham Fréchet clia ham s6 tai mot diém chua chic da 1a mot dudi
gradient gan ké. That vay, voi X =R, o(z) = x\/|z], T =0, tac6 ¢'(Z) =0
va 0F p(z) = 0.

Duéi vi phan qua giéi han

Tap hop
(2.5) 0p(7) := Limsup 55@(30)
@ _
xaTOx

2"N6i chinh xdc hon, d6 1 phép tinh vi phan suy rong (generalized differentiation).
BTNTA: (lower) proximal subdifferential.
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duoc goi 1a dudi vi phdn qua gidi han®® (hay dudi vi phan Mordukhovich).
Nhu vay, z* € Op(Z) khi va chi khi ton tai cdc day xy Lz e — 01, va
xf € 0pe, p(xk), sao cho

w*

Tir d6 ta thdy rang dusi vi phan Mordukhovich dp() duge tinh qua cdc dudi
vi phan Fréchet Oy, (x) v6i € > 0 dugc 1dy du bé va x dugc 1dy du gan Z.

Hién nhién ta c6

Dp(T) C 9p(T).

Nhan xét 4.2.1 (xem Mordukhovich (2006a)). Néu X la khong gian Asplund
(theo nghia 1a moi ham 10i, lién tuc ¢ : U — IR xdc dinh trén mot tap 16i, mo
U C X la khd vi Fréchet trén mot tdp con trit mdt cua U hay, mot cach tuong
duong, cdc khong gian con déng, khd li ciia X ¢6 khong gian doi ngdu kha 1i)>°
va néu ¢ la ntra lién tuc dudi trong lan can cua Z, thi trong cong thdc (2.5) ta
c6 thé cho ¢ = 0; tic 1a

d¢p(z) = Lim sup dp(x).

@ _
T—T

Ngoai ra, ta ¢c6 dp(Z) # 0 v6i moi ham Lipschitz dia phuong trén khong gian
Asplund.

Ching minh chi tiét cha hai ménh dé sau c6 trong Mordukhovich (2006a).

Ménh dé 4.2.1. Néu o la khd vi chdt®' tai T thi tap Op(T) chi chita mot phdn
tit, dé la dao ham chdt cua o tai T.

Ménh dé 4.2.2. Néu o la ham [6i, thi tdp Op(T) trung vdi dudi vi phdn theo
nghia gidi tich 101 cua ¢ tai T, tic la

Op(z)={z" € X* : ("2 — ) < p(x) — p(Z) Vx € X}.

TNTA: limiting subdifferential.

%Moi khong gian Banach phin xa déu la khong gian Asplund. Moi khong gian Banach c6
ham chuén khé vi Fréchet tai nhitng diém khac 0, déu 12 khong gian Asplund. N6i riéng ra, moi
khong gian Euclide hitu han chiéu va moi khong gian Hilbert déu 1a khong gian Asplund. (Xem
Phelps (1993)).

3'Theo Pinh nghia 1.13 trong Mordukhovich (2006a), ham f : X — Y giita cic khong gian
Banach dugc goi 1a khd vi chdr tai T € X néu f kha vi Fréchet tai T va

@)= @) = F@E—w

T—T,u—T ||aj'—u”

Khai niém nay suy ra khai niém néi trong Dinh nghia 3.4.3 trong Chuong 3. Bang lap luan truc
tiép, ta c6 thé chiing minh riang néu X 1a khong gian hitu han chiéu, thi hai khéi niém vira dugc
néi t6i 12 tuong duong. Mot ham 1a kha vi Fréchet lién tuc trong mot 1an can clia mot diém, thi
n6 ciing kha vi chat tai diém do.
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Ta n6i ¢ 1a chinh quy duéi®? tai & néu 5@(3?) = 0p(z). Ho cac ham chinh
quy dudi l1a du rong. Ngoai cdc ham kha vi chat va ham 16i, né con bao gébm
nhiéu 16p ham quan trong khéc trong giai tich bién phan va ly thuyét t6i wu®>

Tap hop
(2.6) 0% p(z) := Limsup )\ésgp(x)
e _
ERND)

duoc goi 1a dudi vi phdn qua gidi han suy bién hay don gian 1a dudi vi phdn
suy bién3* clia ¢ tai Z. Tap 0%°p(Z) chita thong tin khong tdm thudng vé ham
¢ chi khi ¢ khong phai 1a ham s6 Lipschitz dia phuong tai Z, boi vi néu ¢ la
Lipschitz dia phuong tai Z thi >°¢(z) C {0} (xem Bai tap 4.2.2 dudi day). Nhu
vay, x* € 0°°¢(Z) khi va chi khi ton tai cac day xy 2z, e — 0T, \p — 0T,
va x} € )\kgakap(xk), sao cho

Bai tap 4.2.1. Ching minh ring 0*°¢(z) 1a mot hinh nén trong X *.

Bai tap 4.2.2. S dung cong thic (2.6) dé chiing minh ring néu ¢ la
Lipschitz dia phuong tai 7, thi 9®¢(z) C {0}. (Goi y: Dé y riang néu ¢
la Lipschitz dia phuong tai Z thi ton tai lan can U cia T sao cho ho tap
hop {580(55)}er la gi6i noi déu; tic 1a ton tai K > 0 sao cho ||z*|| < K
v6i moi x € U va véi moi z* € 5(,0(30).)

NON PHAP TUYEN

Cho tap hop Q2 C X, & d6 X 1a khong gian Banach. Xét ham chi® 5q(-)
cua Q. Theo dinh nghia, do(x) = 0 néu = € Q va dg(z) = 400 néu = ¢ Q.
No6n phap tuyén Fréchet va nén phdp tuyén qua gidi han (con duoc goi 1a nén
phép tuyén Mordukhovich) cua 2 tai = € €2 dugc dinh nghia tuong tGng boi cac
cong thic

~ ~

(2.7) Nq(z) := 00(z; Q)
(2.8) Nq(z) := 00(z; )

32TNTA: lower regular.

33Xem Mordukhovich (2006a,b), Rockafellar va Wets (1998).
3TNTA: singular (limiting) subdifferential.

3TNTA: indicator function.
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thong qua dusi vi phan tuong Gng cha ham chi. Ta dat No(z) = 0 va No(z) =0
néu = ¢ Q.

Do (2.7) va do cong thic chia ham chi, ta ¢6 2* € Nq(z) khi va chi khi

J— * _7
T Sk G
2z  llz—Z
hay
. -
lim sup (2", 730) <0.
S P

Diéu kién cudi 1a kha thuéan tién cho viéc tinh toan nén phdp tuyén Fréchet.

bat N§(z) = 555 (z; Q) va goi d6 la tdp cdc vécto e-phdp tuyén Fréchet cha
Q tai 7 € Q. Tu cdc dinh nghia suy ra rang 2* € N§(z) khi va chi khi

. o -
limsupwga.
"o a3l

Do (2.8) va (2.5), nén phdp tuyén Mordukhovich i\fg(f) cia Q tai T € Q duge
xdc dinh qua cic tap vécto e-phap tuyén Fréchet NG (z) véi x € 2 duge 14y du
gan T va e duge 14y di bé. Két hop (2.7) véi (2.8), ta thdy rang 2* € Nq(Z)

N ) N ., ~ Q _ N w*
khi va chi khi t6n tai cdc ddy x — T, e — 07 va z} — 2* sao cho

* JR—
Jimn sup T = k)

o, llz—
T—TL

< €.

Nhan xét 4.2.2. Do Nhan xét 4.2.1, néu X 1a khong gian Asplund va néu (2 la
tap déng dia phuong trong lan can diém Z (tc 1a ton tai hinh ciu déng tam z
v6i ban kinh duong c6 giao véi €2 1a mot tap dong trong X)), thi

No(z) = Lim sup No ().

xgi

Diéu d6 ciing c6 nghia 1a 2* € Nq(Z) khi va chi khi ton tai cdc day zy L1 z,
xy, Y, &* sao cho

Jimn sup 2T = k)

o, llz =z
T—T

<0.

Bai tap 4.2.3. Chiing minh ring Ng(i‘) 12 hinh nén déng yéu* trong X*.

Bai tap 4.2.4. Ching minh ring Nq(Z) 1a hinh nén 3 trong X*.

3Trong Mordukhovich (2006a; tr. 11) c6 trinh bay vi du chiing té ring néu X 1a khong gian
v6 han chiéu (vi du nhu X 1a khong gian Hilbert vo han chiéu) thi hinh nén No(Z) c6 thé khong
doéng trong topo w*.
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Bai tap 4.2.5. Tinh cdc tap N§(z) (¢ > 0) va cdc nén phdp tuyén ]\Afg(a?“),
Nq(Z) trong céc trudng hop sau:

a) X = IR?, Q= {x = (z1,22) : 22 =0}, 7 = (0,1);
b) X = R? Q= {x=(21,22) : 22 <0}

POI PAO HAM

Xét anh xa da tri F: X = Y gifta cdc khong gian Banach. Nhu & cac chuong
trudc, ta dat
domF :={rxe X : F(x) #0}

gph F:={(z,y) e X XY : ye F(z)}.

Doi dao ham Fréchet® cua F tai (Z,7) € gph F va déi dao ham qua gidi han®
(hay doi dao ham Mordukhovich) cua F tai (T,%) tuong ung dugc cho bdi cac
cong thic

(2.9) D*F(z,5)(y") == {x €X*:(a,—y") € nghF(f,g)},

(2.10) D*F(z,9)(y") == {x* e X*: (2, —y") € nghF({f‘,g)}.

Néu F(z) = {f(z)} 1a 4nh xa don tri, thi ta viét D* f (&) thay cho D* f(z, f(z))
va D*f(z) thay cho D*f(z, f(Z)). Néu f tuong tng la kha vi Fréchet va kha
vi chat* tai Z, thi cdc d6i dao ham trong (2.9) va (2.10) duoc tinh nhu sau:

D f(@)(y") = (f'(@)"(y") Yy €Y

D f(z)(y") = (f'(@))"(y") Wy eY™
Lic nay, v6i moi y* € Y*, D* f(Z)(y*)
tir. Néu f 1a kha vi chit tai 7, thi

va D* f(Z)(y*) 1a cac tap c6 mot phan

D*f(@)(y*) = D*f(Z)(y*) = (f'(@))"(y*) Vy* € Y™

(Anh xa d6i dao ham Mordukhovich trung véi dnh xa doi dao ham Fréchet.) Ta
da thdy rang cdc doi dao ham trong (2.9) va (2.10) 1a nhitng md& rong tu nhién
cla todn tir dao ham lién hop ctia dnh xa don tri kha vi.

3TTNTA: Fréchet coderivative.
3TNTA: limiting coderivative.
3Xem khdi niém kha vi chit trong chi thich & Ménh dé 4.2.1.
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Anh xa F: X =Y dugc goi 1a chinh quy phdp tuyén® tai (z, y) néu
D*F(z,9)(y") = D*F(z,9)(y") Wy €Y.

Ngoai cdc ham kha vi chat, tinh chit nay con nghiém ding véi cdc anh xa da
tri ¢6 d6 thi 16i. Tuy nhién, tinh chinh quy phap tuyén c6 thé khong nghiém
ding trong nhiéu trudng hop quan trong.

Quan hé giira d6i dao ham ctla 4nh xa don tri Lipschitz dia phuong f: X — Y
va dudi vi phan Fréchet cia ham vo huéng hod

"o f)@) =" f(z)) (€Y
ctia n6 duoc mo ta bdi cong thic*! sau:
(2.11) D f(z)(y") = 0(y" o f)(Z) Vy €Y
Chitng minh ctia cong thitc nay c6 trong Mordukhovich (2006a).

CAC VI DU

Ching ta xét mot s6 vi du minh hoa cho nhiing khai niém tritu tugng vira
duoc trinh bay & trén.

Vidu 4.2.1%2, Néu Q = {z = (21,22) €R? : 13 > 0,71 > 0} va 7 = (0,0),

thi ~
No(z) = No(z)

{z = (z1,22) : 1 < 0,29 < 0}.

Vi du 4.2.243, Néu

Q ={r=(21,0) €R?: ;1 >0}
U{z = (0,29) € R? : x5 > 0}

va z = (0,0), thi

s

—~

=
Il

{x = (x1,22) : ©1 < 0,22 <0}

Nq(7)
— No(z) U ([o,+oo) X {0}) U ({0} % [0, +oo)).

“OTNTA: normally regular.

“Pugc goi 1a cong thitc vo hudng hod.

“2Vi tap Q nay 12 16i, nén phép tuyén qua gidi han tring v6i nén phép tuyén theo nghia gidi
tich 16i.

$Tap Q nay 1a khong 16i. Cdu tric clia hinh nén phdp tuyén qua giéi han phan 4nh ddy da
cu tric dia phuong cuta ) tai Z.
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Vi du 4.2.3%. Néu

Q ={r=(r1,00eR?:0 <1}
U{z = (0,29) € R? : 0<x1 1,

Ty = /1 — 73}
az=(0,0), thi

]VQ(a_c) ={x = (z1,22) : 1 < 0,29 <0}

= No(@) U ([0, +00) x {0}) U ({0} x [o,+oo)).

Hinh 16
Vi du 4.2.4%. Néu f(z) = |z| v6i moi € R va 7 = 0, thi
0" f(z) = 0f (@) = 0f (z) = [-1.1].
Vi du 4.2.5%, Néu f(z) = —|z| v6i moi z € R va z = 0, thi

O (@) =0f() =0, 0f(x)={-1,1}.

#C4u triic dia phuong ciia tap Q nay tai (0,0) twong tu nhu cdu triic clia tap hop xét & Vi du
4.2.2 trong lan can cta diém (0, 0).

Vi ham s6 f nay 12 16i, nén dudi vi phan qua gi6i han triing v6i dudi vi phan theo nghia giai
tich 16i.

“Ham f nay khong 16i va dudi vi phan qua giGi han ciing 1a tap khong 16i. Dudi vi phan
Clarke cua f tai T 1a doan [—1, 1], mot tap hgp 16i compic.
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Vi du 4.2.6%7. Pat f(x) = |21]| — |2zo| v6i moi z = (z1,22) € R? va ldy
Z = (0,0). Ham s6 f khong 16i, ciing khong 16m. Ta c6

nghf((faOA))
= Limsup Ny 4(2)
z—(Z,0) gph/
= cone{(1,—1,-1),(1,1,-1),

(-1,1,-1),(-1,-1,-1)}

U{(—p, pp — Au):2u>>\>0}
{( A= pyp) = 22 A >0}
U{(=A - ,u p) + =2p = A >0}
U{(=A = gy =g 1) = =22 A > 0}

Suy ra
D™ f(@)(y")
{(y*v _y*)v (y*v y*)v (_y*v y*)v
U{(=A" +y", —y") © 25" > A
U{(=A"+y"y") : 2" > A" > 0}
néu y* > 0,
= L =y, W), (v y"), (v =)}

Ul —y* — %) : =257 > X > 0}

U{(=y"y" +A") : —=2y" 2 A" > 0}
néu y* <0,

{(0,0)} néu y* =0.

Vi thé, v6i méi y*, D* f(0)(y*) 1a tap compac khdc réng. Luu y thém rang, voi
hau hét cac y* € R, D*f(0)(y*) 1a tap khong 16i.

Bai tap 4.2.6. St dung cdc dinh nghia va cong thic trong muc ndy dé
kiém tra cdc khéng dinh néi trong cic vi du 4.2.1-4.2.5.
4.3 Van dé danh gia duéi vi phan cuia ham gia tri toi uu

Cac ham gia tri t6i uvu dugc hiéu la cdc ham s6 nhan gié tri trong tap so thuc
suy rong cé dang sau:

(3.1) p(z) = inf {p(z,y) : y € G(2)},

& d6 p: X xY — IR 1a ham gia*® hay ham muc tiéu*®® nhan gia tri trong tap s
thuc suy rong IR, G: X = Y 1a dnh xa da tri mo td rang buoc™ giita cac khong

4TC4c tinh todn chi tiét lién quan dén vi du nay dugc trinh bay & Muc 5.8 trong Chuong 5.
®TNTA: cost function.

““TNTA: objective function.

S9TNTA: constraint set-valued mapping.
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gian Banach. Thuat ngit gid/rang budc ¢6 ngudn goc t 161 uu cé rang budc, &
d6 ham s6 (3.1) thuong duoc goi 1a ham gid tri t6i wu' (hay ham marginal)
clia bai toan t6i wu c6 tham s6

(3.2) Tim cuc tiéu ¢(z,y) voi rang buoc y € G(x)
VGi dnh xa nghiém M () xac dinh bdi cong thic

(3.3) M(z) :=={y € G(x) : p(z) = ¢(z,y)}.

Cdc ham s6 dang (3.1) déng vai trd quan trong trong giai tich bién phan, toi
wu c6 rang budc, ly thuyét diéu khién, va nhiéu ting dung khdc nhau cia cic
ly thuyét d6. Song song véi viec dua ra nhiing diéu kién di dé ham gia tri t6i
uu 1a lién tuc hoac Lipschitz dia phuong tai mot tham s6 cho truée (xem, vi du
nhu, Muc 5.5 trong Chuong 5), trong khoang thoi gian 30 nam tr¢ lai day, nguoi
ta da quan tAm nghién ctiu cdc tinh chit kha vi va kha vi theo huéng clia ham
gid tri t6i uu. Cdc két qua theo huéng nay thudng dugc goi l1a cdc két qua vé
tinh on dinh vi phdn ciia cdc bai todn t6i uu. Céc bai bdo cua Gauvin va Tolle
(1977), Gauvin (1979), Auslender (1979) thudc trong s& nhitng nghién ctu dau
tién vé cdc tinh chdt vi phan ham gid tri t6i wu trong cdc bai todn quy hoach
phi tuyén cho boi cdc ham tron, khong 16i. Thong tin thém vé 1y thuyét va tng
dung clia cdc ham gi4 tri t6i wu c6 thé xem trong Auslender va Teboulle (2003),
Bonnans va Shapiro (2000), Borwein va Zhu (2005), Clarke (1983), Dien va Yen
(1991), Gauvin va Dubeau (1982, 1984), Gollan (1984), Ha (2005), Lucet va
Ye (2001, 2002), Mordukhovich (1992, 2006a, 2006b), Mordukhovich va Nam
(2005a), Mordukhovich va Shao (1996a), Rockafellar (1982, 1985), Rockafellar
va Wets (1998), Thibault (1991), va céc tai liéu duoc trich dan trong do.

Tat nhién ching ta c¢6 thé dat van dé tinh dao ham va d6i dao ham clia 4nh
xa nghiém M (-). Day la mot van dé khd, dang dugc nhiéu ngudi quan tam
nghién ctu.

Mot trong nhitng tinh chat dac trung ctiia cac ham gia tri t6i uvu dang (3.1)
la ching 1a nhitng ham khong tron vé ban chdt, cho du cac ham gia 1a tron va
tap rang buoc 12 tap nghiém ctia hé bat ding thitc vA dang thiic mo ta bdi céc
ham tron. Vi vay, ta can nghién ctu céc tinh chét vi phan theo nghia suy rong
clia ham gid tri t6i wu dé c6 dugc cdc thong tin c6t yéu vé do nhay va tinh én
dinh cta cdc bai todn t6i uu va diéu khién c6 nhiéu, vé diéu kién cuc tri, vé tinh
diéu khién duoc dia phuong, v.v... Mot buéc can ban dé thu duoc cac thong tin
nhu th€ 1a tién hanh dinh gid cdc dao ham suy rong ctia ham gia tri t6i uu g
cho boi cong thic (3.1) tai mot tham s6  cho trude thong qua céc céu tric vi
phan suy rong cta ¢ va G.

SITNTA: optimal value function.
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Pao ham suy rong c6 thé c6 hai loai chinh: dao ham theo huéng/cac xap xi
ti€p tuyén trong khong gian nén va dudi vi phan (tap hop cac dudi gradient)/céc
xap xi phdp tuyén trong khong gian d6i ngau. Trong mot s6 trudng hop (bao
gbm céc trudng hop bai todn véi dit liéu tron va bai todn véi dit liéu 16i) phuong
phép ti€p can bing khong gian nén va phuong phép ti€p can bang khong gian
doi ngau 1a twong duong. Nhung ciing ¢é nhiéu tinh huéng & d6 cdc cdu tric
trong khong gian d6i ngiu khong thé thu dugc tir bt ci x4p xi nao trong khong
gian nén bang cdc quan hé doi nglu, trong khi céc cau tric d6i ngiu dé van cho
nhiing thong tin ¢6 gid tri vé dang diéu ctia ham gia tri t6i uu va céc ing dung
quan trong cua nd, dac biét 1a trong viéc phan tich d6 nhay va trong viéc thiét
lap céc diéu kién t6i wu.

Trong cdc muc 4.5 va 4.6 chiing ta s& dua ra cic quy tic dé tinh todn hoac
danh gid dudi vi phan Fréchet va dudi vi phan Mordukhovich cua ham p(-) trong
(3.1) thong qua duéi vi phan tuong ting ctia ham gia ¢ va d6i dao ham cta anh
xa mo ta rang buoc G. Cdc quy tic ndy duogc thiét 1ap cho trudng hgp khong
gian vo han chiéu, trong khi hau hét céc quy tac thu dugc nhd cdch ti€p can
bing khong gian nén can t6i gia thiét cdc khong gian X va Y dugce xét 1a hitu
han chiéu. Ching ta cting s&€ minh hoa céc két qua thu dugc bang mot s6 vi du
cu thé.

4.4 Tinh compic phap tuyén theo day

Mot trong nhiing diém khéc biét co ban gifta giai tich bién phan hitu han chiéu
va giai tich bién phan vo han chiéu 1a su can thiét phai dat ra céc yéu cau vé
tinh compdc phdp tuyén (normal compactness) khi ta xét céc 4nh xa va tap hop
trong khong gian vo han chiéu. Néu nhiing yéu cau d6 duogc thoa man thi khi
lay gi6i han day theo topo yéu* ta méi c6 duoc cdc két luan khong tdm thuong.

Muc ndy cung cap mot va khéi niém lién quan dén tinh compéc phép tuyén
theo day cua céc tap hop trong khong gian Banach vo han hiéu. Nhitng khdi niém
nay 1a cén thiét cho viéc trinh bay cac két qua va chimg minh trong Muc 4.6.
Pé hiéu sau thém, ban doc c6 thé tham khao bo sich ctia B. S. Mordukhovich
(2006a,b). Néu khong noi gi thém, thi tat ca cdc khong gian dugc xét dé 1a céc
khong gian Banach.

Céc tinh chat compac phdp tuyén dugc dua ra sau day tu dong thdoa man
trong khong gian hitu han chiéu. Ngoai ra, ching ciing nghiém ding véi céc
tap hop va 4nh xa ‘tot’, va dugc bao ton dudi cdc phép bien ddi khd da dang.
Pinh nghia 4.4.1. Tap hop €2 trong khong gian Banach X duoc goi 1a compdc
phdp tuyén theo day™ (SNC) tai 7 néu v6i moi diy & | 0, 2 > 7, va

S2TNTA: sequentially normally compact (SNC).
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~

xf € Ng, (z1;Q) ta c6
[x;; w o} — [Hx;;u - o] khi &k — oo.

Nhan xét 4.4.1 (xem Mordukhovich (2006a)). Néu X 1a khong gian Asplund
va néu  la tap déng dia phuong trong lan can diém Z, thi trong dinh nghia trén
ta c¢6 thé bo ky hiéu g, (ma vin khong thay ddi tinh chat dugc xév).

Trong Dinh nghia 4.4.1 c¢6 doi hoi, d6i véi nhiing day vécto nao d6 trong
X*, néu day hoi tu vé 0 theo topd yéu* thi diy céc chuin twong ting phai hoi
tu vé 0 (tic 1a tr sy hoi tu ctia day vé 0 theo topo yéu* suy ra su hoi tu cta nd
vé 0 theo chudn clia X*). D€ c6 thé hiéu 6 hon y nghia cta doi hoi d6, ta xét
vi du sau.

Vi du 4.4.1. Lay X = /5 la khong gian Hilbert cua cic day so thuc x =
(z1,22,...) théa diéu kien Y 2, #? < 400 v6i chudn va tich vo huéng dugc

cho bdi
o0 ) 1/2 o0
loll = (3-2) ", (wuh =D wn
=1

i=1
Nho Dinh 1y Riesz, ta ¢6 thé dong nhiat X* v6i X va topo w* cua X* véi
topo yéu (ky hiéu 1a w) cha X. Lay =) = (0,...,0,1,0,...), & d6 s6 1
dimg & vi tri thit k. Ta c6 %) % 0, vi v6i moi v = (v1,vs,...) € X tinh
chat lim (z®) v) = 0 hién nhién nghiém ding. Tuy thé, ||2(*)| = 1 -» 0 khi

—00

k — oo.
Dinh nghia 4.4.2. Anh xa da tri F: X =Y dugc goi 1a compdc phdp tuyén
theo ddy tai (Z,y) € gph F' néu d6 thi cua né cé tinh chét do.

Do6i vé6i trudng hop cdc 4nh xa, ta c¢6 thé dinh nghia mot tinh chit y&u hon
tinh compéc phép tuyén theo day.
Pinh nghia 4.4.3. Ta n6i 4nh xa da tri F: X = Y 14 compdc phdp tuyén riéng
ré theo day>? (PSNC) tai (7, %) néu véi moi day e | 0, (g, yx) — (Z,y) ma
(ks yk) € gph F, va (a7}, yj) € Ney ((zk, yr); gph F) ta c6

[ 50, |lygll — 0] = [||lz}] — 0] khi k — oc.

Nhan xét 4.4.2 (xem Mordukhovich (2006a)). Néu X va Y la cdac khong gian
Asplund va F' 1a dnh xa da tri ¢6 d6 thi déng, thi trong dinh nghia trén ta c6
thé bo ky hiéu &, (néi cdch khac, ta c6 thé 1dy g, = 0).

Nhan xét 4.4.3 (xem Mordukhovich (2006a)). Tinh chit compac phdp tuyén
riéng ré€ theo day luon nghiém ding khi F' 1a gia-Lipschitz (lién tuc Aubin) tai

3TNTA: partial sequentially normally compact (PSNC).
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(Z,7), tdc 1a khi ton tai céc lan can U cua T va V cua g cung v6i hing s6 £ > 0
sao cho
Fu)NV C F(v) +£||u—v||By véi moi u,v € U.

Pinh nghia 4.4.4. Ham s6 ¢ : X — IR duoc goi 1a epi-compdc phdp tuyén
theo ddy>* (SNEC) tai Z néu tap trén do thi (epigraph)

epip = {(z,a0) e X xR : p(z) < a}

cua né la SNC tai (Z, ¢(Z)).
Néu ¢ la Lipschitz dia phuong tai z, thi né 1a SNEC tai z.

Trong Muc 4.6 chiing ta s& can dén cédc khdi niém dua ra trong cdc dinh
nghia 4.4.1-4.4.4. Do khuon khd c6 han cua gido trinh nay, ta s& khong di sau
phan tich c4c khai niém dé. Ban doc c6 quan tam c6 thé doc thém cuén chuyén
khao Mordukhovich (2006a).

4.5 Du6i vi phan Fréchet cua ham gia tri toi uu

Muc ndy dugc danh dé trinh by cdc cong thiic tinh todn dudi vi phan Fréchet
clia ham gid tri 161 uu tong qudt (6 d6 ta khong gia thiét 4nh xa da tri G' tham
gia trong cong thiic (3.1) ¢c6 mot cdu tric dac thi nao). Ap dung cédc cong thic
thu dugc cho trudng hgp G(z) 1a tap nghiém cla hé dang thic va bat dang thic
phu thuoc tham s6°3 hoac G(x) la tap nghiém ctia bat déng thic bién phan phu
thuoc tham s6°°, ta s& c6 cdc danh gia dudi vi phan Fréchet clia p(-) thong qua
tap nhan tir Lagrange ctia bai todn quy hoach todn hoc dugc xét.

Trudc hét ching ta sé ching to ring cé thé dic trung cdc dudi gradient
Fréchet clia ham s6 thuc qua cdc ham s6 xdp xi du6i, kha vi Fréchet tai diém
duoc xét.

B6 dé 4.5.1 (xem Mordukhovich (2006a), Pinh 1y 1.88). Cho Z la khong gian
Banach. Gid sit ham s6 p: Z — IR la hitu han tai 2 € Z. Khi dé 7* € 5@(2)
khi va chi khi ton tai ham s s: Z — IR hitu han trong ldn cdn cia %, khd vi
Fréchet tai z, va thoa man cdc tinh chdt sau

(5.1) 5(z2) = ¢(2), §'(z)=2% va s(z) <(z) vdimoi z€ Z.

S*TNTA: sequentially normally epi-compact (SNEC).
3Khi d6 (3.2) 12 bai toan quy hoach todn hoc phu thuoc tham so.
5Khi d6 (3.2) 1a bai todn quy hoach todn hoc véi rang budc can bing phu thudc tham sg.
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Chiing minh. Gia su z* € 5@(2) Tir dinh nghia dudi gradient Fréchet suy ra
rang ton tai mot 1an can U cuta z sao cho ¢(z) > —oo v6i moi z € U. Ham s6

s(=) 1= min {p(2), p(2) + (=", 2 = B} (V2 € 2)
thoa man tat ca cdc tinh chat cdn c6. That vay, ta ¢6 s hitu han trén U vi rang
s(z) > —oo v6i moi z € U va s(z) < p(2) + (2%, 2 — 2) < 0o v6i moi z € Z.
Tu cong thic dinh nghia s ta suy ra rang s(z) = ¢(2) va s(z) < ¢(z) v6i moi
z € Z. Ngoai ra,

lim sup s(z) —s(z) — (z%,2 — 2)

e J=—2

< 0.
Do diéu kién 2* € 5@(2), stt dung dinh nghia du6i gradient Fréchet va cong
thic ctia ham s ta thu dugc

Jimn inf s(z) — s(z) —_(z 2 — Z)
27 = — z||

= 0.

T d6 suy ra s hitu han trong lan can cua z, kha vi Fréchet tai z va 4(z) = z*.
Nguoc lai, gia sir ring z* € Z* va ton tai ham s6 s: Z — IR thoa man céc
tinh chat trong (5.1). Khi d6 ta c6

liming P ZPE) T2 7)o gy 8B) Z8(8) Z (1,2~ 2)

- - =0.
2=z Iz = 2| 2=z Iz = 2|

Chiing minh két thic. O

Bai tap 4.5.1. Kiém tra két luan clia clia B dé 4.5.1 cho cdc trudng hop
Z=IR%¢(z) = |z|,2=0va Z = R?,¢(2) = —||2||,z = 0. V& hinh
dé minh hoa cho két qua néi ring 5@(2) = [—1,1] trong trudng hgp thit
nhat va 9y (2) = 0 trong trudng hop thit hai.

Dinh 1y sau day cho ta mot ddnh gid trén (upper estimate) cho dudi vi phan
Fréchet clia ham gid tri t6i uu tong quat trong cong thic (3.1) tai tham s6 z cho
truGc. Panh gid nay dugc thiét 1ap thong qua d6i dao ham Fréchet clia d4nh xa
mo t4 rang budc G va céc tap dudi vi phan Fréchet trén clia ham gid ¢. Gid
thi€t co ban & day 1a 91 (7, y) khdc réng doi v6i mot phan tir j € M (Z) nao
d6. Doi héi nay dugc théa min trong nhiéu 16p bai toan t6i uu®’.

Dinh ly 4.5.1. Gid sir ham gid tri t6i wu u(-) trong (3.1) la hitu han tai T €
dom M, va gid sir y € M(Z) la vécto thda man 0% p(z,y) # 0. Khi dé

(5.2) w@ec () [+ DG
(z*,y*) €0 ¢(%,7)
STMot vai két qua tuong tu nhu cdc dinh 1y 4.5.1 va 4.5.2 da dugc thiét 1ap cho ham gid tri t6i
uu trong bai todn quy hoach todn hoc c6 tham s6 véi dit liéu 1a cdc ham tron; xem Gollan (1984),
Maurer va Zowe (1979).
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Chitng minh. Dé kiém ching (5.2), ta ldy thy y u* € Ou(z) va véi méi e > 0
ta chon n > 0 sao cho

ez — 31| < () — (@) — (ut,w —7) Vo € B@,m).
Viy € M(zx), ta cé
(63) (v 2 —T) <plx) — (@, 9) +elr —z|| Vo e B(E,n).
Ldy c6 dinh mot vécto thy ¥ (z*,y*) € 5*‘30(:6,3]) Do (2.3), ép dung Bo dé
4.5.1 cho vécto (—z*, —y*) € (—p)(7,y) ta tim dugc ham s6 s: X XY — IR

kha vi Fréchet tai (z, %) sao cho

3(‘%7?) = (p('fvg% S/(jvg) = (x*vy*)v
(54) {daw>wmw W(e,y) € X x V.

bé y ring p(z) < ¢(z,y) < s(x,y) v6i moi y € G(z). T (5.3) va (5.4) ta suy
ra

(u*,z — T)
<@, y) = p(2,9) +elle — 7| < s(z,y) - 5(2,9) +ellz -z
— (s,(2, 7). z —I) + (5,(2,9),y — ¥)

o(lle — 2l + Iy — 71 +<lle — 2
= (@% e —1) + "y — ) + oz — 2| + ly — gl) +elle — 7]

v6i moi (z,y) ma x € B(z,n) vay € G(z). Vie > 0 dugc chon tuy y, tir d6
suy ra

limsup <u*—.’IJ*,II)—i'>_<y*,y—g>
wpmbny  Te-al+ Tyl
biéu d6 ching t6 rang (u* — x*, —y*) € 55((3?,@); gph G), 6 d6 6(-;gph G) 1a
ham chi cta tap gph G. Luu y dén (2.7) ta thu dugc

<0.

(u* —2*,—y") € ngh(;(j'ag)-

Do (2.9), tir d6 ta c6
u* —z* € D*G(2,9)(y").

Vay ta c6 bao ham thiic
ut € a”+ D'G(z,9)(y"),

tic la (5.2) nghiém ding. O



4.5. Dudi vi phdn Fréchet cua ham gid tri toi uu 123

Dinh nghia 4.5.1 (xem Robinson (1979)). Anh xa h: D — Y duoc goi la
Lipschitz trén dia phuong>® tai Z € D, & d6 D 1a mot tap con cua X, néu ton
tai n > 0 va £ > 0 sao cho

[h(z) = h(@)|| < lllo — || Vo e B(z,n)ND.

Pinh nghia 4.5.2. Ta néi ring énh xada tri F: D = Y, 6 d6 D C X, ¢6 lat
cdt Lipschitz trén dia phuong® tai (Z,9) € gph F néu tén tai 4nh xa don tri
h: D — Y Lipschitz trén dia phuong tai Z sao cho h(Z) = § va h(z) € F(x)
v6i moi x € D trong mot lan céan cla z.

Dinh Iy sau dua ra diéu kién da dé bao ham thic (5.2) nghiém ding dudi
dang mot dang thifc.
Pinh 1y 4.5.2. Ngoai cdc gid thiét cia Dinh ly 4.5.1, ta gid sit thém rang o la
khd vi Fréchet tai (Z,%) va dnh xa nghiém M:dom G =Y c¢6 lat cdt Lipschitz
trén dia phuong tai (z,y). Khi dé

(5.5) (&) = 2" + D*G(z.7)(y"),

VOi

(@ 5" = (7. ) = <0¢éﬂg v 3@(89;, y)>

la vécto gradient cua ¢ tai (Z,7). R R
Chitng minh. Theo Dinh ly 4.5.1 ta ¢6 Ou(z) C z* + D*G(z,y)(y*). Dé
ching minh rang bao ham thic ngugc lai

o + D*G(z,7)(y*) C du(z)

nghi¢m ding dudi cdc diéu kién phy néi trong dinh 1y, ta c6 dinh mot phén ti
bat ky u* ¢ Ou(x). Ta can ching to ring

(5.6) ' ¢ 2+ DGz, 5)")-
Do dinh nghia dudi gradient Fréchet, diéu kién " ¢ 5u(:6) kéo theo

Jim juf M)~ #E) — (2~ )
v [ — 2|

< 0.

Vi vay ton tai € > 0 va day xp — T, 1 # T v6i moi k € IN, sao cho

< —E.

(5 7) /’L(xk) - M(‘rf) - <U*7xk — 'f>
' [l — |

33TNTA: locally upper Lipschitzian.
TNTA: admits a local upper Lipschitzian selection.
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Néu zy ¢ dom G thi G(xy) = 0. Khi d6 ta c6

plaw) = nf{o(zr,y) : y € Glar)} = +oo,

mau thuén véi (5.7). Vay ta phai c6 z;, € dom G v6i moi k € IN. Ly lat cat
h(-) Lipschitz trén dia phuong tai (z,y) cia dnh xa nghiém M:domG = Y
nhu trong gi thiét cta dinh ly. Dat y, := h(zy) va dé y rang u(z) = ¢(Z,7),
(k) = o(xk, yr). T (5.7) suy ra

<U*a T — j>

2 @@k, yr) — (@, §) +Ellog — Z]

= (¢"(@,9), (xx — T, yx — 9)) + o(lze — 2| + [lyx — 7ll)

+&||lzx — Z|
= (@ 2x —2) + (" yk — 9) + o[l — 2| + [lyr — 1)
+Ellzx — 2z

St dung tinh chét Lipschitz trén dia phuong cua h(-) tai z, ta ¢
_ 1 _ .. -
lxx — Z|| > zHyk —y| véi ke IN dulén.
Diéu d6 kéo theo cac danh gid

*7_ ZC*,CCk; - :EZ_ <?/*,?/k - g>
sllar =2l + gpllye — gl + olljar — 2l + [lyx — 9ll)

6 d6 € :=min{g/2,2/(20)}. Vi vay,

*_ * 7\ * a3
(' =zt e —2) - Yy -y

lim sup — - &;
|z = Z[| + [ly — 7l -

(w,y) 225 (2,9)

c6 nghia la (u* — x*, —y*) ¢ ]Vgphc(:i,g). Tinh chét d6 chang to rang (5.6)
nghiém ding. Chiing minh két thic. O

Bay gid ching ta xét mot s6 vi du dé thdy nhitng nét diac trung cua hai dinh
ly vira thu dugc va clia cdc gia thiét ctia ching. Ching ta bat ddu véi cac vi
du ching té ring bao ham thitc (5.2) trong Dinh 1y 4.5.1 ¢6 thé trd thanh dang
thic ngay ca ham gid ¢ khong kha vi Fréchet. Dé cho tién, ching ta ky hiéu
céc biéu thic & v€ trdi va vé€ phai ctia (5.2) tuong tng bsi LHS (left-hand side)
va RHS (right-hand side).

Vidu45.1. Lay X =Y = R. Pat p(z,y) = —|y| va

G() :{ ([Z)—\/E, Vx]  néu x>0,

néu z < 0.
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Dé thay rang gph G = {(z,y) € IR? : ?> — x < 0}. Tinh ham gi4 tri t6i wu
theo cong thitc (3.1), ta c6

00 néu z <0
Do doé
0 néu 7=y =0,
LHS=RHS=<¢ {—-1/(2y/Z)} néu >0 vahoicla j=+=
hoac y = —v/Z.

Hinh 17
Vidu4.5.2. Lay X =Y = R. Pat p(z,y) = —|z| + 2y va
Ga)={y e R :y=> |z}
Ta ¢6 p(x) = |z| va 0 € M(0). D& thdy rang
Ou(0) =[~1,1], 9+p(0,0) =[-1,1] x {2}, D*G(0,0)(2) = [-2,2].
Do do,

M {7+ D'GO0,0)(y")} = () {a"+[-2.2} = [-1,1],

(z*y*)€dt©(0,0) z*€[—1,1]

nghia 1a (5.2) nghiém ding dudi dang dang thic.



126 4. Doi dao ham cua dnh xa da tri

Trong hai vi du trén, ham muc tiéu ¢(x,y) 1a ham 16m va dnh xa da tri mo
td rang budc G 1a 16i. Vay dénh gid (5.2) van c6 thé nghiém ding du6i dang
déng thitc doi v6i nhitng bai todn t6i wu khong 16i. Vi du sau day ching té ring
gia thiét vé su ton tai lat cat Lipschitz trén dia phuong trong Dinh 1y 4.5.2 1a
thi€t yéu, khong thé bo di dugc.

Vidu4.53. Ldy X =Y = Rvaz =y = 0. Xét ham gid tri t6i uu p(zx) xdc
dinh boi (3.1) voi
p(r,y) =0 va G(z) := [/|z],00).

Khi dé ta c6

(@) =0 va 9t p(z,y) = {0} véi moi (z,y) € IR
Ngoai ra, Ngpp ((0,0)) = IR (=00,0]. Vivay LHS = {0}, trong khi RHS=IR,
nghia 12 bao ham thdc (5.2) 1a chdr. Nhan xét rang dnh xa nghiém (3.3) khong
c6 14t cat Lipschitz trén dia phuong tai (z, 7).

oph G ‘ ‘

n

W op

(13

L1

0z

A a8 46 04 0z 0 02 04 13 o8 1
Hinh 18

Vi du sau day ching to ring tuy gia thié€t vé su ton tai lat cat Lipschitz trén
dia phuong trong Dinh 1y 4.5.2 1a khong thé bd dugc, nhung né ciing khong
phai 1a diéu kién cin dé c6 dau bang trong bao ham thic (5.2).

Vidu4.54. Lay X =Y = Rvaz =y =0. Xét ham s6 u(x) trong (3.1) v6i
p(z,y) = (x —y*)? va G(z) = R.

St dung (3.1) va (3.3) ta tim duoc

() =

22 néu <0
0 néu z >0
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va
{0} néu x <0

M(x) = { {—Vx,v/x} néu z > 0.
Trong khi 4nh xa nghiém M (-) khong c6 14t cat Lipschitz trén dia phuong, déng
thic van xdy ra trong (5.2) vi rang

ou(0) = {0}, ¢'(0,0) = {(0,0)}, va D*G(0,0)(0) = {0}.

Vay gia thiét vé su ton tai lat cat Lipschitz trén dia phuong 1a diéu kién du,
nhung néi chung khong phai 1a diéu kién can dé c¢6 dau dang thic trong (5.2).

Bai tap 4.5.2. Bing cic tinh todn cu thé, hiy kiém tra cdc két qui néi

trong cac vi du 4.5.1-4.5.4.

T cdc dinh 1y 4.5.1 va 4.5.2 ching ta c6 thé rit ra quy tic tinh dudi vi
phan Fréchet ctia téng hai ham s6 va quy tac ham hop cho du6i vi phan Fréchet.
Céc quy tic khdc (& cing dang) c6 thé xem trong Mordukhovich, Nam va Yen
(2006). Nhan xét ring céc quy tdc tinh todn chinh xdc® cac phan tir dudi
gradient Fréchet (khdc véi cdc quy tic tinh todn mo®!' trong Borwein va Zhu
(2005), Mordukhovich (2006a)) thu dugc & day la kha thad vi.

Hé qua 4.5.1 (Quy tic tinh dudi vi phan Fréchet cua téng);\ Cho ¢: X — IR
(i = 1,2) la cdc ham s6 thuc, hitu han tai T. Gid si rang 0" 1(x) # 0. Khi
do

(58) dpr1+e)@) C () [+ 0pa(2)] C I pr(T) + Dpa().
w0t o1 (7)

Chitng minh. bat
oz, y) = ei(x) +y, G(x) = [p2(x),00)
va dé y rang gph G' = epi 2, trong khi

() = yeigfm) p(z,y) = p1(x) + pa(z).

Ngoai ra, §J := ¢2(Z) € M(Z), 6 d6 M dugc xdc dinh boi (3.3). Lay tuy y
x* € 0T p1(T), ta c6 (x*,1) € It p(Z,y). Do Dinh ly 4.5.1,

() = 0(p1 + ©2)(Z) C a* + D*G(&, 02(3))(1) = x* + Do ().

Quy tac (5.8) da dugc ching minh. O

SOTNTA: exact calculus rules.
SI'TNTA: fuzzy calculus rules.
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Hé qua 4.5.2 (Quy tic tinh duéi vi phan Fréchet ctia ham hop). Gid sut dnh xa
f+X — Y la Lipschitz dia phuong tai T va gid sit ham s6 p:Y — IR la hitu
han tai i := f(Z). Néu 0+ () # 0, thi bao ham thiic

(5.9) ApoHi@c (] 9" 1)

y*€dto(p)
nghiém dung.
Chitng minh. Dat ¢(x,y) := ¢(y) va G(z) := {f(z)}. Ap dung Dinh 1y 4.5.1
va cong thic (2.11) ta thu duoc (5.9). O

Bay gio ching ta dan ra nguyén Iy bién phan cho dudi vi phan trén®>. Ménh
dé nay duogc chiing minh nho nguyén ly bién phan Ekeland (xem Dinh 1y 2.1.1
trong Chuong 2) va Hé qua 4.5.1.
Pinh 1y 4.5.3. Gid sit p: X — (—00, 00| la ham s6 nia lién tuc dudci, bi chdn
dudi ¢ trong khong gian Banach X. Khi do, véi moi € > 0, A >0, va 29 € X
théa man
p(r9) < inf o(z) +e,
rzeX

ton tai T € X sao cho
(a) ||f — :L‘()H < A,

(b) ¢(7) < Inf o(x) +e,

©) ||lz*|| < /A véi moi a* € Dt ().

Chimng minh. Theo nguyén ly bién phan Ekeland, tir cac gia thi€t cua dinh ly
suy ra rang ton tai z € X thoa man

oo —all < A, (@) < inf () +2,

va o(z) < p(z) + (¢/A)||Jz — Z|| v6i moi x € X. Diéu d6 ching to rang ham

(5.10) P(x) == p(x) + (e/N)|z -z, =X,

dat cuc tiéu toan cuc tai Z. Do dinh nghia duéi gradient Fréchet, tir d6 ta c6
0 € 0y(z). Dé § rang khang dinh (c) la tdm thuong néu T (z) = 0. Vay chi
phéi chiing minh (c) duéi gia thi€t 0" ¢(z) # (. Trong trudng hop d6, dp dung
Hé qua 4.5.1 cho ham tdng trong (5.10), tir bao ham thic 0 € O () ta nhan
duogc

oe N [m*+(5/)\)5||-—:6||(:6)}c N [m*—l—(s/)\)BX*,
z*€dt o(Z) z*€dto(z)

®2TNTA: uper subdifferential variational principle.
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6 d6 Bx- ky hiéu hinh cdu don vi déng trong X*. Vi vay [lz*| < &/ v6i moi
z*€0Tp(z). O

Tiép theo ching ta s€ ap dung cac dinh 1y 4.5.1 va 4.5.2 cho cac bai toan
quy hoach toan hoc & d6 4nh xa mo td rang buoc 1a 4nh xa nghiém clia hé dang
thtic/bat dang thitc phu thuoc tham s6, hoac 1a 4nh xa nghiém ctia bai todn can
bang phu thudc tham s6.

Truée hét ta xét bai toadn quy hoach toidn hoc trong khong gian Banach véi
cdc rang buodc dang thitc va bat diang thic. D6 14 mot dang dat biét clia bai todn
(3.2) v6i dnh xa G: X = Y dugc cho bdi cong thic

N

G(x)::{er: vi(r,y) <0, i=1,...,m,

(5.11)
(pz(xvy)zov i:m+17"'7m+r}7

6d6 p;: X XY - IR @G =1,...,m+r)lacidc ham sd thuc cho trudc. Dinh 1y
d4u tién cua ching ta lién quan dén cdc bai todn quy hoach véi dit liéu 1a cac
ham s6 khd vi Fréchet (chiing khong nhat thiét phai 1a tron hay kha vi chat tai
céc diém dugc xét). Panh gia trén cho dudi vi phan Fréchet clia hAm gi4 tri toi
uu p(-) s& dugc thiét 1ap bang cach st dung cic nhdn tir Lagrange® cd dién.
Dé phat biéu dinh 1y ndy, ching ta nhéc lai khai niém ham Lagrange®

(512) L(II), Y, )‘) - (P(.%', y) + )‘1901(‘7:7 y) +..F )‘m+7“(pm+7“(x7 y)v
ctia bai todn quy phi tuyén (3.2) v6i rang buoc (5.11), & d6
A= ()\1, ey >\m+r) € R™"

la mot bo cdc nhan tir Lagrange. (Nguoi ta cling thudng goi vécto A 1a nhan tr
Lagrange.) Cho tru6c mot diém (z,y) € gph M trén d6 thi cha anh xa nghiém
(3.3) va vécto y* € Y*, ta xét cdc tap nhan tir Lagrange sau day:

(5.13)

m—4r
A@g) = {Ae B™ 1 G @,5)+ > Milei), (@,9) =0,
=1
A =0, Ngi(7,5) =0 v6i i = 1m}

(5.14)

m—+r

A(f,flj,y*) = {)‘ € Rm—i—r : y* + Z )‘Z(SOZ)?IJ(:Eag) = 0’
i=1

A =0, Ni(7,9) =0 v6i i = 1m}

STNTA: Lagrange multiplier.
®TNTA: Lagrangian.
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TP G ) VORI BIC )
A / _ ’ ) — ?
O day ¢, (7,9) = oy (i), (Z,9) = 9y
¢ va ip; theo bién y tai diém (Z,%). Ta c6 thé viét lai dang thic ddu tién trong

(5.13) thong qua dao ham riéng cua ham Lagrange (5.12) theo bién y nhu sau:

la cdc dao ham riéng cta

L, (z,7,)) = 0.
D6i v6i céc tap nhan tir Lagrange (5.13) va (5.14), ta dé y riang
Az, 7, ¢, (2, 7)) = AT, 7).

Pinh 1y 4.5.4 (Duéi vi phan Fréchet ctia ham gid tri t0i wu cta cdc bai todn quy
hoach todn hoc kha vi trong khong gian Banach). Gid st pu(-) duoc xdc dinh
bdi (3.1) véi G(-) dugc cho bdi (5.11) va dnh xa M (-) twong iing dugc cho bdi
(3.3), va dom M # . Ldy Z € dom M va jj € M (%) thda man 0% (T, ) #
va gid sit rang cdc ham ;, i = 1,...,m + r, la khd vi Fréchet tai (Z,7) va
lién tuc trong ldn cdn cia diém dé, va

(5.15) N2, Y), ., Py (T, G) la ddc ldp tuyén tinh.
Khi dé bao ham thitc sau nghiém ding:

(5.16)  Ou(@) C N U

(z*,y*) €D+ p(Z,5) NEAZ,F.y%)

m-+r
T4y Az‘(w);(fvﬂ] :

i=1

Ngoai ra, néu ham ¢ ciing khd vi Fréchet tai (Z,y) va dnh xa nghiém M:dom G =
Y ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phuong tai (Z,7), thi (5.16) tré thanh ddng thiic:

m—4r
(5.17) oz = J [sog(x,yHZAi(w);(w,y)]-

AEA(z.5) i=1

Chimng minh. Trudc hét, ching ta thiét 1ap cong thic
(5.18)

m+r
DG, y)(v) = {wr e X7+ (' —v) = 3 Al(@,3)
i=1
véi mot A € IR™ thdéa min \; > 0,
Nepi(7,5) =0 & d6 i = lm}
cho d6i dao ham cua dnh xa G(-) trong (5.11) dudi gia thiét rang cdc ham

(i =1,...,m+r) la kha vi Fréchet tai (z, %) va diéu kién chuén hoa rang budc
(5.15) dugc thoa man.
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D€ chiing minh (5.18), ching ta nhan xét rang do thi ca d4nh xa G(-) dugc
xét ¢6 thé biéu dién dudi dang dnh nguoc

(519  ehG=fUK) = {(m.y) € X XY : flwy) € K}
ctia hinh nén 16i déng K C IR™™" x4c dinh boi
(5.20)

K = {(al,...,amJﬂn) €ER™T . ;<0 véi i=1,...,m,

a; =0 véi i:m—i—l,...,m—i—r}

qua 4nh xa f: X x Y — IR™"" dugc cho boi

(5.21) f(z,y) = (e1(2,9), - pmir(2,9)).
Do (5.21), f la kha vi Fréchet tai (z,y) khi va chi khi tdt ca cdc ham g
(¢ =1,...,m+r) la kha vi Fréchet tai (z,y). Ngoai ra, todn tir dao ham

f(Z,9): X xY — R™"

12 tran khi va chi khi diéu kién (5.15) dugc théa man. S dung quy tic tinh
toan trong Mordukhovich (2006a), Hé qua 1.15, dé tinh nén phdp tuyén Fréchet
clia anh ngugc cta cédc tap hop trong khong gian hitu han chiéu qua dnh xa kha
vi Fréchet v6i dao ham tran, ta c6

(5:22) N((@,9): 1K) = (£ @) (N(f@,9): K) ).

Tir d6, do dinh nghia d6i dao ham, do biéu dién (5.19), do cdc cau tric dac biét
cia K trong (5.20) va f trong (5.21), ta thu dugc (5.18)A.

Dé chiing minh (5.16), ta ¢6 dinh mot phan tir 2* € Ju(Z) va ldy tiy y mot
phén tr (z*,y*) € 0T ¢(Z, ). Theo Dinh 1y 4.5.1,

T —a* € D*G(%,7)(y").
Do (5.18), ton tai (A1, ..., Amiy) € IR™T v6i
Ai >0 va Npi(Z,y) =0 v6imoi i =1,...,m

sao cho
m—+r

(@ —a*, —y") = ) A (T, ).
=1

Luu y dén (5.14), ta c6

m+r
#-2re [Z Ai(%);(z,g)] :
)
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Diéu d6 chiing to ring (5.16) nghiém ding.

Bay gio ta gia st rang ham ¢ 1a kha vi Fréchet tai (Z, ) va dnh xa nghiém
M (-) c6 lat céat Lipschitz trén dia phuong tai (Z,y). Khi d6, theo Dinh 1y 4.5.2,
(5.5) nghiém ding. St dung (5.18), tir d6 ta thu duge (5.17). O

Sau day chung ta xét truong hgp cac ham rang budc trong (5.11) khong nhat
thiét 1a kha vi tai (z,7).

Pinh 1y 4.5.5 (Duéi vi phan Fréchet ctia ham gid tri t6i wu cta cdc bai todn quy
hoach toan hoc khong kha vi trong khong gian Asplund). Gid su pu(-) duoc xdc
dinh bdi (3.1) véi G: X =Y duoc cho bdi (4.11), ¢ dé X va Y la cdc khong
gian Asplund. Gid sit rang dom M # () va ton tai T € dom M, § € M (Z), sao
cho 5+<p(.f', y) # 0, voi M(-) la dnh xa diugc cho bdi (3.3). Gid thiét thém rang

cdc ham s6 ¢; (1 = 1,...,m +r) la Lipschitz dia phuong tai (Z,y) va diéu
kién chudn hod rang budc (diéu kién chinh quy) sau duoc thoa man: Chi cé
(M, -y Amgr) = 0 € R™Y" la vécto théa man cdc tinh chdt
m m-+r
(5.23) 0> XNdpi(@,9) + Y Xi(0pi(Z,5) Ud(—pi)(Z, 7)),
’ i=1 i=m-+1

()\1,... 7)\m+r) S RTJFT, )\Zgoz(f,gj) =0wvoi i=1,...,m.

du@mc ()| wexT: @0 €@, y)+ Y Adei(@)
i=1

(x*,y*) €8T 9(2,7)

m—+r

+ Y Xi(00i(Z, ) UO(—9i)(T,7))
i=m-+1

voi (M, ..oy Amy) € RTTT

théa man \yp;(z,y) =0, i=1,... ,m].

Ngoai ra, (5.24) trd thanh dang thitc néu ta gid sit thém rdang ham ¢ la khd vi
Fréchet tai (Z,7), tdt cd cac ham rang budc g; la khd vi chdt tai diém dé, va
anh xa nghiém M:dom G =Y ¢6 ldt cdt Lipschitz trén dia phuong tai (T,7).

Ching minh. Dé thu dugc (5.24), ta sit dung bao ham thiic (5.2) va dé y ring

(5.25) D*G(z,§)(v*) C D*G(z,7)(v*), v eY*
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Ap dung Hé qua 4.36 trong Mordukhovich (2006a), ta ¢6 danh gid trén

DG g)(v) € { we X" (uf,—v) € Y Ndpi(,7)
=1

m—r
(5.26) + Y Ni(09i(E,5) UO(—9i)(T, 7))
i=m-+1
V6i (A1y. oy Amr) € R

théa man \;p;(z,9) =0, i =1,... ,m}

cho d6i dao ham D*G(Z,y) cla dnh xa G(-) cho boi (5.11) dudi diéu kién cdc

ham ¢; (i = 1,...,m+7) la Lipschitz dia phuong tai (Z,%) va diéu kién chuédn
hod rang buoc:
(5.27) (5.23) = (Ats... Amar) = (0,...,0).

Lap luan tuwong tu nhu trong ching minh Dinh 1y 4.5.4, ta thu dugc danh gid
(5.24).

Dé thiét 1ap dang thiic trong (5.24) duéi cic diéu kién néi & khang dinh thit
hai cua dinh ly, ta st dung Dinh 1y 4.5.2. Chi con phai ching t0 ring dénh
gid (5.26) c¢6 ddu bing dudi diéu kién chinh quy (5.27) va gia thiét vé tinh kha
vi chat tai (Z,7) cia cdc ham ;. Diéu d6 suy ra tir ching minh cia Hé qua
4.36 trong Mordukhovich (2006a) bang cdch dp dung khing dinh (iii) ctia Pinh
1y 3.13 (Quy tic ham hop cho d6i dao ham) trong Mordukhovich (2006a). O

Dua trén Dinh 1y 4.5.5 ching ta c6 thé dua ra danh gia trén cho du6i vi
phan Fréchet clia ham gia tri t6i uu trong bai todn quy hoach todn hoc phu thudc
tham s6 v6i dit liéu kha vi, & d6 thay cho (5.15) ta st dung diéu kién chinh quy
Mangasarian-Fromovitz - mot diéu kién yéu hon (5.15). Tuy thé, ta phai gia
thiét raing X va Y 1a cdc khong gian Asplund va cdc ham rang buoc trong (5.11)
la kha vi chat (z, 7).

Hé qua 4.5.3. Dudi cdc gid thiét néi trong khdng dinh thir nhdt cia Dinh ly
4.5.5, gia sitrang X va 'Y la cdc khong gian Asplund, cdc ham rang budc o
la khd vi chat® tai (z,7), va diéu kién (5.15) duoc thay bang diéu kién sau:
(5.28)

O (T 9), - - s Py (T,9) la doc ldp tuyén tinh;

tontai we X xY sao cho (J(Z,y),w)=0 néu i=m+1,...,m+r,

(0i(Z,7),w) <0 néu i=1,...,m véi ¢;(z,y)=0.

Khi dé ta c6 (5.16), va bao ham thicc dé trd thanh ddng thitc (5.17) khi ¢ va
M (-) théa man cdc gid thiét néi trong khdang dinh thit hai ciia Dinh 1y 4.5.5.

Chimg minh. Cic khang dinh trong hé qua niy suy ra tir cac khang dinh tuong
ung trong Dinh 1y 4.5.5. O

%Xem dinh nghia trong chii thich & Ménh dé 4.2.1.
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Bai tap 4.5.3. Cho X = Y = R, ¢(z,y) = z|y| va
Gr)={y : o +y/ <0, 2 —y =1}

Ap dung Dinh 1y 4.5.5 dé tinh (hodc ddnh gid) dudi vi phan dp(z) ciia
ham 4 xdc dinh bdi (3.1) tai z = 0.

Muc dich ctia hai bai tap sau la tim hiéu mdi lién hé giita Pinh ly 4.5.5 va
Dinh 1y 4.5.4.

Bai tap 4.5.4. Ching minh ring diéu kién chuén hod rang buoc trong
khing dinh thi nhat ctia Dinh 1y 4.5.5 tr& thanh diéu kién (5.28) khi céc
ham ¢; 1a kha vi chat tai (z, y).

Bai tap 4.5.5. Chiing minh ring néu cic ham o va ¢; (i =1,...,m+7r)
1a kha vi chat tai (Z,y), thi (5.17) nghiém ding néu nhu bao ham thic
(5.24) c6 déu bing.

Bay gio ta xét bai toan (3.2) trong trudng hop G(z) 1a tap nghiém cla hé

bién phdan cé tham s6®® (con duoc goi 1 rang bujc cdan bdang cé tham so%,
hay phuong trinh suy réng phu thuéc tham sé®®):
(5.29) Gz):={yeY: 0€ f(z,y) +Qz,y)},

6d6 f: X XY — Z la anh xa don tri, @Q: X x Y = Z 1a 4nh xa da tri gifta cac
khong gian Banach. Quan h¢

0¢€ f(z,y) +Qz,y)

1a mot phuong trinh suy réng (phu thuoc tham s6) theo nghia Robinson (1979).
0 day, y 1a 4n so, con z 1a tham s6 clia phuong trinh suy rong. Bai todn t6i uu
(3.2) v6i G(x) dugc cho bdi (5.29) thuong dugc goi la bai todn quy hoach todn
hoc ¢6 rang budc cdan bang® phu thuoc tham s6. Pay 1a mot mo hinh cé nhiéu
ung dung (xem Luo, Pang va Ralph (1996), Outrata, Kocvara va Zowe (1998)).

Dinh 1y sau day dua ra cdc ddnh gid trén cho dudi vi phan Fréchet ctia ham
gid tri t6i wu trong bai todn quy hoach todn hoc c6 rang budc can bang phu
thuoc tham s6 trong khong gian vo han chiéu.

Pinh ly 4.5.6 (Du6i vi phan Fréchet cuia ham gia tri t6i wu cua cac bai toan quy
hoach todn hoc c¢6 rang budc can bang). Xét ham gid tri t6i uu p(-) dugc cho bdi
(3.1) vdi G(-) duoc xdc dinh boi (5.29). Ldy T € dom M va c¢6 dinh mot phdn

STNTA: parametric variational system.

S"TNTA: parametric equilibrium constraint.

®8TNTA: parametric generalized equation.

®TNTA: mathematical programming problem with an equilibrium constraint.
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i §j € M(z), ¢ dé M(-) duge xdc dinh béi (3.3). Gid sit ring 0+ o(, 1) # 0.
Ddt z := — f(%,9) € Q(Z,%). Cdc khdang dinh sau nghiém diing:
(i) Néu f: X xY — X = Z la khd vi chdt tai (z,y) voi dao ham

f(z,9) : XxY—Z

la dnh xg tran va néu Q(x,y) = Q(y) la dnh xa khong phu thuoc vao bién z,
thi
(5.30)
du(z) C N { o+ (f1(2,9))"(z*) : 32* € Z* thda man
(a*,y")€0+ p(2.9)

—y* € (fy(@9) (") + D*Q(5,2)(=") }.

O day f2(Z,9) va f,(2,9) ky hiéu cdc dao ham riéng ciia f tai (Z,y) twong
ling theo cdc bién x va y.

(i) Gia sit rang X,Y, Z la cdc khong gian Asplund, f: X xY — Z la
lién tuc trong lan cdn cua (z,y), va néu Q: X xY = Z ¢6 do thi dong trong
lan cdn cua (z,y,z) (tiic la ton tai mét lan cdn dong cia (Z,Y,Z) c6 giao voi
gph Q la mot tdp dong). Khi do

ou(z) C ﬂ { u e X* 32 e Z* voi

(z*,y*) €0+ (2,7)
5.31 . * y*) + D*f(z,5) (2"
(5.31) (u*,0) € (z*,y*) + D* f(z,9)(z%)

+D*Q(#,5,2)(=") }
néu nhu (z*,y*,z*) = (0,0,0) la bo ba duy nhdt théa man
(" y%) € D" f(2,9)(z") N (- D*Q(Z,y,2)(2"))
va hodc Q la SNC tai (Z,y,%), hodc f la Lipschitz dia phuong tai (Z,y) va Z
la khong gian hitu han chiéu.

Chitng minh. Dé chiing minh c4 hai khang dinh ctia dinh 1y, ta s& 4p dung
Dinh Iy 4.5.1 va bao ham thiic (5.25). Dé danh gid tap hop & vé phai cta (5.25)
ta c6 thé st dung céc cong thic tinh toén trong Mordukhovich (2006a; tiéu muc
44.1).

Du6i cdc gia thiét dua ra trong khang dinh (i), theo Pinh 1y 4.4.4(i) trong
Mordukhovich (2006a) ta cé

DG, p)(v) = {u € X7+ 37 € 27 i = (f1(2,9))" (")
v € (£(2.9)" (") + D'Q@.D)(=") |

Két hop dang thitc nay vé6i (5.25) va (5.2) ta thu duge (5.30).
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Tuong tu, danh gid (5.31) dugc suy ra tir (5.2) va bao ham thiic
D*G(z,5)(v*) C { ut e X* 3t e Z* v6i
(u, —v") € D*f(z,5)(=") + D*Q(7,5,2)(=") }.

Luu y ring bao ham thiic cudi nghiém ding do Dinh 1y 4.46 trong Mordukhovich
(2006a) va cdc gia thiét di néu trong khang dinh (ii). O

Céc cong thic tinh todn hoac udc lugng cac tap gia tri cia 4nh xa doi dao
ham D*G(z,y) cua anh xa nghiém cta hé bién phan trong (5.29) da thu dugc
trong Mordukhovich (2006a, tiéu muc 4.4.1) cho phép ta dua ra nhiéu ddnh gid
khac cho dudi vi phan Fréchet ctia ham gid tri t6i uu trong cac bai toan téi uu
c6 rang buoc can bing & dang téng quit hoic & cdc dang dac biét (khi rang
budc can biang c6 dang mot bat dang thic bién phan, mot bai todn bi, v.v...).
Dudi cdc gia thiét phu hop 1y, ta c6 thé dua ra céc cong thic tinh chinh xdc
du6i vi phan Fréchet ciia ham gia tri t6i vu trong cac bai toan cé rang budc can
bang. Cac cong thic nhu thé thuong nghiém ding khi d6i dao ham Fréchet cla
G tring véi d6i dao ham Mordukhovich ctia né (diéu d6 xay ra, chang han nhu,
khi Q 1a 4nh xa da tri 16i va f thdéa man mot vai diéu kién phu).

Y =27 =R, ¢y =y, flz.y) =
6

Bai tap 4.5.6. Cho X

|l

K(z) ={y :y* <z}

va N (2)(y) 1a nén phdp tuyén cta tap 16i K (z) tai y. St dung Dinh ly
4.5.6 dé tinh (hodc danh gid) duéi vi phan (‘EAM(:E) cta ham p xdc dinh bdi
(3.1), & d6 G(z) duoc cho béi (5.29), tai diém 7 = 0.

4.6 Dudi vi phan Mordukhovich cua ham gia tri toi uu

Trong muc nay ching ta s€ dua ra cic cong thic didnh gid duédi vi phan Mor-
dukhovich clia ham gia tri t6i wu (3.1). Vi duéi vi phan Mordukhovich 1a dudi
vi phan qua giéi han (néi chinh xdc, dé la gidi han trén theo day theo nghia
Painlevé-Kuratowski ctia mot ho e—dudi vi phan Fréchet; xem cong thic (2.5)),
nén cac két qua & muc nay phic tap hon cac két qua tuong tng & Muc 4.5. Su
phtc tap dé thé hién & chd

- gia thiét cua cdc dinh ly s& cong kénh hon,

- diéu kién dé cdc ddnh gid dang bao ham thiic dat dugc ddu bing s& ngat
ngheo hon.

Céc du6i vi phan suy bién dua ra trong Muc 4.2 s€ déng vai tro quan trong
trong muc nay. Diéu kién chinh quy (diéu kién chuén hoa rang budc) trong céc
dinh 1y thuong dugc phét biéu thong qua dudi vi phan suy bién.
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Néu khong néi gi thém, thi cac khong gian X va Y xét trong muc nay dugc
gid thiét 1a cdc khong gian Asplund. Ching ta ciing gia st rang ham gid ¢ trong
(3.1) 1a nuta lién tuc dudi va dnh xa da tri mo ta rang buoc G 1a énh xa ¢é do thi
déng trong lan can cta diém duoc xét (tic 1a giao ciia tap gph G v6i mot hinh
cau déng, c6 ban kinh duong, chita diém dugc xét 1a tap déng trong X x Y).

Cau tric cla cdc cong thiic ddnh gid dudi vi phan Mordukhovich du(z) va
du6i vi phan suy bién 0°°u(Z) cua ham gia tri toi uu (3.1) 1a khdc véi cdc cong
thic da dua ra trong Muc 4.5 (méc du van c6 nhiéu diém tuong dong). Cai khdc
co ban 1a ta s& khong gia thiét 5*@(3?, y) # 0 va, thay vi stt dung giao clia mot
ho tap theo tham s6 (z*,y*) € 5+g0(50, y) nhu trong Dinh 1y 4.5.1, ta s€ st dung
hop cua ho tap theo cac tham s6 (2*,y*) € do(Z, y) hoac (z*,y*) € I%p(Z,7)
dé danh gid cdc dudi vi phan Ou(z) va 8> u(x). Mat khéc, ching ta s& can t6i
nhiing gia thié€t phu vé tinh compac phap tuyén theo day clia 4nh xa G va tinh
epi-compac phap tuyén theo diy ctia ham so .

Nhan xét rang cdc dénh gid trén cho du(z) va > u(z), trai nguge véi cic
danh gid cho Ou(Z), c6 quan hé chat ché véi cac diéu kién du cho tinh Lipschitz
dia phuong cta yu(-) va vé6i diéu kién can cuc tri cta bai todn t6i uu tuong dng.

Chiing ta s€ so sdnh cdc két qua thu dugc & day véi cac két qua da thu duoc
béng nhimng cdch ti€p can khac.

Gia st z € dom M va gy € M(z), 6 d6 M(-) dugc cho boi (3.3).

Pinh nghia 4.6.1. Ta ndi rang 4nh xa nghiém M () 1a p-nita lién tuc dudi noi
b6 ™ tai (z,7) néu véi mdi day x5, —> Z t6n tai day y, € M(z,) sao cho {y;}
¢6 mot day con hoi tu dén .

Dinh nghia 4.6.2. Anh xa nghiém M (-) dugc goi 1a p-bdn-compdc noi bo’!
tai Z néu v6i mdi ddy z;, - T ton tai diy yi € M (zy) sao cho {yi} c6 mot
day con hoi tu.

Céc tinh chat ndi trong hai dinh nghia trén 1a sy md rong cla céc tinh chat
nita lién tuc dudi néi bo va bdan-compdc néi bé - duge dinh nghia cho cdc dnh
xa da tri téng quat; xem Mordukhovich (2006a), Pinh nghia 1.63. Diéu khac
biét 1a & chd diéu kién x;, — T trong Mordukhovich (2006a) bay gio' duoc thay
bang mot diéu kién yéu hon: 23, = Z. Luu y 12 hai dinh nghia vita néu chi ap
dung dugc cho anh xa nghiém c6 dang (3.3).

C6 thé tim thay cac diéu kién du cho tinh chat g-nira lién tuc dudi noi bo va
tinh chat p-bdn-compac nodi bo ctia dnh xa nghiém trong Clarke (1983), Gauvin
va Dubeau (1982), Gollan (1984), Mordukhovich (1992), Mordukhovich va Shao
(1996a), Rockafellar (1982). Noi riéng ra, tinh chat p-ban-compac ndi bo cua

"OTNTA: p-inner semicontinuous.
"'TNTA: inner semicompact.
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M(-) tai Z 12 hé qua cua tinh thudn’ cta M(-) tai Z — mot tinh chét dugc
Rockafellar (1982) dua ra cho trudng hop khong gian hitu han chiéu va duoc
Gollan (1984) mé rong sang trudng hop khong gian vo han chiéu.

Vidu4.6.1. bat X =Y = R, ¢(z,y) = zy, G(x) = [-1,1] v6i moi z € X,
Z = 0. Xét ham p(-) cho boi (3.1) va anh xa da tri M (-) cho boi (3.3). Khi dé,

0 néu x =0,
wr)=<9 —xr néu x>0
x néu =z <0
va
[-1,1] néu z=0
M(z)=< {-1} néu =z >0
{1} néu z < 0.

Vi vay, xp — 0 khi va chi khi z £0. Tir cic cong thitc x4c dinh p va M
O trén, ta suy ra rang M 12 p-ban-compac ndi bo (va ciing 12 ban-compéc noi
bo) tai Z, nhung khong 1a p-nilra lién tuc duéi noi bo tai (7, %), v6i bat ct diém
gy € M(z) = [-1,1] nao.

Vidud62 bat X =Y = R, p(z,y) = ¥,

Gx) ={y € [-1,1] : 2y <O}

Ta c6
[-1,1] néu z=0
G(z) =< [-1,0] néu x>0,
[0, 1] néu z < 0.
T d6 ta tinh duoc
—1 néu x>0,
M(x):{() néu <0

[ {-1} néu x>0,
M(z) = { {0} néu x < 0.

Ldy (Z,y) = (0,—1) € gph M. Do cong thiic cia p, ta thay rang diéu kién
x5 T 6 nghia 1a x, — 0 va 2y, > 0 véi k db 16n. Tir d6 suy ra M 1a p-nira
lién tuc dudi noi bo tai (z,y). Tuy thé, M khong la nura lién tuc dudi nodi bo
tai (z,y). That vay, doi v6i day xy := —% — 0 = Z ta khong thé tim dugc day
yr € M(x) ndo dé c6 y — ¥ = —1. D6i véi tinh chét bdn-compéc nodi bo, dé
thay rang M 1a ban-compéc nodi bo tai T (do d6 nd 1a u-ban-compac noi bo tai
T).

2TNTA: tameness.
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Két qua diu tién cua ching ta trong muc nay 1a Dinh 1y 4.6.1 duédi day. Hai
khing dinh ddu tién cla dinh 1y (ching c6 quan hé twong hd, nhung 1a doc lap
v6i nhau) dugc 14y tir Mordukhovich (2006a), Dinh 1y 3.38, & d6 tinh chat u-ntra
lién tuc dudi ndi bo va tinh chat p-béan-compac ndi bo cua M (-) dugc thay tuong
ting b&i nita lién tuc dusi noi bo va ban-compic noi bo. C6 thé thiy ring cic
ching minh trong Mordukhovich (1992), Mordukhovich va Shao (1996a) khong
phéi thay d6i gi khi chiing ta st dung cdc tinh chit y&éu hon nhu vira trinh bay.
Tinh chat thit ba méi duoc thiét 1ap trong Mordukhovich, Nam va Yen (2007);
né dugc ching minh nho tinh chat (i) va Dinh 1y 4.5.2.

Pinh ly 4.6.1. Gid sit M(-) la dnh xa nghiém duogc cho boi cong thire (3.3) va
gid sit & € dom M. Cdc khdng dinh sau nghiém diing:

(i) Gid sit rang M la p-nia lién tuc dudi noi bo tai (z,7y) € gph M, ¢ la
SNEC tai (z,y) hodc G la SNC tai (z,y), va diéu kién chinh quy

(6'1) aoo()o(j,’g) N ( - ngh@(jvg)) - {0}

duoc thoa man (cdc diéu kién doé tw dong théa mdn néu ¢ la Lipschitz dia
phuong tai (z,y)). Khi dé ta c¢é cdc bao ham thiic

62 op@ cJ{z" +DCE D) @y € 00 )},

(63)  o7u(@) c J{o"+ DG ¢ (¢y") € 0%p(m,5) ).

(i) Gid su rdng M la p-bdn-compdc néi bo tai T va cdc gid thiét khdc ciia
(i) dugc thoa man tai moi diém (z,y) € gph M. Khi dé ta c6 cdc bao ham thiic
(64) op(@) < |J{o" + DG )y") : @'y") € 09(3,9),5 € M(3)},
(6.5)

o<u(@) < | J{o" + DG p)y") : @'y") € 0%l 5),5 € M(z)}.

(iil) Ngoai cdc gid thiét cia (i), gid su thém rdang  la khd vi chdt tai (Z,7),
anh xa da tri M:dom G =Y ¢6 ldt cat Lipschitz trén dia phuong tai (T,79), va

G la chinh quy phdp tuyén tai (Z,y). Khi dé, ham gid tri t6i uu p la chinh quy
dudi tai T va (6.2) nghiém diing dudi dang ddng thirc, nghia la

(6.6) () = ¥ (T,9) + D*G(,9)(py(7,7))-

Chitng minh. Chi cin kiém tra (iii). Do diéu kién ¢ 1a kha vi chat tai (7,7),
(6.3) tré thanh bao ham thic

ou(@) C ¢ (z,9) + D*G(z,9) (¢, (2,7))-
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Mat khdc, Dinh 1y 4.5.2 va tinh chinh quy phdp tuyén cta G tai (z,y), cing
Vv6i cdc gia thiét khac clia (iii), ddm bdo ring dang thiic

~

Ou(@) = ¢,(T,9) + D*G(z,9)(¢, (2, 7))

nghiém ding d6i v6i dudi vi phan Fréchet cta p. Vi ring ta luon cé 5u(92) -
Ou(x), tr dé suy ra (6.6) va tinh chinh quy duéi cua p tai z. O

Bai tap 4.6.1. Si dung Dinh 1y 4.6.1 dé tinh (hodc ddnh gid) cdc dudi
vi phan Ou(z) va 8°°u(x) cla ham p trong Vi du 4.6.1 tai diém z = 1.
Ngoai ra, hay tinh du(z) bang céch sit dung cdc két qua & Muc 4.5.

Bai tap 4.6.2. Sir dung Dinh 1y 4.6.1 dé tinh (hoic d4nh gid) céc dudi vi
phan Ou(Z) va 0°°u(Z) ctia ham p trong Vi du 4.6.2 tai £ = 0. Ngoai ra,
hay tinh Ou(z) bang céch sit dung cdc két qua & Muc 4.5.

Tir Dinh 1y 4.6.1 va moét vai tinh chat co s& cta dudi vi phan Mordukhovich
va dudi vi phan suy bién clia cdc ham s6 nhan gia tri trong tip s thuc suy rong,
chiing ta rit ra céc diéu kién cdan cuc tri cho cdc bai todn toi wu véi rang budc
da tri va c4 cdc diéu kién dé c6 tinh on dinh Lipschitz clia cdc bai toan doé.

Hé qua 4.6.1. Gid sit & € dom M, ¢ dé6 M dugc cho boi (3.3), va gid su i la
mot nghiém ciia bai todn t0i uu phu thudc tham so:

Tim cuc tiéu ham 56" p(Z,y) vdi rang buoc y € G(T).

Gid si rang dnh xa nghiém M () la p-nita lién tuc dudi noi bo tai (z,y) €
gph M, ham gid tri t6i wu (3.1) la nita lién tuc dudi trong mot ldn cdn cuia
Z, ham muc tiéu o la Lipschitz dia phuong, va dnh xa mé td rang buéc G la
gid-Lipschitz (lién tuc Aubin) tai (Z,y). Khi do, ton tai v* € X* sao cho

(6.7) (u*,0) € Dp(,5) + Ngph (7, ).

Chitng minh. Do cédc gia thiét, ta c6 y € M (Z), diéu kién chinh quy (6.1)
thoa man, va ¢ 1a SNEC tai (Z,y) (do tinh chat Lipschitz cta ¢). Vi th€ (6.2)
va (6.3) nghiém ding. Theo Dinh 1y 5.2 trong bai bdo cia Mordukhovich va
Nam (2005a), ham gid tri t6i uu (3.1) 1a Lipschitz dia phuong tai Z. Su dung
Hé qua 2.25 trong cudén sich Mordukhovich (2006a), ching ta két luan ring
ou(z) # 0, nghia 1a v€ phai cia (6.2) cling khac réng. T d6 suy ra diéu kién
cén cuc tri (6.7). O

Luu y ring ta c6 thé dac trung tron ven tinh chat gid-Lipschitz (lién tuc
Aubin) clia 4nh xa da tri dang t6ng quit G: X = Y béng cong cu d6i dao ham;
xem Chuong 4 trong Mordukhovich (2006a). Trong khong gian hitu han chiéu
cac dac trung d6 trd thanh

D*G(z,5)(0) = {0}.
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Do (6.3), tir d6 ta c6 0°u(z) = {0} khi ¢ la Lipschitz dia phuong tai (z,7).
Vi vay, ham gia tri t6i vu trong (3.1) 1a Lipschitz dia phuong va diéu kién can
cuc tri (6.7) trong Hé qua 4.6.1 nghiém ding.

Bay gio ta xét mot s6 tng dung cta cdc két qua ndéi trong Dinh 1y 4.6.1 va
Hé qua 4.6.1 cho bai todn quy hoach toan hoc & d6 cdc dit liu c6 thé 1a cic
ham khong kha vi. Gid st ring 4nh xa da tri G(-) trong (3.2) la d4nh xa nghiém
clia hé dang thitc va bt dang thiic

Glo)={yev: @iley)
vi(z,y) =0, i:m—l—l,...,m+r}.

N

0, 21=1,....,m,
(6.8)

Dé cho gon, chiing ta s& chi phat biéu cic két qua tuong ting véi cdc khang
dinh (i) va (ii) trong Dinh 1y 4.6.1, & d6 ta gia st M 1a p-nta lién tuc dudi noi
bo tai (Z,7y) € gph M. Trudng hop M 12 p-bén-compac ndi bo tai T dugc xét
twong tu. Khang dinh thit nhat cta dinh 1y sau cho ta cic danh gid cho du6i
vi phan Mordukhovich va duéi vi phan suy bién ctia ham p(-), con khing dinh
thit hai 12 quy tdc nhan tir Lagrange cho bai todn quy hoach toan hoc ¢6 tham
s6. Ta luu y 1a trong khang dinh thtt hai duéi vi phan clia cdc ham ¢ va ¢
(1t =1,...,m+r) dugc 1ay theo cap bién (z,y), & d6 y la bién quy hoach cua
bai todn, con z 12 tham so.

Pinh 1y 4.6.2. Gid sit M(-) la dnh xg nghiém (1.3), ¢ dé dnh xa G dugc
cho bdi cong thitc (6.8). Gid sit rang M la p-mita lién tuc dudi ndi bo tai
(Z,y) € gph M, ¢ va tdt cd cdc ham ; la Lipschitz dia phuong tai (z,7), va

(A, Amtr) = 0 € IR™T la véc to duy nhdt thda hé diéu kién
m m—r
(6.9) 0€ ; Xidei(Z, 1) + i:%l Xi(0i(Z,7) U (=) (2, 7)),

(Msee s Amar) € RTY Npi(2,5) =0 véi i=1,....,m

(duoc goi la diéu kién chinh quy, hay diéu kién chudn hod rang buéc). Khi dé
ta co cac bao ham thiic

(6.10)
o) c {ur e X (u,0) € (. 5) + > Nideil#.7)
i=1
m+r
1=m+1

Aoe e Amgr) € BT va Ngi(7,5) = 0, i = 1m}
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(6.11)
9% u(z) C {u €X*: (u,0) € > Ndpi(z, )
=1
m—+r
+ Y NOi(E ) U(—i)(@,9)) v
i=m-+1

Ao Amar) € R™ va Nigi(2,3) =0, i = 1,...,m}.

Ngoai ra, (6.10) tré thanh ddng thitc va y la chinh quy dudi tai T néu nhu tdt
cd cdac ham s6 @ va p; la khd vi chdt tai (Z,y) va M:domG =Y ¢6 ldt cdt
Lipschitz trén dia phuong tai (Z,7).

(if) Ngoai cdc gid thiét chung cua dinh 1y, gid su thém rang quan hé

m m-+r
(@*,0) € Y Ndpi(Z,9) + > Ni(09i(Z,7) UI(—9i)(T, 7))
i=1 i=m+1
VoI (M, Amgr) € RTJ“" thoa man \yp;(Z,y) =0, i = 1,...,m, chi xdy ra
doi voi x* = 0. Khi dé ton tai v* € X* va cdc nhdn tir (M, ..., Apyr) € IRT”LT
sao cho \ipi(Z,y) =0vsii=1,...,mva
(6.12)
m m~+r
(u*,0) € 0p(Z,9) + > Xidei(Z,5) + Y Xi(0pi(®, ) Ud(—0i)(Z,7)).
i=1 i=m+1

Chimg minh. (i) Dé thu dugc céc bao ham thitc (6.10) va (6.11), ta sit dung cac
bao ham thic (6.2) va (6.3) trong Dinh ly 4.6.1, & d6 d6i dao ham D*G(z,y)
dugc tinh cho 4nh xa G cho bdi cong thic (6.8). Ta nhan xét rang diéu kién
chinh quy (6.1) va tinh chat SNEC cta ham giad ¢ tu dong nghiém ddng, vi ¢
duoc gia thiét 1a Lipschitz dia phuong.

Do c6 gia thiét chinh quy (6.9) va do cdc ham ¢; (i = 1,...,m +r)
la Lipschitz dia phuong tai (Z,y), 4p dung Hé qua 4.36 trong Mordukhovich
(2006a) ta c6 danh gia

D*G(z,y)(v")
C {u* e X*: (u*,—v*) € Z)\iagol-(:ﬁ,gj)
(6.13) m+r =t
i=m-+1
My Amgr) € R va \gi(2,5) = 0, i = 1m}

cho d6i dao ham D*G(Z,y) cua anh xa da tri G cho boi hé rang budc (6.8).
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Lay tuy y u* € du(z). Do (6.2), ton tai (z*,y*) € 0p(Z,y) sao cho
u* —z* € D*G(z,9)(y").
Theo (6.13), ton tai (M, ..., \mir) € IR™T v6i
Ai =0 va N\pi(Z,9) =0 véimoi i=1,...,m

sao cho

m
(W — 2%, —y") €Y Ndpi(,7)
G
+ > Xi(0pi(@,5) V(=) (2, 7))

i=m-+1

Tir d6 suy ra

(w*,0) € (&, y") + > Xidpi(Z,7)

=1
m—+r
+ 3 N0, 9) Ud(—00)(2,9)),
i=m-+1

va ta di dén két luan v* 1a mot phan tir thuoc tap hop & v€ phai ctia bao ham
thie (6.10). Ta da ching minh rang Ou(Z) 1a tap con ctla tap hop do.

Vi ¢ 1a Lipschitz dia phuong tai (zZ,y), nén 0®¢(z,y) = {0}. Do d6, két
hop (6.3) v6i (6.13) theo cach vira roi, ta thu duge (6.11).

Diéng thic trong (6.10) suy ra tir khang dinh (iii) trong Pinh 1y 4.6.1 va su
kién noi rang dnh xa da tri G cho boi (6.8) 1a chinh quy tiép tuyén tai (Z,y) dudi
gia thi€t cac ham ¢; 1a kha vi chat (xem Mordukhovich (2006a), Hé qua 4.35).

(ii) D€ thu duoc diéu kién can cuc tri (6.12), ta s& 4p dung Hé qua 4.6.1 va
cong thiic (6.13). Ta luu y rang, do dinh nghia, * € D*G(Z,7)(y*) khi va chi
khi (z*,—y*) € nghG(f,g). Nhu vay, cong thic (6.13) cho ta mot danh gid
trén (danh gid ngoai) cho hinh nén phdp tuyén nghG(:E, y). V6i nhiing luu
y don gian do, tir (6.7) va (6.13) ta s& thu dugc (6.12). Ta con phai kiém tra
tinh gia-Lipschitz (tinh lién tuc Aubin) cua G - mot gia thiét cia Hé qua 4.6.1.
D¢ 1am viéc d6, ta chi can dé y ring Hé qua 4.43 trong Mordukhovich (2006a)
khang dinh ring énh xa G cho bdi (6.8) 1a gid-Lipschitz tai (Z,¥) dudi gia thiét
chinh quy néi trong khing dinh thit hai ctia dinh 1y. O

Céc két qua trong Dinh 1y 4.6.2 mé rong céc két qua cuia Rockafellar (1985),
6 do6 tac gia dua ra cdc danh gia cho du6i vi phan Clarke cua ham gia tri t6i uu
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va st dung cdc duéi vi phan Clarke cho céc biéu thitc bén vé& phai clia (6.10)—
(6.12). Luu y rang cong thic mo ta quan hé gitta dudi vi phan Clarke vé6i dudi
vi phan Mordukhovich va du6i vi phan suy bién

(6.14) 09 () = cI*co [Op(T) + 0 p(z)),

G d6 cl* ky hiéu phép 1ay bao déng trong topo yéu* cia X*, nghiém ding cho
truong hop khong gian Asplund (xem Mordukhovich (2006a), Dinh 1y 3.57). St
dung (6.14), ti Dinh 1y 4.6.2 ta rit ra cidc danh gid trén cho dudi vi phan Clarke
clia ham gid tri t6i uu trong bai todn quy hoach todn hoc khong tron phu thudc
tham s0; xem Clarke (1983) va Rockafellar (1982). Nhan xét rang, doi voi duéi
vi phan Clarke ta c6 dang thitc

0 (—p)(2) = 0% ()
(xem Clarke (1983)). Do d6, céac biéu thic tuong tu trong trudng hop duéi vi
phan Clarke ctia cdc biéu thic

trong Dinh 1y 4.6.2 s& 1a \;0%0;(Z, §) v6i \; € IR; hoan toan giéng nhu trong
cdc danh gia vi phan da dugc thiét lap boi Clarke (1983) va Rockafellar (1982,
1985).

Tu DPinh ly 4.6.2 ta c6 thé rit ra cac két qua tuong tng cho cdc bai todn quy
hoach todn hoc v6i ham muc tiéu va cac ham rang buoc 1a kha vi chat. Trudc
khi lam viéc dé, ching ta dua ra mot vai dinh nghia va ky hiéu.

Dinh nghia 4.6.3. Ham so

L(z,y, ) = o(z,y) + Ao1(2,y) + ... + AngrPmar (T, 1)

dugc goi 1a ham Lagrange cla bai toan (3.2) véi G(x) dugc cho boi (6.8). Bo

$6 X = (A1,..., Aptr) € IR™" duge goi 1a céc nhdn tir Lagrange. V6i moi
cap (z,y) € gph M, ta xét tdp nhdn tir Lagrange
(6.15)

m-+r

A('fvg) = {)‘ € R™T (P;/(-f,g) + Z )‘Z(sz);(fvg) =0,
=1
A =0, Nigi(7,5) = 0 v6i moi i = 1m}

va “tap nhan tir Lagrange suy bién”

m—+r

A®(z,9) = A€ R™T Ai gOi, z,7) =0, X\ =0,
g @D { IR

Ni(,5) =0 V6i i = 1,...,m}.



4.6. Dudi vi phdn Mordukhovich ciia ham gid tri t0i uu 145

Giong nhu trong Chuong 2, ta n6i di€u kién chinh quy Mangasarian-Fromovitz
(hay diéu kién chuin hod rang budc Mangasarian-Fromovitz) thdéa man tai
(Z,y) € gph M néu céc gradient

Qplm—f—l(jvg)v te 7()0;71+r(j'7g)

la doc lap tuyén tinh va tén tai w € X x Y sao cho (4(z,y), w) = 0 véi
moi i = m+1,...,m+r va (¢ (z,7),w) < 0 véimoii=1,...,m ma
Hé qua 4.6.2. Trong ky hiéu ciia Dinh ly 4.6.2, gid si rang cdc ham ¢ va ¢; la
khd vi chdt tai (Z,7%), va gid su rang diéu kién chinh quy Mangasarian-Fromovitz
thoa man tai (z,y). Khi do ta cé cdc bao ham thiic

m+r
618 ou@c | [d@n+ Y Me@),
AEA(Z,7) i=1

m—+r
(6.19) o*u@c Y {ZM(%);@,@)],

AEA®(Z,5) =1

d dé tdp cdc nhan tir Lagrange A(Z,y) va A (z,y) twong iing duoc cho bdi
(6.15) va (6.16). Ngoai ra, (6.18) nghiém ding dudi dang ddng thicc néu dnh
xa nghiém M:dom G =Y ¢4 ldt cdt Lipschitz trén dia phuong tai (T,7).

Chiing minh. Céic két luan ctia hé qua nay suy ra truc ti€p tir Dinh 1y 4.6.2(i)
vi rang 0¢(Z) = {¢/(Z)} v6i moi ham ¢ kha vi chat tai z. O

Do (6.19), 0°u(z) = {0} néu ¢; thoa man diéu kién chinh quy Mangasarian-
Fromovitz chi d6i véi y, titc 1a khi cic gradient ¢ (Z,y) trong Dinh nghia 4.6.4
duoc thay boi (goz);(f, 7). Do biéu dién (6.14), tir cac két qua thu dugc trong
Hé qua 4.6.2 ta suy ra ngay cac danh gia trén tuong tng cho dudi vi phan Clarke
ctia ham gid tri t6i uu trong quy hoach tron. Két qua nay mé rong mot két qua
quen biét, d6 1a Dinh 1y 5.3 trong Gauvin va Dubeau (1982). Luu y rang két
qua cua Gauvin va Dubeau dugc ching minh cho truong hop khong gian hitu
han chiéu.

Chiing ta nhan xét rang céc két qua cta Dinh 1y 4.6.2 va Hé¢ qua 4.6.2, &
d6 dua ra cdac ddnh gid cho dudi vi phan clia ham gi4 tri t6i uu trong quy hoach
todn hoc thong qua tdp nhdn tit Lagrange, doi hoi nhiing diéu kién chinh quy
kiéu Mangasarian-Fromovitz trén hé rang budc. D6i v6i Dinh 1y 4.6.1 va Hé
qua 4.6.1 cua nd, & d6 dua ra cic danh gid cho duéi vi phan cta ham gia tri
t6i uu téng quat thong qua d6i dao ham clia 4nh xa da tri mo td rang buoc, ta
khong can dén nhimg di€u kién chinh quy manh nhu thé. Thay vao d6, ta chi
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cin st dung mot di€u kién chinh quy khé nhe, d6 1a diéu kién (6.1). Nhu da
n6i & trén, diéu kién (6.1) luon thdéa man khi ham gid 1a Lipschitz dia phuong.

Bay gid ching ta s& trinh bdy mot vi du cu thé dé ching t6 ring Pinh ly
4.6.1 cho phép ching ta tinh toan tron ven duéi vi phan Mordukhovich va du6i
vi phan suy bién ctia ham gia tri t6i wu (v6i ddu bdng xay ra trong tit ca cdc
danh gia dang bao ham thuc trong Dinh 1y 4.6.1) d6i véi bai toan quy hoach tron
va khong 16i, trong khi diéu kién chinh quy néi trong Hé qua 4.6.2 khong duoc
thoa man (do d6 Hé qua 4.6.2 khong ap dung duogc). Nhitng quan sét tuong tu
cling ding véi hau hét ‘cac vi du bénh tat’ (pathological examples) trong Gauvin
va Dubeau (1984).

Vi du 4.6.3. Xét bai todn quy hoach toan hoc khong 16i (3.2) véi cdc dir liéu
tron duoc cho bdi

o(r,y) == —y*r va G(z):={yeR:y*—2<0}), <R

Dé thay rang

néu x < 0;

M) = Gl = { [TV a2

() = —2%2 néu x>0,

H 00 néu z < 0.

Vay anh xa nghiém M vira 12 p-nta lién tuc duéi noi bo tai (z,y) = (0,0),
vira 12 p-bén-compac noi bo tai z = 0. Ngoai ra, cdc gia thiét khdc cta Dinh ly
4.6.1 ciing dugc thoa man. Ti dinh nghia suy ra rang

out) = { T2 w0 o= {1 oD

Hon nita, ching ta tinh dugc nén phdp tuyén ctia d6 thi clia 4nh xa da tri G tai
nhitng diém ddng quan tam nhu sau:

nghg((ovo)) = (_0070] X {0}7
nghG(([E’ ﬁ)) ={ -, _Qﬁ) t A >0},
Noph(& —VE) = { = AML2V) : A> 0},

Két hop tat ca nhitng diéu d6, ching ta két luan rang cdc bao ham thic (6.2)
va (6.3) nghiém ding dudi dang cdc dang thic tai moi diém (z,%) € gph M va
cdc bao ham thic (6.4) va (6.5) nghiém ding duéi dang cic ddng thirc tai moi
diém 7 € dom M. Nhan xét rang diéu kién chinh quy Mangasarian-Fromovitz
c6 tham s6 (xem Dinh nghia 4.6.4) khong théa man tai (z,y) = (0,0), nghia la
Hé qua 4.6.2 khong ap dung dugc cho vi du nay.



4.6. Dudi vi phdn Mordukhovich ciia ham gid tri t0i uu 147

Chiing ta s& két thic muc nay bang mot vai cong thiic ddnh gia dudi vi phan
clia ham gid tri t6i wu trong bai todn t6i wu hai cap véi rang budc can bang. Dé
cho don gian, ching ta s& chi phét biéu két qua dudi gia thiét néi ring 4nh xa
nghiém 12 p-ntra lién tuc dudi ndi bo. Mot s6 két qua theo hudng nay da duoc
Lucet va Ye (2001) thiét lap cho trudng hop khong gian hitu han chiéu.

Xét 16p bai todn (3.2) du6i dang bai toan t6i wu ¢6 rang budc can bang, véi
G(z) la tap nghiém ctia hé bién phan c6 tham s6 (con goi 1a rang budc can bang
¢6 tham s0, hay phuong trinh suy rong phu thudc tham s6) dang (5.29).

Pinh 1y 4.6.3. Xét ham gid tri t6i uu pu(-) cho bdi (3.1) vdi dnh xa mo td rang
buoc cho bdi (5.29), d dé X va 'Y la cdc khong gian Asplund, 7 la mot khong
gian Banach bdt ky. Gid sut rang dnh xa nghiém M:dom G =Y la p-niia lién
tuc dudi noi bo tai mot diém (z,y) € gph M va ham gia o la Lipschitz dia
phuong tai (z,7). Ky hiéu z == —f(Z,7) € Q(Z,y). Khi dé, cdc khdng dinh
sau nghiém ding:

() Gid st f: X xY — X = Z la khd vi chdt tai (Z,y) véi dao ham

f(z,9) : XxY—Z
la dnh xa tran, va gid s trong (5.29) ta c6 Q = Q(y). Khi do

oy U U { w+(n@n) e

(z*,y*)€0p(Z,7) z*€2*

v e (£@9) )+ D Q.= .

u@ < | {(@a) @) - -y e (@) ) + D, 2) (=) )

Z*ez*

(ii) Gid su Z ciing la khong gian Asplund, f: X XY — Z la lién tuc trong
mot lan cdn cua (Z,y), va Q: X XY = Z ¢6 do thi dong trong ldn cdn cia
(z,y,z). Khi dé

ou(z) C { u* e X* o 32F e Z* voi

(u",0) € p(w,9) + D f(2.5)(=") + D"Q(@, 5, 2) (=") |,
>®u(z) C {u* e X*: Fz*eZ" voi (u*,0)e€ D*f(z,y)(z%)
+D7Q(#,5,2)() },
néu nhu (z*,y*,z*) = (0,0,0) la bo ba duy nhdt théa man diéu kién

(z%,y%) € D*f(z,9)(z") N (= D*Q(Z, 9, 2)(z7))
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va hodc la @ la SNC tai (%,9, %), hodc la f la Lipschitz dia phuong tai (Z,7)
va khong gian Z la hitu han chiéu.

Chimg minh. Dua vao khang dinh (i) ctia Dinh 1y 4.6.2 ta c6 cdc két luan clia
dinh 1y nay bang cich st dung cdc déanh gid trén cho d6i dao ham D*G(Z, )
cho tuong tng boi Dinh 1y 4.44(i) va Dinh 1y 4.46 trong Mordukhovich (2006a),
v6i luu ¥ ring cdc danh gid d6 nghiém ding dudi céc gia thiét phat biéu trong
cac khang dinh (i) va (ii). O

Ban doc c6 thé xem thém tiéu muc 4.4.1 trong Mordukhovich (2006a) dé
biét cac danh gid chi tiét cho d6i dao ham cua dnh xa da tri G mo6 ta rang budc
can bang trong cdc dang cu thé. C4c ddnh gid chi ti€t nay cho phép ching ta
dac biét hod cdc két luan cta Dinh 1y 4.6.3 cho bai todn t6i wu cé rang budc
can bang véi cdu tric dic thu. Trong Chuong 5 cua cuén sich Mordukhovich
(2006b) ban doc c6 thé tim thay céc diéu kién cédn cuc tri cho bai todn t6i wu
c6 rang budc can bang va cdc van dé ¢ lién quan dén bai todn t6i uu phan cip
(hierarchical) trong khong gian hitu han chiéu va vo han chiéu.

Bai tap 4.63. Cho X, Y, Z, o, f, Q, G, u va & nhu & Bai tap 4.5.6.
Ap dung Dinh ly 4.6.3 dé tinh (hodc dénh gid) cdc dudi vi phan Opu(T)
0 u(x) cha ham p tai diém Z.

4.7 Duéi vi phan Mordukhovich cia phiém ham tich
phan
Ciéc két qua trong muc nay thuoc vé Nguyén Huy Chiéu (xem Chieu (2006c¢)).

1. Pinh Iy sau day cho ta cong thitic dé tinh tich phan Aumann cta 4nh xa
du6i vi phan Fréchet cua ham s6 thuc Lipschitz.

Pinh ly 4.7.1. Gid su f : [a,b] — R la ham s¢ Lipschitz. Khi do,
b ~
[ ortar=10) - @)

Cong thuc tinh tich phan Aumann cta anh xa dudi vi phan Mordukhovich
hoan toan tuong tu nhu truong hop anh xa dudi vi phan Clarke. Dinh 1y sau day
dugc ching minh nho vao Dinh 1y 3.2.1, cong thic (6.14), va Dinh 1y 3.4.1.

Pinh ly 4.7.2. Gid su f : [a,b] — R la ham so Lipschitz. Khi do,

/baf(t)dt: [—/b fo(t;—l)dt,/bfo(t; l)dt].
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2. Sau day la cac cong thic tinh duédi vi phan Fréchet va du6i vi phan
Mordukhovich ctia phi€ém ham tich phan, & d6 ham s6 dudi ddu tich phan lién
tuc tai moi diém trong mot lan can thiing ctia diém duoc xét (nhung c6 thé gidn
doan tai chinh diém d6)73.

Pinh 1y 4.7.4. Cho f : [a,b] — IR la ham so thuc khd tich Lebesgue trén [a, b].
xT
Xét phiém ham tich phin F(z) := /f(t) du, 0 dé x € |a,b]. Gid sit rang f
a

lién tuc tai moi diém trong mot lan cdn thing ciia diém T € (a,b) va ton tai
cdc gici han hitu han o = limof(t), f:= lim Of(t). Khi do,
T w—i+

r—Tr—

[, 3] néu a<p

(7.1) OF(z) =

0 néu [ < «,
vd

[a, B]  néu a <
(7.2) OF (z) =

{a,0} néu < a.
Bai tap 4.7.1. Xét ham s6

va phiém ham tich phan F'(x) := / f(t) dp. Hay tinh cdc duéi vi phan
e

OF(0) va 9F(0) theo hai céch:

a) Bing cdc cong thic (7.1) va (7.2);

b) Béng dinh nghia (sau khi xdc dinh dugc cong thiic hién clia ham F).

Bai tap 4.7.2. Xét ham s6

f(t){l néu t € [-1,0)

-1  néutel0,1]
T
va phiém ham tich phan F'(x) := / f(t)dp. Hay tinh cdc duéi vi phan

-1

OF(0) va 9F(0) theo hai céch:

xT
Luu ¥ ring cong thic tinh dudi vi phan Clarke ctia phiém tich phan dang F(x) = / ft)du
a

da c6 trong Clarke (1983), tr. 34.
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a) Bing cdc cong thic (7.1) va (7.2);
b) Béng dinh nghia (sau khi xdc dinh dugc cong thiic hién clia ham F).

Bai tap 4.7.3*. St dung céic dinh nghia trong Muc 4.2 va Dinh 1y gia tri
trung binh doi véi tich phan Riemann, hdy dua ra chiing minh cho Dinh
ly 4.7.4.

Cau hoi dat ra la: Liéu c6 thé dua ra cdc cong thic tuong tu nhu (7.1) va
(7.2) cho trudong hop f ¢6 vo s6 diém gidn doan trong mot lan can thing ty y
cta diém Z € (a,b) hay khong. Néu f 1a ham hing & khoang giita bat ky hai
diém gidn doan k€ ti€p nhau nao, thi ta c6 két qua sau.

Pinh Iy 4.7.5. Gid su {t;.}, {1}, {ax}, va {Bk} la cdac day so thuc sao cho a =
o<t < .. <t <ty <..<zT<. <Tk+1<Tk< <T1<To—b

khm ty = khm T, = x. Gid sit hai chudi Z ag(tp—tg—1) va Z Br(Tr—1—Tk)
— 00 — 00

la hoi tu tuyét doi. Xét phiém ham tich phdn F(x /f
Q; néu tii<t<t, 1=1,2,..
ft) =< o néu t =1
ﬁj néu T << Tjq, j=12,..
Ddt
o0 o0
X ailti —tioa) > Bilmici— i)
a = — liminf =F — , (B :=liminf =kt — )
k—o0 t, — T k—o0 T — T
va

Q:= { hm alk} U { hm ﬁ]k} U lim sup|ay;, oii41] U lim sup[B41, 551,

Ny No
i — 00 j — o0

0do Ny :={i € IN:0; < jp1}, No:={j € IN: Bj11 < B}, {i}}iinwaik}
va {h_r)n B, } twong iing la tdp hop tdt cd cdc diém ty ciia cdc day {og} va
{ﬂk}]k KC;;' dé cdc khdng dinh sau nghiém diing:

(i) Néu o, B € R, thi OF (z) = [, B va OF(z) = QU [av, 3].

(i) Néu o = +00 hodc 3 = —oo, thi OF (z) = 0 va OF(z) = .

(iii) Néu o = —oo va 8 = +oo, thi OF (z) = OF (z) = R.

(iv) Néu o = —oo va 3 € R, thi OF (z) = (—o0, 8] va OF (&) = QU (—o0, 3.
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(v) Néiw o € R va 3 = +o0, thi OF(z) = [, +00) va OF(z) = QU [a, +00).

Sau day la 5 vi du tng v6i 5 kha nang dugc mo ta trong dinh 1y néi trén.
Trong cdc vi du nay ta luon ldy a =0, b=1, T = %
Vidu47.1. Dttt =5 — 55,7 =5 + 55,5 = 7 v6i moi k € IN, va

3+ 2% néu k = 2i
T4+ E nduk=2i+1

k
Vidud72 Pacty=1—L =141 8 —BeR vaay = (g) véi moi

k € N. Ta tinh dugc 2 = {} va a = +o00. Theo Dinh ly 4.7.5, 5F(§c) =( va
OF (z) = {p}-
k k

Vidud73. Pacty =1 —Lon =141 5 = (g) VA oy = _(g) véi
moi k € IN. Tacé Q =), « = —oo, vd 3 = +oo. Vi vay, theo Dinh ly 4.7.5,
OF(z) = OF(z) = R.
k
Vidud7d. Patty = i—J n =14t 8 —BeRvaay = _(g v6i moi
k € IN. Ta thdy ngay rang Q2 = {8} vd a = —oo. Vi vay, 5F(f) = (—o0, ]
va OF(Z) = (—o0, f3].
k

Vidu475 Pacty = 1—Lop =141 5 = (g) Via,=acR
véi moi k € IN. Tac6 Q = {a} va B = 4+oo. T Dinh 1y 4.7.5 suy ra ring
OF(Z) = |, +00) va OF (&) = [av, +00).
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Chuong 5

Hé bat dang thiic suy rong

Muia van hay mia trén hang la nhd
Budi chiéu ngoi ngdng nhiing chuyén mua qua...

(Trinh Cong Son, “Diém xua”)

Trong chuong nay ching ta s& khao siat mot sO tinh chit cia mot loai dnh xa
da tri dac biét, d6 1a 4nh xa nghiém ctia hé bat dang thitc suy rong cho béi
ham vécto lién tuc. Két qua thu duge 1a cdc dinh Iy ham 4n cho 4nh xa da tri.
Nguyén ly bién phan Ekeland trinh bay trong Chuong 2 1a cong cu khong thé
thi€u duoc cho cac ching minh & day. Ap dung cdc dinh ly vé tinh ntra lién tuc
duéi va tinh gia-Lipschitz ctia 4nh xa nghiém ctia hé bat dang thitc cho bai todn
quy hoach todan hoc phu thudc tham s@, ching ta s€ thu dugc céac diéu kién du
cho tinh lién tuc hoac tinh Lipschitz dia phuong cta ham gia tri t6i wu. Ngoai
ra, chiing ta cling s€ so sdnh dudi vi phan Mordukhovich (duéi vi phan qua giéi
han) va duéi vi phan theo nghia V. Jeyakumar va Pinh Thé Luc! (thudng duoc
goi tat 12 duéi vi phan J-L), d6i dao ham theo nghia Mordukhovich va Jacobian
xap xi theo nghia V. Jeyakumar va D. T. Luc. Viéc so sdnh nay cho thdy mdi
lién hé gitta cac khai niém vi phan dugc xét & day va nhitng khai niém da dugc
xét trong Chuong 4.

Chuong nay duoc viét trén co s cdc bai bdo ctia Jeyakumar va Yen (2004),
Nam va Yen (2007), Yen (1997).

!Gido su Dinh Thé Luc déng thdi 1a cdn bo nghién ctu thuoc Vien Toan hoc (Ha Noi) va
gido su giang day tai Khoa Toén, Pai hoc Téng hop Avignon (Phdp). Ong 1a mot trong nhiing
chuyén gia hang diu ctia Viét Nam vé€ t6i wu vécto, giai tich khong tron, va giai tich da tri.
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5.1 Giéi thiéu chung
Xét he bat dang thiic suy rong
(1.1) 0O€ f(z)+ K, ze€C,

6 d6 C C IR™ va K C IR™ la céc tap 16i déng, khac rong, va [ : IR" — IR™
la ham vécto lién tuc. Nhiéu? cua (1.1) 12 mot hé bat dang thic suy rong cé
tham s6 dang

(1.2) 0€ f(z,p)+ K, ze€C,

G d6 p la tham s6 bién thién trong tap P C IR, f : IR™ x P — IR™ la ham
vécto cho trude. Ching ta gia su rang v6i moéi p € P ham s6 f(-,p) 1a lién tuc
va ton tai py € P sao cho

(1.3) flz,po) = f(x) Vo e R"
Nhiéu (1.2) duge ky hicu bdi {f(z,p), P, }. V6i méi p € P, dat
G(p)={ze€C:0€ f(z,p) + K}.

Ta ¢6 G(p) la tap nghiém cta (1.2). Vay G(-) 12 ham dn xac dinh boi hé bat
dang thitc ¢6 tham s6 (1.2). Nhan xét ring néu

K =R x {0} s
={y=1,-Ym) ER™ : y1 20,...,ys >0,
Ysi1= . = Ym = 0}

thi (1.1) (twong tng, (1.2)) 1a mot hé théng gdébm s bat phuong trinh va m — s
phuong trinh véi tap rang buoc C. Ta néi (1.1) 1a hé bat dang thic tron (t.u.,
Lipschitz dia phuong, lién tuc) néu f ham thuoc 16p C(IR"™, IR™) (t.u., mot
ham Lipschitz dia phuong, mot ham lién tuc).

Robinson (1976b) da thiét lap mot dinh 1y co ban vé tinh 6n dinh nghiém
ctia hé bat dang thitc tron. Pinh 1y d6 néi ring néu hé bat dang thic da cho 1a
chinh quy tai mot nghiém nao d6 thi nghiém d6 1a 6n dinh khi hé bién dong
duéi tdc dong ctia nhiéu nhd. Két qua ctia Robinson da dugc md rong sang cho
cac hé bao gébm nhiing ham khong tron (xem, vi du nhu, Borwein (1986), Dien
va Yen (1991), Yen (1987, 1997)) va cho cédc hé bao gdbm cdc toan tir nén phép
tuyén (xem Mordukhovich (1994c¢,d), Rockafellar va Wets (1998)).

bich chinh clia ching ta trong chuong ndy 12 thiét 1ap cdc diéu kién tong
qudt cho tinh 6n dinh nghiém cta cdc bat dang thic suy rong lién tuc, khong

2TNTA: perturbation.
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tron (va ciing khong nhat thiét 1a Lipschitz dia phuong) c6 dang (1.1) va dp dung
cac két qua d6 dé thu dugc céc dinh 1y ham nguoc, dinh 1y 4nh xa mé, quy tic
nhan tir Lagrange cho bai toan t6i wu c6 hé rang buoc 12 hé bat dang thitc suy
rong (goi tat 12 bai todn t&i uu ¢6 rang budc nén’, néu K 12 hinh nén). Ching ta
dat dugc dich d6 nho st dung ly thuyét Jacobian xdp xi dé xudt bdi céc tac gia
V. Jeyakumar va Pinh Thé Luc (xem Jeyakumar va Luc (1998, 1999, 2002a,b))
va sit dung mot dang md rong méi cua diéu kién chinh quy Robinson cho cic
ham vécto lién tuc.

Chiing ta sé thdy rang Jacobian x&p xi theo nghia Jeyakumar-Luc 1a mot
cong cu hitu hiéu dé xir Iy céc van dé lien quan dén cdc ham lién tuc, khong
nhat thiét Lipschitz dia phuong. Jacobian x&p xi tuan theo mot hé thong kha day
du céc quy tic tinh todn. Céc quy tic nay thudng uyén chuyén hon, sic nét hon
cdc quy tic tinh todn cho Jacobian suy rong Clarke (xem Clarke (1983)). D6
1a vi Jacobian suy rong Clarke luon 1a tap 16i, va phép lay bao 16i 1a khong thé
tranh khoi khi ta tién hanh tinh todn v6i d6i tuong ndy. Chang nhitng Jacobian
suy rong Clarke 1a mot kiéu Jacobian x4p xi, ma nhiéu loai dao ham clia ham
vécto (nhu tién dao ham theo nghia loffe®, ‘thing dao ham’ khong gidi néi theo
nghia Warga®) ciing 1a nhitng vi du vé Jacobian xdp xi.

Trong Muc 5.8 & cudi chuong nay, chiing ta s& ching to rang doi dao ham
theo nghia Mordukhovich (xem Mordukhovich (1994b), Rockafellar va Wets
(1998), va Muc 4.2 trong Chuong 4) va Jacobian xdp xi 1a nhiing khai niém rat
khdc nhau. D6 1a 1y do chinh giéi thich tai sao tit cdc dinh 1y ham 4n sl dung
doi dao ham trong Mordukhovich (1994a,c), Rockafellar va Wets (1998),..., ta
khong thé rit ra cdc két qua tuong ting trong chuong nay. Trong Muc 5.3 chiing
ta s& so sanh chi ti€t hon su khdc biét giita cdc dinh ly ham 4n thu duoc & day
va cac két qua cia Mordukhovich (1994a,c).

Ciac dinh ly ham 4n, céc diéu kién du cho tinh lién tuc va tinh Lipschitz dia
phuong ctia ham gia tri t6i uu trong chuong nay md rong cac dinh 1y tuong tng
trong Yen (1997), néu nhu tap rang budc c¢d dinh C' la khdc rong, déng va 16i.
(Trong Yen (1997) chi can gia sit C' 1a khac réng va dong.)

5.2 Céac dinh nghia va két qua bo tro
Muc nay trinh bay mot vai su kién co ban vé Jacobian xap xi va cdc dinh nghia

tinh chinh quy, nhiéu ch4p nhan dugc, va tinh 6n dinh clia hé bét ding thic suy
rong lién tuc dang (1.1).

3TNTA: cone-constrained optimization problem.
*TNTA: Toffe prederivative.
STNTA: Warga unbounded derivative container.
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Doi v6i mot khong gian Euclide Z, ky hiéu Sy dugc dung dé chi mat cau
don vi trong Z. Bao déng cua hinh nén sinh ra boi tap M C Z s€ dugc ky hiéu
bdi cone M. No6n doi ngdu am cua tap M dugc ky hiéu boi M*, nghia la

M ={weZ: (wz) <0Vze M}.

Nén i xa® (xem Jeyakumar va Luc (2002a,b), Rockafellar va Wets (1998))

My, cta tap M C Z la tap hop tat ca nhiing vécto w € Z sao cho ton tai day

{ty} céc s6 duong hoi tu dén 0 va diy {z} C M dé w = klim trz,. DOI voi
— 00

mot hinh nén M C Z va mot s6 € € (0,1), 1an cdn e—nén M* cua M (xem

Jeyakumar va Luc (2002a,b)) dugc xdc dinh boi cong thiic

M¢ ={z+¢|z|Bz:z€ M}.

Dé cho don gian, ta s& viét M<, thay cho (My,)°.
Sau day 1a mot vai khdi niém va két qua vé Jacobian xdp xi dd dugc dua ra
trong Jeyakumar va Luc (1998, 1999, 2002a,b).

Pinh nghia 5.2.1 (Jacobian xdp xi). Cho f : IR® — IR™ la énh xa lién tuc.
Tap con déng J f(z) cla khong gian L(IR", IR™) cic toan tu tuyén tinh tir IR"
vao IR™ (duoc dong nhat véi tap cdc ma tran cdp m X n) dugc goi 1a mot

Jacobian xdp xi cua f tai T € IR" néu, véi moi v = (uq,...,u,) € IR™ va
v=(v1,...,0m) € R™, ta c6
(2.1) (vo )T (z;u) < sup (v, Au),

AcJf(z)

6dé (vo f)(x) =vifi(x) + -+ + vy fm(x) 12 ham hop cia v va f, va

L (vo f)(T + tu) — (vo f)(%)
(2.2) (vo f)T(z;u) = hrrtll%up "

12 dao ham theo huwéng Dini trén’ cta v o f tai Z theo huéng u. Néu m = 1
thi ta thuong viét &L f(7) thay cho Jf(z) va goi &L f(x) 1a dudi vi phdn J-L
ctua f tai .

Bai tap 5.2.1. Ching minh ring néu f 1a kha vi Fréchet tai T v6i dao
ham Fréchet f'(Z), thi Jf(z) = {f'(Z)} 1a mot Jacobian xdp xi cua f tai
Z.

Bai tap 5.2.2. Ching minh rdng néu (2.1) nghiém ding véi moi u €
R™\ {0} va v € Spn, thi Jf(Z) 1a Jacobian x&p xi cla f tai Z.

STNTA: recession cone.
"TNTA: upper Dini directional derivative.
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Néu f 1a ham vécto Lipschitz dia phuong tai Z, nghia 1a ton tai £ > 0 sao
cho || f(2') — f(2)|| < {||2’ — x| v6i moi z,z’ trong mot lan can cua Z, thi
Jacobian suy rong theo nghia Clarke (1983)

(2.3) JOf(Z) :=co {klirgo f'(xg) : {zp} C Qp, ap — x}

1a mot Jacobian xap xi 16i, compac cla f tai Z. 0 day
Qs = {z € R" : 3dao ham Fréchet f'(z) cla f tai z}.

Su kién nay la hé qua cta cdc tinh chit ctua Jacobian suy rong Clarke (xem
Clarke (1983)) va Dinh nghia 5.2.1. Néu f la Lipschitz dia phuong tai = va
m = 1, thi tap hop JO'f(z) tring Vv6i dudi vi phan suy rong Clarke O f ()
ctua f tai T (xem Clarke (1983) va Muc 3.4 trong Chuong 3).

Bai tap 5.2.3. Cho ¢(z) = |z|, = € IR. Hay ching t6 ring tap hop
9" 0(0) == {~1,1} € 89p(0)
1a mot duéi vi phan J-L cta ¢ tai 0.

Bai tap 5.2.4. Xét 4nh xa f : IR — IR? dugc cho béi cong thic f(x) =

(|z|, —x) v6i moi x € IR. Hay ching minh ring J f(0) := [-1,1] x {—1}
va Jf(0) := {—1,1} x {—1} 1a céc Jacobian xap xi® cta f tai 0. Hay
stt dung (2.3) dé ching t6 ring tap hgp thi nhat 0 (0) := [—1,1] x {1}

chinh la Jacobian suy rong Clarke ctia f tai 0.

Chiing ta hily xét vi du minh hoa don gian sau® vé Jacobian xap xi clia mot
ham lién tuc, nhung khong 1a Lipschitz dia phuong & diém dugc xét. Nhiéu vi
du khéic nita c6 trong Jeyakumar va Luc (1998, 2002a).

Vi du 5.2.1. Gia st f(z) = 2'/3, z € IR. Vé6i Z = 0, dé thdy ring Jf(z) =
[, +00), 6 d6 o € IR 1a mot s6 thuc tly ¥, 1a mot Jacobian xdp xi cua f tai z.
V6i 7 # 0, tap Jf(Z) = {2272/} 1a mot Jacobian xdp xi clia f tai Z. R rang
anh xa Jacobian xap xi  — J f(x) la nua lién tuc trén tai £ = 0.

Bai tap 5.2.5. Cho f(z) = —2'/3 + 2, 2 € IR. Hay chiing té ring

fr(0;u)=—-00 néuu>0
fT(0;u) =400 néuwu<O0.

(—=/)T(0;u) =00 néu u > 0
(0;u) = —oc0  néuwu <0.
T d6 hay suy ra rang Jf(0) := (—o0, a] v6i a < 0 duge chon tuy ¥ 1a
Jacobian x4p xi ctia f tai 0. Tinh nén lbi xa (Jf(0))

oo’

50 day, v6i moi A = (o, ) € Jf(0) va véi moi u € IR, ta dat Au = (o, Bu).
9Xem Jeyakumar va Luc (2002a).
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Bai tap 5.2.6*. Cho ¢(x) = /||, € IR. Tén tai hay khong mot dudi
vi phan J-L khong chita 0 cta ¢ tai 0? Néu ton tai, hdy viét cong thic
ctia mot dudi vi phan nhu vay va tinh nén i xa cla tap hop dé.

Quy tidc ham hop sau day dong vai trd quan trong trong viéc chiing minh
cic két qua & muc sau. Dé viéc trinh bay dugc tron ven, trong Muc 5.6 ta s&
dua ra ching minh chi tiét cho ménh dé nay.

Meénh dé 5.2.1 (Quy tic ham hop; xem Jeyakumar va Luc (2002a), Hé qua 4.2).
Cho f: IR"™ — IR™ la dnh xa lién tuc, g : IR™ — IR la ham s6 thuc lién tuc.
Gid si rang

(i) f ¢6 mot dnh xa Jacobian xdp xi J f nua lién tuc trén tai T € IR,

(ii) g la khd vi Fréchet trong lan cdn ciia f(Z) va dnh xa gradient {(-) la
lién tuc tai f(z) voi ¢ (f(Z)) # 0.
Khi dé, voi moi € > 0, bao déng cuia tdp hop

g (f@)o[Jf(@)+ (Jf(2))5]
la mot Jacobian xdp xi cuia g o f tai T.
Pinh nghia 5.2.2 (Tinh tran). Toan tht A € L(IR"™, IR™) dugc goi 1a tran trén tap

16i dong khdc rong C' C IR™ tai xg € C d6i voi tap dong khéc rong Ky C IR™
v6i 0 € K néu

(2.4) 0 € int(A[Te (20)] + Ko),

6 d6 To(xp) = cone(C — xp)) la non tiép tuyén cua C' tai zp theo nghia giai
tich 16i.

Trong trudng hgp Ky = {0}, d& ching to rang (2.1) 1a twong duong véi diéu
kién 0 € int(A[C — zg]). Vi th€, Dinh nghia 5.2.2 m& rong khai niém da dua
ra trong Jeyakumar va Luc (2002b) 0.

Diéu kién céan cuc tri sau day suy ra ngay tir dinh nghia duéi vi phan J-L.

Meénh dé 5.2.2 (xem Jeyakumar va Luc (2002b), Ménh dé 2.1). Gid si: C' C IR"
la tap 16i va gid su ¢ : IR" — IR la ham s¢ lién tuc. Néu © € C la diém cuc
tiéu dia phuong ciia ¢ trén C va néu O f(z) la dudi vi phan J-L cia o tai 7,
thi

sup  (n,u) =0 Yue Te(T).
n€d’t f(z)

Bay gid chiing ta quay lai xét hé bat dang thic suy rong (1.1). Gid st xg 1a
mot nghiém ctia hé do.

T4 Iuu ¥ ring trong Jeyakumar va Luc (2002b) tap C ¢6 thé khong déng, va thay cho @ € C
céc tdc gia st dung diéu kién xo € C.
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Dud6i day 1a dang mé rong ctia khdi niém chinh quy theo Robinson (1976b)
cho hé nay.

Pinh nghia 5.2.3 (Piéu kién chinh quy). D6i véi hé (1.1), gia thiét ring f c6
anh xa Jacobian xap xi Jf. Khi d6, hé dugc goi la chinh quy tai xg néu

(2.5)

0 € int (A[Tc(z0)] + f(wo) + K) VA €ToJ f(xo) Uco((Jf(20))oo \ {0}).

Trong muc sau ta s& chiing minh (xem B& dé 5.3.1) ring diéu kién chinh
quy d6 kéo theo tinh m& déu cua céc todn td A € J f(x), & d6 = thudoc mot lan
can cua xg.

So sanh (2.5) v6i (2.4) ta thay rang (1.1) 1a chinh quy tai xo khi va chi khi
moi todn tir A cua tap coJ f(xp) Uco((Jf(x0))eo \ {0}) 1a tran trén C tai zp
d6i véi Ko = f(xo) + K.

Vidu522 He(1.1)6d6n=m=1,C =R, K = {0} va f(z) =23, 1a
chinh quy tai nghiém x9 = 0. Luu y ring dnh xa Jacobian xap xi Jf da dugc
x4c dinh trong Vi du 5.2.1.

Pinh nghia 5.2.4 (Nhiéu chdp nhdgn dugc). Nhiéu {f(z,p), P,m} cta (1.1)
dugc goi 1a nhiéu chdp nhdn dugc clha hé tai 1y néu

(i) ham f(z,p) 1a lién tuc tai (zo, po),

(ii) v6i moéi = € IR™ ham s6 f(x,-) 1a lién tuc trén P,

(iii) v6i mdi p € P ham s6 f(-,p) c6 mot danh xa Jacobian x&p xi dugc ky
hieu boi Jy f(-,p),

(iv) ton tai lan can U, cua py € P va mot s6 J, > 0 sao cho, vGi moi
p € Uy, J1f(-,p) 1a nlta lién tuc trén & trong B(zo, 6. ),

(v) anh xa da tri (z,p) — J1f(x,p) la nia lién tuc trén tai (xg, po).

Pinh nghia 5.2.5 (Tinh on dinh nghiém). Ta néi ring nghiém zy cua (1.1) 1a
on dinh duéi nhiéu chap nhan duoc néu véi méi € > 0 va v6i mdi nhiéu chap
nhan dugc {f(z,p), P,po} cua (1.1) tai xo, ton tai lan can U cua py sao cho

G(p) N B(wo,e) #0 VpeU,

& d6 G(p) la nghiém cua (1.2).

Trong vi du sau, ching ta xét mot dang dac biét ctia nhiéu chidp nhan duoc
clia hé bat dang thic lien tuc.

Vi du 5.2.3. Gia st rang f : IR™ — IR™ la ham lién tuc, C' C IR" la tap 16i
doéng. Ta dat P = IR™, pg = 0, va xét ham vécto f : IR" x P — IR™ dugc cho
boi cong thic f(z,p) = f(z) — p v6i moi (z,p) € IR™ x IR™. RS rang rang
{f(x,p), P,po} 1a mot nhiéu cta (1.1). Néu, thém vao d6, ham f : R* — R™
c¢6 mot dnh xa Jacobian xdp xi Jf la nua lién tuc trén tai moi z € IR, thi
{f(x,p), P,po} 1a mot nhiéu chap nhan dugc cta (1.1). That vay, dé kiém tra
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diéu d6 ta chi can luu y rang, v6i méi p € P, cong thic Ji f(z,p) = Jf(x)
(x € IR™) xdc dinh mot 4nh xa Jacobian x4p xi clia ham f(-,p). Dé thdy rang
anh xa da tri (z,p) — J1 f(x,p) 1a nlra lién tuc trén tai (zg, po). PE c6 mot vi du
cu thé, ta xdc dinh 4nh xa f : IR> — IR? bang cdch dat f(xy,12) = (.’IJ?/?’,(L'Q)
v6i moi (1, 72) € IR?. Khi d6é cic cong thic

i ={ (7" 1)} wrownron={(5 1)}

6 d6 a > 0, xdc dinh mot Jacobian xap xi cua f(-,p), 6 d6 f(x,p) = f(z)—p
(p € IR?).

5.3 Tinh 6n dinh

Muc nay dua ra céc diéu kién du cho dnh xa da tri p — G(p) NV, 6 d6 G(p)
l1a nghiém ctia (1.2) va V' 1a mot 1an can cla xp, 1a nlra lién tuc dudi & trong
mot 1an can cla pg, cho tinh chinh quy métric cua G(+) tai (p, zg), va tinh chat
gia-Lipschitz ctia G(-) tai (pp,xo). Ching ta ciing s€ xét hai vi du ching to
ring, khong giéng nhu trong trudng hop ham nguogc da tri, d6i véi ham 4n da tri
thi tinh chinh quy métric va cho tinh gia-Lipschitz 1a hai khai niém khéac nhau.

Trong muc nay cé ba dinh 1y chinh:

- Pinh 1y 5.3.1 dua ra diéu kién di dé 4nh xa da tri ‘bi cit gon’ (truncated)
p— G(p)NV,dd6 V la mot 1an can cla xg, 1a nlra lién tuc dudi & trong mot
lan can cua pg;

- Dinh 1y 5.3.2 ban v¢ tinh chinh quy métric cua G(-) tai (m, zo);

- Dinh 1y 5.3.3 dé cap dén tinh gia-Lipschitz chia ham dn G(-) tai (m, zo)-

Trong su6t muc ndy chiing ta gia thiét rang 2y € C' 1a mot nghiém cta (1.1)
va {f(z,p), P,po} 12 mot nhiéu chdp nhan dugc cta (1.1) tai .

B6 dé sau day vé tinh m& déu ctia mot ho todn tlr tuyén tinh 12 mot két qua
bé tro then chot dé thu duge cdc két qua trong muc nay. N6 la dang mé rong
ctia B6 dé 3.1 trong Jeyakumar va Luc (2002b) & d6, trong cdc ky hiéu cia
ching ta, cac tdc gia xét truong hop K = {0} va P = {m}.

B6 dé 5.3.1. Néu (1.1) la chinh quy tai xy, thi ton tai v > 0 va § > 0 sao cho
(3.1) Brm C v (A[Te(x) N Bge] + [cone(K + f(z,p)) N Br»|)

v6i moi x € B(xg,0) NC, p € B(py,d) NP, va

(32) Ae U <o (Jlf(:v’,p’) + (Jlf(:c’,p’))io) :

2'€B(z0,8), p'€B(po,8)NP
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Chitng minh. Ching ta sé& di theo lugc d6 chiing minh B6 dé 3.1 trong Jeyaku-
mar va Luc (2002b). Gia sl rang két luan cla bé dé 1a sai. Khi d6, véi
mdéi k > 1vaéd = k! tatim duoc v, € Bpm, Tk, Ty € B(xo, k") N O,
Pks D), € B(po,k ) NP va

Ay €@ (i f () + (1 flak pi) L)
sao cho
(33)  wr &k (Ag [To(zx) N Bre] + [cone(f (zx, pr) + K) N Brm]) .
Khong gidam téng quat, ta c6 thé gid st ring

lim v, = vg € Bpm.
k—o0

Ching ta khang dinh ring, bang céch ldy diy con (néu cin thiét), hoac

(3.4) k;hm A=Ay € ﬁjlf(.%'(),po)
hoac
(3.5) k;linc}o tkAk = A, €co ((Jlf(xo,po))oo \ {0})

0 d6 {t} 1a mot day s6 duong hoi tu dén 0.
Trudc tién ching ta hdy ching t6 rang (3.4) va (3.5) dan dén diéu mau thuén.
Néu (3.4) nghiém ding, thi do (1.3) va diéu kién chinh quy (2.5) ta ¢6

0 € int (Ao[Tc(z0)] + f(x0,p0) + K).
Vi f(z0,po) + K C cone(f(zo,po) + K)), tir bao ham thic cudi ta suy ra rang
(3.6) IR™ = Ao[Tc(zo)] + cone(f (o, po) + K).
R& rang
Q := Ao[Tc(x0) N Bpn] + [€one( f (w0, po) + K) N Brn]

1a tap 16i compic, va 0 € Q. Néu 0 ¢ int () thi, theo dinh 1y tich cdc tap 16i
(xem Rudin (1991), Dinh 1y 3.4), ton tai n € Sim sao cho

Qc{yeR™:(ny) =0}

Véi méi v € IR™, do (3.6) ton tai u € Te(xg) va v € cone( f(xg,po) + K) sao

cho v = Agu +w. Néu ta chon ¢ > 0 di nhd sao cho tu € Bpn va tw € Bpm,
thi tv = Ap(tu) + tw € Q. Suy ra (n,tv) > 0, va do vay (n,v) > 0. Vi bat
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dang cudi ding v6i moi v € IR™, ta c6 diéu mau thudn. Vay 0 € int Q. Tur d6
suy ra rang c6 thé tim dugc € > 0 va ky > 1 sao cho
(3.7)

B(Uo,E) C kg (AO [Tc(xo) N BRH] + [m(f(.%'o,po) + K) N B]Rm]) .

Do Aj, — Ag, ton tai k1 > kg sao cho

(3.8) |Ar — Aol < e/4 v6i moi k > k.

Bay gid ta s& chi ra ring ton tai ky > ki sao cho

(3.9) B(vo,5) C ko (Ao [Te(wi) N Bin] + [c0me(f (., pi) + K) N Brrn])

v6i moi k > kp. That vay, néu diéu dé khong ding, thi ta c6 thé gid sir ring
v6i moi k ton tai phan tir u, € B(vp,e/2) thoa man

Uk ¢ ko (AO [Tc(sck) N Bﬂn] + [cone(f(xk,pk) + K) N BBm)) .
Theo dinh 1y tdch cdc tap 16i, ton tai & € Sppm sao cho
(3.10) <§k7 uk> > <fk7 k‘o(A()Z + w))

v6i méi z € To(xy,) N Bpre and w € cone(f(xg, pr) + K) N Bprm. Bing cich
stt dung céc ddy con (néu cin), ta c6 thé gia st ring

Soll = 1.

_ €
lim ug =ug € B(vg, =), lim & =¢&y 6 do
k—o0 2 k—o0

Tur (3.10) suy ra
(3.11) (€0, u0) = (&0, ko(Aoz + w))

v6i moi 2z € T (zo) N Bre va w € cone(f (zo,po) + K) N Brm. That vay,dé
chitng minh khang dinh dé6 ta chi can ching t6 ring (3.11) nghiém ding véi moi
z € cone(C — x9) N Brn va w € cone(f(xo,po) + K) N Brm. Gid st (z,w)
1a mot cap thoa man hai bao ham thitc sau cung. Gia su riang

z=t(c—wp), w=7(f(zo,po)+v)
voi c € C, t,7 € [0,+00) vav € K. V6i mdi k, ta dat
2z =tlc— ), wi=7(f(xk,pK) +v).

Khi d6 z, € To(xg), wi € cone(f(xk,px) + K), 2z — 2z va wp — w khi
k — oo. Néu z, € Bp» thi ta dat z;, = z,. Néu 2z, ¢ Bpe thi ta dat
2. = (||zll/llz )2k Tuong tu, néu w, € Bprm thi ta dat w;, = wy. Néu
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wy, ¢ B thi ta dat wy, = ([|w]|/|lwk||)wy. RS rang ring 2, € To(xy) N Bpn
va wj, € cone(f(zy, px) +K)NBprm véi mdi k. DE y rang z;, — z va wj, — w
khi k£ — oo. Do (3.10), ta cé

(€r,ur) = (&, ko(Aozp, +w))) v6i moi k.

Cho k — oo ta thu dugc (3.11). Vi ug € B(vg,e/2), két hgp (3.11) véi (3.7) ta
di dén

<£0,U0> + % > <£0,UO> > sup{(fo, k‘o(A()Z + w)> S Tc(xo) N _Bﬂgn,
w € cone( f(xo,po) + K) N Brm}
up{<§0,2)> HICAS B(UO,5)}

=S
= (€0, v0) +¢;

d6 1a diéu mau thudn. Ta di ching to rang ton tai k > kp sao cho (3.9) ding
v6i moi k > ko . St dung (3.8) va (3.9) ta c6

B(v,5) C ko (Ao [To(xx) N Bre| + [cone(f(zx, pi) + K) N Brn])
C ko(Ax [Te(zx) N Bre| + (Ao — Ap) [Te(xr) 0 Brm|
+ [cone(f (xx,pr) + K) N Brm] )
- k?o(Ak [Tc(sck) N BBn] + B(O, i)
+ [cone(f (x, px) + K) N Bpm] ).

biéu d6 kéo theo
(3.12)
_ € _ _
B(vo, Z) C ko (Ax [To(xx) N Bre| + [cone(f(x, pr) + K) N Brm)) .

Chon k > ky d0 16n, ta c6 v, € B(vg,£/4). Khi d6 (3.12) kéo theo
(3.13) v €k (Ak [Tc(.%'k) N B]Rn] + [cone(f(mk,pk) + K) N BRm]) ,

mau thuan vdéi (3.3).

Bay gid ta gia su rang (3.5) nghiém dding. Do diéu kién chinh quy, ta c6
(3.6) 6 d6 Ay duoc thay bdi A,. Vi vay ton tai € > 0 va ky > 1 sao cho (3.7), &
dé Ay dugc thay boi A,, nghiém ding. Céc tinh chat (3.8)—(3.10) van ding néu
nhu Ag dugc thay bdi A, va Ay dugc thay bdi ¢ Ax. Khi d6 tinh chat (3.12)
c6 dang

B(vo, %) C ko (txAx [Te(xx) N Bre| + [cone(f (zx, px) + K) N Brn])

v6i moi k > ko. Bang cach chon k > ky du 16n sao cho v, € B(vg,e/4) va
0 <t < 1 ta nhan dugc (3.13), diéu mau thuan véi (3.3).
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Chiing minh ctia b dé sé& két thic néu ta c6 thé chi ra ring hoac (3.4) hoic
1a (3.5) nghiém diing'!
Vi Ji f(-) 1a ntra lién tuc trén tai (zo, po), ton tai ky > 1 sao cho

(J1f (23, P3)) oo € (J1f (20, 00))oe  VE = ko.

Ta c6 thé gia sir rang két luan d6 1a ding v6i moi k& > 1. Vi vay, véi mdi k > 1
ton tai My; € J1f(2),0,), Nij € (J1f(20,P0))00s Prj va Py V6i

IPell <L, [Pyl <L A €[0,1], j=1,....,nm+1

sao cho anﬂ Agj=1va

nm-+1 1 1
> ki (Mij + Nigj + 2Nk 1 Pg) + o P
j=1

Néu cac day {)‘ijkj}kglv {)‘ijkj}k>17 j=1,...,nm+1, déu gi6i noi,
thi day { A} cling giéi noi. Bang cdch chuyén sang xét cdc ddy con, ta c6 thé
gia sur rang

lim Ak = A(), lim )\kj = )\()j,
k—oo

k—oo

lim )‘ijkj = NOj’ lim )‘ijk;j = MOj
k—o0 k—o0

v6i méi j =1,...,nm+ 1. Vi (J1f(20,p0)),, 12 hinh nén dong, ta cé
nm+1
Noj € (J1f(20,10))ses >, Noj € co(J1f(0,10)) s
j=1

Ngoai ra, ta ciing cé an+1 Aoj = 1. Chiing ta phan chia téng an+1 ki M
thanh hai t6ng: Téng thd nhét ), bao gom nhiing s6 hang vé6i day {1} k>1
gi6i noi, va téng »°, bao gém nhiing s6 hang v6i day { My}, khong gii
noi. Khi d6, cdc gi6i han \g; véi j 1dy trong tap chi s¢ cua téng thi hai déu
bang 0 va céc giéi han Mp; tuong tng la cic hudng lui xa cua tap J f(zo, po).
Vi vay, > 4 Agj = 1 va, do tinh nira lién tuc trén cta J; f tai (29, po),

lim Z)\k]MkJ ZMOJ € Cco Jlf(xo,p())

k—o0

kh—{go;)\ijkj = ;Moj S CO(Jlf(anPO))oo

"Phan chitng minh nay 1ap lai hoan toAn phin hai ctia chiing minh B dé 3.1 trong Jeyakumar
va Luc (2002b) & d6 M, dugc thay boi Ay, yx boi (3, pk), F(yx) béi Jif(zr,pk), va F(0)
boi J1 f(xo,po). Tinh nita lién tuc trén cha F(-) tai 0 gio day dugc thay bdi tinh nila lién tuc
trén cta Ji f tai (wo,po). DE tién cho sy tra ctu cha ban doc, khic véi céch trinh bay rit gon
trong Jeyakumar va Yen (2004), & day chidng toi trinh bay toan bo céc lap luan chi tiét.
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Do d6

Ag € coJy f(xo,po0) + co (Jif(x0,p0))s C 0 (J1f(x0,p0)),

tic 1a (3.4) nghiém ding.

Néu trong s6 cdc day {)‘ijkj}k>1’ {)‘ijkj}k>1a j=1,....,nm+1,co
nhiing ddy khong gi6i noi thi, lai bing cach 14y céc day con, ta c¢6 thé gia st rang
mot trong céc diy dé, chiang han nhu {)\ijMij}k>1 VGi jo € {1,...,nm+1},
¢6 phan tir Ay, My, (k > 1) 1a vécto dat chuén 16n nhét trong s§ cic vécto

)\k‘le‘17 e 7)\k,nm+1Mk,nm+17 )‘k‘lNklv v 7)\k,nm+1Nk,nm+l-

(Néu day dugc chon 1a {j, Nij, }p>1» thi ta cling 1ap luan tuong ty.) Xét day
{Ak/ || Akjo Mijo|l} > - Hién nhien day nay 1a gi6i ni, va do d6 ta c6 thé gia sir
n6 hoi tu dén dén mot ma tran A, nao d6. Khi d6 ta c6 A, € co (J1 f(x0,p0)) -
Nhan xét rang co (Ji f(zo,po))., 1a nén nhon, vi né€u khong phai nhu vay thi
co [(J1f(20,P0)) s \ {0}] chita ma tran O - hién nhién khong tuong tng véi todn
tir tran, trdi voi gia thiét. Vi

A nm+1

k —

[ Akjo Mijo | 2

1 1
[)\kj(Mkj + Ngj + EHNkj”ij) + Epk /N A kg Mo |l
=1

va vi ta c6 thé gia sir ring moi s6 hang & tong bén phai 1a mot diy gi6i noi,
A, la téng hitu han cha cdc phén ti thude co (i f (o, po)).,. VI 6 it nhat mot
trong cdc s6 hang cua téng dé 1a khac 0 (c6 mot s6 hang tuong ung véi chi s6
Jo ¢6 chudn bang 1), va co (J; f(20,P0)), 12 nén nhon, ta suy ra A, 1a ma tran
khic 0; vay (3.5) nghiém ding. Bé dé da dugc chiing minh. O

Dinh 1y sau s& dugc chiing minh bang lugc d6 ching minh Dinh 1y 3.1 trong
Yen (1997). Khong giéng nhu Jacobian suy rong Clarke, Jacobian x&p xi ¢6 thé
1a nhitng tap khong 16i, khong compéc cta cac dnh xa tuyén tinh. Vi thé€ chiing
ta phai dua vao mdt sO cai tién trong ky thuat chiing minh. Dinh 1y minimax
‘léch canh’ (the lopsided minimax theorem) s€ 1a mot trong nhiing cong cu chinh
clia ching ta.

Pinh Iy 5.3.1 (Tinh 8n dinh nghiém). Néu (1.1) la chinh quy tai @ va
{f(x,p), P,po} la mot nhiéu chdp nhdn duoc cia hé tai xy, thi ton tai cdc
lan cdn U cia pg va 'V ciia xg sao cho G(p) NV khdc réng véi moi p € U, va
anh xa da tri é() = G(-) NV la nika lién tuc duci d trong U.

Chitng minh. Vi (1.1) 1a chinh quy tai 9 va { f(z,p), P, po} 1a mot nhiéu chdp
nhan dugc cta (1.1) tai xp, theo B6 dé 5.3.1, tén tai v > 0 va 6 € (0, ;) sao cho
(3.1) ding vé6i moi z € B(z,0)NC, p € B(po, ) N P, va A théa (3.2). 0 day
va ca vé sau nifa, 6, > 0 va U, 1a s6 thuc va lan can duoc mo ta trong yéu cau



166 5. Hé bdt ddng thitc suy réng

(iv) clia Pinh nghia 5.2.3.C6 dinh mot s6 A € (0,77 1). Vi0 € f(xo,po) + K va
vi 4nh xa da tri p — f(xg,p) + K 1a nta lién tuc dudi tai py, ton tai 6; € (0, 0)
sao cho

Vp € B(po,d1) NP Ty, € f(xg,p) + K thoa man |[|y,| < Ad.
bat U = B(po, 61) NU.. V6i mbi p € U ta xét phan han ché€ clia ham s6
vp(x) :=d(0, f(z,p) + K) = inf{|| f(z,p) + v : v € K}
trén tap compic B(xg,d) N C. D& thdy rang v,(-) 12 ham s6 lién tuc. Ta c6
vp(wo) = d(0, f(20,p)) < [[ypll < A

v6i mot s6 0" € (0,9) ndo d6. Theo nguyeén 1y bién phan Ekeland (xem Ekeland
(1974), hoac Dinh 1y 2.1.1 trong Chuong 2), ton tai € B(xo,d) N C sao cho

(3.14) vp(Z) < vp(zo), || — ol < 5,

(3.15) vp(Z) < vp(z) + Mz — 2| Va € B(z,8) NC.

Tur (3.14) suy rarang = € B(z0,6). Tac6 0 € f(z,p) + K, nghia 1a v,(z) = 0.
That vay, gia st phan ching rang 1,(z) # 0. Vi f(Z,p) + K 1a tap 16i déng
khéc rong, ton tai duy nhat mot phan thy € f(z,p) + K sao cho

[l = d0, f(z,p) + K) = inf{[|f(z,p) + v|| : ve K}, §#0.

Str dung diéu kién t6i wu trong quy hoach 16i (xem Vi du 1.1.6 trong Chuong 1)
ta cé
I51~'5 € —(f(z,p) + K)".

bat 7 = |[g| 'y vaw =7 — f(z,p). Viw € K, nén yy(z) < ||f(z,p) + T
véi moi x € IR™. Dat

(@) = |f(z,p) +@0] va @(z)=P(@)+ Nz -z
v6i moi x € IR"™. Tu (3.15) suy ra rang
©0(Z) < p(x) Vz € B(zg,d)NC.

Do Z € B(xo,0), tinh chat cudi ching t6 rang T 12 nghiém dia phuong cta ¢ &
trén C. Theo Ménh dé 5.2.2,

(3.16) sup (n,u) =0 Yue Te(T),
n€d’t f(z)
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& d6 0’p(Z) 1a dusi vi phan J-L clia ¢ tai 7. Theo quy tic ham hop phat biéu
trong Ménh dé 5.2.1, v6i moi € € (0, ), bao déng cua tap hop

no [Jlf(jap) + (Jlf(j’p))io]

l1a duéi vi phan J-L cua ¢ tai . St dung cong thic tinh dudi vi phan J-L cua
tong hai ham s6 (xem Jeyakumar va Wang (1999), Ménh dé 2.2) ta suy ra ring
bao dong cua tap hop

{MoA+ X+ A€ if(z,p) + (J1f(Z,p))5: € € Bre}
l1a dudi vi phan J-L cta ¢ tai . Khi d6 tap hop 16n hon
(3.17) )
M p(z) = {o A+ X - A€ (N f(Z,p)+ (Lf(Z,p)%), € Brn},

mot tap 16i déng, cling 1a dudi vi phan J-L cla ¢ tai z. Dat

Q=7co(Jif(z,p)+ (1 f(Z,p)s), D =Tc(x)N Brn.
Ta co

(3.18) —~71 > sup inf (7, Av).

AeqQveD
That vay, v6i méi A € Q ta dé y ring A thoéa (3.2) bsi vi (A f(Z,p))S, C
(J1f(Z,p))%, T € B(wo,8) va p € B(po,d) N P. Do (3.1), tén tai v €

Tco(z) N Bre va w € cone(f(z,p) + K) N Brm sao cho
-1 =7(Av + w).

Khi d6

—1=—(,m =70, Av + w).
Vi (,w) > 0, ta suy ra ring —y~! > (7, Av). Vay ta di ching té ring
—v~1 > inf,ep (7, Av). Vi bat ding thic cudi nghiém ding véi méi A € Q,
ta két luan rang (3.18) nghiém ding. Tiép theo, ta c6

(3.19) inf sup (7, Av) > —A.
veD AcQ

That vay, gid stt v € D dugc cho thy y. V6i moi g1 > 0, do (3.16) va (3.17)
ton tai A € Q va £ € Byn sao cho

(o A)(v) + A, v) = —e1.

Vi thé
<ﬁ’ AU> 2 —)\<§,’U> — &1 2 —A— €1-
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Do d6 supcq(7, Av) > —X —e1. Vier > 0 c6 thé 1dy bé tiy ¥, ta két luan
rang supacq (7, Av) > —A; vay (3.19) nghiém ding. Theo dinh ly minimax
‘léch canh’ (the lopsided minimax theorem; xem Aubin va Ekeland (1984), tr.
319), ta c6
sup inf (7, —Av) = inf sup(7m, —Av).
UEBAEQW ) AEQM};(?? )
Vi vay
inf sup (7, Av) = sup inf (7], Av).
Inf, sup (7, Av) sup inf (7, Av)
Két hop didu d6 véi (3.18) va (3.19) ta thu duoc bt ding thic —v 1 > —\,
mau thudn v6i bao ham thic A € (0,77!). Nhu vay ta di ching minh ring
0 € f(z,p) + K. Do d6 = € G(p).
Ta dat V = B(zo,0) va G(p) = G(p) N V. Tu nhiing diéu da dugc ching
minh ta c6 thé két luan rang

Gp)#0 Vpel.

Bay gio ta di chiing minh rdng 4nh xa da tri é() la ntra lién tuc dudi & trong U.
Gia stt p € U va z € G(p) dugc cho thy y. V6i mdi e > 0 ta chon 7 € (0,¢)
sao cho B(x,7) C V. Lap lai phan ching minh trén vé6i (z,p) thay chd cho
(0, po), ta tim dugc lan can U’ cua p trong P sao cho

vp' e U’ 32’ € B(z,7) thoéa 0 € f(2,p) + K.

Bao ham thiic sau ciing chiing 6 rang o/ € G(p/). Vi B(x,7) C V N B(x,¢),

ta c6 2’ € G(p') N B(x,e). T d6 suy ra ring G(-) 1a nira lién tuc dudi tai p.
g

Nhan xét ring Dinh 1y 5.3.1 chiing t6 ring néu hé bdt dang thirc la chinh
quy tai mot nghiém nao dé thi nghiém dé on dinh dudi tdc dong ciia nhiéu chdp
nhdn duoc. Két luan kiéu d6 1a quen thudc trong hiu hét cic nghién cttu vé tinh
6n dinh va do nhay nghiém ctia cdc bai todn t6i uu va cdc bat dang thic bién
phan. Tu cac két luan cua Dinh 1y 5.3.2 va Dinh 1y 5.3.3 dudi day ciing suy ra
rang nghiém xg 12 6n dinh duéi tdc dong ctia nhiéu chap nhan duoc.

B6 dé 5.3.1 va thl tuc chiing minh ring diém z tim duoc bang nguyén ly
bién phan Ekeland thdéa man bao ham thic 0 € f(Z,p) + K trong ching minh
trén con cho phép ching ta thu dugc tinh chinh quy métric va tinh gia-Lipschitz
cta G(-). Céc phuong phap chiing minh & day ciing giong nhu cic phuong phap
ching minh Dinh 1y 3.2 va Dinh 1y 3.3 trong Yen (1997). K§ thuat 18y gidi han
trong biéu thitc thu dugc béi khing dinh thit nhat trong nguyén 1y bién phan
Ekeland bat nguén tir cong trinh ctia Aubin va Frankowska (1987). Dien va Yen
(1991), Yen (1987, 1997) da chiing to ring k§ thuat d6 chéang nhitng c6 thé gitip
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thiét 1ap tinh gia-Lipschitz, ma con hitu ich cho viéc ching minh tinh chinh quy
métric clia ham 4n da tri.

Pinh nghia 5.3.2 (xem Borwein (1986)). Ham 4n da tri G(-) xdc dinh boi hé
bat dang thic suy rong c6 tham s6 (1.2) dugc goi la chinh quy métric tai (@, zo)
néu ton tai hang s6 x> 0 va céc lan can Up cha pg va V; cua zg sao cho

(3.20) d(z,G(p)) < pd(0, f(z,p) + K) VpeU, Yxe VinNC.
Tinh chinh quy métric cia ham ngugc da tri (xem Muc 5.4 du6i day) 1a mot
truong hop riéng ctia khai niém vira néu trong Dinh nghia 5.3.2.

Pinh ly 5.3.2 (Tinh chinh quy métric). Néu (1.1) la chinh quy tai 1y va
{f(x,p), P,po} la mot nhiéu chdp nhdn duogc cia hé tai xy, thi G(-) la chinh
quy métric tai (po, o).

Chitng minh. Xdc dinh cdc hang s6 v, § va cdc lan can U cla py, V cia xg
nhu trong ching minh cta Dinh 1y 5.3.1. Vi anh xa da tri (x,p) — f(z,p)+ K
1a ntta lién tuc dudi tai (zg,po) va vi 0 € f(zg,po) + K, ton tai céc lan can U;
clia pp va Vi cla xg sao cho

_ )
UrcU, VicC B($0,§)

N

va
0
(3.21) d(0, f(z,p) + K) < g Vp € Uy, Yx € V1.

Ta s& chitng minh bat dang thitc trong (3.20) cho p:=~. Laytuy y x € U NC
vap € U;. Tadat a =d(0, f(z,p) + K). Do (3.21),

a < 271y71s.

Vi vay khodng s6 (26 'a,y~!) 1a khdc réng. Lay 7 € (20 ta, v~ 1). Xét ham
sO

vo(2) = d0, f(z.p) + K) (= € I,
L4y ¢6 dinh mot gid tri 7/ € (1,771). Ta cé

vp(r) = a < 7 tar.
Theo nguyén 1y bién phan Ekeland, ton tai # € B(xo,5) N C sao cho

|z — x| < o,

vp(Z) < vp(2) + 7|2 — 2| V2 € B(zo,d) NC.
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Khi dé,
|Z — zo|| < ||Z — || + ||z — zo|| < 7t 4+ 2710 < 6.

Vi 0 < 7/ < 471, cdc lap luan trong phan thi nhit ctia chiing minh Dinh ly
5.3.1 ching t6 rang 0 € f(Z,p) + K. Do vay, T € G(p). Ta c6

d(z,G(p)) < |l — 7| <770
Cho 7 — ~~! ta thu dugc ddnh gid d(z,G(p) < va, tic 1a
d(z,G(p)) < ~d(0, f(z,p) + K).

Chiing minh két thic. O

Pinh 1y 5.3.3 (Tinh gia-Lipschitz). Thém vao cdc gid thiét cia Pinh 1y 5.3.1,
gid su rang ton tai k > 0 va cdc ldn cdn Uy cua py trong P va Vy cia g sao
cho

(3.22) 1f(2,0) = f(z.p)| < Elp" —pll Vp,p’ € Uy, Yz € VA
Khi dé danh xa da tri G(-) la gia-Lipschitz tai (p, xo).

Ching minh. Xéc dinh ~,d, U va V nhu trong ching minh Dinh 1y 5.5.1. Ta
chon 6 > 0 da nho sao cho

B(zo,0k) VNV, Blpo,y '0)NP cUNU.

Pat
(=2vk, U=B(po,8 v '0)nP, V=B(zy,2 '0k).

Ta khing dinh ring
G(p) NV CG(p) +tp—p|Brn Vp,p' €U.

Dé chitng minh diéu d6, chi can ching td ring véi moi p,f € U vax € G(p)ﬂf/
ta cé

(3.23) d(z, G(p')) < Lp — |-
Vi |lp — p'|| < 4='4~16, ton tai ¢ théa diéu kién
(3.24) 207 p -yl <= <27y

Pat
o(z) = vy (2) +ellz — | Vze R,



5.3. Tinh 6n dinh 171

6 d6 vy (z) =d(0, f(z,p") + K). Do (3.22),
Vi vay, néu w € K thoa diéu kién 1, (x) =

Fa, ) = Fla,p)| < kP = ]l
F(@,p) +w| = 0 thi

p(@) =vy(x) =ry(@)—1p(2)
< |f (2, p") +wll = [1f (2, p) + wl|
< klp =2l
Két hop diéu d6 véi (3.24) ta c6
o(x) < 27 keh.
Ap dung nguyén ly bién phan Ekeland ta tim dugc Z € B(xg,0k) N C sao cho

p(7) < p(z), |z—z| <270k

va
o) < @(2) +ellz—z|| Vze B(xg,0k)NC.

Vi the,

(3.25) g () + 17 — 2] < v (),

(3.26) |z — x| <2710k,

(3.27) vy (%) < vy (2) + 2|z — 2| Vz € B(zo,0k)NC.

Do x € B(xg,2710k), (3.26) kéo theo & € B(xp,0k). Vi0 < e < 271471,
ta c6 2¢ € (0,77!). Bing mot thli tuc tuong tu nhu trong chiing minh Pinh 1y
5.3.1, tr (3.27) ta nhan duogc 0 € f(Z,7) + K; vi vay € G(p'). Bt déng thiic
(3.25) chiing t6 rang

17 — 2]l < e v (@) < e Mllp — P

Vi thé,
d(z,G(p)) < e kllp—pI.

Do (3.24), cho ¢ — 27'y~1, tir bat dang thic cudi ta thu dugc (3.23). Chiing
minh két thic. O

Néu f va f(-,p) (p € P) la ham Lipschitz dia phuong, thi ta chon Jacobian
theo nghia Clarke Jf(x) va JEf(x, p), tuong ting, 1am Jacobian x4p xi cla
f()va f(-,p) tai z. Vi vay, cac dinh 1y 3.1-3.3 trong Yen (1997) suy ra tir cac
dinh 1y ham 4n néi trén, néu nhu chiing ta gia thiét ring C' 1a tap 16i déng!?.

Trong Yen (1997) chi gia st ring C la tap con déng clia IR™. Trong trudng hop d6, T (z)
ky hiéu nén ti€p tuyén Clarke.
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Vi du don gian sau day ching to rdng, néi chung, tir tinh chinh quy métric
clia ham 4n da tri khong suy ra tinh gia-Lipschitz.

Vidu53.1 Liyn=m=r=1,C =R, K = {0}, f(z,p) = z(p+1) —p'/3
v6i moi x,p € IR, po = 0, 9 = 0. Khi d6 dnh xa p — G(p), 6 d6 G(p) =
{r € C:0¢€ f(x,p) + K}, 1a chinh quy métric tai (py,xo), nhung né khong
la gia-Lipschitz tai (py,xo). DE thdy rang cdc gia thiét ctia Dinh 1y 5.3.2 thda
man trong khi cic gia thiét cia Dinh 1y 5.3.3 khong dugc thoa man.

Dud6i day la mot vi du don gian nita. N6 ching to ring, d6i v6i ham 4n
da tri, tinh gia-Lipschitz (tinh lién tuc Aubin) khong kéo theo tinh chinh quy
meétric.

Vidu 532 Laiyn=m=r =1, C =R, K = {0}, f(z,p) = 3 — p?,
po=0,20=0. ViG(p) ={x € C:0¢€ f(z,p) + K} = {p} véi moi p, G(-)
la gid-Lipschitz tai (pg, zo). Mac du thé, khong ton tai > 0 nao dé

d(z,G(p)) < pd(0, f(z,p) + K)
v6i moi (x,p) thudc mot 1an can cua (zg, po). That vay, vi

nén hing s6 p nhu vay khong thé ton tai.

Nhu vay, doi véi ham dn da tri, cd hai khdng dinh “tinh chinh quy métric kéo
theo tinh gid-Lipschitz” va “tinh gid-Lipschitz kéo theo tinh chinh quy métric”
noi chung déu khong diing. Mac du thé€, d6i v6i ham nguoc da tri, da tir lau
ngudi ta biét rang tinh Lipschitz chinh quy twong duong véi tinh gia-Lipschitz
(xem Borwein va Zhuang (1988), Mordukhovich (1993), Penot (1989)).

Nhing diéu kién di cho tinh gid-Lipschitz ctia ham 4an da tri trong ngon
ngt doi dao ham da dugc dua ra trong Mordukhovich (1994a, Pinh 1y 4.1 va
Dinh 1y 5.1) va Mordukhovich (1994c; cac dinh ly 5.1, 5.8 va 6.1). Nhan xét
néu trén chiing t6 ring cic diéu kién dé c6 thé khong dam bdo tinh chinh quy
métric ctia ham 4n da tri. Du6i nhitng diéu kién kha ngat (xem Mordukhovich
(1994a, Dinh 1y 4.9)), tinh chinh quy métric clia ham 4n da tri tuong duong véi
tinh gia-Lipschitz.

Quan hé giita cac khdi niém Jacobian xap xi va d6i dao ham da dugc khao sat
trong Nam va Yen (2007); xem cdc muc 5.7 va 5.8 trong chuong nay. Noi riéng
ra, c6 thé chiing minh ring néu f : IR" — IR™ la ham vécto lién tuc va J f(7) 1a
mot dai dién (representative) ctia 4nh xa d6i dao ham DFf(z)(-) : R™ = IR™,
nghia 1a J f(Z) la mot tap dong khéac rong cua L(R", IR™) va

sup (x*,u) = sup (A*y",u) Vue R", Vy* e R™,
z*eD* f(z)(y*) AeJf(z)
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thi f 1a Lipschitz dia phuong tai & va Jf(Z) 1a Jacobian xdp xi cua f tai . Vi
du 3.5 trong Nam va Yen (2007) ching té rang, d6i v6i cdc ham s6 thuc lién
tuc, dudi vi phan Mordukhovich, ngay ca khi né khdc rdng, c6 thé khong phai
la Jacobian xap xi. Nguoc lai, ton tai nhiéu vi du ching to rang ton tai cdc dudi
vi phan J-L khong tdm thuong, nhung dudi vi phan Mordukhovich 1a tap rong.
Vi thé, ta ¢6 thé két luan riang, doi véi cac ham vécto lién tuc, d6i dao ham va
Jacobian xap xi 1a nhiing khdi niém khong so sanh dugc.

Sau day 1a mot vi du don gian & d6, theo hiéu biét clia ching t6i, cac dinh
ly vira duoc nhic t6i cia Mordukhovich (1994a,c) khong dp dung dugc, trong
khi céc dinh 1y 5.3.1-5.3.3 lai 4p dung duoc.

Vi du 5.3.3. Liy f(z) = 2'/3 v6i moi z € R va f(z,p) = (p+ Dz'/3 —p
v6i moi (z,p) € R x R. Gidst P =R, C = IR, K = {0}, pp = 0, va
xo = 0. V6i mdi p € (—1,1), tap nghiém G(p) cua (1.2) dugc cho bdi cong
thic G(p) = {p’/(p +1)*}. RS rang ring

[, 4+-00) néuz =0
Jif(z,p) = {{%(p+1)x_2/3} néu z # 0,

0 d6 o > 0 dugc chon tuy ¥, la Jacobian xdp xi cua f(-,p). Tacé {f(x,p), P,w}
la mot nhiéu chap nhan dugc cua hé (1.1) tai 2y theo Pinh nghia 5.2.4. Nhan
xét rang (1.1) 1a chinh quy tai xp theo Dinh nghia 5.2.3. Vi cdc gia thiét cla
Dinh 1y 5.3.1 dugc théa man, ton tai cdc lan can U cta gy va V clia pg sao
cho G(p) NV khdc réng v6i moi p € U, va dnh xa da tri G(-) := G(-) NV 1a
nira lién tuc dudi 6 trong U. Theo Dinh 1y 5.3.2, G(-) 1a chinh quy métric tai
(po, o), nghia 1a ton tai hang s6 x> 0 va cdc lan can Uj cla py va Vi cla
2 sao cho (3.20) thoa man. Vi (3.22) dugc théa man v6i k = 2, U = IR, va
Vo = (—1,1), Pinh 1y 5.3.3 khéng dinh ring 4nh xa da tri G(-) la gia-Lipschitz
tai (po, o).

Bai tap 5.3.1. Kiém tra chi tiét tinh ding dén cta nhiing két luan da néu

trong cac vi du 5.3.1-5.3.3.

Bai tap 5.3.2. Xét hé bat dang thic suy rong
el +a3 <2, wp=af, = (r1,22) € R?
va hé bat déng thitc suy rong phu thuoc tham s6
SC? +p$% < 2]727 To = pl“f, T = (xlva) € R27

& d6 p € IR 1a tham s6. Ky hiéu tap nghiém clia hé bat déng thic tha
hai b&i G(p). Cho pp = 1. Hay ching to ring hé bét dang thi hai 1a
nhiéu chép nhan dugc cta hé thi nhit tai nghiém zo := (1,1). Khéo
sat tinh chinh quy métric va tinh gia-Lipschitz cta dnh xa da tri G(-) tai
(Po, o). (Goi y: Pat f(x) = (¢ +pa3—2,22—121), K = (~Ry)x {0},

f(z,p) = (23 + px3 — 2p?, 2o = px?), r6i dp dung cdc dinh 1y 5.3.2 va
5.3.3.)
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5.4 Quy tac nhan tir Lagrange

Tur cac dinh Iy ham 4n da thu dugc trong muc trudc, ching ta s& din ra dinh
ly 4nh xa md, dinh 1y ham nguoc, quy tiac nhan tir Lagrange cho bai toan quy
hoach to4n hoc & dé tap rang buoc 12 tap nghiém ctia mot hé bat dang thic suy
rong.

Pinh 1y 5.4.1 (Dinh 1y 4nh xa m& da tri). Cho C C IR" va K C IR™ la nhiing
tdp 16i dong khdc rong, [ : IR — IR™ la ham vécto lién tuc. Cho xy € C.
Gid sit rang f c¢6 anh xa Jacobian xdp xi Jf nita lién tuc trén ¢ trong mot ldn
cdn ciia xo, va moi todn tir A € €0J f(xp) U co((Jf(z0))so \ {0}) la tran trén
C tai xo doi vdi f(xg) + K. Khi dé

(4.1) 0 €int(f(C) + K).

Chitng minh. Bat P = R™, py = 0, f(z,p) = f(x) — p (x € IR™). RS rang
xo 12 nghiém ctia hé bat dang thitc suy rong

(4.2) 0O fzx)+ K, zeC,

va {f(z,p), P,po} 1a moOt nhiéu cua (4.2) tai xp. Vi Jf(-,p) := Jf(-) 1a 4nh
xa Jacobian xdp xi ctia f(-,p) véi mbéi p € P, tix gia thiét cua dinh 1y suy ra
rang {f(z,p), P,po} 1a nhiéu chdp nhan dugc cla (4.2) tai ap va (4.2) 1a chinh
quy tai xo. R0 rang ring, v6i méi x € IR", f(z,-) 1a ham lién tuc trén P. Hon
the,

1f(z,p") = flz,p)| <P —pll Vp,p' € P.

Ap dung Dinh 1y 5.3.1 cho hé (4.2) ta tim dugc lan can U cta p = 0 va lan
can V clia zg sao cho G(p) := {x € C : p € f(x)+ K} NV khéc rong v6i moi
p € U. Pidu d6 kéo theo U C f(CNV)+ K, vi thé (4.1) nghiém ding. O

Pinh ly 5.4.2 (Dinh 1y ham nguoc da tri). Dudi cdc gid thiét cia Dinh ly 54.1,
dnh xa da tri p — G(p), 0dé G(p) == {x € C : p € f(x)+ K}, la gid-Lipschitz
tai (0,xq), va ton tai p > 0 ciang voi cdc ldn cdn U cia 0 € IR™ va V cia xg
sao cho

d(z,G(p)) < pd(p, f(x) + K) voimoipeUvaxz eV,
nghia la ham nguoc da tri G(-) la chinh quy métric tai (0, xp).
Chiing minh. Lay P = IR™, pg, f(z,p) nhu trong chiing minh trén. Ap

dung Dinh 1y 5.3.2 va Dinh 1y 5.3.3 cho hé (4.2) véi nhiéu chdp nhan duoc
{f(x,p), P,po} ta nhan dugc cac két luan mong mudn. O
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Néu K = {0}, thi Dinh ly 5.4.1 1a trung v6i dinh Iy danh xa md& trong
Jeyakumar va Luc (2002b). O day ta phai gia thiét thém rang C' 1a déng. Nhan
xét rang trong phét biéu ctia Pinh 1y 3.3 trong Jeyakumar va Luc (2002b) phai
gia thiét rdng 4nh xa Jacobian xdp xi Jf(-) 12 nira lién tuc trén & trong mot lan
can clia xg, vi trong ching minh cta dinh 1y d6 c6 st dung quy tic ham hop
cho mot diém bat ky trong mot lan can clia zy. Jeyakumar va Luc (2002a) da
thu dugc mot dinh 1y d4nh xa m& dudi cdc gia thiét C = IR*, K = {0}, va mdi
phan tr A € coJ f(xp) Uco((J f(20))eo \ {0}) la mot todn tir khd nghich.

Dinh 1y 5.4.2 mo6 ta mot vai tinh chat dia phuong ctia ham ngugc da tri cla
anh xa x — f(z) + K d6i véi tap rang buoc C. Trong trudong hop K = {0},
dudi gia thiét néi rang méi phan tir A € ToJ f(ap) Uco((J f(20))oo \ {0}) 12 tran
trén C' tai xp, ham ngugc da tri 1a chinh quy métric tai (0, ) va gia-Lipschitz
tai (f(x0), o). Nhu da néi & cudi muc trudc, d6i v6i ham ngugc da tri, hai tinh
chat d6 1a tuong duong. Tinh chinh quy métric cia ham ngugc da tri da duoc xét
bdi Borwein and Zhuang (1988), Ioffe (2000), Journani (2000), Mordukhovich
(1993, 1994d), Penot (1989), va nhiéu tdc gia khac (xem cdc tai lieu duoc trich
dan trong Journani (2000) va Mordukhovich (1994d)).

Str dung Dinh 1y 5.3.1 va dinh 1y tach cac tap 16i ching ta dé dang thu dugc
cdc diéu kién can cuc tri cho bai todn t6i uu

(4.3) Tim cuc tiéu ¢(x) véirang buoc z € C, 0 € f(z) + K,

6d6p: IR" — IRva f: IR" — IR™la cac ham lién tuc, C C IR" va K C IR™
la cdc tap 16i déng khic rdng. Gia sir ring ¢ c6 dnh xa du6i vi phan J-L &% (+),
f ¢6 anh xa Jacobian xap xi J f(-). Trong truong hop K = IR™, néu zy € C' 1a

nghiém dia phuong cta (4.3) thi tr Ménh dé 5.2.2 va dinh 1y tich (xem Rudin
(1991), Dinh 1y 3.4) suy ra ring

0 € c00” o (x0) + Ne(z0).

Bay gi¢ ta xét truong hop K # IR™.

Pinh 1y 5.4.3 (Diéu kién Fritz-John suy rong). Gid sit 7y € C la nghiém dia
phuong ciia (4.3). Gid sit cdc dnh xa da tri 0"“o(-) va Jf() la nia lién tuc
trén & trong mot lan cdn cua xy. Khi dé ton tai vécto khdac khong (M, \) €
Ry x (—(f(wo) + K)*), vécto x* € 60" p(w0) U co((0™¢(w0))o0 \ {0}), va
todn tir A € coJ f(xo) U co((J f(20))so \ {0}) sao cho

(4.4) 0 € Xox™ + A*(A\) + Ne(zo).
Néu K la hinh nén, thi X € —K* va (X, f(xg)) = 0.

Chimg minh. Gia st zp € C la mot nghiém dia phuong cua (4.3). Dat
fx) = (e(x) — p(x0), f(x)) v6i moi x € IR". DE& thdy rang cong thiic
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{f(x) = p(x) x Jf(z) (x € IR™) xédc dinh mot dnh xa Jacobian xdp xi cua

f. Ching ta khing dinh rang tén tai A € 0. f(xq) Uco((Jf(20))so \ {0}) sao
cho

(4.5) 0 ¢ int { A(To(w0)) + Flwo) + K }.
5d6 K := R, x K. That vay, ta c6
0€ flzo) + K, ze€C.

Vi z( 1a nghiém dia phuong cta (4.3), nén khong ton tai day {2} C C nao
thoa man diéu kién N _
0€ flog) —aqu + K (Vk),
6 d6 qr := (—1/k,0) € IR x IR™. Tir d6 suy ra rang, v6i moi lan can V' cta
xg, anh xa da tri ¢ — G(q¢) NV &6 d6
Glg)={reC:0€ f(x)—q+ K} (Vg=(a,p)e RxR"),

khong 1a ntra lién tuc dudi tai ¢y := (0,0). Theo Dinh Iy 5.3.1, hé bat dang thic

0Oef(z)+K, zeC
khong thé chinh quy tai xg. Vi thé phai ton tai

A €] f(wo) Uco((Jf(20))e0 \ {0})

thoa (4.5). Do dinh 1y tdch céc tap 106i, tir (4.5) suy ra su ton tai vécto khdc
khong (Ao, \) € IR x IR™ thoa

(4.6) (Ao, A)yw) =0 Vw € A(Te(zo)) + flao) + K.

it A = (2%, A), & d6 2* € 00" p(x0) U co((0™p(20))s0 \ {0}), va A €
coJ f(zo) Uco((Jf(20))oo \ {0}). Tl (4.6) suy ra rang Moo = 0 v6i moi o > 0
va (A, w) > 0 v6i moi w € f(xg)+ K. Dodé (Mg, A) € IRy x (—(f(z0)+K)*).
Vi0 € f(xg) + K, (4.6) ciing kéo theo

(Mo, Ny w) =0 Vw € A(Te(x)),
vy (4.4) nghiém ding. Néu K 1a hinh nén, thi bao ham thiic A € —(f (1p)+K)*
kéo theo A € —K* va (\, f(z9)) = 0. binh ly da dugc chiing minh. O

Néu C = R" va K = IR x {0};y—s, 6 d6 0 < s < m, thi Dinh 1y 5.4.3
mo td quy tic nhan ti trong Jeyakumar va Luc (2002b; Dinh 1y 5.1). Céc quy
tic nhan tir Lagrange khac, c6 st dung khéi niém Jacobian suy rong, da dugc
thiét 1ap boi Luc (2003), Wang va Jeyakumar (2000).
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Pinh ly 5.4.4 (Diéu kién Kuhn-Tucker suy rong). Gid sit xy € C' la nghiém dia
phutong ciia (4.3). Gid sit rdng cdc dnh xa da tri @V o(-) va Jf(-) la nita lién
tuc trén ¢ trong mot lan cdn cia xg. Néu diéu kién chinh quy (2.5) dugc thoa
madn, thi ton tai A\ € —(f(20)+K)*, % € €060’ p(z20)Uco((0¢(70))0o \{0}),
va A € ol f(xg) Uco((Jf(x0))eo \ {0}) sao cho

(4.7) 0€xz*+ A*(N\) + Ne(zo).
Néu K la hinh nén, thi A € —K* va (X, f(xg)) = 0.

Ching minh. Gia st 2y € C la nghiém dia phuong ctia (4.3). Theo Dinh
ly 5.4.3, ton tai vécto khac khong (M, A\) € Ry x (—(f(xo) + K)*), z* €
c0p(0) U ol (Dp(a0))oc \ {0}), V& A € 55 f(0) U co((Jf(z0))oc \ {0})
sao cho (4.4) nghiém ding. Néu )y = 0 thi (4.4) va bao ham thiic A\ €
—(f(x0) + K)* kéo theo

(A Au+v) 20 VY(u,v) € To(zo) X (f(xo) + K).

Khi d6 (2.5) khong thé nghiém diing, vi rang A # 0. Vay ) > 0. Chia c4 hai
V€ clia (4.4) cho )\ va thay X\ boi Ay I\ néu can thiét, ta di dén két luan ring
(4.7) nghiém ding v6i A\ € —(f(z0) + K)* nao d6. O

Néu ¢ va f 1a cdc ham Lipschitz dia phuong, thi ta c6 thé chon du6i vi phan
suy rong Clarke 0%'¢(x) chia ¢ tai 2 va Jacobian suy rong Clarke JO'f(z) ctia
f tai o tuong tng lam cic tap &’“o(z) va Jf(x). Trong trudng hop dé, quy
tdc nhan tir Lagrange néi trén dugc phat biéu lai nhu sau.

Hé qua 5.4.1. Gid sit xg € C la nghiém dia phuong ciua (4.3). Gid sit  va f
la cac ham Lipschitz dia phuong. Néu diéu kién chinh quy

0 € int (A[To(z0)] + f(zo) + K) VA € 8% f(a0)

ditgc théa man, thi ton tai X € —(f(xy) + K)*, 2* € 0%(x) va A € 9°' f(x0)
sao cho (4.7) nghiém ding. Néu K la nén, thi A € —K* va (\, f(xg)) = 0.

Chiing ta luu ¥ rang phuong phdp ching minh diéu kién Kuhn-Tucker cho
bai todn t6i wu tron ¢ rang budc nén nhd vao dinh 1y vé tinh 6n dinh dua trén
khéi niém chinh quy ctia Robinson da dugc dé xudt boi Craven (Craven (1978),
tr. 60).

Bai tap 5.4.1. Hay xay dung mot vai vi don gian minh hoa cho céc dinh
ly 5.4.1-5.4.4 va He qua 5.4.1. (Goi y: C6 thé xét céc bai todn t6i uu c6
tap rang budc 14 tap nghiém clia hé ding thic/bat ding thitc & cdc muc
4.5 va 4.6; cho x dong vai tro tham s6 p va y déng vai tro bién x.)
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5.5 Tinh lién tuc va tinh Lipschitz cia ham gia tri toi
uu

T cdc Dinh ly 5.3.1 va 5.3.3 ching ta c¢6 thé dan ra cdc diéu kién du cho tinh
lién tuc va tinh Lipschitz dia phuong clia ham gid tri t6i wu trong bai todn toi
uu c6 tham so.

Gia st C, K, P dugc cho nhu 6 Muc 5.4. Gia st f : R* x P — IR™ va
¢ : IR™ x P — IR 1a cdc ham lién tuc. Gia st rang v6i mdi p € P, ham f(-, p)
¢6 anh xa Jacobian xdp xi J; f(-,p) ntra lién tuc trén & trong IR". Xét bai todn
t6i vu phu thuoc tham s6 p € P:

(5.1) Tim cuyc tiéu ¢(x,p) voirang buoc z € C, 0¢€ f(z,p) + K.

Ky hiéu tap rang budc, gia tri t6i uu, va tap nghiém cta (5.1) tuong tng boi
G(p), v(p), va Q(p).

Pinh ly 5.5.1 (Tinh lién tuc ctia ham gia tri t6i wu). Gid su rdng

() ton tai tdp compdic ¥ C IR" sao cho Q(p) N2 # O véi moi p trong mot
ldn cdn cua py;

(b) ton tai xo € Q(po) NX sao cho dnh xa (x,p) — Ji f(z,p) la nua lién tuc

trén tai (xo,po) va

0 € int{ A[T(x0)] + f (w0, po) + K}
VA e EJlf(.%'o,po) U CO((Jl(f(xmpO))oo \ {O}))

Khi dé, v la lién tuc tai py.

(5.2)

Chitng minh. DAau tién ta chiing minh rang v 1a nira lién tuc dudi tai py. Gia
st phan ching rang ton tai £ > 0 va day p; — po sao cho

(5.3) v(pi) < v(po) —e.
Do diéu kién (a), v6i ¢ du 16n ta chon dugc
zi € Q(pi) N X.
Vi ¥ la compic va dnh xa G(-) 1a déng, ta c6 thé gid s ring
x; — € G(po) N .
Tur (5.3) suy ra ring

o(wi,pi) = v(pi) <v(po) —e.
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Cho 7 — oo, tur do6 ta co

o(Z,po) < v(po) — €,

mau thudn véi viéc v(pp) la gid tri t6i uu cla (5.1) dng véi gid tri tham s6

b = Po.
Bay gid ta di chiing minh rang v 1a ntra lién tuc trén tai py. Do tinh lién tuc
cla ¢, ton tai 1an can V. clia 2o va lan can U, cua pg sao cho

(5.4) l(z,p) — p(T0,p0)| <&,

v6i moi (x,p) € Vo x U.. St dung (b) ta c6 thé &p dung Pinh 1y 5.3.1 dé chi
ra mot lan can U cua pg sao cho U C U, va, v6i mdi p € U, ton tai vécto
z(p) € G(p) N V.. Dé y dén (5.4), ta ¢6

v(p) < ¢(x(p),p) < w(zo,p0) +¢, VpeUl.

Vi vay,

limsup v(p) < ¢(xo,po) + €.
P—DPo

Vi £ > 0 ¢6 thé chon nho tiy ¥, ta c6

limsup v(p) < (20, po) = v(po)-
P—Po

Chiing minh két thic. O

Pinh ly 5.5.2 (Tinh Lipschitz dia phuong clia ham gia tri t6i wu). Gid su ¢ la
Lipschitz dia phuong ¢ trén IR" x P. Gid sit rang diéu kién (a) va diéu kién sau
duoc théa man:

(c) vdi moi xy € Q(po) N'X, dnh xa da tri (x,p) — J1f(x,p) la nita lién tuc
trén tai (xo,po), ton tai k > 0 va cdc lan cgn Uy cia py va Vy cia x
sao cho (3.22) nghiém diing.

Khi dé, v la Lipschitz dia phuong tai py.

Chitng minh. bat
21 = (Q(po) NX) x {po}-

Vi Q(p) 1a déng v6i moi p, nén X 12 tap compac. Ta di ching minh ring t6n
tai £ > 0 va tp md 2 chia X1 sao cho

(5.5) e, p') = e, p)| < (lla" — 2] + Ip" = pl)

v6i moi (x,p) va (2/,p) thuoc Q. Nhan xét rang tap

E:=co(Q(po) N X)
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12 161, compéc. V6i mbi T € E, ton tai £z > 0, lan can Vz cta Z va lan can Uz
thoa man

(5.6) |o(z',p)—p(z,p)| < lz(|2'—z||+Ip"—pll), Vz,2' € Vg, p,p' € Us.

Vi E la compdc, ton tai x1,...,2, € E sao cho

Ec|{Ve, ri=1,....q}.
Chon p > 0 sao cho

V:=E+B(0,p) C|J{Va, :i=1,...,q}.

U::ﬂ{Uxi ci=1,...,q}, Q:=VxU,
Ci=max{l, i=1,...,q}.

RS rang  1a tap mo chia 3. Gid st (x,p), (2/,p") € Q. Vi V la 16i, nén
[z,2'] C V. Do dé,

[z, 2] CU{VM ci=1,...,q}

va ton tai ddy diém ag := x,a1,as,...,as := 2’ thuoc doan thang [z, /] sao
cho v6i méi j € {0,1,...,s — 1} ton tai i € {1,...,q} thoa man diéu kién
laj,aj+1] C Vg, Tr (5.6) ta suy ra rang

lp(z,p) — (2, p')]
< |p(ao, p) — w(a1,p)l

+le(ar,p) — p(az,p)| + - + [p(as-1,p) — p(as,p')]|
<AL(llap — a1l + [lar — agll + - + [las—1 — as|| + [|p — P'I|)
=L(llz — 2| + llp = P'[})-

Nhu vay, ta da thu dugc (5.5). Tiép theo, dé y rang anh xa da tri p — Q(p) N2
12 nlra lién tuc trén tai py. That vay, trudc hét ta ching minh rang p; — po,
T; — T va

x, €Q(p)NYE, VielN,

thi Z € Q(po) N 2. Vi v(p;) = w(zi,p;) va v lién tuc tai py theo Pinh 1y 5.5.1,
nén v(po) = ¢(&,pp). Ngoai ra, tinh déng cua G(-) kéo theo = € G(w). Vi
vay, T € Q(pp) N X. Tu tinh chat vira dugc ching minh suy ra rang dnh xa
p+— Q(p) N Y 1a nua lién tuc trén tai py. That vay, gia st phan ching: ton tai
tap mé W C IR"™, Q(po) N X C W, va ton tai day p; — po sao cho

(G(pi) NE) N (IR"\ W) # 0.
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Khi d6, v6i méi « € IN ldy mot diém z; € (G(p;) N )N (IR \ W). Do &
1a compéc va IR™ \ W 1a tap déng, bing céch xét ddy con (néu cin), ta c6 thé
gid st rang x; — T € IR™ \ W. Vay & ¢ W. Diéu d6 mau thuan véi tinh chat
Z € Q(pp) N X da dugc chimg minh & trén.

Véi méi z € Q(po) N X, do gia thiét (c) va do Dinh 1y 5.3.3, ton tai
k., >0, §, > 0, cac lan can V, cla z va U, cua pg sao cho (V,+6,B)x U, C 2
va

(5.7) Gp)NV. C G(p) + k:|lp — p'|| Br», Vp,p' € U..

Do Q(po) N X la compac, ton tai 21, ...,z € Q(po) N X sao cho

Q(po)ﬂECU{Vzi ci=1,...,q}.

E::max{kzl,...,kzq}, 0:={0,, :i=1,...,q},
Vi=U{V,, :i=1,...,q},
U=N{U, :i=1,...,q}.

Do (a), ta c6 thé gia st ring

Qp)NE#£0, Vpel.

Ro rang V x U C (.
Nhu ta da chi ra & trén, 4nh xa p — Q(p) N X 1a nira lién tuc trén tai p; vi
vay ton tai lan can U; C U cta pgy sao cho

(5.8) Qp)NLCV, Vpel.
Hon th€, ta c6 thé gia st ring

Bay gio ldy tay ¥ p,p/ € Uy. Néu z € Q(p) N X, thi ta c6 v(p) = ¢(Z,p). Tu
(5.8) suy ra riang c6 thé chon dugc i € {1,...,q} sao cho

z€(Qp)NI)NV;,.
Vi thé, do (5.7), ton tai 2/ € G(p') sao cho
(5.10) 1z — 2’| < Ellp - #'l|-
St dung (5.9) ta thu duoc

t' €T+ 6Brn CV,, + 0., Bpn.
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Do d6 (2/,p') € Q. St dung (5.5) va (5.10) ta c¢6

v(p') —vip) <op(',p') —o(Z,p)
<L(||lz" =zl + llp" = pll)
< L(kllp" = pll + 1P = pll)
=Lk +1Dp" - pll.

Tuong tu, ~
v(p) = v(p') <k + 1)l - pl.-
Vay v(-) 1a Lipschitz dia phuong tai py. O
Ménh dé sau mo ta mot tinh huéng thuong gap, 6 dé diéu kién (a) duoc thoa
man.
Meénh dé 5.5.1. Gid sir rang

(d) ton tai xo € Q(po) sao cho dnh xa da tri (x,p) — Ji f(x,p) la nia lién
tuc trén tai (xo,po) va diéu kién (5.2) nghiém ding.

Néu

(5.11) liminf  (z,p) > ©(x0, po),
llzl|—+o00; p—po

hodc la

(5.12) lim o(x,p) = 400,

||| —+o0; p—po
thi diéu kién (a) duoc thda man.
Chitng minh.
RO rang (5.12) kéo theo (5.11). Néu (5.11) thdoa man, thi ton tai p > 0, A > 0

va lan can Uj clia pg sao cho

(5.13) ¢(z,p) = ¢(z0,p0) + p

v6i moi (z,p) théa man ||z| > X, p € Up. Do diéu kién (d), Pinh ly 5.3.1 dp
dung dugc. Vi thé, véi mdi lan can V' cua g, ton tai lan can U C Uy cua po
sao cho

Gp)NnV #0 VpeUl.

Ngoai ra, ¢6 thé chon V' va U sao cho
(5.14) ¢(x,p) < @(xo,po) +p V(z,p) €V xU.

Dit
Yi={z eR": |z]| < A}
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Vi v6i méi p € U ton tai z(p) € G(p) NV, nén (5.14) kéo theo

o(z(p),p) < ¢(z0,p0) + p.

Két hop diéu nay véi (5.13), ta thu duge
Q(p)CcX Vpel.
Thém vao d6, vi G(p) 1a déng va ¢ 1a lién tuc, nén gia tri t6i uu
v(p) = inf{p(z,p) : € G(p) N T}

dat dugc tai mot diém x € G(p) N Y nao dé. Piéu d6 ching t6 ring Q(p) khdc
rong v6i moi p € U. Tinh chat (a) da duoc thiét lap. O

Nhan xét 5.5.1. Diéu kién (5.11) c6 thé dugc xem 1a ddu hiéu 6n dinh co ban
clia ham muc tiéu. Néu né nghiém ding, thi hdu nhu ta c6 thé tin rAng ham gia
tri t6i uu v(p) la lién tuc tai py. NEu nd bi vi pham, thi ta phai tim mot dau
hiéu én dinh khéc & tap rang buoc. Cu thé 1a, néu ton tai tap compic ¥ C R?
sao cho G(p) C ¥ v6i moi p trong mot 1an can cla py va néu diéu kién (b)
duoc thda man, thi v 12 lién tuc tai py theo Pinh Iy 5.5.1. Pic biét, ta c6 thé
lay ¥ = C, néu C 1a tap 16i compéc.

Nhan xét 5.5.2. Bing cach str dung cac luge d6 dé xuét bai Borwein (1986), tir
céc dinh 1y 5.3.1-5.3.3 ta c6 thé dan ra cdc cong thifc tinh nén ti€p tuyén cha
céc tap dong va tinh dao ham theo huéng cua ham gia tri t6i uu.

Bai tap 5.5.1. Hay xay dung mot vai vi du don gian minh hoa cho Dinh
ly 5.5.1, Pinh 1y 5.5.2 va Ménh dé 5.5.1. (Goi y: C6 thé xét cdc bai todn
t6i wu cé tap rang buoc 1a tap nghiém clia hé ding thic/bat ding thic &
cdc muc 4.5 va 4.6; cho x déng vai tro tham s6 p va y dong vai tro bién
x.)

5.6 Ching minh Ménh dé 5.2.1

Muc nay trinh bay ching minh Ménh dé 5.2.1. Chiing ta s& sit dung b6 dé sau.

B6 dé 5.6.1 (xem Jeyakumar va Luc (2002a)). Cho F : IR* = IR® la dnh
xa da tri nita lién tuc trén tai xg € IR"™. Gid sit t; > 0 hoi tu dén 0, q; €
CoF (xg + t; Brn) voi lim; oo ||gi|| = 00 va lim; o0 qi/||qi|| = g+ Vi qx € IR®.
Khi d6é q. € (coF(x0))eo. Ngodi ra, néu co(F(xo))eo ld nén nhon'3, thi
0. € co(F(z0))o = (0P (0))oe-

Hinh nén M dugc goi 1a nén nhon néu M N (—M) = {0}.




184 5. Hé bdt ddng thitc suy réng

Chirng minh. Do tinh nira lién tuc trén cua F tai xp, v6i moi € > 0, ton tai 4
du 16n sao cho

F(xg+t;Bgrn) C F(x9) +eBrs Vv6i moi i > ig.
Vi vay,
q; € To(F(wg) +eBprs) C co(F(x) + eBrs) +eBrs  v6i moi i > ig.
Suy ra

s € [co(F(z0) + eBrs) +eB(0,1)]oc  C [co(F(0) + €BRs)]oo
C (coF(20))oo-

Bao ham thic co(F(20))ec C (cOF(20))oo luon nghiém ding vi F'(zp) C
coF'(zp) va (coF(xp))eo 1a nén 16i déng. Bay gio ching ta ching minh bao
ham thiic ngugc lai. Gia stt p € (coF(29))s0, p # 0. Theo dinh 1y Caratheodory
(xem Rockafellar (1970)), tén tai cic t6 hop 16i p; = Zji Xijpij V6i Aij =0,
pij € F(xo) va Zji Aij = 1 sao cho

p/lpll = lim pi/|lpil| va  lim [[p;]| = oco.
1—00 1—00

Khong gidm téng quét ta c6 thé gia st rang lim \;; = A; > 0 v6i j =
1— 00
s+1
1,...,s+1va Z)\j = 1. Véi mbi 7, xét day {)\ijpz‘j/HpiH}i>1- Ching ta
j=1
khing dinh ring diy ndy 12 gi6i noi, vi thé c6 thé gia sir ring né hoi tu dén
mot phén tlit pp; € (F(zg))so. N€u diéu d6 ding véi mdi chi s6 j, thi ta c6
s+1
p= Zpoj € co(F(z0))o, d6 12 diéu phéi ching minh. D€ ching minh khang
j=1

dinh ndi trén, ta gia st phan ching rang {\;p;;/||p:| }i>1 1a khong gidi noi.
bit a;; = A\ijpij/||pil|. Bang cich ldy day con (néu can thiét), ching ta c6 thé
gia s rang

llaijoll = max{lla|| : j =1, ..., s+ 1}
v6i mbi i. Vi vay, lim; o [|aij, || = 00. Do pi/|pill = Y35] aij. ta c6
s+1
0 = lim pi/([|pill-llasjo|l) = lim >~ ai;/laijo .
1—00 1—00 1
]_

Ching ta lai ¢6 thé gia sir rang {a;;/||aij, || }i>o0 hoi tu dé€n mot phan tir ag; €
(F(20))oo V61 j =1, ... ,s+ 1 virang cdc day 1a gi6i noi. Vi agj, # 0, dang
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thic 0 = Zji ap; ching to ring co(F(zp))eo khong phéi 1a nén nhon, mau
thuan. O

Stt dung B6 dé 5.6.1, bay gio ta s& chitng minh Ménh dé 5.2.1 - mot trudng
hop riéng cua Dinh 1y 4.1 trong Jeyakumar va Luc (2002a).

Chitng minh Ménh dé 5.2.1:
Ching ta muoén chi ra rang véi moi v € IR va «a € IR,

(6.1) (ag o ) (z,u) < sup(apoqu),

q€Q
6d6po =4 (f(x)) vaQ :=Jf(z)+ (Jf(x))5. Vi (6.1) 1a hién nhién trong
truong hop u =0 hay a« = 0, ta gid st rang u = 0 va a # 0. Gia stt t; > 0 1a
day s hoi tu t6i 0 sao cho

(6.2) (ag o ) (@ u) = lim CWLETEW) =9 (@)

1—00 t;

Tu dinh 1y gia tri trung binh (xem Jeyakumar va Luc (1999), Hé qua 5.1) suy ra
rang, v6i moéi ¢;, ton tai p; € co ¢'([f(Z), f(Z+tu)]) va g € co J f([Z, T+ t;u])
sao cho

f(@ +tiu) — f(Z) = tiquu,
(63 { 9(f (@ + tiu)) — g(f(2)) = pi(f (& + tiu) — f(2)).

Do gia thiét cha ching ta, lim p; = py. Bang cdch xét mot day con (néu cén
1— 00
thiét), ta chi phai khao sat hai truong hop sau:
(a) {g;} hoi tu dén mot vécto gy nao do;
(b) lim; . [|qi|| = oo v6i {qi/||¢i||} hoi tu d&n mot g, nao do.
Tur (6.2) va (6.3) suy ra rang

(ago f)T(z,u) = ilirgo(apiqiu).

Trong trudng hop (a), do tinh nira lién tuc trén cua J f tai z, ta ¢6 ¢ € coJ f(T).
Vi vay,
(ag o )T (Z,u) = apogou < sup(apoqu).
q€Q
Xét truong hogp (b). Do Bo dé 5.6.1, ¢ € (coJ f(Z))oo. NEU co(JfZ))oo la
khong nhon, thi dé thay rang co(J(f(Z)), trung véi toan khong gian L(IR", IR™).

Vi u # 0, tinh chat d6 va gia thiét py # 0 kéo theo

sup(apoqu) = sup  (apoqu) = 00,
qeqQ geL(R™,IR™)
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vi th¢ (6.1) nghiém ding. Néu hinh nén co(Jf(Z))x 12 nhon, thi theo B
dé 5.6.1 n6 chita q,. Dat 8 := apogsu. Néu B > 0, thi tir su kién Ag, €
co(J f(Z))oo vOi moi A > 0 ta rit ra quan hé sau:

sup(apoqu) > sup (apoqu) = limsup(apo(gr + Ags)u) = 400,
qeQ q€qr+CO(J f(Z))5, A—00

0 d6 ¢, 1a mot phan ti tiy y cua J f(Z). Quan hé d6 kéo theo (6.1).
Néu (6 < 0 thi véi ¢ da 16n, ta c6

qi B

u < — <0.
gl 2

ap;

Do do,
_ : . p
(ago f)T(z,u) = lim (apsqiu) < lim [|g||.= = —oc0.
1—00 1— 00 2

biéu d6 ching t6 rang (6.1) nghiém ddng.
Bay gi0 ta gia su rang 3 = 0. T bao ham thic ¢ € co(Jf(Z))s va tit
dinh nghia cta tap hop co(Jf(z))5, = (co(Jf(Z))ao)® suy ra rang

g € int(co(J f(Z))5)-
Chung ta khang dinh riang ton tai ¢ € co(Jf(Z))5, sao cho
(6.4) apoqiu > 0.

That vay, xét phi€ém ham tuyén tinh ¢ : L(IR", IR"™) — IR dugc xé4c dinh bang
cach dat ¢(q) = apoqu v6i moi ¢ € L(IR™, IR™). Néu khang dinh cua ching
ta khong ding, thi ¢(q) < 0 véi moi ¢ € co(Jf(Z))X,. Vi ¢(g,) =3 =0 va
¢« € int(co(Jf(Z))5,), ta két luan rang ¢ = 0. Vi u # 0 va py # 0, ton tai
g € L(IR™,IR™) sao cho qu khong thudc vao nhan cta phi€ém ham p. Khi d6
ta ¢6 apoqu # 0. Diéu d6 khong thé xdy ra bdi vi ¢ = 0. Khang dinh cha
ching ta da dugc ching minh. C6 dinh mot phan t ¢- € Jf(z). T (6.4) ta
suy ra rang

sup(apoqu) = sup (apoqu) > (apo(gr + Aq1)u) = +oo;

lim
7€Q 4€4r+CO(J f(Z))5, A—00

vi vay (6.1) nghiém ding. O

5.7 Dué6i vi phan Mordukhovich va duéi vi phan J-L

Quan hé gitta khdi niém Jacobian x&p xi theo nghia Jeyakumar-Luc cua ham
vécto trong khong gian Euclide hitu han chiéu va khdi niém d6i dao ham theo
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nghia Mordukhovich s& dugc xét trong muc sau. Muc nay dua ra mot s6 khai
niém va két qua bé tro, dong thoi khio sdt moi quan hé gitta khdi niém dudi
vi phan J-L (mot truong hgp dac biét cua Jacobian xdp xi) va dudi vi phan
Mordukhovich (la gid tri ctia d6i dao ham theo nghia Mordukhovich ctia dnh xa
da tri trén-do-thi ctia ham s6 da cho tai diém 3* = 1).

K&t qua khao sat & muc nay va muc sau chiing td6 mot cach rd rang la d6i
dao ham va Jacobian xap xi la nhiing khdi niém rat khiac nhau. Chiing cé rat it
diém chung. Tl nhitng bai bdo dugc trich dan & danh muc tai liéu tham khéo &
cudi sach nay c6 thé thdy rang nhitng khdi niém dé doi hoi nhitng phuong phép
khiac nhau va ching cho két qua dudi dang rat khiac nhau. Tém lai, hai khai
niém dé dan dén hai ly thuyét vi phan rdt khac nhau.

Vai tr0 quan trong cta dao ham da tri clia cdc ham s va anh xa da tri da
dugc cong nhan rong rai (xem Aubin va Ekeland (1984), Aubin va Frankowska
(1990), Mordukhovich (1994c), Rockafellar va Wets (1998)). Cac loai dao ham
xay dung qua nén ti€p tuyén da xét & Chuong 2 déu la dao ham da tri.

Doi dao ham theo nghia Mordukhovich 1a mot loai dao ham da tri dugc mo
ta bing cdc bién d6i ngau'*. Nhing két qua nghién citu ctia B. S. Mordukhovich
va céc tac gia khac da chang to rang khdi niém nay rat hitu ich cho su phat
trién clia gidi tich khong tron va céc ting dung khdc nhau (xem Mordukhovich
(2006a,b) va cdc tai lieu dan trong d6'°). i dao ham cho phép ta dic trung
tinh m&, tinh chinh quy métric, va cac tinh chét Lipschitz ctia anh xa da tri (xem
Mordukhovich (1993)). Céc ting dung ctia d6i dao ham trong 1y thuyét 6n dinh
va do nhay nghiém clia cdc bai toan t6i wu c6 thé xem trong Mordukhovich
(1994a,c,d). Dé dinh nghia Mordukhovich d6i dao ham, ta st dung nén phép
tuyén (khong 16i) ctia d6 thi cua danh xa da tri dugc xét (xem Muc 4.2 trong
Chuong 4). Néu khong gian dugc xét 1a hitu han chi€u, thi nén phdp tuyén con
c6 thé dinh nghia theo mot cach khac, sit dung phép chiéu métric lén cdc tdp
khong 16i. Cach dinh nghia ndy mang tinh hinh hoc rd rét. N6 s& dugc nhic
lai & du6i day cling véi cdc quy tac tinh todn c6 lién quan, nham bé sung cho
nhiing diéu da trinh bay trong Muc 4.2 theo céch tiép can thudn tuy gidi tich'.

Jacobian xap xi (xem Muc 5.2) cling 12 mot loai dao ham da tri. N6 duoc
dua ra trong Jeyakumar va Luc (1998, 1999) nhu mot su m& rong ctia khai
niém Jacobian suy rong Clarke - von di chi dugc dinh nghia cho cdc ham vécto
Lipschitz dia phuong. St dung Jacobian xap xi va dudi vi phan J-L ta c6 thé
thu duoc cac dinh 1y 4nh xa m& (xem Jeyakumar va Luc (2002a,b) va Muc 5.4),
quy tac nhan tr Lagrange (xem Wang va Jeyakumar (2000) va Muc 5.4), céic
diéu kién du cho tinh chinh quy métric va tinh gid-Lipschitz ctia hAm 4n da tri

INTA: dual variables.
15Xem thém ca cdc muc 4.5 va 4.6 trong Chuong 4.
Thong qua dudi vi phan Fréchet va giGi han Painlevé-Kuratowski.
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(xem Muc 5.3). Céac két qua d6 dp dung dugc cho cédc bai todn mo ta boi cac
ham lién tuc, khong nhat thiét 1a Lipschitz dia phuong.

Viéc nghién ctu cdc moi quan hé gifta Jacobian xap xi va d6i dao ham la
mot cong viéc dang lam. Mot s6 nhan xét vé moi quan hé giita dudi vi phan
Mordukhovich va duéi vi phan J-L da duoc dua ra trong luan 4an ctia Wang
(2000) va trong bai bdo cia Wang va Jeyakumar (2000). Chiing ta s& nghién
ctu vin dé do trong mot pham vi rong hon.

Trudc tién, ching ta nhac lai mot s6 su kién trong Mordukhovich (1994b)
va Clarke (1983).

Cho F : R™ = R™ la mdt 4nh xa da tri . Nhu & cong thic (2.1) trong
Chuong 4, gidi han trén theo diy theo nghia Painlew-Kuratowski ctia F' khi
x — ¥ 1a tap con cua R™ dugc dinh nghia boi

Limsup F(z) ={y € R™ : Jcdc day =, — T, yr — v,
T—T
vOi yi, € F(x) Yk =1,2,...}.
C6 hai diém khdc biét gifta cong thic nay va cong thitc (2.1) trong Chuong 4:
gi6i han theo topd w* dugc thay bang giGi han theo topo clia chuin va F c6

thé nhan gid tri khong phai trong X* = (IR")* = IR"™, ma trong IR™. Gia st
Q c R™. Ky hiéu

P(x,Q)={weQ : |z —w|=dxQ)}
Nén phdp tuyén Mordukhovich cta € tai T € Q duoc x4c dinh boi cong thitc

(7.1) Nq(z) = limsup|cone(x — P(x,Q))].

T—T
Néu = ¢ €, khi d6 ta dat No(7) = (). Néi chung, Nq(z) 1a hinh nén khong
16i. (Vi vay n6 khong thé 1a nén doi nglu cua bat cit hinh nén tiép tuyén nao
cta €2.) N6én phdp tuyén nay trung véi hinh nén dinh nghia bdi cong thic (2.8)
trong Chuong 4. Nhu & Chuong 2, nén tiép tuyén Clarke Co(z) cia Q tai z € Q

duoc dinh nghia bdi cong thiic

Co(z)={ueR” : Vap(e Q) — &, Vit |0, Jup — u such that
Tk + trug € Q for all k}.

Tap hop NS'(Z) := (Cq(%))* 1a nén phdp tuyén Clarke cla Q tai . Quan
hé giita nén phdp tuyén Clarke va nén phdp tuyén Mordukhovich (xem Clarke

(1983), Ménh dé 2.5.7) nhu sau:

(7.2) N§Y(&) = ToNg(Z).
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Nhu & Ménh de 2.2.1 trong Chuong 2, ndn tiép tuyén Bouligand cua ( tai
x €  dugc cho boi cong thic

To(x) ={ueR" : Jup — u, Jtx | 0 sao cho
x + tpu, € Q v6i moi k}.

Nén d6i ngdu am ctia To(z) duge ky hiéu bdi No(z). Néu z ¢ Q thi ta dat
Nq(z) = 0. Nguoi ta da biét rang (xem Mordukhovich (1994b), tr. 254):

* —
No(z) = {z* € R" : limsup 7@ Y= ) < 0}
Py ]

Diéu d6 ching td nén J/\\fg(m) dinh nghia nhu & day tring v6i nén phép tuyén
Fréchet dinh nghia bang cong thitc (2.7) trong Chuong 4.
Meénh dé 5.1.1 (xem Kruger va Mordukhovich (1980)). Vdi moi Q C R" va vdi

moi T € §Q, ta c6

(7.3) Nq(z) = Limsup No/(z).

T—T
Nhu & Chuong 4, d6i dao ham Mordukhovich D*F(Z,3) : R™ = R™ cla
F tai (z,y) € gph F' dugc cho boi cong thic
D*F(z,9)(y") = {z" € R" : (27, =y") € Ngppp(2,9)}-
Doi dao ham Clarke cua F tai (z,y) € gph F' dugc cho boi cong thiic
* R — *\ * . * * Cl - =
DeF(@,y)(y") = {z" € R : (27, —y") € Ngpp ) (2, 9), }-

Do thi cia D F(Z,y)(-) 1a hinh nén 16 d6ng trong khong gian tich R xR”.
Néu F' ¢6 d6 thi 16i, thi d6i dao ham Clarke va d6i dao ham Mordukhovich trung
nhau, tic la

D*F(z,9y)(y*) = D&F(2,9)(y*) V(z,y) € gphF, Vy* € R™.

Néu F' 1a ham vécto kha vi chat, thi hai d6i dao ham d6 ciing tring nhau. Cu
thé 1a néu f : R® — R™ la kha vi chat tai 7, thi

D*(@)") = Def @) = {(F@) W)} vy e R™

Ngoai hai trudng hop ké trén, do thi clia d6i dao ham Mordukhovich thuong 1a
tap con thuc su ctia d6i dao ham Clarke.

Cho ham s6 ¢ : R” — R = RU {£oco} v6i mién hitu hiéu

domp = {x € R" : —00 < p(x) < +00}.
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Cong thic
Fz) =Ep(x) ={peR: p= ()}

xéc dinh dnh xa da tri trén-do-thi cta ¢. RO rang la

gph ' =epip = {(z,p) € R" xR : p > p(x)}.
Cho = € domy. Tap hop

Op(z) = D*Ey(7,0(7))(1)
= {27 €R™ 1 (27, -1) € Nep; (&, 0(a)) }

duoc goi 1a dudi vi phdn Mordukhovich cia ¢ tai T, con tap hop

0%p(z) = D"Ey(Z,¢(2))(0)
_ {:c eR" : (z*,0) € Nepiw(:i,w(f))}

dugc goi la dudi vi phdn suy bién cua ¢ tai z. Néu T ¢ domyp thi ta dat
0p(Z) = 0®p(z) = (). Duéi vi phan Clarke 9°'p(Z) va duéi vi phan suy bién
Clarke 9°>®(z) dugc dinh nghia tuong tu; thay cho D* (tar., ngh () ta

xét D, (tu, Ngf)h (). C6 thé ching minh ring dudi vi phan Mordukhovich
va dudi vi phan suy bién dinh nghia nhu & day 1a tring véi cac tap hgp dinh

nghia boi cdc cong thic (2.5) va (2.6) trong Chuong 4.
Néu ¢ 1a kha vi chat tai z, thi 0°'p(z) = dp(Z) = {¢/(Z)}. V6i mbi ham
s6 nira lién tuc dudi ¢ va v6i méi diém = € dome, tlr (7.2) suy ra rang

(7.4) 0% () = Tol0p() + 07 (2)).

Cong thiic (7.4) 1a truong hop riéng cta cong thie (6.14) trong Chuong 4, & dé
ta xét ham s6 xac dinh trén khong gian Banach bt ky.

Du6i mot s6 diéu kién nhe nhang, ta c6 thé tinh dusi vi phan Clarke &°'¢()
thong qua dao ham theo hudng Clarke-Rockafellar. Néu ¢ : R* — R 1a ham s6
lién tuc, thi dao ham theo huéng Clarke-Rockafellar ' (Z,u) clia ¢ tai Z theo
huéng u dugc dinh nghia (xem Clarke (1983), tr. 97) bang cong thiic

tu') —
(7.5) o (@u) = lim limsup  inf LEF) Ze@)
el0 gz, t|0 W €EuteBgn t

Ménh dé 5.7.2 (xem Clarke (1983), tr. 97). Ta c6 O°'p(Z) = () khi va chi khi
©1(Z;0) = —o0. Néu truong hop dé khong xdy ra, thi ta cé

(7.6) %p(z) = {a* e R : l(z,u) > (z*,u) Yue R"}
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va
(7.7) ol (Z;u) = sup {(z*,u) : 2* € 8% (z)} VYueR™

Néu ¢ la Lipschitz dia phuong tai z, thi

v6i moi u € R™, & d6

t —
©°(Z;u) = limsup plz +tu) — p(z)
z—Z, t|0 13

la dao ham theo hudng Clarke cta ¢ tai T theo hudng u (xem Muc 3.4 trong

Chuong 3). Vi 9%v®p(z) = {0} (xem Clarke (1983), Ménh dé& 2.9.7) va
0®p(z) C 0%V ®¢(z), ta suy ra ring 0°p(z) = {0}.

Pé tién theo ddi, ching ta nhéc lai khai niém Jacobian xap xi da xét & Muc
52. Gia st f : R" — R™ la ham vécto lién tuc. Tap con déng Jf(z) C
L(R™,R™) dugc goi la Jacobian xdp xi cua f tai = € R" néu

(7.8) (y* o /)T (Zu) < sup (y*, Au), YueR", Vy* e R™,
AcJf(z)

6.d6 (y* o f)(z) = {y*, f(x)), va

(4% 0 F)* (7 ) = limsup Y2 HEFT) = "0 N)(@)
t]0 t

l1a dao ham Dini trén cua y* o f tai T theo huéng u. Mot Jacobian xap xi cia f
tai 7 dugc goi 1a 61 thiéu (minimal) néu n6 khong chida tap con (déng) thuc su
nao ciing 1a Jacobian x4p xi cia f tai . Néu f kha vi Fréchet tai 7, thi hién
nhién J f(z) = {f/(Z)} 1a Jacobian xdp xi t6i thiéu cla f tai 7.

Gia st ¢ : R" — R 1a ham lién tuc. Néu Jo(Z) 1a mot Jacobian cua ¢ tai
7, thi ta viét 'L p(z) thay cho Jo(Z) va goi 'V (7) 1a dudi vi phdan J-L cla
¢ tai z. Mot J-L dudi vi phan J-L duoc goi 1a t6i thiéu (minimal) néu né khong
chita tap con (dong) thuc su nao ciing 1a dudi vi phan J-L cta f tai 7.

Nhan xét ring ham ¢ xét trong Vi du 5.2.1 khong ¢6 du6i vi phan J-L t6i
thiéu tai 7 = 0.

Néu f = ¢, 1a mot ham thuc, thi (7.8) tuong duong vdéi cap diéu kién sau:

) — oz
(7.9) lim sup pl@ + tu) = p(2) < sup  (z%,u) YueR"
£10 t 2* €0y (z)
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va

(2 + tu) = (%) > inf (2%, u) YueR"™

(7.10) lim inf 2
t10 t z*€dILo(Z)

Chiing ta s& tra 10i cau hoi sau: Phdi chdng dudi vi phdan Mordukhovich nao
ciing la duoi vi phdn J-L?
Vi du 5.7.1 (xem Jeyakumar va Luc (2002a)). Xét ham s6 ¢(z) = 21/3, 2 € R.
Khi d6 9’L¢(0) = [, +0), & d6 a € IR duge ldy tiy ¥, 1a dudi vi phan J-L
ctia o tai 0. That vay, thé z =0, u = 1 va u = —1 vao (7.9) va (7.10) ta thay
rang ca hai diéu kién d6 déu thoa man. Sir dung (7.3) ta c6

Nephp

((0,0)) = {(z*,0) € R? : z* > 0}.
Vi th€ 9p(0) = 0 va 0%°p(0) = [0,+00). Vay dp(0) khong phai 1a dudi vi
phan J-L cua ¢ tai 0.

Vi du trén goi y rang cau hoi dang duoc khéo sdt cin dugc phat biéu lai nhu
sau:
Cau hoi 1: Néu duci vi phdn Mordukhovich khdc réng, thi né cé la dudi vi
phdn J-L hay khong?

Ba vi du tiép theo ing ho cau tra 15i khang dinh cho cau hdi trén.
Vi du 5.7.2". Pat p(z) = |z| v6i moi z € R. DE y ring ¢ 1a ham 16i,
Lipschitz & trén IR. Sit dung (7.1) hoac (7.3) ta thu dugc
Nepi,((0,0)) = {(2",y") € R? : [2*| < —y"}.

Vi vay, dp(0) = [~1,1]. Do &’¢(0) := {—1,1} 1a du6i vi phan J-L cla ¢ tai
0, ta két luan rang d¢(0) 1a dudi vi phan J-L cia ¢ tai 0, nhung né khong phai
12 du6i vi phan J-L t6i thiéu. (Luu ¥ ring #%p(0) = {—1,1} 1a duéi vi phan
J-L ctia ¢ tai 0).

Vi du 5.7.3 8, Pat p(x) = —|x| véi moi x € R. Ta c6 ¢ 1a ham 16m, Lipschitz
6 tréen R. St dung (7.1) hodc (7.3) ta tim duoc
Nepi((0,0)) ={(z",y") € R? : [o*| = [y} U {(z*,y") € R? : z* > [y*[}.

Vi vay 9p(0) = {—1,1}. Dé thay ring &“(0) := {—1,1} 1a duéi vi phan J-L
161 thiéu cha ¢ tai 0. Vi vay, duéi vi phan Mordukhovich clia ¢ tai 0 1a dudi vi
phan J-L t6i thiéu cta ¢ tai 0.

Xem Vi du 4.2.4.
8Xem Vi du 4.2.5.
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Vi du 5.7.4. Dat o(z) = 0 véi moi z € (—o0,0] va ¢(z) = =/ véi moi
x € (0,400). Ta c6 ¢ 1a ham s6 khong 16i, khong 16m, khong Lipschitz dia
phuong tai 0. Sit dung (7.3) ta tinh dugc

N,

ephp((ovo)) ={(z",y") € R? : z* > 0, y* <0}.

Vi vay, 9¢(0) = 9%°p(0) = [0,400). Bang cach kiém tra tryc tiép, ta thay
ring cdc diéu kién (7.9) va (7.10) duogc théoa min véi PVp(z) := [0, +00), &
d6 T = 0. Vay 9p(0) 1a dudi vi phan J-L cta ¢ tai 0. Dé thdy rang d6 khong
phai 12 dudi vi phan J-L t6i thiéu.

Ménh dé 5.7.1. Néu ¢ : R™ — R la Lipschitz tai T, thi Op(T) la dudi vi phdn
J-L ciia o tai T.

Chiing minh. Do (7.4), (7.6) va (7.7) ta c6

P(T +tu) — ()

lim sup < @%(z5u)
t10 t
= max{(z*,u) : z* € d%(z)}
= max{(x*,u) : x* € dp(T)}.
Mt khic,
lim inf p(@ + 1) — () > liminf plz +tu) — p(2)
t|0 t x—Z, t]0 t
= —¢°(; —u)

= —max{(z*, —u) : z* € 3%(z)}
= min{(z*,u) : z* € dp(T)}.

Céc tinh chat (7.9) va (7.10) da dugc thiét lap doi v6i O’V (Z) := dp(Z). Vay
Op(Z) 1a dudi vi phan J-L cia ¢ tai z. O

Vi du sau cho ta cau tra 16i phii dinh cho Cau hoi 1.

Vi du 5.7.5. Pat p(z) = 2?sin(1/z) v6i moi x € (—00,0) va @(z) = —z'/3
v6i moi x € [0, 4+00). Khi d6 ¢ 1a ham s6 lién tuc, khong Lipschitz dia phuong
tai 0. Ching ta khang dinh rang 9 (0) # 0, nhung d6 khong phai 1a du6i vi
phan J-L cua ¢ tai 0. That vay, dé thdy rang Nepigo((o’ 0)) = {0}. Vi

epip = {(z,y) : y—a?sin(1/z) 20, = < 0}U{(z,y) : y+z'/® >0, = >0},

do cong thiic tinh nén tiép tuyén Bouligand cho hé bit dang thitc xdc dinh béi
céc ham kha vi (xem Aubin va Frankowska (1990), tr. 124, hoac Ménh dé 2.2.2
trong Chuong 2) ta c6

Tepiw(x,ap(x)) = {(v1,v2) € R? : (—2xsin(1/z) + cos(1/x))vy + vy > 0}
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néu z < 0,

Tepi ®

1
(z,0(x)) = {(v1,v2) € R? : gx*Q/%l + vy >0}
néu x > 0. Vi vay,
N,

epi (T @(x)) = {X"(2wsin(1/z) — cos(1/x),—1) = A" > 0}

néu x < 0, va

~ . 1 B i}
Nepiw(wi(x)) = {A (—gx 23 1) 1 A* >0}

néu z > 0. Ap dung (7.3) ta thu duge

Nepi ,(0,0) = {(z",y") € R : —|z*| >y} U (~00,0] x {0}.
Do d6, 9p(0) = [—~1,1]. Nhan xét ring (2.10), & d6 = := 0 va '“p(0) :=

[—1,1], khong ding v6i u = 1 vi rang v€ trdi 12 —oo, trong khi v€ phai 1a —1.
Vi thé, 9’V(0) 1a tap 16i compéc khac réng, nhung khong phai 1a dusi vi phan
J-L cua ¢ tai 0.

Nhan xét rang, trong céc vi du 5.7.1 va 5.7.5, tap
87(0) == d(0) U 570(0)

la duéi vi phan J-L cta ¢ tai 0 (mac du 0p(0) khong phai 1a dudi vi phan J-L
clia ¢ tai 0). Ta c6 thé néu lén'® cau hoi sau:
Cau hoi 1’: Phdi chdang véi moi ham vécto lién tuc ¢ : R — R va véi moi
Z € R"™, hop cua dudi vi phdn Mordukhovich va dudi vi phdn suy bién

0p(7) := 0"p(7) U 0% ()
la dudci vi phan J-L cua o tai T?

Cho dén nay, Cau hoéi 1’ van chua c6 cau tra 10i.

5.8 Doi dao ham Mordukhovich va Jacobian xap xi

Dai dao ham 1a dnh xa da tri thuan nhat duong. Tuy thé, d6i v6i anh xa doi dao
ham D* f(z)(-) cia mot ham vécto lién tuc f : R” — R™ tai T € R" ¢6 thé
khong ton tai tap dong A C L(R™,R™) nao dé

(8.1) D*f(z)(y*) ={A%y" : Ae A} Vy* e R™.

19Cau héi nay do mot trong hai ngudi phan bién ctia bai bio Nam va Yen (2007) néu lén.
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Vi th€, khong thé so sanh khdi niém d6i dao ham véi khdi niém Jacobian xap
xi. Dé vuot qua khé khan dé, ching ta can dén dinh nghia sau.

Pinh nghia 5.8.1. Mot tap dong khac rong A C L(R™,R™) cdc todn ti tuyén
tinh dugc goi 1a mot dai dién®” clia dnh xa d6i dao ham D* f(z)(-) néu

(8.2) sup (2", u) = sup(A*y*,u) VueR", Vy* e R™.
z*eD* f(Z)(y*) AeA

Do dinh 1y tach cac tap 16i, (8.2) tuong duong véi diéu kién sau
(8.3) coD*f(z)(y*) =co{A™y" : Ae A} Vy*eR™.

Néu f 1a kha vi chat tai z, thi A := {f'(Z)} 1a mot dai dién cla 4dnh xa doi
dao ham D* f(z)(-).

Néu f : R™ — R™ la Lipschitz tai Z, nghia l1a ton tai £ > 0 sao cho
lf(z") = f(z)|| < £||z' — x| v6i moi z, 2’ duge 1dy tuy ¥ trong mot lan can cla
7, khi d6 tap

Jpf(z) = { lim f'(ag) H{ar} C Qpoap — 33,

dugc goi 1a B-dao ham, 1a mot Jacobian xdp xi cua f tai . 0 day
Qs = {z € R" : 3dao ham Fréchet f'(z) cua f tai z}.
Nhan xét rang tap 16n hon
JOf () = co{ lim f(zy) : {ax} C Qp,2p — 2}

(Jacobian suy rong Clarke) cta cua f tai Z, cling 1a Jacobian xap xi cua f tai
Z. Trong truong hop m = 1, JO f(z) = %' f(Z) (xem Muc 5.2).

Ménh dé 5.8.1. Néu ham f : R® — R™ la Lipschitz dia phuong tai T, thi tdp
hop A := Jpf(&) la mot dai dién cuia dnh xa doi dao ham D* f(z)(-).

Chiing minh. Theo cong thic (2.23) trong Mordukhovich (1994b), ta cé
{4y A€ 9@} = oD f@) ) Wy ER™
Vi JOf(z) = coJp f(Z), tir d6 suy ra ring

coD" f(7)(y") = cof A'y" : A€ Jpf ().

2OTNTA: representative.
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Vay (8.3) nghiém ding néu ta chon A = Jgf(Z). Diéu d6 ching to rang
A = Jpf(z) la mot dai dién cta anh xa d6i dao ham D*f(z)(-). O

Meénh dé 5.8.2. Néu f la Lipschitz tai T va néu A la mét dai dién ciia dnh xa
doi dao ham D* f(z)(-), thi Jf(Z) := A la Jacobian xdp xi cia f tai T.

Chitng minh. Gia s y* € R™ duoc cho tuy y. Theo Ménh dé 2.11 trong
Mordukhovich (1994b), ta c6
(8.4) D™ f(Z)(y*) = 0(y" o £)().
Vi y* o f 1a Lipschitz tai z,
(y* 0 )°(F;u) = sup{(a*,u) : 2* € %y o f)(2)} VueR"
Két hop diéu d6 véi (7.4) va (8.4), ta thu dugc
(y* o f)°(w;u) = sup{(z*,u) : ¥ € D*f(Z)(y")}
= sup{(A*y*,u) : A€ A}.
Do do,

(y" o /)T (@ u) < (y" o £)°(z;u) = sup{(y*, Au) : A€ A}.

Vi tinh chét d6 ding v6i moi y* € R™ va u € R, ta két luan rang J f(Z) := A
la Jacobian xap xi cua f tai z. O

Trong méi lién hé véi Ménh dé 5.8.2, chiing ta ¢6 cau hoi tu nhién sau day.
Cau hoi 2: Phdi chdng néu [ : R™ — R™ la ham vécto lién tuc va A la mot
dai dién cua dnh xa doi dao ham D*f(z)(-) : R™ = R", thi Jf(z) = A la
Jacobian xdp xi ciia f tai T?

Két hgp ménh dé sau véi ménh dé 5.8.2 ta c6 cdu trd loi khdng dinh cho
Cau hoi 2.
Ménh dé 5.8.3. Néu dnh xa doi dgo ham D* f(Z)(-) : R™ = R" ciia ham s¢
lién tuc f : R — R™ ¢6 mot dai dién J f(z) C L(R™,R™), thi f la Lipschitz
dia phuong tai x.
Chimg minh. Tu (8.3) suy ra rang coD* f(z)(0) = {0}. Vi vay, D*f(z)(0) =
{0}. Theo Ménh dé 2.8 trong Mordukhovich (1988), diéu d6 kéo theo

z = {f(z)}

la dnh xa da tri gia-Lipschitz tai (z, f(z)). Vi f la dnh xa don tri, ta c6 f la
Lipschitz dia phuong tai z. O

Chiing ta xét thém vai vi du & d6 ta sé tinh dudi vi phan Mordukhovich va
d6i dao ham cua cdc ham s6 va anh xa khong tron.
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Vi du 5.8.1. Gia sit ham vécto f : R — R? duoc x4c dinh bdi cong thiic
f(x) = (|z[*?,—|z|) v6i moi z € R. Khi d6 f 1a ham s& lién tuc, khong
Lipschitz tai 0, va gph f = {(z, |z|'/2, —|z|) : = € R}. Sit dung (7.3) va cong
thitc tinh nén phép tuyén Fréchet Ng(x) da dugc nhéc lai & Muc 5.7, ta ¢6 thé
ching t6 ring

nghf((ov 0,0)) = nghf

Vi vay, v6i méi y* = (v, 43) € R?,

((0,0,0)) =R x (—o00,0] x R.

. . R néu y;i >0,
Df(O)(y):{m néu y%<0.

Vi f khong la Lipschitz dia phuong tai Z = 0, Ménh dé 5.8.3 khéng dinh 4nh xa
doi dao ham D* f(0)(-) khong c6 dai dién dudi dang mot tap todn tlr tuyén tinh.
Mot tinh todn truc tiép cho thay riang, v6i méi v* = (v§,y3) € RZvau € R, ta
0 +00 néu yy >0, u#0

—|ulys néu y;y =0

—0 néu y;y <0, u#0

0 néu yj <0, u=0.

Néu ta chon Jf(0) = (—o00,0] x R, £ = 0, va dat Au = (awu, [u) véi

moi A = (o, 8) € Jf(0), u € R, thi (7.8) khong dugc thdoa man vi ring
sup (y*, Au) = 0 néu yi >0, u > 0, y3 = 0, trong khi (y* o f)"(0;u) =

AeJf(0)

+o0o0. Tuong tu, néu ta chon Jf(0) = [0,+00) x R va z = 0, thi (7.8)

khong dugc thdoa man vi  sup (y*,Au) = 0néuyj >0, u <0, y5 =0,

AeJf(0)

trong khi (y* o f)T(0;u) = +oo. Vi thé, céc tap Jf(0) da chon déu khong

phéi 1a Jacobian xap xi clia f tai 0. Mac du vay, tap hop kiéu Jf(0) :=

{(=00, —1] U [2,+00)} x R 1a mot Jacobian xap xi cua f tai 0.

Vi du 5.8.2. Xét ham s6 f : R — R? cho béi cong thic f(z) = (—|z[/3, z!/3)

v6i moi x € R. Ta cé f 1a ham s6 lién tuc, khong Lipschitz dia phuong tai O,

va

(y* o f)T(0;u) =

gph f = {(z, —[2|'/*,2/%) : z € R},

ap dung cong thitc (7.3) va cong thitc dinh nghia nén phéap tuyén Fréchet ]Vg(x)
duoc dua ra ngay tru6c do, ta cé thé chiing to ring

((0,0,0)) =R x W,

~

Ngph 7((0,0,0)) = Ngph s

6do W = {y* = (yi,93) € R* : —y} < y5 < yi}. Vi vay, v6i méi
y* = (y5,95) € R? ta c6

. . R néu yf <y; < —yj
DHOW) = {§ g ot

() trong trudong hop con lai.
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Anh xa d6i dao ham D* f(0)(+) khong c6 dai dién dudi dang mot tap hop todn
tir tuyén tinh. C6 thé ching to rang, v6i moi y* = (v}, y5) € R? va u € R,

(0 néu u=0

0 néu y5 =y =0, u#0

0 néu y5 —y; =0, u>0
WO =113 a0 a0

0 néu y5 +y; =0, u<0

—oo néu y; +yi >0, u<O0

( +oo  néu y3 +y7 <0, u<O0.

Sir dung (2.8) ta c6 thé chiing t6 ring tap
Jf(O) = {(Oé,—Oé) oS 0} U {((X,(X) Pz 0}

12 mot Jacobian xap xi clia f tai O néu ta nhing Jf(0) vao L(R, R?) bing cich
dat Au = (au, fu) véi moi A = (o, 8) € Jf(0) vau € R.

Vi du 5.8.3 (xem Mordukhovich (1988), tr. 65). Dat f(x) = |x1| — |z2| v6i
moi z = (1,72) € R? va 7 = (0,0). Ham f khong 16i, khong 16m. N6 ciing
khong 1a chinh quy Clarke tai Z = (0,0). Dé xéc dinh 4nh xa d6i dao ham
D*f(Z)(-) : R = R? ta phai tinh dugc nén phép tuyén Noph #(2)- Dé y ring
gphf = {(mlvw?vt) = f(-%'171'2)}
={(z1,22,t) : 21 20, 22 >0, t =21 — 22}

U{(xl,xg,t) 2120, 29 <0, t=a1 —i—xg}

U{(z1,z2,t) : 21 <0, 22 <0, t = —x1 + 22}

U{(z1,22,t) : 21 <0, 22 20, t = —x1 — x2}.

Ky hiéu 4 tap 16i da dién trong hop & v€ phai lan luot bai I, T'y, T's, va T'y.
Gia stt z = (z1,x9,t) € gphf.

Néu z thugc vao phan trong tuong d6i cua I' (twong tng, I's, I's, va
T'y), thi nghf(z) = {/\)\(1,—1,—1) A€ R} (tuong tUng, ]\Z\gphf(z) =
{A\1,1,-1) : X e R}, nghf(z) ={A-1,1,—-1) : Xe R}, va nghf(z) =
{\M=1,-1,-1) : A€ R}).

Néuzy >0vaxyg=0,thi zeI'y NIy Vi

T\pl(z) = {(v1,v2,0) € R : 0920, 0=0v; —vg — at,
stt dung B dé Farkas (xem Rockafellar (1970), tr. 200) ta ¢

Nr, (2) = {(n1,m2,0) = —=X\(0,1,0) — pu(1,—1,—1) : A >0, p€R}.
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Tuong tu,
Nr,(z) = {(m,m2,0) = =X(0,-1,0) — 4/(1,1,—1) : X >0, 1/ € R}.

Do ngh #(2) = Nr, (2) N Np,(2), ta suy ra ring

J%mﬂ@Z{FMM—%M%2u>A>m.

RO rang rang nén phdp tuyén Fréchet ndy khong phu thudc vao vi tri cua z # 0
trén nlta duong thang T'; N Ts.
Néu x1 < 0 va zo =0, thi z € I'3 NI['4. Lap luan tuong tu nhu trén, ta thu
duoc R
Noph 1(2) = {1t A = ) = 22 A > 0}

Néuxi =0vaxe >0,thizeI'1 NIy va

nghf(z) ={(=A = p,pp) + =2 > X > 0}.
Néuzy =0vaxy <0,thize'y,NI'3 va

nghf(z) ={(=A =, —p,p) + =2 > X > 0}.
Néu z; =0vaxzo =0, thi z = (:f,()) el'1NIyNI’'3snNIy. Vi

fpl(a_c,O) = {(v1,v2,a) : v1 20, v =20, 0=0v; —vy — a},

do B6 dé Farkas ta c6
]/\}Fl((f,O)) = {_)‘1(1)050)_)‘2(05 1’0)_H(1’_1’_1) : )‘1 = 0’ )‘2 = 0’ IS R}

Lap luan tuong tu, ta tinh duoc cdc nén phéap tuyén Nri((.f, 0)) (i = 2,3,4).
Khi d6, sit dung cong thic

4
gphf fj

ta ¢6 thé chiing to ring nghf(fc,O) = {(0,0,0)}.

Két hop céc két qua da thu dugc véi cong thie (2.3), ta ¢

nghf((f’ 0) = lziT(Sjuof)’ nghf(z)

= cone{(1,-1,—1), (1,1,-1), (=1,1,-1), (=1,—1,-1)}
U{(=p = A ) 2 20> X > 0}
{WA pyp) 2 2= A 2 0}
{(A—m—mu)wﬂu>A>0}
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Tur d6 suy ra

(W —v"), W5y, (=y*y"), (=y",—v")}
U{(=A* 4", —y*) : 2y* = A\ > 0}
U{(=A"+ 9" y") : 29" 2> A" > 0}
néu y* > 0,
D*f(z)(y") = ¢ {*—v"), W v"), (=y5v%), (=y* —y*)}
U{(y" —y" =A%)+ =2y* > \* > 0}
*) .

U{(—y*,y* + A —2y* > \* > 0}
néu y* <0,
{(0,0)} néu y* = 0.

Nhu vay, véi méi y*, D* f(0)(y*) 1a mot tap compac khac rong (thudng 1a khong
16i).
Ciing bang phuong phép trén, ta thu dugc

~

Nepif((fvoa) = IJT(?BI)) epif(z)
= cone{(1,~1,-1), (1,1,-1), (=1,1,-1), (=1,—1,—1)}
UL(=A = gy iy 1) = =2 > A > 0}
U{(_)‘ - M _H’:u) P 2n 2 Az O}'
Do do,

8f(j) = {x* : (:C*’ _1) € Nepjf((j’o))}
={(1,-1), (1,1), (-=1,1), (-1,-1)}
U{(=X\*"+1,-1) : 22X 20 U{(=A\*+1,1) : 2> X* >0}
(1) 1 <A <ULV, 1) s —1 < A < 1),

Vay Of(z) 1a tap compéc, khong 16i. Tap hgp nay 1a dudi vi phan J-L cua f tai
Z. Tuy vay, d6 khong phéi duéi vi phan J-L t6i thiéu, vi ring tap hop

aJLf(j') = {(17 _1)7 (_17 1)}

cling la mot dudi vi phan J-L cta f tai £ (xem Jeyakumar va Luc (1999)).



Phu luc A 201

Phu luc A

Dé thi hét mon giai tich da tri & Vién Toan hoc
(Ngay thi: 26/8/2002. Lép Cao hoc khod 8)

Bai 1 (3 diém).
(a) Néu dinh nghia dnh xa da tri, d6 thi ca dnh xa da tri, mién hitu hiéu va
tap anh cta dnh xa da tri.
(b) Xéc dinh cédc tap gph F, dom F, rge F' v6i F' : R = R duoc cho bai
cong thic
F(z) = co{sinz,cosx} VzeR.

(c) Xét phuong trinh dai s6
"+ a4+ a1z +a, =0,

6 d6 n > 2 1a s6 nguyén cho truée va a = (ay, ..., a,) 1a vécto thuc. Ky hiéu
F(a) 1a tap hop céc nghiém phic cua phuong trinh da cho. Anhxa F: R = C,
a — F(a), c6 phai la dnh xa da tri

- ¢6 gid tri khac rong?

- ¢6 gi4 tri compac?

- ¢6 gid tri 16i?

- ¢6 gia tri déng?

- tran (tdc 12 rge F = C)? (Goi y: Lan luot ching t6 rang: (i) V6i n = 2
thi F 12 tran, (i) V6i n > 2 thi F 12 tran.)

Bai 2 (2 diém).

(a) Phat biéu khdi niém 4nh xa da tri nlta lién tuc trén va 4nh xa da tri nira
lién tuc dudi. Cho hai vi du dé ching t6 ring d6 1a hai khdi niém c6 noi dung
hoan toan khac nhau.

(b) Phét biéu va ching minh dinh 1y vé su bdo ton tinh lién thong topod qua
dnh xa da tri nua lién tuc dudi.

Bai 3 (2 diém).

(a) Phét biéu dinh 1y diém bat dong Kakutani.

(b) Cho cdc vi du thich hgp dé ching t6 ring néu trong phat biéu cta dinh
1y ta bo di mot trong 4 di€u kién sau (nhung van gilt nguyén 3 diéu kién kia)
thi két luan cta dinh 1y c6 thé khong con ding nita:

(i) G 1a 4nh xa da tri nira lién tuc trén,

(i) G c6 gid tri 16i,

(iii)) G c6 gia tri dong,

(iv) G c6 gia tri khdc rong,

& d6 G l1a anh xa da tri dugc xét.
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Bai 4 (2 diém).

(a) Phét biéu dinh nghia cic nén tiép tuyén Tj (%), T%,(Z), Cnm(Z). Néu
mai quan hé giita cdc hinh nén d6 va hinh nén cone(M — z). Néu 3 vi du (khong
can trinh bay cdc tinh todn) dé ching t6 ring Gy (%) # T%,(Z), Th,(Z) #
Ty (%), Tar(Z) # cone(M — ).

(b) Cho 4anh xa da tri F': R = R,

Flz)={yeR:a’+¢y*>1, 2 —y+1<0} VzeR

- Hoi F' ¢6 phai 1a 4nh xa da tri 16i hay khong?

- Tinh cdc tap TgphF( Z) va TgphF( Z),6d6 z=(—1,0) vaz = (0,1).

- Viét cong thiic cua cic dao ham DF;, DF;, CF;, va CF;. Hbi nhiing
dao ham d6 c6 phai cdc qua trinh 16i déng hay khong? c6 phai 1a cac anh xa
tran hay khong?

Bai 5 (1 diém). Chon giai mot trong hai bai tap sau:

1. Cho X, Y la cdc khong gian topo, F': X = Y la dnh xa da tri nua lién
tuc trén & trong X. Chiing minh ring néu dom F' 1a tap compéc va F' 1a 4nh xa
c6 gid tri compéc, thi rge F' 1a tap compic.

2. Cho X, Y la céc khong gian topo, F': X = Y la 4nh xa da tri ¢6 do6 thi
déng. Ching minh rang F'(x) 1a tap déng v6i moi = € X.
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Phu luc B

Dé thi hét mon giai tich da tri 6 Pai hoc Su pham Tp. Ho Chi Minh
(Ngay thi: 28/8/2003. Ldp Sinh vién chon, DPHSP Tp. H6 Chi Minh)

Bai 1 (2 diém). Cho dnh xadatri F:R =R, F(z)={y e R : y <23}.
(a) X4c dinh céc tap dom F' va rge F.
(b) F' ¢6 phai 1a dnh xa da tri 161 hay khong?
(c) F c6 phai 1a 4nh xa da tri déng (tdc 1a 4nh xa c6 d6 thi déng) hay khong?
(d) Viét cong thic tinh tap F~1(y) véi y € R.
(e) Xéc dinh tap hop gph (F~! o F). Tinh tap (F~! o F)(x) vé6i z € R.

Bai 2 (2 diém). Cho
M ={x=(r1,22) €R? : 21 + 29 > 2,20 <23}, z=(1,1).

Tinh hinh nén Bouligand Tj;(Z). Goi G : R = R 1a dnh xa da tri c6 d6 thi
trung v6i hinh nén Ty, (%) d6. Xdc dinh cac tap dom G va rge G.

Bai 3 (2 diém). Cho X, Y la céc khong gian topo, F': X = Y 1a 4nh xa da
tri. Chitng minh rang néu

(i) dom F' Ia tap lién thong,

(il) F(x) la tap lién thong v6i moi x € dom F', va

(iii) F' 1a ntra lién tuc duéi & trong X,
thi rge F' 1a tap lién thong.
Bai 4 (1 diém). Cho X,Y Ia cdc khong gian tuyén tinh, A : X — Y 1a 4nh xa
tuyén tinh, K C Y 1a hinh nén 16i. Ching minh rang F' : X = Y cho boi cong
thic F(x) = Ax + K (x € X) 1a 4nh xa da tri 16i. Chiing minh rang F' 1a énh
xa da tri thuan nhat duong, tic 1a

F(Az) =AF(z) (VzeX, VA>=0).

Bai 5 (1 diém). Cho X, Y 1a cdc khong gian topo, F': X = Y 1a 4nh xa da tri
c6 d6 thi dong. Ching minh rang F(z) 1a déng v6i moi = € X.

Bai 6 (1 diém). Cho X, Y la cdc khong gian topo, F': X = Y la 4nh xa da tri
ntra lién tuc trén 6 trong X. Ching minh rang n€u dom F 1a tap compac va F'
12 4nh xa da tri c6 gia tri compac thi rge F' 1a tap compac.

Bai 7 (1 diém). Cho X, Y, Z la cic khong gian dinh chudn, F': X =2 Y va
F :Y = Z la céc 4anh xa da tri 16i. Chiing minh ring G o F' : X = Z la 4nh
xa da tri 16i.

Luu y: Néu s6 nguoi gidi duge cdc cau 5-7 khong nhiéu, thi diém cho cdc cau
nay s€ dugc nhan doi.
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