	
	



CHƯƠNG 4: BẤT ĐẲNG THỨC. BẤT PHƯƠNG TRÌNH

BÀI 1. BẤT ĐẲNG THỨC
Mục tiêu
· Kiến thức
· Hiểu được khái niệm bất đẳng thức.
· Nắm được các tính chất cơ bản của bất đẳng thức, bất đẳng thức Cô-si, hệ quả của bất đẳng thức Cô-si và bất đẳng thức có chứa dấu giá trị tuyệt đối.
· Kĩ năng
· Biết cách giải các bài toán về chứng minh bất đẳng thức dựa vào tính chất và định nghĩa.
·  Biết cách chứng minh bất đẳng thức bằng phương pháp biến đổi tương đương, sử dụng bất đẳng thức Cô-si.
· Vận dụng được các phương pháp chứng minh bất đẳng thức trong các bài toán về cực trị.
I. LÍ THUYẾT TRỌNG TÂM

	Khái niệm bất đẳng thức

· Các mệnh đề dạng 
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 hoặc 
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 được gọi là bất đẳng thức.
Bất đẳng thức hệ quả và bất đẳng thức tương đương.

· Nếu mệnh đề 
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 đúng thì ta nói bất đẳng thức 
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 là bất đẳng thức hệ quả của bất đẳng thức 
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 và cũng viết là 
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· Nếu bất đẳng thức 
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 là hệ quả của bất đẳng thức 
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 và ngược lại thì ta nói hai bất đẳng thức tương đương với nhau và viết là 
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Tính chất của bất đẳng thức 

Tính chất
Tên gọi
Điều kiện
Nội dung
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Cộng hai vế của bất đẳng thức với một số
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Nhân hai vế của bất đẳng thức với một số
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Cộng hai bất đẳng thức cùng chiều 
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Nhân hai bất đẳng thức cùng chiều
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Nhân hai vế của bất đẳng thức lên một lũy thừa
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Khai căn hai vế của một bất đẳng thức
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Bất đẳng thức Cô-si

· Bất đẳng thức Cô-si cho hai số không âm 
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Dấu 
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 xảy ra khi và chỉ khi 
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· Hệ quả:
Tổng của một số dương và nghịch đảo của nó luôn lớn hơn hoặc bằng 2.
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· Nếu 
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 cùng dương và có tổng không đổi thì tích 
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 đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi 
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· Nếu 
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 cùng dương và có tích không đổi thì tổng 
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 đạt giá trị nhỏ nhất khi và chỉ khi 
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Bất đẳng thức chứa dấu giá trị tuyệt đối 

· Từ định nghĩa giá trị tuyệt đối, ta có các tính chất sau 
Điều kiện

Nội dung
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	Ví dụ:

[image: image47.wmf]35

<

; 
[image: image48.wmf](

)

2

10

a

+³

; 
[image: image49.wmf]2

20

a

+>

.

Ví dụ:

Từ 
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Bất đẳng thức 
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 là bất đẳng thức hệ quả của bất đẳng thức 
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. Chứng minh tương tự, ta thu được kết quả hai bất đẳng thức 
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Ví dụ:

· Cho hai số thực 
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 thỏa mãn 
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Dấu 
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 xảy ra khi và chỉ khi
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Chứng minh: 
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· Nếu 
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 thì 
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 đúng.
· Nếu 
[image: image65.wmf]ab

>

, bình phương hai vế, ta được
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image67.wmf]abab
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 (bất đẳng thức này luôn đúng).

Suy ra điều phải chứng minh.
Dấu 
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 xảy ra khi và chỉ khi 
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Chứng minh tương tự với bất đẳng thức 
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II. CÁC DẠNG BÀI TẬP

Dạng 1: Chứng minh bất đẳng thức dựa vào định nghĩa và tính chất
· Phương pháp giải

	Một số phương pháp chứng minh bất đẳng thức 
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1. Chứng minh 
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 hoặc dùng các phép biến đổi tương đương để chứng minh 
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 tương đương với một bất đẳng thức đúng.
2. Xuất phát từ một bất đẳng thức đúng.
3. Biến đổi một vế của bất đẳng thức.
4. Sử dụng tính chất bắc cầu 
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	Ví dụ: Chứng minh bất đẳng thức
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Hướng dẫn giải

Cách 1. Xét hiệu
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Mà 
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Dấu 
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 xảy ra khi 
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Vậy 
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[image: image90.wmf]0

a

³

, 
[image: image91.wmf]0

b

³

.

Cách 2. Biến đổi tương đương
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Lập luận tương tự như Cách 1, ta suy ra bất đẳng thức 
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 là một bất đẳng thức đúng với 
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· Ví dụ mẫu

Ví dụ 1. Cho 
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 là hai số thực thỏa mãn 
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Chứng minh rằng 
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	Hướng dẫn giải

Bất đẳng thức đã cho tương đương với
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Bất đẳng thức cuối cùng đúng vì 
[image: image110.wmf]1
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Dấu 
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Vậy bất đẳng thức ban đầu được chứng minh.
	Nhận xét: Khi chứng minh bất đẳng thức dạng 
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 ta nên chỉ ra trường hợp dấu đẳng thức (dấu 
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Ví dụ 2. Cho 
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Chứng minh rằng 
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Hướng dẫn giải

Ta có
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Dấu 
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Vậy 
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Ví dụ 3. Cho 
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Chứng minh 
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Hướng dẫn giải

Ta có 
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Ví dụ 4. Chứng minh rằng với mọi 
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Hướng dẫn giải

Ta có 
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Tương tự ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức 
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Ta có 
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Tương tự ta có 
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Cộng theo vế các bất đẳng thức 
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Từ 
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Ví dụ 5. Cho 
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Chứng minh rằng 
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Hướng dẫn giải
Ta có 
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Đặt 
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Suy ra 
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Ta cần phải chứng minh 
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Cộng vế với vế các bất đẳng thức, ta được 
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Do đó bất đẳng thức ban đầu được chứng minh.

Dấu 
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Ví dụ 6. Cho 
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Chứng minh rằng 
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Hướng dẫn giải
Bắt đẳng thức đã cho tương đương với 
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Bất đẳng thức này luôn đúng vì 
[image: image209.wmf]0
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.

Vây bất đẳng thức ban đầu được chứng minh.

Dấu 
[image: image210.wmf]""
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 xảy ra khi 
[image: image211.wmf]xy
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 hoặc 
[image: image212.wmf]yz
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.
Ví dụ 7. Cho 
[image: image213.wmf]1
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 và 
[image: image214.wmf]3
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. Chứng minh rằng 
[image: image215.wmf]2
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Hướng dẫn giải 
Xét hiệu
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[image: image218.wmf]2
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Ta có 
[image: image219.wmf]3
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[image: image220.wmf]3
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[image: image221.wmf]3
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Lại có 
[image: image222.wmf]2
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Do đó 
[image: image223.wmf]2
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Vậy 
[image: image224.wmf](
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 (điều phải chứng minh).
Ví dụ 8. Cho hai số thực dương 
[image: image225.wmf]a

, 
[image: image226.wmf]b

. Bất đẳng thức nào sau đây đúng?

A. 
[image: image227.wmf]2
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B. 
[image: image228.wmf]1
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C. 
[image: image229.wmf]2
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D. Tất cả đều đúng.
Hướng dẫn giải


[image: image230.wmf](
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[image: image231.wmf]a
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. Do đó A sai, D sai.
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[image: image233.wmf],0
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[image: image234.wmf](

)

(

)

(

)

2

2

2222

22

22

11

1121211

0

2222

2222

a

aaaa

aa

aa

+-

++--+

-==-£Û£

++

++

, 
[image: image235.wmf]a
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. Do đó C đúng.

Chọn C.
Ví dụ 9. Nếu 
[image: image236.wmf]01
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 thì bất đẳng thức nào sau đây đúng?
A. 
[image: image237.wmf]1
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B. 
[image: image238.wmf]1
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C. 

[image: image239.wmf]aa
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D. 
[image: image240.wmf]32
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Hướng dẫn giải 

[image: image241.wmf](
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[image: image244.wmf](
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Chọn A.

Ví dụ 10. Cho 
[image: image249.wmf]0
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[image: image250.wmf]2
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. Mệnh đề nào sau đây đúng?

A. 
[image: image252.wmf]xy
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.




B. 
[image: image253.wmf]xy
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.
 C. 
[image: image254.wmf]xy
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.




D. Không so sánh được.
Hướng dẫn giải
Giả sử 
[image: image255.wmf](
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[image: image258.wmf](
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 luôn đúng với mọi 
[image: image259.wmf]0
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Do đó 
[image: image260.wmf]xy
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.
Chọn B.
· Bài tập tự luyện dạng 1

Bài tập cơ bản

Câu 1: Hai số 
[image: image261.wmf]a

, 
[image: image262.wmf]b

 thỏa mãn bất đẳng thức 
[image: image263.wmf]2
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 thì
A. 
[image: image264.wmf]ab
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.
B. 
[image: image265.wmf]ab
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.
C. 
[image: image266.wmf]ab
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.
D. 
[image: image267.wmf]ab
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.
Câu 2: Với 
[image: image268.wmf]m

, 
[image: image269.wmf]0
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, bất đẳng thức 
[image: image270.wmf](
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 tương đương với bất đẳng thức
A. 
[image: image271.wmf](
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.
B. 
[image: image272.wmf](
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C. 
[image: image273.wmf](
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D. 
[image: image274.wmf](
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Câu 3: Cho 
[image: image275.wmf]x

, 
[image: image276.wmf]0
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. Bất đẳng thức nào sau đây sai?
A. 
[image: image277.wmf](
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B. 
[image: image278.wmf]114
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C. 
[image: image279.wmf](
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D. 
[image: image280.wmf](
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Câu 4: Với mỗi 
[image: image281.wmf]2
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, trong các biểu thức 
[image: image282.wmf]2221
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 giá trị biểu thức nào là nhỏ nhất?
A. 
[image: image283.wmf]2
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.
B. 
[image: image284.wmf]2
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.
C. 
[image: image285.wmf]2
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D. 
[image: image286.wmf]2
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.
Câu 5: Cho các mệnh đề sau
(I): 
[image: image287.wmf]22
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, 
[image: image288.wmf],
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(II): 
[image: image289.wmf](
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[image: image290.wmf],
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(III): 
[image: image291.wmf]44
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, 
[image: image292.wmf],
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Mệnh đề nào đúng?
A. Chỉ (I).
B. Chỉ (II).
C. (I) và (III).
D. (I), (II) và (III).
Câu 6: Cho các mệnh đề
(I): 
[image: image293.wmf]2
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(II): 
[image: image294.wmf]1
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(III): 
[image: image295.wmf]2
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(IV): 
[image: image296.wmf]2
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Số mệnh đề đúng là 
A. 1.
B. 3.
C. 4.
D. 2.
Câu 7: Giá trị lớn nhất của hàm số 
[image: image297.wmf]2
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[image: image298.wmf][
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 là
A. 
[image: image299.wmf]5
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.
B. 
[image: image300.wmf]1
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.
C. 1.
D. 
[image: image301.wmf]3
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.
Câu 8: Cho hàm số 
[image: image302.wmf](
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. Mệnh đề nào sau đây đúng?
A. 
[image: image303.wmf](

)
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 có giá trị nhỏ nhất là 0, giá trị lớn nhất bằng 1.

B. 
[image: image304.wmf](
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 không có giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất bằng 1.

C. 
[image: image305.wmf](

)
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 có giá trị nhỏ nhất là 1, giá trị lớn nhất bằng 2.

D. 
[image: image306.wmf](
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 không có giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất.
Câu 9: Cho 
[image: image307.wmf]a

, 
[image: image308.wmf]b

, 
[image: image309.wmf]c

, 
[image: image310.wmf]d

 là các số dương. Mệnh đề nào sau đây đúng?
A. Nếu 
[image: image311.wmf]ac
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 thì 
[image: image312.wmf]abcd
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.
B. Nếu 
[image: image313.wmf]ac
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 thì 
[image: image314.wmf]abcd

bd

++

³

.

C. 
[image: image315.wmf]abcabbcca
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.
D. 
[image: image316.wmf](
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.
Câu 10: Cho 
[image: image317.wmf]a

, 
[image: image318.wmf]b

, 
[image: image319.wmf]c

, 
[image: image320.wmf]d

 là các số thực trong đó 
[image: image321.wmf]a

, 
[image: image322.wmf]0
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. Nghiệm của phương trình 
[image: image323.wmf]0
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 nhỏ hơn nghiệm của phương trình 
[image: image324.wmf]0
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 khi và chỉ khi
A. 
[image: image325.wmf]bc
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.
B. 
[image: image326.wmf]bc
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>

.
C. 
[image: image327.wmf]ba

dc

>

.
D. 
[image: image328.wmf]bd
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>

.
Bài tập nâng cao
Câu 11: Với giá trị nào của 
[image: image329.wmf]a

 thì hệ phương trình 
[image: image330.wmf]1
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 có nghiệm 
[image: image331.wmf](
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 với 
[image: image332.wmf].
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 lớn nhất?
A. 
[image: image333.wmf]1
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.
B. 
[image: image334.wmf]1
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.
C. 
[image: image335.wmf]1
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.
D. 
[image: image336.wmf]1
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.
Câu 12: Cho 
[image: image337.wmf]222
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. Hãy chọn mệnh đề đúng.
A. 
[image: image338.wmf]0
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B. 
[image: image339.wmf]1
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C. 
[image: image340.wmf]1
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D. 
[image: image341.wmf]1
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.
Câu 13: Bất đẳng thức 
[image: image342.wmf](
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[image: image343.wmf],,,,
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 tương đương với bất đẳng thức nào sau đây?
A. 
[image: image344.wmf]2222
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B. 
[image: image345.wmf]2222
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C. 
[image: image346.wmf]2222
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D. 
[image: image347.wmf](
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Câu 14: Cho 3 số 
[image: image348.wmf],,
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 bất đẳng thức nào sau đây đúng?
A. 
[image: image349.wmf]2
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B. 
[image: image350.wmf](
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C. 
[image: image351.wmf]222
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.
D. 
[image: image352.wmf]114
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.
Câu 15: Giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
[image: image353.wmf]2
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 với 
[image: image354.wmf]x
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 là 
A. 
[image: image355.wmf]9
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.
B. 
[image: image356.wmf]3
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.
C. 0.
D. 
[image: image357.wmf]3
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.
ĐÁP ÁN

Dạng 1. Chứng minh bất đẳng thức dựa vào định nghĩa và tính chất

	1 - C
	2 - C
	3 - B
	4 - B
	5 - A
	6 - D
	7 - B
	8 - B
	9 - A
	10 - D

	11 - A
	12 - B
	13 - B
	14 - C
	15 - C
	
	
	
	
	


HƯỚNG DẪN GIẢI TRẮC NGHIỆM

Câu 11. Chọn B.
Hệ phương trình có nghiệm là 
[image: image358.wmf]1
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.
Ta có 
[image: image359.wmf](
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[image: image360.wmf]a
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Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image361.wmf]1
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.

Vậy 
[image: image362.wmf]xy

 lớn nhất khi 
[image: image363.wmf]1
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.

Câu 12. Chọn B.

Ta có 
[image: image364.wmf]22
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; 
[image: image365.wmf]22
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; 
[image: image366.wmf]22
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.

Cộng vế theo vế ta có 
[image: image367.wmf](
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Ta có 
[image: image368.wmf](
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Câu 13. Chọn B.

[image: image369.wmf](
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Câu 14. Chọn C.

Đáp án C. đúng vì 
[image: image372.wmf](
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Câu 15. Chọn C.
Ta có 
[image: image373.wmf]2
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; 
[image: image374.wmf]2
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, 
[image: image375.wmf]x

"Î

¡

.

Vây giá trị nhỏ nhất là 0 đạt được khi 
[image: image376.wmf]0
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.
Dạng 2: Chứng minh bất đẳng thức sử dụng bất đẳng thức Cô-si
· Phương pháp giải

	1. Bất đẳng thức Cô-si (AM-GM) cho hai số không âm:
Với 
[image: image377.wmf],0
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, ta luôn có 
[image: image378.wmf]2
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.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image379.wmf]ab
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.

Các dạng tương đương của bất đẳng thức trên 
[image: image380.wmf](
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 và 
[image: image381.wmf](
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2. Bất đẳng thức Cô-si (AM-GM) cho ba số không âm:
Với 
[image: image382.wmf],,0

abc
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, ta luôn có 
[image: image383.wmf]3
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.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image384.wmf]abc
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.

Dạng tương đương của bất đẳng thức trên 


[image: image385.wmf](
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3. Bất đẳng thức Cô-si (AM-GM) cho 
[image: image386.wmf]n

 số không âm.
Với 
[image: image387.wmf]12
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, ta luôn có


[image: image388.wmf]12
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Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image389.wmf]12

...

n

aaa

===

.
	Ví dụ 1. Cho 
[image: image390.wmf],,0
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. Chứng minh 


[image: image391.wmf](
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Hướng dẫn giải
Áp dụng bất đẳng thức Cô-si, ta có


[image: image392.wmf]2
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[image: image393.wmf]2
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[image: image394.wmf]2
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Nhân vế với vế các bất đẳng thức trên ta được


[image: image395.wmf](
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.

Đẳng thức xảy ra khi 
[image: image396.wmf]abc
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.

Ví dụ 2. Cho 
[image: image397.wmf],,0
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. Chứng minh
 
[image: image398.wmf]3
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· Ví dụ mẫu

Ví dụ 1. Chứng minh rằng với mọi số thực dương 
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Cách 1. 
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Ví dụ 3. (Đề thi đại học khối D – 2005).
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Hướng dẫn giải
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Ví dụ 6. (Đề thi đại học khối A – 2005)
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Ví dụ 7. Giá trị lớn nhất 
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Chọn C.

Ví dụ 8. Giá trị lớn nhất 
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Chọn B. 

Ví dụ 9. Giá trị lớn nhất 
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Chọn B.
Ví dụ 10. Giá trị nhỏ nhất 
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Chọn B.
· Bài tập tự luyện dạng 2

Bài tập cơ bản 
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Câu 12: Giá trị nhỏ nhất 
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Câu 9. Chọn A.
Ta có 
[image: image610.wmf]2

1

24

xy

xyxy

+

æö

£Û£

ç÷

èø

.

Đặt 
[image: image611.wmf]xyt

=

, điều kiện 
[image: image612.wmf]1

0

4

t

<£

.

Khi đó 
[image: image613.wmf]111511511517

2..4

16161616244

Pttt

tttt

æö

=+=++³+=+=

ç÷

èø

.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
[image: image614.wmf]1

4

t

=

 hay 
[image: image615.wmf]1

2

xy

==

.

Vậy giá trị nhỏ nhất của 
[image: image616.wmf]P

 là 
[image: image617.wmf]17

4

.

Câu 10. Chọn D.
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Câu 11. Chọn C.
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Câu 12. Chọn D.
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