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I. MỞ ĐẦU

1. Lý do chọn đề tài
Trong chương trình Hình học lớp 12, bên cạnh các dạng toán hình học tọa độ trong không gian quen thuộc ta còn gặp các bài toán mà trong yêu cầu của nó có yếu tố về giá trị lớn nhất nhỏ nhất của một góc, khoảng cách..…Đây là lớp các bài toán mà ít tài liệu tham khảo đề cập đến hoặc có đề cập nhưng chưa thực sự dễ dàng tiếp nhận đối với học sinh, do cách viết của nhiều tài liệu không mang tới tri thức phương pháp, kĩ năng nhận dạng. Thông thường các tài liệu thường chỉ trình bày một cách làm.
Rõ ràng chúng ta đều thấy rằng đây là lớp các bài toán mà học sinh khó định hình về lời giải, do nó tương đối lạ lẫm với học sinh, cùng với đó là tâm lý e ngại khi đụng tới giả thiết có yếu tố lớn nhất, nhỏ nhất (do quan niệm nhất quán rằng, câu hỏi về bất đẳng thức, giá trị lớn nhất, nhỏ nhất là câu hỏi khó nhất trong nhiều kỳ thi như học sinh giỏi các cấp, thi THPT quốc gia hay thi ĐH, CĐ trước đây). Để giải được lớp các bài toán này, chúng ta cần một kiến thức tương đối tổng hợp về véc tơ, về hình học đơn thuần, về bất đẳng thức, về hàm số….
Với những lý do trên, nhằm giúp học sinh hứng thú hơn với môn Toán và đặc biệt là hình học, góp phần hình thành tư duy quy lạ về quen, vận dụng linh hoạt, sáng tạo các kiến thức đã học, tạo nền  tảng cho học sinh tự học, tự nghiên cứu tìm tòi và sáng tạo, tôi trình bày chuyên đề “ Giúp học sinh lớp 12 hoàn thiện kĩ năng giải bài toán hình học tọa độ trong không gian về góc và khoảng cách có yếu tố lớn nhất, nhỏ nhất”. Các bài toán trong chuyên đề này chủ yếu được trình bày theo hai cách làm để học sinh có thêm lựa chọn cho lời giải của bài toán
2. Mục đích nghiên cứu
Giúp học sinh lớp 12 hoàn thiện kĩ năng giải bài toán hình học tọa độ trong không gian về góc và khoảng cách có yếu tố lớn nhất, nhỏ nhất

3. Đối tượng nghiên cứu
Phạm vi nghiên cứu của sáng kiến kinh nghiệm này xoay quanh các dạng toán hình học tọa độ trong không gian: viết phương trình mặt phẳng, đường thằng có giả thiết về góc, khoảng cách và liên quan đến yếu tố lớn nhất, nhỏ nhất.
4. Phương pháp nghiên cứu
Thực hiện sáng kiến kinh nghiệm này, tôi sử dụng các phương pháp sau đây:

· Phương pháp nghiên cứu lý luận

· Phương pháp khảo sát thực tiễn

· Phương pháp phân tích
· Phương pháp tổng hợp

· Phương pháp khái quát hóa
· Phương pháp tổng kết kinh nghiệm
II. NỘI DUNG

1. Cơ sở lý luận.
  
 Cung cấp cho học sinh không chỉ kiến thức mà cả tri thức về phương pháp, khả năng tư duy, khả năng quy lạ về quen, đưa những vấn đề phức tạp trở thành những vấn đề tương đối nhẹ nhàng nhờ việc hiểu rõ cốt lõi của dạng toán. Từ những kiến thức cơ bản phải dẫn dắt hoc sinh có được những kiến thức nâng cao một cách tự nhiên (chứ không áp đặt ngay kiến thức nâng cao).


Chuyên đề này, đa phần các ví dụ minh họa được trình bày dưới hai cách làm là phương pháp xác định vị trí của điểm từ đó tìm ra đặc điểm của mặt phẳng, đường thẳng và phương pháp hàm số.
2.Thực trạng trước khi áp dụng sáng kiến kinh nghiệm
2.1. Thuận lợi.

 
-  Học sinh đã được trang bị đầy đủ kiến thức, các bài tập thông thường đã thành thạo.
-  Học sinh hứng thú trong các tiết hình học tọa độ trong không gian.
2.2. Khó khăn.


-   Giáo viên mất nhiếu thời gian để chuẩn bị kiến thức, bài tập minh họa.

-   Nhiều học sinh đã quên kiến thức cơ bản trong hình học không gian, không biết vận dụng các kiến thức về véc tơ, bất đẳng thức, hàm số.

-   Đa số học sinh e ngại khi làm quen với các bài toán có yêu cầu về giá trị lớn nhất, nhỏ nhất.
3.Các sáng kiến kinh nghiệm áp dụng để giải quyết vấn đề
3.1. Dạng toán phương trình mặt phẳng liên quan đến khoảng cách.
3.1.1. Khoảng cách từ điểm đến mặt phẳng.
Ví dụ 1. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2,-1,1). Viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua A và cách gốc tọa độ O một khoảng lớn nhất

Giải

Cách 1( Nhận biết vị trí điểm , mặt phẳng)
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 nên mặt phẳng (P) cần tìm đi qua A và nhận 
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(2 ;-1 ;1) là véc tơ pháp tuyến.
(P) : 2(x-2)-(y+1) +(z-1)=0
[image: image7.wmf]Û

2x-y + z -6 =0

Nhận xét : Ở bài toán này có hai yếu tố cố định là hai điểm O, A. Do đó bài toán chỉ có một hướng là so sánh d(O,(P)) với OA. Bài toán này không có yêu cầu d(O,(P)) nhỏ nhất bởi vì (P) có thể đi qua điểm O, khi đó d(O,(P))=0, vả lại có vô số mặt phẳng như vậy.
Cách 2( Sử dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki)

Giả sử mp(P) có véc tơ pháp tuyến 
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(P) : mx+ny+cz-2m+n –p =0
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 Do đó d(O,(P) đạt GTLN bằng 
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Chọn m=2, n=-1, p=1 ta có :(P) : 2(x-2)-(y+1) +(z-1)=0
[image: image14.wmf]Û

2x-y + z -6 =0
Chỉ cần thay đổi giả thiết ở ví dụ 1 là ta có bài toán mang một hình thức khác, nhưng cùng nội dung như ví dụ 1.

Ví dụ 2: Cho  A(2; 1; 3), B(1; -1; 1), gọi (α) là mặt phẳng qua B. Trong các  mặt cầu  tâm A và  tiếp xúc với (α), viết phương trình mặt cầu (S)  có bán kính lớn nhất.
                                      Giải:

Mặt cầu (S) có bán kính R = d(A; (α)). Bài toán trở thành, tìm điều kiện để mặt phẳng (α) đi qua B và cách A một khoảng lớn nhất. Theo ví dụ 1 ta có R = d(A; (α))  lớn nhất khi (α) qua B và vuông góc với AB
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 là véctơ pháp tuyến của (α) 
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(α): 1(x  -1) + 2(y +1) +2( z – 1) = 0 
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R = d(A; (α)) 
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(S): (x -2)2 + (y -1)2 + (z – 3)2 = 9.

3.1.2. Khoảng cách từ đường thẳng đến mặt phẳng
Ví dụ 1. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(10 ;2 ;-1) và đường thẳng d có phương trình :
[image: image21.wmf]11
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 . Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua A, song song với d và khoảng cách từ d đến (P) là lớn nhất.
Giải

Cách 1.(Sử dụng tính chất hình học tổng hợp)
[image: image22.emf]d
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Gọi H là hình chiếu của A lên d
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 Giả sử I là hình chiếu của H lên (P), khi đó 
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. Vậy (P) cần tìm là một mặt phẳng đi qua A và nhận 
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 là véc tơ pháp tuyến
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Nhận xét : Học sinh thường không biết tại sao lại chọn được điểm H. Đây là điều chúng ta cần định hình lời giải cho học sinh. Ở bài toán này có hai yếu tố cố định là điểm A và đường thẳng d. Do đó ta cần tạo ra một điểm cố định nữa từ hai yếu tố ban đầu này. Dễ thấy điểm cố định đó chỉ có thể là hình chiếu H của A lên d. Bài toán hướng đến so sánh d(d,(P)) với HA. 

Ta cũng cần giải thích cho học sinh, tại sao đề bài lại không yêu cầu với trường hợp 
[image: image29.wmf](,())
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 nhỏ nhất. Bởi vì nếu lấy mặt phẳng (P) đi qua A và d thì 
[image: image30.wmf](,())
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=0, và bài toán trở nên tầm thường là viết phương trình mặt phẳng (P) đi qua A và d.

Cách 2 (Sử dụng kiến thức hàm số)

Giả sử 
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d có véc tơ chỉ phương 
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Nếu C=0 thì 
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Vậy ở TH này 
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Từ hai trường hợp trên ta thấy
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Khi đó chọn A=7 thì C=-5, B=1
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Nhận xét. Có một kinh nghiệm để học sinh nhận nhanh sự đúng sai của mình khi làm theo phương pháp hàm số. Chúng ta thấy rằng nếu làm theo cách 1, chỉ hoàn toàn dẫn tới giải phương trình bậc nhất, hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. Do đó nếu các hệ số của phương trình mặt phẳng, đường thẳng ở đề bài là số hữu tỷ thì kết quả tìm ra không thể có sự xuất hiện của số vô tỷ. Vậy ở pp hàm số, nghiệm của đạo hàm chắc chắn phải là một số hữu tỷ(nếu giải ra số vô tỷ, chắc chắn là sai)

Ví dụ 2. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2;5;3) và đường thẳng d có phương trình :
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 . Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa d sao cho khoảng cách từ A đến (P) là lớn nhất.
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Cách 1.(Sử dụng tính chất hình học tổng hợp)
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Gọi H là hình chiếu của A lên d, I là hình chiếu của A lên (P), khi đó
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. Vậy (P) cần tìm là một mặt phẳng đi qua A và nhận 
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[image: image54.wmf]AH(1;4;1)

-

uuur

. 
[image: image55.wmf](1;0;2)(P)

M

Î


[image: image56.wmf]():x4yz30.

P

Þ-+-=


Nhận xét :  Hai yếu tố cố định là điểm A và đường thẳng d. Do đó ta cần tạo ra một điểm cố định nữa từ hai yếu tố ban đầu này, đó chỉ có thể là hình chiếu H của A lên d. Bài toán hướng đến so sánh d(A,(P)) với AH. Yêu cầu về việc tìm điều kiện 
[image: image57.wmf](,())
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Cách 2 (Sử dụng kiến thức hàm số)

Giả sử 
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là véc tơ pháp tuyến của (P). 
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* C=0 =>
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Vậy ở TH này 
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Từ hai trường hợp trên ta thấy
[image: image71.wmf]maxd(,())3211.
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Khi đó chọn A= 1 thì C= 1, B=  - 4 
[image: image72.wmf]():x4yz30.
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Nhận xét: Chỉ cần thay giả thiết mp(P) chứa đường thẳng d bằng giả thiết mp(P) đi qua hai điểm nào đó ta sẽ được một bài toán tương đương.

Ví dụ 3. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm A(2;5;3) và đường thẳng d có phương trình , M(1 ;0 ;2), N(3 ;1 ;4) . Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua M,N sao cho khoảng cách từ A đến (P) là lớn nhất.
 Rõ ràng chỉ cần viết phương trình đường thẳng d đi qua M,N là ví dụ 4 trở thành ví dụ 3.

3.2. Dạng toán phương trình mặt phẳng liên quan đến góc.

3.2.1. Góc giữa hai mặt phẳng
Ví dụ 1. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm mặt phẳng (Q) : x+2y-z+5=0 và đường thẳng d có phương trình :
[image: image73.wmf]113
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 . Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa d và tạo với mặt phẳng (Q) một góc nhỏ nhất.
Giải

Giả sử 
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là véc tơ pháp tuyến của (P). Đường thẳng d có véc tơ chỉ phương 
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. Gọi 
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 là góc giữa hai mặt phẳng (P) và (Q) 
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Ta cần tìm điều kiện để 
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Nếu B=0 thì 
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Nếu 
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Vậy ở TH này 
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Từ hai trường hợp trên ta thấy 
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Khi đó A= 0, thì C= -B, chọn B=1 thì C =-1 . Do
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Nhận xét : Dự đoán góc nhỏ nhất giữa (P) và (Q) bằng góc giữa d và (Q) (do đề bài chỉ cho hai yếu tố cố định là d và (Q)). Tuy vậy để chỉ ra việc này là không thực sự dễ dàng, rõ ràng với học sinh.
Đề bài không yêu cầu lớn nhất, bởi khi đó góc giữa hai mp (P) và mp(Q) sẽ là 900. Nghĩa là (P) chứa d và vuông góc với (Q). Đây là yêu cầu hết sức đơn giản.

Chỉ cần thay giả thiết (P) chứa d bằng giả thiết (P) đi qua hai điểm là ta có một phát biểu khác của bài toán trên.

Ví dụ 2. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt phẳng (Q) : x+2y-z+5=0 và hai điểm M(-1 ;-1 ;3), N(1 ;0 ;4) . Lập phương trình mặt phẳng (P) đi qua hai điểm M, N và tạo với mặt phẳng (Q) một góc nhỏ nhất.

3.2.2. Góc giữa mặt phẳng và đường thẳng

Bài toán: Cho hai đường thẳng ∆1 và ∆2 phân biệt và không song song với nhau. Viết phương trình mp (α) chứa ∆1 và tạo với ∆2 một góc lớn nhất.(Có thể thay giả thiết (α) chứa ∆1 bằng các giải thiết tương đương như (α) đi qua hai điểm A,B hoặc (α) đi qua A và song song với ∆1 hoặc (α) đi qua A và vuông góc với mp(Q)
PP giải
[image: image373.png]


Giả sử ∆3  là đường thẳng bất kì song song với ∆2 và cắt ∆1 tại M. Gọi I là trên ∆3 và H là hình chiếu vuông góc của I lên mp(α), kẻ IJ 
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∆1.Góc giữa (α) và ∆2 là góc 
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 không đổi(góc giữa ∆1 và ∆2) 
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 lớn nhất khi MJ = MH hay H ≡ J, khi đó 
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=(∆1,∆2) và (α) là mặt phẳng chứa ∆1  đồng  thời vuông góc với mặt phẳng (∆1,∆2). Khi đó (α) nhận 
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 làm véctơ pháp tuyến.

Ví dụ 1: Cho đường thẳng d: 
[image: image102.wmf]211
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x-2y+1z-1

 và hai điểm A( 3; -4; 2), B( 4; -3; 4). Viết phương trình mặt phẳng (α) chứa A;B và tạo với d một góc lớn nhất.
Giải:

 Đường thẳng d qua điểm M(2; -1; 1) có vtcp
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.Mặt phẳng (α) qua điểm A và nhận 
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làm véc tơ pháp tuyến.
Phương trình mp(α): 1(x – 3) - 1(y + 4) = 0 hay  x – y – 7 = 0

Cách 2. (PP hàm số) Giả sử 
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là véc tơ pháp tuyến của (α). d có véc tơ chỉ phương   
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Gọi 
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 là góc giữa mặt phẳng (P) và d , khi đó 
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. Ta tìm điều kiện để 
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* C=0 thì 
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Từ hai trường hợp trên ta thấy 
[image: image121.wmf]3
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.Khi đó chọn A=-B, chọn A=1
[image: image122.wmf]Þ

B=-1. Phương trình mp(α): 1(x – 3) - 1(y + 4) = 0 hay  x – y – 7 = 0
Nhận xét: Thay giả thiết mặt phẳng đi qua hai điểm bằng mặt phẳng chứa một đường thẳng ta có bài toán với tương đương với cách giải hoàn toàn tương tự
Ví dụ 2. Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho đường thẳng d:
[image: image123.wmf]12
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 . Lập phương trình mặt phẳng (P) chứa d và tạo với trục Oy một góc lớn nhất.

Ví dụ 3: Cho điểm A(1; 1; -1) và mặt phẳng (P): 2x – y + 2z + 2 = 0. Viết phương trình mặt phẳng (α) đi qua A, vuông góc với (P) và tạo với trục Oy góc lớn nhất.
Giải:

Mp(p) có vécto pháp tuyến 
[image: image124.wmf](2;1;)
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. Xét đường thẳng d qua A và vuông góc với (P), d có véctơ chỉ phương 
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nên d và  Oy không song song. 

Theo bài toán tổng quát nêu trên (α) tạo với trục Oy góc lớn nhất thì (α) chứa d và vuông góc với mp(d,Oy), do đó (α) nhận 
[image: image127.wmf][,[,]]
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= -2( 1; 4; 1) làm véctơ pháp tuyến nên pt (α): 
1(x -1) + 4(y -1) +1( z + 1) = 0 hay x + 4y + z – 4 = 0.
Nhận xét: cách 2(pp hàm số) ta chỉ cần thay
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3.3. Dạng toán phương trình đường thẳng liên quan đến khoảng cách.
3.3.1. Khoảng cách từ điểm đến đường thẳng

Bài toán: Cho mp (α) và điểm A thuộc (α), lấy B không thuộc (α). Tìm đường thẳng ∆  nằm trong (α) đi qua A và cách B một khoảng lớn nhất, nhỏ nhất.

PP chung:

Gọi H là hình chiếu của B lên ∆ ta thấy d(B; ∆) = BH ≤ AB.Vậy khoảng cách từ B đến  ∆ lớn nhất khi A ≡ H hay  ∆  là đường thẳng nằm trong (α) và vuông góc với AB. Nghĩa là ∆ có véc tơ chỉ phương là 
[image: image130.wmf];
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Gọi K là hình chiếu vuông góc của B lên (α) khi đó d(B; (α)) = BK 
[image: image131.wmf]£

  BH
Vậy khoảng cách từ B đến ∆ nhỏ nhất khi K ≡ H hay ∆ là đường thẳng đi qua A, K.

Ví dụ 1: Cho mặt phẳng (α): x +3y - z -1 = 0 và điểm A (1; 0; 0). Viết phương trình đường  thẳng ∆ nằm trên (α), qua điểm A và cách điểm B(0;-2; 3) một khoảng :

1)  Nhỏ nhất
.
2)  Lớn nhất
Giải:

Cách 1:(Dùng tính chất hình học tổng hợp, nhận xét vị trí điểm)

Gọi H là hình chiếu của B lên ∆ .Gọi K là hình chiếu vuông góc của B lên (α) 

Khi đó BK 
[image: image132.wmf]£

  BH=d(B; ∆).Vậy khoảng cách từ B đến  ∆ nhỏ nhất khi K ≡ H hay  ∆  là đường thẳng đi qua hai điểm A, K.  (α)có véctơ pháp tuyến 
[image: image133.wmf](1;3;1)
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1) Gọi K là hình chiếu vuông góc của B lên (α)

Phương trình BK: 
[image: image134.wmf]23()
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. Tọa độ điểm K ứng với t là nghiệm của phương trình:t + 3(-2+3t) –( 3 – t) -1= 0 
[image: image135.wmf]10
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d(B; ∆) nhỏ nhất khi ∆ đi qua hai điểm A, K do vậy
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Phương trình của ∆:
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2) Gọi H là hình chiếu của B lên ∆ ta thấy d(B; ∆) = BH ≤ AB.Vậy khoảng cách từ B đến  ∆ lớn nhất khi A ≡ H 
[image: image141.wmf]Þ

 ∆ là đường thẳng nằm trong (α), qua A và vuông góc  AB. ∆ có véctơ chỉ phương 
[image: image142.wmf][,](7;2;1)
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 Phương trình của ∆:
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Cách 2:(PP hàm số)
Giả sử 
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 . Mp(α) có véc tơ pháp  tuyến 
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. Nếu b=0 thì 
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Vậy ở TH này 
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Từ hai trường hợp trên ta thấy 
[image: image161.wmf]101

min(;)

8

11

a

dB

b

D=Û=-


Chọn a=-1
[image: image162.wmf]Þ

b=8, c=23. Phương trình của ∆:
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[image: image165.wmf]Þ

 b=-2, c=1.
 Phương trình của ∆:
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Nhận xét: ở dạng toán này, rõ ràng cách 1 dễ làm hơn cách 2. Cách 2 chỉ dùng được khi học sinh được học chương trình SGK nâng cao( do SGK cơ bản không trình bày công thức tính khoảng cách từ điểm đến đường thẳng)

Thay đổi một chút giả thiết ở ví dụ 1, ta có ví dụ 2 như sau

Ví dụ 2: Trong không gian, với hệ tọa độ Oxyz , cho mặt phẳng (α): x +3y - z -1 = 0 và điểm A (1; 0; 0). Viết phương trình đường  thẳng ∆ // (α), qua điểm A và cách điểm B(0;-2; 3) một khoảng :

1)  Nhỏ nhất
.
2)  Lớn nhất

Nhận xét: Ví dụ 2 chỉ khác ví dụ 1 ở chỗ thay giả thiết đường thẳng ∆ nằm trong mp (α) bằng giả thiết ∆ // (α).Gọi (P) là mặt phẳng đi qua A và song song với (α), khi đó rõ ràng ∆  nằm trong (P). Nghĩa là vai trò của mp (α) trong ví dụ 1 đã thay bằng mặt phẳng (P)
Ví dụ 3: Viết phương trình đường thẳng ∆ đi qua điểm A(2; -1; 3), vuông góc với đường thẳng d: 
[image: image167.wmf]123
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 và cách điểm B(4; -2; 1)  một khoảng lớn nhất.
Giải:

Xét mặt phẳng (α) qua A và vuông góc với d, (α) nhận 
[image: image168.wmf](1;2;)
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 làm véctơ pháp tuyến, thì ∆ nằm trong (α).Do vậy d(B; ∆) lớn nhất khi ∆ nằm trong (α), qua A và vuông góc với AB.∆ có véctơ chỉ phương   
[image: image169.wmf][,](1;8;5)
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Phương trình ∆: 
[image: image170.wmf]185
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Nhận xét: ở ví dụ 3, ta cũng phải xác định mp(α) chứa ∆ ( qua A và vuông góc với d). Sau đó, cách làm như ở ví dụ 1.

Ở cách 2, sử dụng phương pháp hàm số ta chỉ cần thay thế điều  kiện 
[image: image171.wmf].0
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[image: image172.wmf].0
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 với cách giải không có gì khác.

Ví dụ 4: Cho hai điểm A(2; 1; -1), B(-1; 2; 0) và đường thẳng d: 
[image: image173.wmf]1
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a)Viết phương trình đường thẳng ∆1 đi qua B cắt d sao cho khoảng cách từ A đến ∆1 lớn nhất.

b)Viết phương trình đường thẳng ∆2 đi qua B cắt d sao cho khoảng cách từ A đến ∆2 nhỏ nhất.
Giải:

Cách 1.

Gọi  (α) là mặt phẳng đi qua d và B. Đường thẳng d qua điểm M(2; 0; 0) có vtcp 
[image: image174.wmf](1;0;)
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[image: image176.wmf] 
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(α) đi qua B nhận 
[image: image178.wmf](1;1;1)
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là véctơ pháp tuyến nên  (α): x + y + z – 1 = 0.

a) Gọi H là hình chiếu của A lên (α), d(A, ∆1)  nhỏ nhất khi ∆1 đi qua hai điểm B,H.

Phương trình tham số AH: 
[image: image179.wmf]2
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Tọa độ H ứng với t là nghiệm phương trình: 

2 + t + 1 + t -1 + t – 1 = 0 
[image: image180.wmf]1
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[image: image181.wmf]524
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[image: image182.wmf]84444
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[image: image183.wmf]Þ
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  làm véc tơ chỉ phương

Ta thấy 
[image: image185.wmf]uur
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  không cùng phương nên d và ∆1 cắt nhau (do cùng thuộc  mp (α))

Vậy phương trình ∆1: 
[image: image187.wmf]12
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b) Gọi K là hình chiếu của A lên ∆2 ta có d(A, ∆2 ) = AK ≤ AB, d(A, ∆2 ) lớn nhất khi K ≡ B hay ∆2 nằm trong (α)và vuông góc với AB.

Ta có 
[image: image188.wmf]2

[,](0;4;4)4(0;1;1)4

a

=-=--=-

uuruuuruur

nABu



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image189.wmf]Þ
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[image: image190.wmf]2
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 làm véc tơ chỉ phương, mặt khác 
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 không cùng phương nên d và ∆2 cắt nhau (do cùng thuộc  mặt phẳng (α))

Phương trình ∆2: 
[image: image193.wmf]1
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Cách 2.(PP hàm số)
   Gọi ∆  là đường thẳng đi qua B và cắt d, giả sử  ∆  cắt d tại điểm N(1+t, 0;-t), khi đó ∆ có véc tơ chỉ phương 
[image: image194.wmf](2;2;)
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Ta có 
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Và d(A;∆) =
[image: image197.wmf]222
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Xét hàm số 
[image: image199.wmf]2
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Bảng biến thiên của 
[image: image203.wmf]()
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Từ bảng biến thiên ta thấy:

· d(A;∆) lớn nhất bằng 
[image: image207.wmf]11

 khi t = -2 
[image: image208.wmf]Þ
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và đường thẳng cần tìm có phương trình là: 
[image: image210.wmf]1
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· d(A;∆) nhỏ  nhất bằng 
[image: image211.wmf]1
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 khi t = 2 

[image: image212.wmf]Þ

N(3; 0;-2); 
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=-=---

uuur

NB

 và đường thẳng cần tìm có phương trình là : 
[image: image214.wmf]12
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3.3.2. Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau
Bài toán 1 : Cho mặt phẳng (α) và điểm A thuộc (α), đường thẳng d không song song hoặc nằm trên (α) và không đi qua A. Tìm đường thẳng ∆  nằm trên (α), đi qua A sao cho khoảng cách giữa ∆ và d là lớn nhất.
PP chung:

Gọi d1 là đường thẳng qua A và song song với d, B là giao điểm của d với (α).

Xét (P) là mặt phẳng (d1, ∆), H và I là hình chiếu vuông góc của B lên (P) và d1.


Ta thấy khoảng cách giữa ∆ và d là BH và BH ≤ BI nên BH lớn nhất khi I ≡ H, khi đó ∆ có vtcp 
[image: image215.wmf][,]
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Ví dụ 1:  Cho đường thẳng d: 
[image: image216.wmf]121
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, mặt phẳng (α): 2x – y – z + 4 = 0 và điểm A( -1; 1; 1).Viết phương trình đường thẳng ∆ nằm trên (α), đi qua A sao cho khoảng cách giữa ∆ và d là lớn nhất.
Giải:

Đường thẳng d có vtcp 
[image: image217.wmf]=
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Phương trình tham số d: 
[image: image219.wmf]1
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Gọi B là giao điểm của d và (α), tọa độ B ứng với t là nghiệm phương trình: 

  2+ 2t – 2 – 2t – 3+ t + 4 = 0 
[image: image220.wmf]Û

t = -1 
[image: image221.wmf]Þ

 B(0; 0; 4)

Xét d1 là đường thẳng qua A và song song với d

Phương trình tham số  đường thẳng d1: 
[image: image222.wmf]1
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Gọi I là hình chiếu vuông góc của B lên d1 
[image: image223.wmf]Þ

I(-1 + t; 1 + 2t; 1 – t), 
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Ta có 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image226.wmf]Û
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Đường thẳng ∆ có vtcp 
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Cách 2.(PP hàm số)
   Gọi  có véc tơ chỉ phương của ∆ là 
[image: image238.wmf]222
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(α) có vtpt 
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(2; -1; 1). Đường thẳng ∆ nằm trên (α) nên 
[image: image240.wmf]0
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d đi qua B(1;2 ;3) và có véc tơ chỉ phương 
[image: image241.wmf]d
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Ta có 
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d(d;∆) = 
[image: image244.wmf]22
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[image: image245.wmf]1
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Nếu 
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Xét hàm số 
[image: image248.wmf]2
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 => maxf(t) đạt được khi t=
[image: image249.wmf]6
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 .Từ đó =>d(A;∆) lớn nhất khi t = 
[image: image250.wmf]6

19

 , chọn a=6 thì b=19, c=-7=>phương trình ∆: 
[image: image251.wmf]6197
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Thay đổi giả thiết ở ví dụ 1, ta có bài toán sau
Ví dụ 2:  Cho mặt phẳng (P): x + y – z + 1= 0, điểm A(1; -1; 2) và đường thẳng ∆
[image: image252.wmf]:
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 . Trong các đường thẳng đi qua A và song song song với (P), hãy viết phương trình đường thẳng d sao cho khoảng cách giữa d và ∆ lớn nhất.
Nhận xét : ở ví dụ 2 ta thay giả thiết đường thẳng nằm trong mặt phẳng bởi giả thiết đường thẳng song song với mặt phẳng. Do đó, ta phải chỉ rõ mặt phẳng chứa đường thẳng cần viết phương trình.
Gọi (α) là mặt phẳng qua A và song song với (P) 
[image: image253.wmf]Þ

d nằm trên (α).

Sau đó bài toán trở thành bài toán ở ví dụ 1.
Bài toán 2: Cho hai đường thẳng d1,d2 chéo nhau. Tìm  các điểm M( d1, N( d2 sao cho MN có độ dài nhỏ nhất
PP chung:
MN nhỏ nhất ( MN là đoạn vuông góc chung của d1,d2
· Viết phương trình hai đường thẳng dạng tham số

· Lấy M
[image: image254.wmf]1
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 và N
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· Giải hệ phương trình 
[image: image256.wmf]1

.0

=

uuuurr

MNu

và 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image259.wmf]2
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 là các véctơ chỉ phương của d1 và d2 ).
· Tìm tọa độ M, N và kết luận.
Ví dụ 1: Cho hai đường thẳng 
[image: image260.wmf]1
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1) Chứng minh d1, d2 chéo nhau

2) Tìm  điểm M
[image: image262.wmf]1
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 và  N
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 sao cho độ dài MN nhỏ nhất.
Giải:

1) d1 qua M1(5; -1; 11), có vtcp 
[image: image264.wmf]1
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2). Độ dài MN nhỏ nhất ( MN là đoạn vuông góc chung của d1 và d2. 
Phương trình tham số của hai đường thẳng 

d1:
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[image: image272.wmf]1
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 nên M(5 + t; -1 + 2t; 11- t), N 
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Ta có 
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Do đó M(7; 3;9) và N(3; 1; 1) thì độ dài MN nhỏ nhất bằng 
[image: image276.wmf]221

.
Ví dụ 2: Cho đường thẳng d: 
[image: image277.wmf]2
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  và hai điểm A(1;2; 3),B(1; 0; 1). Tìm điểm M trên d sao cho tam giác MAB có diện tích nhỏ nhất
Giải:
Lấy điểm M trên d, Gọi H là hình chiếu vuông góc của M lên AB.Tam giác MAB có diện tích S = 
[image: image278.wmf]1
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  đạt giá trị nhỏ nhất khi MH nhỏ nhất, hay MH là  đoạn vuông góc chung của AB và d.Ta thấy d qua M1(2; 4; -2), có vtcp 
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AB qua A(1; 2; 3)  và 
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[image: image282.wmf]1

(0;1;1)

=

uur

u

 là véc tơ chỉ phương của AB
Phương trình tham số AB 
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M(2 + t; 4+ t; -2) 
[image: image284.wmf]d
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Vậy M(-1; 1; -2), H(1; -1; 0)  khi đó MH =
[image: image288.wmf]23

, AB =
[image: image289.wmf]22


Diện tích 
[image: image290.wmf]1
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Nhận xét: Tất nhiên ta còn cách khác để giải bài toán này đó là áp dụng công thức
[image: image291.wmf]1
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 , dẫn tới tìm giá trị nhỏ nhất của một hàm số bậc hai(cách này chỉ áp dụng được nếu được học SGK nâng cao hình học 12)

Ví dụ 3: Cho đường thẳng d:
[image: image292.wmf]0
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. Trong các mặt cầu tiếp xúc với cả hai đường thẳng d và trục Ox, hãy viết phương trình mặt cầu (S) có bán kính nhỏ nhất.
Giải:

Giả sử mặt cầu (S) có tâm I, bán kính R  tiếp xúc với d tại M, tiếp xúc với Ox tại N
Ta thấy 2R = IM + IN ≥ MN, do đó  mặt cầu (S) có đường  kính nhỏ nhất là 2R = MN  khi và chỉ khi MN nhỏ nhất hay MN là đoạn vuông góc chung của d và Ox.
d qua M(0; 0; 2), có vtcp 
[image: image293.wmf](0;1;1)
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. Vậy M(0; 1; 1), N(0; 0; 0) ≡ O.
Mặt cầu (S) có tâm I (0
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Phương trình mặt cầu (S): 
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3.4. Dạng toán phương trình đường thẳng liên quan đến góc.

Bài toán: Cho mặt phẳng (α) và điểm A thuộc (α), đường thẳng d không song song hoặc nằm trên (α). Tìm đường thẳng ∆  nằm trên (α), đi qua A và tạo với d góc lớn nhất, nhỏ nhất.

PP chung:

Vẽ đường thẳng d1 qua A và song song với d. Trên d1 lấy điểm B khác A  , gọi K, H là hình chiếu vuông góc của B lên (α) và ∆.

Ta có góc giữa d và ∆  là 
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. Do vậy góc (d, ∆) nhỏ nhất khi K ≡ H hay ∆ là đường thẳng AK(hình chiếu của d1 lên (α)

Góc giữa d và ∆  lớn nhất bằng 900  khi ∆
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d  và ∆ có vtcp 
[image: image309.wmf][,]

a

D

=

uuruuruur

d

uun

 
Ví dụ 1: Cho mặt phẳng (α): 2x + 2y – z – 7 = 0, điểm A(1; 2; -1) và đường thẳng d:
[image: image310.wmf]111
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1) Viết phương trình đường thẳng ∆1 nằm trên (α), đi qua A và tạo với d  một góc lớn nhất.

2) Viết phương trình đường thẳng ∆2 nằm trên (α), đi qua A và tạo với d  một góc nhỏ nhất.
Giải:

Cách 1.

 (α) có vectơ pháp tuyến 
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Ta thấy A
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1)  ∆1 tạo với d  một góc lớn nhất khi ∆1
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Phương trình  tham số của ∆1: 
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2)  Xét đường thẳng d1 qua A và song song với d 
[image: image319.wmf]Þ
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 , lấy điểm B(2; 3; -1)
[image: image321.wmf]Î
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Phương trình tham số của BK 
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. Tọa độ của K ứng với t là nghiệm pt:
    2(2 + 2t) + 2(3 + 2t)- (- 1- t) - 7 = 0
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∆2 tạo với d  một góc nhỏ nhất khi nó đi qua hai điểm A và K, 
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∆2  qua A(1; 2; -2), có vectơ chỉ phương 
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Cách 2. PP hàm số
Giả sử 
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. Gọi x là góc giữa hai đường thẳng 
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Nếu b=0 thì 
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Với 
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Vậy ở TH này 
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[image: image348.wmf]6

0c

3

osx

££


Vậy x nhỏ nhất 
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Chọn a=1=>b=1, c=4. Phương trình của ∆:
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Vậy x lớn nhất 
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Chọn a=1=> b=-1, c=0. Phương trình của ∆:
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Ví dụ 2:  Cho  hai điểm A(1; 0; 0) , B( 0; -2; 0) và đường thẳng d:
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. Viết phương trình đường thẳng ∆ qua A, vuông góc với d và tạo với AB một góc nhỏ nhất.
Giải:

Đường thẳng d có vectơ chỉ phương 
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[image: image359.wmf]Þ
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là vectơ pháp tuyến. Phương trình (α): 2x + y + z – 2 = 0. Gọi H là hình chiếu vuông góc của B lên (α), BH có vectơ  chỉ phương 
[image: image361.wmf](2;1;1)

d

=

r

u


Phương trình tham số của BH 
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tọa độ  của H ứng với t là nghiệm của phương trình: 4t -2 + t + t – 2 = 0
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).  ∆ tạo với AB một góc nhỏ nhất khi nó đi qua hai điểm A và H, 
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. ∆  qua A(1; 0; 0), có vectơ chỉ phương 
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Nhận xét: ở ví dụ 2 ta thay giả thiết đường thẳng nằm trong mặt phẳng bởi giả thiết đường thẳng qua điểm và vuông góc với một đường thẳng. Do đó, ta chỉ rõ mặt phẳng chứa đường thẳng cần viết phương trình.

Xét mặt phẳng (α) qua A và vuông góc với d
[image: image369.wmf]Þ

∆ nằm trên (α) 

Sau đó bài toán trở thành bài toán ở ví dụ 1
Cách 2(PP hàm số), chỉ cần thay 
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- Có thể thay giả thiết đường thẳng cần tìm ∆ đi qua A nằm trên (α) bởi: đường thẳng ∆ đi qua A và song song với(α) hoặc ∆ đi qua A và cắt đường thẳng 
[image: image372.wmf]1
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Nguyên tắc làm là luôn phải xác định mặt phẳng cố định chứa ∆. Sau đó bài toán trở về bài toán gốc ban đầu. Đó chính là cốt lõi của dạng toán này

4. Hiệu quả của sáng kiến kinh nghiệm

Đề tài này bản thân tôi áp dụng trọng việc dạy và luyện cho học sinh ôn thi THPT quốc gia và học sinh giỏi cấp trường, cấp tỉnh. Đa số học sinh có hứng thú, vận dụng tốt và phần nào tự tin khi gặp dạng toán này.
Kết quả cụ thể ở các lớp khối 12, sau khi áp dụng sáng kiến kinh nghiệm này vào giảng dạy được thể hiện qua bài kiểm tra  như sau :

	Năm học
	Lớp
	Tổng số
	Điểm 8 trở lên
	Điểm từ 5 đến 8
	Điểm dưới 5

	
	
	
	Số lượng
	Tỷ lệ
	Số lượng
	Tỷ lệ
	Số lượng
	Tỷ lệ

	2015-

2016
	12A5
	40
	7
	17,5 %
	20
	50 %
	13
	32,5 %

	
	12A6
	37
	5
	12,5 %
	17
	42.5 %
	15
	40 %


      Như vậy tôi thấy sáng kiến kinh nghiệm trên có hiệu quả. Mặc dù cố gắng tìm tòi, nghiên cứu song chắc chắn còn có nhiều thiếu sót. Tôi rất mong được sự quan tâm, nghiệp bổ sung và góp ý của tất cả các đồng nghiệp. Tôi xin chân thành cảm ơn.  
III.KẾT LUẬN, KIẾN NGHỊ
 1. Kết luận
Trong quá trình học chuyên đề này, học sinh thực sự thấy tự tin, biết vận dụng  khi gặp các bài toán liên quan, tạo cho học sinh niềm đam mê, yêu thích môn toán, mở ra cho học sinh cách nhìn nhận, vận dụng, linh hoạt, sáng tạo các kiến thức đã học, tạo nền  tảng cho học sinh tự học, tự nghiên cứu.
       Dạng toán có yếu tố lớn nhất, nhỏ nhất đối với hình học tọa độ trong không gian nói chung rất đa dạng và phong phú. Mỗi bài toán lại có rất nhiều cách giải khác nhau, việc lựa chọn sử dụng linh hoạt các kiến thức đã học sẽ làm cho học sinh phát triển tư duy sáng tạo. Tuy vậy nếu hiểu rõ cốt lõi của vấn đề, học sinh sẽ nhận ra lớp bài toán này có đặc điểm chung dễ nhận biết cách giải nếu được hướng dẫn học tập một cách đúng quy trình.
2. Kiến nghị
       Nhằm giúp học sinh học tốt hơn về hình học tọa độ trong không gian, đặc biệt là các bài toán có yếu tố lớn nhất nhỏ nhất, bản thân tôi có kiến nghị: 


 - Trong phân phối chương trình môn Toán lớp 12, các cấp có thẩm quyền nên tăng cường thêm số tiết cho hình học tọa độ trong không gian.


  - Đối với học sinh lớp 12, giáo viên nên dành một số tiết tự chọn để ôn tập lại cho các em về hình học tổng hợp  cơ bản cũng như cung cấp thêm cho các em học sinh khá, giỏi một số bài tập nâng cao nhằm chuẩn bị tốt cho các em trong kì thi THPT quốc gia và học sinh giỏi.
	XÁC NHẬN CỦA HIỆU TRƯỞNG
	Thanh Hóa, ngày    tháng     năm 2016

	
	 Tôi xin cam đoan đây là SKKN của mình, không sao chép nội dung của người khác
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2. Sách giáo khoa Hình học 12, NXB GD năm 2010
3. 200 bài toán hình học tọa độ trong không gian, Trần Sĩ Tùng
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