Bài 2: 

QUAN HỆ VUÔNG GÓC TRONG KHÔNG GIAN

ĐƯỜNG THẲNG VUÔNG GÓC VỚI MẶT PHẲNG

[image: image1.wmf]dmp()da,a()

^aÛ^"Ìa


I.
Định nghĩa:


Một đường thẳng được gọi là vuông góc với một mặt phẳng nếu nó vuông góc với mọi đường thẳng nằm trên mặt phẳng đó: 
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II. 
Các định lý:


Định lý 1: Nếu đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau a và b cùng nằm trong mp(P) thì đường thẳng d vuông góc với mp(P):
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Định lý 2: (Ba đường vuông góc) 


Cho đường thẳng a không vuông góc với mp(P) và đường thẳng b nằm trong (P). Khi đó, điều kiện cần và đủ để b vuông góc với a là b vuông góc với hình chiếu a’ của a trên (P).

PHÖÔNG PHAÙP CHÖÙNG MINH HAI ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC


Để chứng minh a 
[image: image3.wmf]^

 b ta thường sử dụng những phương pháp chứng minh sau:

1. 
Sử dụng các phương pháp Hình học phẳng: Góc nội tiếp, Định lí Pitago đảo, . . .

3. 
Sử dụng phương pháp tích vô hướng của hai véctơ: nếu 
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 là hai véctơ chỉ phương của hai đường thẳng a và b).
4.  
Sử dụng tính chất bắc cầu: 
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5. 
Tìm một mặt phẳng (P) chứa đường thẳng b. Chứng minh đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (P), thì 
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6. Chứng minh đường thẳng a song song với mặt phẳng (P), đường thẳng b vuông góc với mặt phẳng (P), thì suy ra 
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7.   Áp dụng định lí 3 đường vuông góc: 


a’ là hình chiếu vuông góc của a trên mặt phẳng (P)  ,
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Ì

. Đường thẳng a vuông góc với đường thẳng b khi và chỉ khi b vuông góc với a'. Nói ngắn gọn b vuông góc với hình chiếu thì b vuông góc với đường xiên.


ĐÂY LÀ PHƯƠNG PHÁP RẤT HAY SỬ DỤNG! Các bạn phải thành thạo phương pháp này.

PHÖÔNG PHAÙP CHÖÙNG MINH ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC VÔÙI MAËT PHAÚNG
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Để chứng minh đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (P) ta thường sử dụng các phương pháp sau:

1). Muốn chứng minh đường thẳng a vuông góc với mặt phẳng (P). Ta phải chứng minh đường thẳng a vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau thuộc mặt phẳng (P).
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2). Hai mặt phẳng (Q) và (R) có giao tuyến a cùng vuông góc với mặt phẳng (P), thì  a vuông góc với (P).
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3). Hai mặt phẳng (P) và (Q) vuông góc với nhau theo giao tuyến b. Một đường thẳng a thuộc mặt phẳng (Q) vuông góc với b, thì a vuông góc với mặt phẳng (P).
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4). Chứng minh đường thẳng b vuông góc với mặt phẳng (P) , đường thẳng a song song với b ,suy ra a vuông góc với (P).
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5). Chứng minh đường thẳng a song song với mặt phẳng (Q), mặt phẳng (P) song song với (Q), nên a vuông góc với (P).
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Hai trụ cột để giải toán của dạng này :


(
Muốn chứng minh đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (P), ta phải chứng minh đường thẳng d vuông góc với hai đường thẳng cắt nhau thuộc mặt phẳng (P).


(
Khi đường thẳng d vuông góc với mặt phẳng (P) thì đường thẳng d vuông góc với mọi đường thuộc mặt phẳng (P).

BÀI TẬP

Câu 1:  Hai tam giác cân ABC và DBC nằm trong hai mp khác nhau tạo nên tứ diện ABCD. Gọi I là  trung điểm của BC.

a). Chứng minh BC
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b). Gọi AH là đường cao của tam giác ADI. Chứng minh AH
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(BCD).
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a).  Chứng minh BC
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Vì tam giác ABC cân tại A nên 
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,và tam giác DBC cân tại D nên 
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Ta có: 
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b). Chứng minh AH
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Câu 2: Cho hình chóp S.ABC có SA vuông góc với đáy (ABC), tam giác ABC vuông cân tại B. Gọi G là trọng tâm của tam giác SAC và N là điểm thuộc cạnh SB sao cho SN = 2NB. Chứng minh: 

 a) BC
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 (SAB).                                      b) NG 
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(SAC).
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b).  Gọi H trung điểm của AC . Tam giác ABC vuông cân tại B nên 
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Có 
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Xét tam giác SBH có  
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Mà 
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Câu 3: Cho tứ diện ABCD có 
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và 
[image: image36.wmf]ACBD

^

. Gọi H là hình chiếu vuông góc của A xuống mặt phẳng (BCD) . Chứng minh rằng H là trực tâm của tam giác BCD và 
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Có 
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Chứng minh tương tự  
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Từ (1) và (2) suy ra H trực tâm của tam giác ABC.


Vì 
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Cho tứ diện SABC có đáy ABC vuông tại A, biết 
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. Gọi H, I, K lần lượt là trung điểm của SA, AB, BC. Chứng minh rằng:

a). 
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a). Có 
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b). Vì 
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 cân tại B
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Có 
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c). KI là đường trung bình của 
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d). Có HK là đường trung bình của 
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Vậy 
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Câu 4: Cho tứ diện ABCD có 
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, ABC là tam giác cân tại A. Gọi M là trung điểm của BC. Vẽ AH
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a).  Chứng minh AH
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b).  Gọi G​​​, K lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và DBC. Chứng minh 
GK
[image: image61.wmf]^

(ABC).

[image: image567.emf]O

A

B

D

C

S

K

H

I


LỜI GIẢI

a). Chứng minh AH
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Vì 
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Ta có:   
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b).  Chứng minh GK
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Vì G​​​, K lần lượt là trọng tâm của tam giác ABC và DBC. Theo tính chất trọng tâm:
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 (theo định lý Talet đảo).


Mà 
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 Câu 5: Cho hình chóp S.ABCD , có đáy là hình vuông tâm O. SA ( (ABCD). Gọi H, I, K lần lượt là hình chiếu vuông góc của A trên SB, SC, SD.
a) CMR: BC ( (SAB), CD ( (SAD), BD ( (SAC).

b) CMR: AH, AK cùng vuông góc với SC. Từ đó suy ra 3 đường thẳng AH, AI, AK cùng nằm trong một mặt phẳng.

c) CMR: HK ( (SAC). Từ đó suy ra HK ( AI.
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a)  CMR: BC ( (SAB) , CD ( (SAD) , BD ( (SAC).
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Chứng minh 
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Chứng minh 
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Vì 
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Chứng minh 
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b) CMR: AH, AK cùng vuông góc với SC


Có
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Có 
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Vì AH, AK, AI có chung điểm A và cùng vuông góc với SC. Nên ba đường thẳng AH, AK, AI đồng phẳng.

c). Ta có tam giác 
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Từ đó có: 
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Cho đường tròn (C) đường kính AB nằm trong mp(P). Gọi (d) là đường vuông góc với (P) tại A. Gọi S là một điểm trên (d), 
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a). Chứng minh rằng 
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b). Dựng 
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 lần lượt tại H và K. Chứng minh 
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c). Gọi J là giao điểm của HK và MB. Chứng minh AJ là tiếp tuyến của (C).
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a). Do tam giác ABM nội tiếp trong đường tròn (C) đường kính AB, nên 
[image: image93.wmf]ABM
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 vuông tại M.
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b). Có 
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c). Có 
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[image: image101.wmf]SB(AHK)

^

 mà 
[image: image102.wmf]AJ(AHK)SBAJ

ÌÞ^

 (2).

Từ (1) và (2) suy ra 
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. Trong mp(P) có AJ vuông góc với AB là đường kính của đường tròn (C). Suy ra AJ là tiếp tuyến của (C).

Câu 6: Cho tứ diện O.ABC có 3 cạnh OA , OB , OC đôi một vuông góc với nhau. Kẻ OH vuông góc với mặt phẳng (ABC) tại H. Chứng minh :

a.  
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e.  Các góc của tam giác ABC đều là góc nhọn.
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a).  Ta có 
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      Ta có 
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[image: image110.wmf]Þ^

OBAC

.


Chứng minh tương tự ta được 
[image: image111.wmf]OCAB

^

.

b).  H là trực tâm của tam giác ABC.


Gọi 
[image: image112.wmf]EAHBC , F = BHAC
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.


Ta có 
[image: image113.wmf](
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Ta có 
[image: image114.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra H là trực tâm của tam giác ABC .

c).    Chứng minh 
[image: image115.wmf]2222
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Trong 
[image: image116.wmf]OAE

D

 vuông tại O có OH là đường cao : 
[image: image117.wmf]222
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Trong 
[image: image118.wmf]OBC

D

 vuông tại O có OE là đường cao : 
[image: image119.wmf]222

111

OEOBOC

=+

  (4) .


Thay (4) vào (3) được 
[image: image120.wmf]2222
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 (đpcm )


Công thức này được sử dụng trực tiếp để tính khoảng cách , các bạn nhớ công thức này nhé!

d).  Chứng minh : 
[image: image121.wmf]2222

ABCOABOBCOAC

SSSS

DDDD

=++

.


 Trong 
[image: image122.wmf]OAE
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 vuông tại O có OH là đường cao 
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[image: image124.wmf]2
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Chứng minh hoàn toàn tương tự ta được: 
[image: image125.wmf]2

OACHACABC

SS.S

DDD

=

(**) 

                                                                  
[image: image126.wmf]2
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Cộng từng vế (*) ,(**) , (***) : 
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Cách 2 :
[image: image131.wmf](
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[image: image134.wmf]2222
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e).  Các góc của tam giác ABC đều là góc nhọn.


Gọi độ dài ba cạnh 
[image: image135.wmf]OAa, OB = b, OC = c

=

.


Trong tam giác ABC áp dụng định lý cosin có



[image: image136.wmf]µ
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Kết luận A là góc nhọn 


Chứng minh tương tự góc B và góc C nhọn .

Câu 7: Cho tứ diện S.ABC có SA vuông góc với mặt phẳng (ABC). Gọi H , K lần lượt là trực tâm của tam giác ABC và SBC . Chứng minh rằng :

a).  AH , SK , BC đồng quy.                       
b).  SC vuông góc với mặt phẳng (BHK).

c).  HK vuông góc với mặt phẳng (SBC).
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a).  Gọi 
[image: image137.wmf]EAHBC
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Ta có 
[image: image138.wmf](
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[image: image139.wmf](
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 Vì 
[image: image140.wmf]SKBC
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, suy ra ba điểm S, K, E thẳng hàng. 

Kết luận ba đường thẳng AH, BC, SK đồng qui tại điểm E .

b).  SC vuông góc với mặt phẳng (BHK).


Có 
[image: image141.wmf](
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Có 
[image: image142.wmf](
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c).  HK vuông góc với mặt phẳng (SBC).


Có 
[image: image143.wmf](
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Có 
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image145.wmf](
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Câu 8: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. SAB là tam giác đều và SC = a
[image: image146.wmf]2

. Gọi H, K là trung điểm của AB, AD.

a).  Chứng minh SH
[image: image147.wmf]^

(ABCD).              b). Chứng minh AC
[image: image148.wmf]^

SK và CK
[image: image149.wmf]^

SD.
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[image: image572.emf]H
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a)  Chứng minh SH 
[image: image150.wmf]^

(ABCD). 
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Trong 
[image: image151.wmf]BCH
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[image: image152.wmf]2
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[image: image153.wmf]a3
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(SH đường cao của 
[image: image154.wmf]SAB
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đều).


Trong 
[image: image155.wmf]D

SCH ta có: 
[image: image156.wmf]2222
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Có 
[image: image157.wmf](
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b). Chứng minh AC 
[image: image158.wmf]^

 SK  .  Ta có 
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Có 
[image: image160.wmf](
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Chứng minh CK 
[image: image161.wmf]^

 SD.


Vì đáy ABCD hình vuông (hình 1), dễ dàng chứng minh 
[image: image162.wmf]CDKDAH
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Ta có :
[image: image165.wmf](
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Câu 9: ĐỀ THI TUYỂN SINH ĐẠI HỌC KHỐI B NĂM 2002

Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'D'.  Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của BB', CD, A'D'. Chứng minh:  
[image: image166.wmf]MPC'N

^

.
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[image: image574.emf]P
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Gọi E trung điểm của CC' . Ta có 
[image: image167.wmf]MEA'D'

P

 nên ED và PD' đồng phẳng.


Vì có CDD'C' là hình vuông nên dễ dàng chứng minh hai tam giác D'C'E và C'CN bằng nhau , suy ra 
[image: image168.wmf]¶
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Ta có 
[image: image170.wmf](
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image172.wmf](
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Câu 10: ĐỀ THI TUYỂN SINH ĐẠI HỌC KHỐI A NĂM 2007 

Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a. Mặt bên SAD là tam giác đều và ở trong mặt phẳng vuông góc với đáy. Gọi M, N, P lần lượt là trung điểm của SB, BC, CD. Chứng minh  AM
[image: image173.wmf]^

BP.
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Hạ 
[image: image174.wmf]SHAD
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tại H. Vì SAD là tam giác đều nên 
[image: image175.wmf]a3
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. Vì mặt phẳng (SAD) vuông góc mặt phẳng (ABCD) có AD là giao tuyến . Suy ra 
[image: image176.wmf](

)

SHmpABCD

^

.


Ta có 
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Trong hình vuông ABCD có 
[image: image178.wmf](
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Ta có 
[image: image181.wmf](
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Câu 11: ĐỀ THI TUYỂN SINH ĐẠI HỌC KHỐI B NĂM 2007

Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD cạnh đáy bằng a. Gọi E là điểm đối xứng của điểm D qua trung điểm của SA. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AE, BC. Chứng minh 
[image: image182.wmf]MNBD
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.
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[image: image576.emf]N
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Gọi O giao điểm của AC và BD. P trung điểm của SA. Vì S.ABCD là hình chóp đều nên 
[image: image183.wmf]SO(ABCD)
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Trong 
[image: image184.wmf]D

EAD có MP là đường trung bình của tam giác nên có 
[image: image185.wmf]1
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Vì N trung điểm của BC nên 
[image: image186.wmf]1
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    Từ (1) và (2) suy ra tứ giác CPMN là hình bình hành, nên MN // PC


Ta có 
[image: image187.wmf](
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Câu 12: Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C'. Gọi H là trực tâm của tam giác ABC và biết rằng A'H 
[image: image190.wmf]^

(ABC). Chứng minh rằng:

a) AA'
[image: image191.wmf]^

BC và AA'
[image: image192.wmf]^

B'C'.

b) Gọi MM' là giao tuyến của hai mp(AHA') và (BCC'B') trong đó M 
[image: image193.wmf]Î

BC và M' 
[image: image194.wmf]Î

B'C'. Chứng minh tứ giác BCC'B' là hình chữ nhật và MM’ là đường cao của hình chữ nhật đó.
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a) Chứng minh 
[image: image195.wmf](
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[image: image197.wmf](
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Vì 
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b.
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Mà
[image: image201.wmf]BC(AHA')AA'BCBB'BC
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. Vậy BCC'B' là hình chữ nhật.

Câu 13: Cho hai hình chữ nhật ABCD, ABEF nằm trên hai mặt phẳng khác nhau sao cho  AC
[image: image202.wmf]^

BF. Gọi CH và FK là hai đường cao của tam giác BCE và ADF. Chứng minh:

a).  ACH và BFK là các tam giác vuông.                     b) BF
[image: image203.wmf]^

AH và AC
[image: image204.wmf]^
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a).  Ta có ABCD, ABEF là hình chữ nhật nên : 

Có 
[image: image205.wmf](
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Có 
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 Vậy 
[image: image207.wmf]ACH

D

vuông tại H.


Chứng minh tương tự 
[image: image208.wmf](
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[image: image209.wmf]BFK
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b. Chứng minh: BF
[image: image210.wmf]^

AH và AC
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Có 
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Có 
[image: image213.wmf](
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Câu 14: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh bằng a, SAB là tam giác đều, SCD là tam giác vuông cân đỉnh S. Gọi I, J là trung điểm của AB và CD.

a).  Tính các cạnh của tam giác SIJ và chứng minh SI 
[image: image214.wmf]^

(SCD), SJ
[image: image215.wmf]^

 (SAB).
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b).  Gọi SH là đường cao của tam giác SIJ. Chứng minh 
[image: image216.wmf](

)

SHABCD

^

 và tính độ dài SH.


LỜI GIẢI

a).  Vì
[image: image217.wmf]SAB

D

đều nên 
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[image: image219.wmf]SCD
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Xét 
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Trong tam giác 
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vuông tại S , suy ra 
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Từ (1) và (2) có 
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Chứng minh tương tự 
[image: image234.wmf](
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b).  Đầu tiên ta chứng minh 
[image: image235.wmf](
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Ta có 
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Ta lại có 
[image: image237.wmf](
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Tính SH : Xét 
[image: image238.wmf]SIJ
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Câu 15: Cho lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có đáy ABC là tam giác đều cạnh a và CC' = a.

a).  Gọi I trung điểm của BC. Chứng minh 
[image: image240.wmf]AIBC'
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.

b).  Gọi M trung điểm của BB'. Chứng minh 
[image: image241.wmf]AMBC'
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.
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c).  Lấy điểm N thuộc A'B' sao cho 
[image: image242.wmf]a
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và gọi J là trung điểm của B'C'. Chứng minh 
[image: image243.wmf](
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Vì ABC.A'B'C' lăng trụ đứng và 
[image: image244.wmf]ABBCCACC'a

====

 Nên các mặt bên là các hình vuông 

a)  Chứng minh 
[image: image245.wmf]AIBC'

^

.



[image: image246.wmf](
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b) Chứng minh 
[image: image247.wmf]AMBC'

^

.



[image: image248.wmf]IMCB'
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,
[image: image249.wmf]CB'BC'
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( tính chất hình vuông) . 

Suy ra 
[image: image250.wmf]IMBC'

^



Ta có 
[image: image251.wmf]AIBC'
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(câu a)) và
[image: image252.wmf]IMBC'

^

.Vậy 
[image: image253.wmf](

)

BC'AMIBC'AM
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(đpcm).

c).   Chứng minh 
[image: image254.wmf](

)

AMMNJ

^

.


Gọi H trung điểm của A'B', suy ra N trung điểm của HB'.


Ta có 
[image: image255.wmf]MNBH

P

,
[image: image256.wmf]BHAM

^

( tính chất hình vuông) . Suy ra 
[image: image257.wmf]MNAM
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(1).


[image: image258.wmf]MJBC'
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,
[image: image259.wmf]AMBC'

^

( do câu b)) . Suy ra 
[image: image260.wmf]AMMJ

^

                (2).

Từ (1), (2) suy ra 
[image: image261.wmf](
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Nhận xét: Bài này không có độ khó, chứng minh được nhờ số liệu bài cho đặc biệt cạnh bên bằng cạnh đáy, và các bạn phải nhớ 2 đường trung tuyến xuất phát từ hai đỉnh kề nhau của hình vuông thì vuông góc với nhau.
Câu 16: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật tâm O, SA 
[image: image262.wmf]^

(ABCD). 

a).  Gọi H, K là hình chiếu của A trên SB, SD. Chứng minh SC 
[image: image263.wmf]^

(AHK).

b).  Dựng AJ 
[image: image264.wmf]^

(SBD), 
[image: image265.wmf]J(SBD)

Î

. Chứng minh J là trực tâm của tam giác SBD.

[image: image581.emf]J
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a).  Chứng minh 
[image: image266.wmf](
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[image: image268.wmf](

)

1



Có 
[image: image269.wmf](
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Chứng minh 
[image: image271.wmf](
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Có 
[image: image273.wmf](
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Từ (*) và (**) suy ra 
[image: image274.wmf](
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SCAHK
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b).  Trong mp(SBD),  gọi 
[image: image275.wmf]LDJSB
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, 
[image: image276.wmf]MBJSD
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.

Dễ dàng chứng minh 
[image: image277.wmf](
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Chứng minh tương tự thì 
[image: image279.wmf]SDBM
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[image: image280.wmf](
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Từ 
[image: image281.wmf](
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 xét trong tam giác SBD có J là giao điểm của hai đường cao. Suy ra J là trực tâm của 
[image: image282.wmf]SBD

D

.

 Câu 17: Cho tứ diện ABCD có DA 
[image: image283.wmf]^

(ABC). Gọi AI là đường cao và H là trực tâm của tam giác ABC. Hạ HK vuông góc với DI tại K . Chứng minh:

a).   HK 
[image: image284.wmf]^

BC.                             b).    K là trực tâm của tam giác DBC.
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[image: image582.emf]H

A

B

C

D

I

M

K

N

Trong tam giác ABC gọi 
[image: image285.wmf]MCHAB
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. Trong tam giác BCD gọi 
[image: image286.wmf]NCKBD
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.
a). Ta có 
[image: image287.wmf](
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 b).    K là trực tâm của tam giác DBC.

 
 Có 
[image: image289.wmf](
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Có 
[image: image290.wmf](
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Có 
[image: image291.wmf](
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Từ 
[image: image292.wmf](
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K là trực tâm của tam giác BCD.

Câu 18: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = a,
[image: image293.wmf]·

0

ASB120, 

=

 
[image: image294.wmf]·
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[image: image295.wmf]·
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a).  Chứng minh tam giác ABC vuông.

b).  Xác định hình chiếu H của S trên mp(ABC). Tính SH theo a.

[image: image583.emf]H
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a).
[image: image296.wmf]·
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[image: image297.wmf]2222
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Ta có 
[image: image299.wmf]222
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. Vậy ABC là tam giác vuông tại C.

b). Vì 
[image: image300.wmf](
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Vậy H là trung điểm của AB.


Vì tam giác ASH là nữa tam giác đều nên 
[image: image301.wmf]SAa

SH
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.
 Câu 19: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là tứ giác , có ABD là tam giác đều , BCD là tam giác cân tại C có 
[image: image302.wmf]·
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[image: image303.wmf]^

mp(ABCD).

a).  Gọi H , K là hình chiếu vuông góc của A trên SB, SD. Chứng minh SC 
[image: image304.wmf]^

(AHK).

b).  Gọi C’ là giao điểm của SC với mp(AHK). Tính diện tích tứ giác AHC'K khi  AB = SA = a.
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a).  Vì 
[image: image305.wmf]ABAD
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  suy ra AC là đường trung trực của đoạn BD.


Tam giác ABD đều , 
[image: image306.wmf]·
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Tam giác BCD cân tại C có 
[image: image307.wmf]·
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Vậy 
[image: image308.wmf]·
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[image: image311.wmf](
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Có 
[image: image312.wmf](

)

AHSB

AHmpSBCAHSC

AHBC

ì

^

Þ^Þ^

í

^

î

 (1).


Có 
[image: image313.wmf](
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 (2).

Từ (1) và (2) 
[image: image314.wmf](
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b).   
[image: image315.wmf](
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Ta có 
[image: image316.wmf](
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Xét hai tam giác vuông SAH và SAK, có : SA cạnh chung, 
[image: image317.wmf]·
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[image: image318.wmf]SAHSAK
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nên 
[image: image319.wmf]SHSK
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,  mà 
[image: image320.wmf]SBSD
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. Suy ra 
[image: image321.wmf]HKBD
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 (định lý đảo Talet).


Có 
[image: image322.wmf](
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. Vậy 
[image: image323.wmf]HKAC'
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(Vì 
[image: image324.wmf](
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Ta có 
[image: image325.wmf]ABSASAB
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 vuông cân tại A nên H trung điểm của SB.


Xét 
[image: image326.wmf]SBD

D

có HK là đường trung bình nên 
[image: image327.wmf]1a

HKBD
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Xét 
[image: image328.wmf]ABC
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vuông tại B : 
[image: image329.wmf]0
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Vì 
[image: image330.wmf](
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Xét 
[image: image331.wmf]SAC
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vuông tại A :
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Từ (*) thì tứ giác AHC'K có 2 đường chéo vuông góc nên 
[image: image333.wmf]2
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Câu 20: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh tâm O, AB = SA = a , SA vuông góc với đáy (ABCD). Gọi (P) là mặt phẳng qua A và vuông góc với SC, (P) cắt SB, SC, SD tại H, I, K .

a).  Chứng minh 
[image: image334.wmf]HKBD

P

.

b).  Chứng minh AH 
[image: image335.wmf]^

 SB , AK 
[image: image336.wmf]^

 SD.

c).  Chứng minh tứ giác AHIK có hai đường chéo vuông góc. Tính diện tích AHIK theo a.
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[image: image585.emf]L
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a).  Chứng minh 
[image: image337.wmf]HKBD
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Ta có
[image: image338.wmf](
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Gọi 
[image: image340.wmf]LAISO

=Ç

.


Vì 
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Có 
[image: image342.wmf](
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, với HK đi qua L và 
[image: image343.wmf]HKBD
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b).  Chứng minh AH 
[image: image344.wmf]^

 SB , AK 
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 SD.


Ta có 
[image: image346.wmf](
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Theo chứng minh trên có : 
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Tương tự ta chứng minh được 
[image: image348.wmf](
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c).  Chứng minh tứ giác AHIK có hai đường chéo vuông góc


Do 
[image: image349.wmf](
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và BD
[image: image350.wmf]P

HK suy ra 
[image: image351.wmf](
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Tính diện tích AHIK theo a.


Trong 
[image: image352.wmf]SAC
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 có AI là đường cao : 


[image: image353.wmf]22
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Vì 
[image: image354.wmf]SAB

D

vuông cân tại A nên H là trung điểm BC, suy ra 
[image: image355.wmf]1a2
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Kết luận 
[image: image356.wmf]2
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Câu 21: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là hình chữ nhật có AB = a , BC = 
[image: image357.wmf]a3

, mặt bên SBC vuông tại B , SCD vuông tại D có SD = 
[image: image358.wmf]a5

.

a).  Chứng minh SA 
[image: image359.wmf]^

(ABCD) và tính SA.

b).  Đường thẳng qua A vuông góc với AC, cắt CB, CD tại I, J. Gọi H là hình chiếu của A trên SC , K và L là giao điểm của SB, SD với mp(HIJ) . Chứng minh AK 
[image: image360.wmf]^

(SBC) và AL 
[image: image361.wmf]^

(SCD).

c).   Tính diện tích tứ giác AKHL.
[image: image586.emf]L
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a).  Chứng minh SA 
[image: image362.wmf]^

(ABCD) và tính SA.



[image: image363.wmf]BCAB
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 ( vì ABCD là hình chữ nhật ) (1)  , 
[image: image364.wmf]BCSB
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 ( vì 
[image: image365.wmf]SBC
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 vuông tại B )  (2) .


Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image366.wmf](
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Vậy 
[image: image367.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

mpSABmpABCDvìBCABCD*

éù

^Ì

ëû

.


Chứng minh tương tự thì 
[image: image368.wmf](
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Ta có
[image: image369.wmf](
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[image: image370.wmf](
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Xét 
[image: image371.wmf]SAD
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vuông tại A : 
[image: image372.wmf]22
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b).   Chứng minh AK 
[image: image373.wmf]^

(SBC) và AL 
[image: image374.wmf]^

(SCD).
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Chứng minh AK 
[image: image379.wmf]^

(SBC) :
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[image: image381.wmf](
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[image: image383.wmf](
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Chứng minh hoàn toàn tương tự 
[image: image384.wmf](
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c).  Tính diện tích tứ giác AKHL.


Xét 
[image: image385.wmf]SAB

D

vuông tại A :
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Xét 
[image: image388.wmf]SAD
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vuông tại A : 
[image: image389.wmf]AD.ASa6
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Xét 
[image: image390.wmf]SAC
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vuông tại A :
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[image: image392.wmf]AC.AS2a

AH.SCAC.ASAH

SC

3

=Þ==

.


Vì 
[image: image393.wmf](
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[image: image394.wmf]AKH
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[image: image395.wmf]22

a2

KHAHAK

3

=-=

.


Vì 
[image: image396.wmf](

)

ALSCDALLH

^Þ^

. Xét 
[image: image397.wmf]ALH
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[image: image399.wmf]2

AKHLAKHALH

111a2a2a6a28a

SSSAK.HKAL.HL..

22215

33515

DD

æö

=+=+=+=

ç÷

ç÷

èø

.

GOÙC GIÖÕA HAI ÑÖÔØNG THAÚNG

· Cách xác định góc giữa hai đường thẳng chéo nhau a và b:

Chọn điểm O thích hợp, rồi kẻ hai đường thẳng đi qua điểm O: a’// a và b’// b.

[image: image400.emf]b'
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· Các phương pháp tính góc:

+ Sử dụng hệ thức lượng trong tam giác:

 Định lí sin: 
[image: image401.wmf]abc
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Định lí cos: 
[image: image402.wmf]222
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+ Tính góc theo vectơ chỉ phương: 
[image: image403.wmf]12
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· Chú ý.   + 
[image: image404.wmf]00
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                    + 
[image: image405.wmf]ABCDAB.CD0.
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                    + Nếu a và b song song hoặc trùng nhau thì   
[image: image406.wmf]0
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Câu 1: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = AB = AC = a, BC = 
[image: image407.wmf]a2

. Tính góc giữa hai đường thẳng SC và AB.
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Gọi E, F, G lần lượt là trung điểm của BC, AC, SA. Ta có 
[image: image408.wmf]EFAB, FGSC
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.  Ta có 
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[image: image412.wmf](
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. Tam giác GBC cân tại G có GE là đường cao 
[image: image413.wmf]22
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Tam giác EFG đều vì có 3 cạnh bằng nhau. Vậy 
[image: image414.wmf]·
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Câu 2: Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có độ dài tất cả các cạnh đều bằng a > 0 và 
[image: image415.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image416.wmf]·
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image417.wmf]·
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. Gọi M , N lần lượt là trung điểm của AA' , CD. Chứng minh 
[image: image418.wmf](
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 và tính cosin của góc tạo bởi hai đường thẳng NM và B'C.
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[image: image588.emf]I
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Gọi I trung điểm của DC'. Trong tam giác CDC' có NI là đường trung bình của tam giác, nên :
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mà 
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Vậy tứ giác MNIA' là hình bình hành nên MN
[image: image421.wmf]P
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Vì 
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Ta có tam giác DAA' đều nên DA' = a .


Áp dụng định lý cosin cho 
[image: image425.wmf] ABC
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 có 
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[image: image428.wmf]AB'a3
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Vậy có 
[image: image429.wmf]ACA'C'a, AB'DC'a3
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Trong 
[image: image430.wmf]DA'C'
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có A'I là đường trung tuyến : 
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Kết luận : 
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Câu 3: TSĐH K.A 2008
Cho lăng trụ ABC.A'B'C' có độ dài cạnh bên bằng 2a, đáy ABC là tam giác vuông tại A, AB = a, AC = a
[image: image434.wmf]3

 và hình chiếu vuông góc của đỉnh A' trên mặt phằng (ABC) là trung điểm của cạnh BC. Tính cosin của góc giữa hai đường thẳng AA', B'C'.
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Gọi H trung điểm của BC , theo đề 
[image: image435.wmf](
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 Mà mp 
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Tam giác ABC vuông tại A :
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Ta có: 
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Trong tam giác A'B'H vuông tại A' có : 
[image: image442.wmf]22
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Áp dụng định lý hàm cosin cho tam giác B'BH có :



[image: image443.wmf]·

222222

BB'BHB'H4aa4a1

cosB'BH0

2.BB'.BH2.2a.a4

+-+-

===>

(thỏa)
[image: image444.wmf]·

1

B'BHarccos

4

Þ=

.

Câu 4: TSĐH K.B 2008
Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh 2a, SA = a, SB = a
[image: image445.wmf]3

và mặt phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng đáy. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của các cạnh AB, BC. Tính cosin của góc giữa hai đường thằng SM, DN.
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[image: image590.emf]K
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Hạ 
[image: image446.wmf]SHAB
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tại H. Vì mặt phẳng (SAB) vuông góc mặt phẳng (ABCD) theo giao tuyến AB. Suy ra 
[image: image447.wmf](
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Trong mặt phẳng (ABCD) từ M kẻ 
[image: image448.wmf]MEDN
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 với E thuộc AD.


Vậy góc giữa SM và DN chính là góc giữa SM và ME .


Xét tam giác SAB có :
[image: image449.wmf]2222
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. Vậy 
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 vuông tại S. 


Và : 
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Tam giác SHA vuông tại H : 
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Gọi K trung điểm của AD ta có 
[image: image453.wmf]MEBKDN
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, nên ME là đường trung bình tam giác ABK.


Vậy 
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Tam giác HAE vuông tại A : 
[image: image455.wmf]22
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Tam giác SHE vuông tại H : 
[image: image456.wmf]22
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Áp dụng định lý hàm cosin cho tam giác SME có :



[image: image457.wmf]·

·

22

2

222

5a5a

a

SMMESE55

44

cosSME0SMEarccos

2.SM.ME55

a5

2.a.

2

+-

+-

===>Þ=

.


Kết luận 
[image: image458.wmf]·
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Câu 5: Cho khối chóp S.ABCD có ABCD là hình vuông cạnh a, 
[image: image459.wmf]SAa3

=

và SA vuông góc với mặt phẳng đáy. Tính cosin của góc giữa hai đường thẳng SB, AC.
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Qua B kẻ đường thẳng Bx song song với AC . Bx cắt AD tại F. Góc giữa AC và SB , chính là góc giữa Bx và AC. Ta có AFBC là hình bình hành , nên AF = BC và AC = FB.

Suy ra SF = SB , tam giác SBF cân tại S. Có 
[image: image460.wmf]22
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Hạ 
[image: image462.wmf]SHFB
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, thì H trung điểm FB  
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Câu 6: Cho hình chóp S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a, đáy là hình vuông. Gọi N là trung điểm SB. Tính góc giữa AN và CN;  AN và SD.
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Theo đề bài 


[image: image464.wmf]SASBSCSDABBCCDDAa
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Gọi 
[image: image465.wmf]OACBD
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Áp dụng định lý cosin cho tam giác ANC:
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Trong tam giác BDS có ON là đường trung bình của tam giác.
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Áp dụng định lý cosin cho 
[image: image471.wmf]ANO
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Vậy 
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GOÙC GIÖÕA ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG 
PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI TOAÙN
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Góc giữa đường thẳng d và mặt phẳng (P) là góc giữa d và hình chiếu của nó trên mặt phẳng (P)


Gọi 
[image: image474.wmf]a

là góc giữa d và mặt phẳng (P) thì 
[image: image475.wmf]00

090

£a£



Đầu tiên tìm giao điểm của d và (P) gọi là điểm A.


Trên d chọn điểm B khác A , dựng BH vuông góc với (P) tại H. Suy ra AH là hình chiếu vuông góc của d trên mặt phẳng (P).


Vậy góc giữa d và (P) là góc 
[image: image476.wmf]·
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.


Nếu khi xác định góc giữa d và (P) khó quá ( không chọn được điểm B để dựng BH vuông góc với (P)) , thì ta sử dụng công thức sau đây . Gọi 
[image: image477.wmf]a

là góc giữa d và (P) suy ra :

                                         
[image: image478.wmf](
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Ta phải chọn điểm M trên d, mà có thể tính khoảng cách được đến mặt phẳng (P). Còn A là giao điểm của d và mặt phẳng (P).

Câu 1: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông cạnh a, SA
[image: image479.wmf]^

đáy và SA = 
[image: image480.wmf]a6

. Tính góc giữa:

a).  SC và (ABCD).      b). SC và (SAB).         c).  AC và (SBC).         d). SB và (SAC).
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a).  Có AC là hình chiếu của SC lên mp(ABCD) nên 
[image: image481.wmf](
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Trong 
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 vuông tại A: 
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Vậy 
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b). Có 
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. Vậy SB là hình chiếu vuông góc của SC lên mặt phẳng (SAB) 
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Trong 
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Vậy 
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c). Dựng 
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tại F.  Có 
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.Vây FC là hình chiếu vuông góc của AC trên mp(SBC). Vậy 
[image: image492.wmf](
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Trong 
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với 
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Vậy 
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d).  Có  
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.Nên SO là hình chiếu của SB lên mp(SAC), nên 
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Trong 
[image: image499.wmf]SBO
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vuông tại O: 
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Với 
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Vậy 
[image: image502.wmf](
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Câu 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thoi. Biết SD = 
[image: image503.wmf]a3

, tất cả các cạnh còn lại đều bằng a.

a).  Chứng minh (SBD) là mặt phẳng trung trực của AC và SBD là tam giác vuông.

b).  Xác định góc giữa SD và mp(ABCD).
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a).   Gọi H là hình chiếu vuông góc của S trên mp(ABCD).


Theo đề bài 
[image: image504.wmf]SASBSC
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, Suy ra 
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(đường xiên bằng nhau thì hình chiếu bằng nhau ). Vậy H thuộc BD (BD là đường trung trực của đoạn AC).


Vì 
[image: image506.wmf](
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Từ 
[image: image507.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image508.wmf](
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, với O là trung điểm của AC. Vậy (SBD) là mp trung trực của đoạn AC.


Ta có 
[image: image509.wmf](
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(2 đường trung tuyến xuất phát từ 2 đỉnh tương ứng bằng nhau)


Trong 
[image: image510.wmf]D

SBD: có SO là đường trung tuyến và 
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 vuông tại S nên: 
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b).  HD là hình chiếu của SD trên mp(ABCD), nên
[image: image514.wmf](
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Trong tam giác vuông SHD: 
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Vậy 
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Câu 3: Cho tam giác ABC vuông tại A, AB = a nằm trong mp(P), cạnh AC = 
[image: image517.wmf]a2

 và tạo với (P) một góc 
[image: image518.wmf]0
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. Tính góc giữa BC và (P).
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[image: image519.wmf]22
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.  Gọi H là hình chiếu vuông góc của C trên mp (P).

AH là hình chiếu vuông góc của AC trên mp(P).
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BH là hình chiếu vuông góc của BC trên mp(P).
[image: image522.wmf](

)

·

BC,PCBH

éù

=

ëû




[image: image523.wmf]·
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Câu 4: Cho hình chóp S.ABC có SA = SB = SC = 
[image: image524.wmf]2a3
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 và đáy ABC là tam giác đều cạnh a.

a).  Gọi H là hình chiếu của S trên mp(ABC). Tính SH.

b).  Tính góc giữa SA và (ABC).
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a). Vì H là hình chiếu của S trên (ABC) và 
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 là tâm đường tròn ngoại tiếp 
[image: image526.wmf]ABC
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, vì ABC đều nên H cũng là trọng tâm và trực tâm.

Nên có 
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b).  AH là hình chiếu của SA lên mặt phẳng (ABC), nên 
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Câu 7: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình thoi tâm O cạnh 4a, góc 
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, H là hình chiếu vuông góc của S trên mp(ABCD) là trung điểm của OA, góc giữa mp(SCD) và đáy (ABCD) bằng 600. Tính cosin của góc tạo bởi OA và (SCD).
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Vì 
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nên tam giác ABC và ACD đều, nên 
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 Gọi M trung điểm của CD có 
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. Vậy góc giữa mp(SCD) và đáy (ABCD) là góc 
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Trong 
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Hai mặt phẳng (SCD) và (SHK) vuông góc với nhau theo giao tuyến SK. Dựng 
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Suy ra CI là hình chiếu vuông góc của HC trên mp(SCD), vậy góc giữa AO và (SCD) là góc 
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