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Phần I

Đề thi dự tuyển năm 2013
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1 Chương 1

Đại số

1.1 Không gian véc tơ - Ánh xạ tuyến tính

Bài 1 (CĐ Tuyên Quang). Cho V là một không gian véc tơ trên trường
K. Giả sử u1, u2, ..., un là một hệ véc - tơ độc lập tuyến tính của V , aij ∈
K, 1 ≤ j ≤ i ≤ n. Chứng minh hệ véctơ:

v1 = a11u1,

v2 = a21u1 + a22u2,

v3 = a31u1 + a32u2 + q33u3,

. . .

vn = an1u1 + an2u2 + . . . annun

là độc lập tuyến tính khi và chỉ khi a11a22...ann 6= 0.

Bài 2 (ĐH Khoa học Huế). Cho f : V −→ W là một ánh xạ tuyến tính
của các không gian vecto hữu hạn chiều trên trường K. Chứng minh rằng:

1. Nếu A là một không gian con k-chiều của V sao cho A ∩Kerf là một
không gian con r-chiều thì dim f(A) = k − r.

2. Nếu B là một không gian con của W sao cho B ∩ Imf là một không
gian con s-chiều thì dim f−1(B) = dimV + s− rank(f).

Bài 3 (ĐH Khoa học Huế). Cho V = F[x] và f là một tự đồng cấu của V
xác định bởi f(P ) = xP . Xác định các giá trị riêng và vecto riêng của tự
đồng cấu F : End(V) −→ End(V) cho bởi F (g) = f ◦ g − g ◦ f .
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1 Đại số

Bài 4 (ĐH Khoa học Huế). Cho A là một ma trận thực vuông cấp n và
ϕA, ψA là các tự đồng cấu tuyến tính của không gian vecto thực M(n,R)
các ma trận thực vuông cấp n xác định bởi:

ϕA(X) = AX −XA, ψA(X) = AX.

Chứng minh rằng det(ϕA) = 0 và det(ψA) = (detA)n.

1.2 Ma trận - Định thức

Bài 5 (ĐH Bách Khoa - Tp. HCM). Cho 4 số thực a, b, c, d tùy ý. Chứng
minh rằng ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 a4

1 b b2 b4

1 c c2 c4

1 d d2 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ b+ c+ d)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Bài 6 (ĐH Bách Khoa - Tp. HCM). Cho W là tập các ma trận vuông cấp
3 có các phần tử chỉ nhận giá trị ±1. Tìm số các ma trận trong W có định
thức dương.

Bài 7 (CĐ Tuyên Quang). Cho A là ma trận vuông cấp n > 1: A = (aij),
aij ∈ Z, trong đó aij lẻ với i 6= j và aii chẵn (1 ≤ i, j ≤ n). Chứng minh
rằng: det(A) 6= 0.

Bài 8 (CĐ Tuyên Quang). Cho A là ma trận vuông cấp 3: A = (aij) và
aij ∈ K, 1 ≤ i, j ≤ n, K là một trường. Chứng minh rằng: A2 = 0 khi và chỉ

khi
rank(A) ≤ 1,

trace(A) = 0
.

Bài 9 (CĐ Tuyên Quang). Tính định thức

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x 1 0 0 ... 0 0
n− 1 x 2 0 ... 0 0

0 n− 2 x 3 ... 0 0
. . . . ... . .
0 0 0 0 ... x n− 1
0 0 0 0 ... 1 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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1.2 Ma trận - Định thức

Bài 10 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho A là ma trận vuông cấp 2013.
Chứng minh rằng nếu det (A−1) = 2013 thì tất cả các phần tử của A không
thể cùng là số nguyên.

Bài 11 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho A và B là hai ma trận vuông
cùng cấp 2013 thoả mãn AB2A+ BA2B = I với I là ma trận đơn vị cấp
2013. Tìm tổng các phần tử trên đường chéo chính của ma trận AB2A.

Bài 12 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho A và B là hai ma trận vuông
cùng cấp 2013 thoả mãn rank (AB) = rank (A) rank (B) . Hãy xác định
ma trận A nếu rank (B) > 2.

Bài 13 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho

f (x) = a1 + a2x+ . . .+ anx
n−1

là đa thức hệ số thực và ω1, ω2, . . . , ωn là các giá trị căn bậc n của 1. Gọi

A =


a1 a2 . . . an−1 an
an a1 . . . an−2 an−1
... ... . . . ... ...
a2 a3 . . . an a1


và

B =


1 1 . . . 1 1
ω1 ω2 . . . ωn−1 ωn
... ... . . . ... ...

ωn−1
1 ωn−1

2 . . . ωn−1
n−1 ωn−1

n



Tính det (A).

Bài 14 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho A là ma trận vuông cấp 3 có
các phần tử là 0 hoặc 1. Tìm giá trị lớn nhất của det (A).

Bài 15 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho A =

 1 −2 1
−1 1 0
−2 0 1

. Tìm A100.

5



1 Đại số

Bài 16 (CĐ Sư phạm Hà Nội). Cho A là ma trận cấp 3× 2, B là ma trận
cấp 2× 3 sao cho

AB =

 8 2 −2
2 5 4
−2 4 5


Tìm BA.

Bài 17 (CĐ Sư phạm Hà Nội). Có tồn tại hay không ma trận vuông A cấp
3 sao cho Tr(A) = 0 và AT + A2 = I trong đó Tr(A) là tổng các phần tử
trên đường chéo chính của ma trận A.

Bài 18 (CĐ Sư phạm Hà Nội). Cho A,B là hai ma trận vuông cấp n sao
cho

A2013 = 0, AB = BA,B 6= 0
Chứng minh rằng rank(AB) ≤ rank(B)− 1.

Bài 19 (CĐ Sư phạm Hà Nội). Cho A là ma trận vuông cấp n sao cho
A3 = A+ I. Chứng minh rằng det(A) > 0.

Bài 20 (ĐH An Giang).

1. Tìm tất cả các ma trận giao hoán với ma trận

A =

 0 1 2
0 0 3
0 0 0

 .
2. Giải phương trình Xn = A với n ∈ N∗.

Bài 21 (ĐH An Giang). Cho a, b, c là các số thực thỏa a2 + b2 + c2 = 4, tìm
giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của định thức ma trận

A =

 a+ b b+ c c+ a
c+ a a+ b b+ c
b+ c c+ a a+ b

 .
Bài 22 (ĐH An Giang). Cho A ∈M2(C), đặt Z(A) = {B ∈M2(C)|AB =
BA}. Chứng minh rằng | det(A+B)| ≥ | det(B)| với mọi B ∈ Z(A) khi và
chỉ khi A2 = 0.
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1.2 Ma trận - Định thức

Bài 23 (ĐH An Giang). Cho dãy các số thực (un), (vn), (wn) được xác định
bởi u0 = v0 = 1, w0 = 2 và

un+1 = 4un + vn − wn
vn+1 = 2un + 5vn − 2wn
wn+1 = un + vn + 2wn.

Tìm lim
n→∞

un
vn

và lim
n→∞

un
wn

.

Bài 24 (ĐH Thăng Long). Cho A là ma trận thực cỡ 4× 2 và B là ma trận
thực cỡ 2× 4 thỏa mãn

AB =


1 0 −1 0
0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1

 .
Hãy tính BA.

Bài 25 (ĐH Thăng Long). Cho A,B ∈M3(Z) sao cho

AB =

1 2k k(2k + 1)
0 1 2k
0 0 1


với k ∈ N. Chứng minh rằng tồn tại ma trận C ∈M3(Z) sao cho BA = Ck.

Bài 26 (ĐH Bà Rịa – Vũng Tàu). Tính tổng tất cả các định thức của các
ma trận vuông cấp n, (n ≥ 2), mà trên mỗi hàng, mỗi cột của mỗi ma trận
đó có đúng một phần tử khác không và các phần tử khác không đôi một
khác nhau, nhận giá trị trong tập hợp {1; 2; ...;n}.

Bài 27 (ĐH Bà Rịa – Vũng Tàu). Giả sử A là ma trận vuông cấp 2013
thỏa mãn: vết của A2 bằng 8052 và với mọi ma trận B vuông cấp 2013 đều
viết được dưới dạng B = B1 + B2, trong đó AB1 = B1A và AB2 = −B2A.
Chứng minh rằng tồn tại số tự nhiên m ≤ 2013 sao cho:

det(A− I) = (−3)m.

Bài 28 (ĐH Bà Rịa – Vũng Tàu). Có tồn tại hay không hai ma trận vuông
cấp 2 A,B sao cho ma trận C = AB −BA giao hoán với A, B và C khác
ma trận không?
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1 Đại số

Bài 29 (ĐH Bà Rịa – Vũng Tàu). Cho A, B là hai ma trận vuông cấp n
thỏa mãn Im(A)∩ Im(B) = {0}, và{u1, u2, ..., uk}, {v1, v2, ..., vk} là các tập
con tùy ý của Rn. Chứng minh rằng nếu k > r(A) + r(B) (r(A) là hạng của
ma trận A) thì luôn tồn tại các số thực λ1, λ2, ..., λk không đồng thời bằng
không sao cho:

λ1Au1 + λ2Au2 + ...+ λkAuk = λ1Bv1 + λ2Bv2 + ...+ λkBvk.

Bài 30 (ĐH Bà Rịa – Vũng Tàu). Gọi V là tập hợp mà mỗi phần tử của
nó là một ma trận vuông cấp n có các phần tử đôi một khác nhau và là các
số trong tập hợp {1; 2; ...;n2}. Tìm giá trị lớn nhất, nhỏ nhất của r(A) với
A ∈ V (r(A) là hạng của ma trận A).

Bài 31 (ĐH Hàng Hải).

1. Cho ma trận A =

1 0 0
1 1 0
1 1 1

 và n > 0 là số nguyên. Tìm (An)−1.

2. Cho A và B là các ma trận cỡ n× n khác nhau với các phần tử thực.
Giả sử A3 = B3 và A2B = B2A, chứng minh rằng A2 +B2 không khả
nghịch.

Bài 32 (ĐH Hàng Hải). Tính định thức

detA = det



1 2 3 4 · · · 2000
2 1 2 3 · · · 1999
3 2 1 2 · · · 1998
4 3 2 1 · · · 1997
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2000 1999 1998 1997 · · · 1


.

Bài 33 (ĐH Hùng Vương – Phú Thọ). Cho số thực a0, dãy {a0, a1, a2, ..., a2013}
lập thành cấp số cộng công sai d = 4. Tìm điều kiện của a0 để ma trận A
sau là khả nghịch

A =



a0 a1 a2 ... a2012 a2013
a1 a0 a1 ... a2011 a2012
a2 a1 a0 ... a2010 a2011
... ... ... . . . ... ...

a2012 a2011 a2010 ... a0 a1
a2013 a2012 a2011 ... a1 a0
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1.2 Ma trận - Định thức

Bài 34 (ĐH Khoa học Huế). Tìm tất cả các ma trận A vuông cấp n
sao cho với mọi ma trận B vuông cấp n ta đều có det(A + 2013.B) =
detA+ 2013. detB.

Bài 35 (ĐH Hùng Vương – Phú Thọ).
1. Cho A, B ∈Mat(n,R) sao cho tồn tại (α, β) ∈ (R− {0})2 thỏa mãn:

AB + αA+ βB = 0.

Chứng minh AB = BA.
2. Chứng minh rằng với mọi A,B,C ∈Mat(2,R) ta luôn có:

(AB −BA)2C − C(AB −BA)2 = O.

Bài 36 (ĐH Ngoại Thương – Hà Nội). Cho A là ma trận thực cớ 3× 2, B
là ma trận cỡ 3× 2 thỏa mãn

AB =

 0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2


1. Chứng minh rằng ma trận BA khả nghịch.
2. Tìm ma trận BA.

Bài 37 (ĐH Ngoại Thương – Hà Nội). Biết rằng định thức của ma trận
A = [aij]n×n bằng α và tổng các phần bù đại số của các phần tử của ma
trận A bằng β (α, β ∈ R). Tính định thức của các ma trận sau:

1. B =


a11 + 2013 a12 + 2013 ... a1n + 2013
a21 + 2013 a22 + 2013 ... a2n + 2013

... ... ... ...
an1 + 2013 an2 + 2013 ... ann + 2013

 .

2. C =


1 1 ... 1

a21 − a11 a22 − a12 ... a2n − a1n
a31 − a11 a32 − a12 ... a3n − a1n

... ... ... ...
an1 − a11 an2 − a12 ... ann − a1n

 .

Bài 38 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho A và B là hai ma trận vuông cấp
n thỏa mãn rank(AB) = rank(B). Chứng minh rằng ABX = ABY ⇔
BX = BY với mọi X,Y.
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1 Đại số

Bài 39 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho A và B là hai ma trận trực giao vuông
cấp n thỏa mãn det(AB) < 0. Chứng minh rằng detA+detB = det(A+B).

Bài 40 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho ma trận A vuông cấp n. Chứng
minh rằng nếu trace(ATA) + n = 2.trace(A) thì A khả nghịch.

Bài 41 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho A và B là hai ma trận vuông cấp 2013
thỏa mãn AB+2012A+2013B = 0. Chứng minh rằng rank(A)+rank(B) 6=
2013.

Bài 42 (ĐH Khoa học Huế). Chứng minh rằng nếu ma trận vuông A cấp
n có các phần tử trên đường chéo chính bằng 0, các phần tử còn lại bằng 1
hoặc bằng 2014 thì rank(A) ≥ n− 1.

Bài 43 (ĐH Khoa học Huế). Cho các ma trận vuông thực A, B thỏa mãn
các điều kiện:

A2013 = 0, AB = 2012A+ 2011B.
Chứng minh rằng B2013 = 0 và det(A− 2011I) 6= 0.

Bài 44 (ĐH Khoa học Huế). Cho ma trận thực A =

 4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

. Tính
f(A) biết f(A) = 2013x2013 − 2012x2012 + · · · − 2x2 + x.

Bài 45 (ĐH Khoa học Huế). Cho n ∈ N∗, A ∈M(n,R) sao cho A3 = A+In.
Chứng minh rằng det(A) > 0.

Bài 46 (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2). Cho A0, A1, . . . , Am ∈Mat (m,R) ,m ∈
Z+,m ≥ 1. Chứng minh rằng tồn tại các số a0, ..., am không đồng thời bằng
không sao cho ma trận

B = a0A0 + a1A1 + ...+ amAm

là ma trận suy biến.

Bài 47 (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2). Cho An = [aij]n ∈ Mat (n,R) , n ≥ 3,
trong đó aij = ±1 Chứng minh rằng

|detAn| ≤ (n− 1) (n− 1)!

Bài 48 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho ma trận A ∈Mat (n,R) thỏa mãn

A3 + 2A2 − A− 2I = 0; tr(A) = n.
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1.3 Véc tơ riêng - Giá trị riêng

Xác định ma trận A.

Bài 49 (ĐH Sư phạm Hà Nội 2). Cho A,B ∈Mat (n,R) , n ≥ 2 thỏa mãn

rank (AB −BA) = 1.

Chứng minh rằng (AB −BA)2 = 0.

1.3 Véc tơ riêng - Giá trị riêng

Bài 50 (ĐH Bách Khoa - Tp. HCM). Cho 2 ma trận A =
(

1 2
3 4

)
, B =(

4 3
2 1

)
và ma trận cấp 2 X thỏa mãn AX −mX = B,m ∈ R. Tìm số thực

m để X có trị riêng bằng 1.

Bài 51 (ĐH Bách Khoa - Tp. HCM). Cho A,B ∈Mn(R) giao hoán được
với nhau. Chứng minh rằng nếu A có n trị riêng phân biệt thì B chéo hóa
được.

Bài 52 (CĐSP Hà Nội). Cho A là ma trận vuông cấp 3 có dạng

A =

 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1


Xác định các số thực a sao cho lim

n→∞
anAn tồn tại và khác không.

Bài 53 (ĐH An Giang). Cho đa thức f(t) ∈ R[t] và A ∈M2(R). Trình bày
cách tính f(A). Từ đó tìm công thức tính ma trận An. Áp dụng tính A2013

biết A =
(

2 2
1 3

)
.

Bài 54 (ĐH Thăng Long). Cho ma trận B =


1 1

2
1
3

1
4

2
1 1 2

3
2
4

3
1

3
2 1 3

4
4
1

4
2

4
3 1

. Hãy tìm các

giá trị riêng và véc tơ riêng của B.
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1 Đại số

Bài 55 (ĐH Hùng Vương – Phú Thọ). Cho A là ma trận thực vuông cấp 3,
vết (vết là tổng các phần tử trên đường chéo chính) là 9. Tổng các phần tử
trên mỗi cột của A bằng 4 và detA = 24. Xác định các giá trị riêng của A.

Bài 56 (ĐH Ngoại Thương – Hà Nội). Cho A = (aij)nxn với aij ∈ Z.
1. Chứng minh rằng nếu mọi số nguyên k là một giá trị riêng của A thì

det(A) chia hết cho k.
2. Giả sử m là một số nguyên và mỗi dòng của A có tổng bằng m

(∑n
j=1 aij = m(i = 1, n). Chứng minh rằng det(A) chia hết cho m.

Bài 57 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho ma trận A = [aij] vuông cấp n ,
có vết khác 0 thỏa mãn aikakj = akkaij, ∀i, j, k. Chứng minh rằng A chéo
hóa được.

Bài 58 (ĐH Khoa học Huế). Cho n, p ∈ N∗, A ∈ M(n × p,F) và B ∈
M(p× n,F). Chứng minh đẳng thức về đa thức đặc trưng: (−x)nPBA(x) =
(−x)pPAB(x).

Bài 59 (ĐH Khoa học Huế). Cho A ∈ M(3,R) sao cho A3 + A = 0 và

A 6= 0. Chứng minh rằng A đồng dạng với ma trận B =

 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

.

1.4 Hệ phương trình tuyến tính

Bài 60 (ĐH Bách Khoa - Tp. HCM). Giải hệ phương trình

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn = 0
x2

1 + x2
2 + x2

3 + . . .+ x2
n = 0

x3
1 + x3

2 + x3
3 + . . .+ x3

n = 0
. . .

xn1 + xn2 + xn3 + . . .+ xnn = 0

.

Bài 61 (CĐ Ngô Gia Tự - Bắc Giang). Cho hệ phương trình
∗x + ∗y + ∗z = 0
∗x + ∗y + ∗z = 0
∗x + ∗y + ∗z = 0
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1.4 Hệ phương trình tuyến tính

Hai người lần lượt điền mỗi số thực vào mỗi chỗ đánh dấu *. Chứng minh
rằng người đi đầu bao giờ cũng có thể làm cho hệ phương trình chỉ có nghiệm
tầm thường. Người thứ hai có luôn đạt được điều đó không? Đối với một hệ
phương trình tuyến tính thuần nhất 2013 ẩn, 2013 phương trình thì sao?

Bài 62 (ĐH Thăng Long). Giải hệ phương trình

x1 + 2x2 + · · ·+ 2013x2013 = 2012
2013x1

2x1 + 3x2 + · · ·+ 2014x2013 = 2012
2013x2

· · · · · ·

2013x1 + 2014x2 + · · ·+ 4025x2013 = 2012
2013x2013

Bài 63 (ĐH Hùng Vương – Phú Thọ). Giải hệ phương trình:

x1 − x2 − x3 − ...− xn = 6
−x1 + 3x2 − x3 − ...− xn = 12
−x1 − x2 + 7x3 − ...− xn = 24

................................
−x1 − x2 − x3 − ...+ (2n − 1)xn = 3.2n

Bài 64 (ĐH Hàng Hải). 1. Giải và biện luận hệ phương trình


x5 + x2 = mx1

x1 + x3 = mx2

x2 + x4 = mx3

x3 + x5 = mx4

x4 + x1 = mx5

,

trong đó m là tham số.

2. Cho {v1, v2, v3, v4, v5} là một cơ sở của không gian véc tơ V trên trường
R. Chứng minh

{v1 + v2, v2 + v3, v3 + v4, v4 + v5, v5 + v1}

cũng là một cơ sở của V .
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1 Đại số

Bài 65 (ĐH Ngoại Thương – Hà Nội). Cho 2n số thực dương a1, a2, ..., an
và b1, b2, ..., bn. Xét hệ phương trình tuyến tính sau:

x1
a1+b1

+ x2
a1+b2

+ ...+ xn
a1+bn = 0

x1
a2+b1

+ x2
a2+b2

+ ...+ xn
a2+bn = 0

....................................................
x1

an+b1
+ x2

an+b2
+ ...+ xn

an+bn = 0

Tìm điều kiện cần và đủ để hệ phương trình tuyến tính trên có nghiệm duy
nhất (x1, x2, ..., xn) = (0, 0, ..., 0).

1.5 Đa thức

Bài 66 (CĐ Tuyên Quang). Tìm đa thức P (x) ∈ R[x] sao cho

P [x] = x(x− 1)P ′′(x) + (x+ 2)P ′(x)

.

Bài 67 (ĐH An Giang). Cho đa thức

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x]

thỏa P (z) ∈ Z với mọi z ∈ Z. Chứng minh rằng an.n! ∈ Z.

Bài 68 (ĐH Hùng Vương – Phú Thọ).
1. Cho n ∈ N∗, f(x) ∈ R[x], deg f(x) = n. Chứng minh rằng tồn tại

các số thực a0, a1, ..., an không đồng thời bằng 0 sao cho đa thức∑n
i=0 aix

2ichia hết cho f(x).
2. Cho đa thức với hệ số thực P (x) bậc n (n ≥ 1) có m nghiệm thực.

Chứng minh rằng đa thức Q(x) = (4x2 + 3)P (x) + P ′(x) có ít nhất m
nghiệm thực.

Bài 69 (ĐH Bách Khoa – Hà Nội). Cho đa thức f(x) = 2013x2013 +
a2012x

2012 + ...+ a1x+ a0 có 2013 nghiệm thực x1, x2, ..., x2013 và g(x) là một
đa thức có bậc nhỏ hơn 2012. Chứng minh rằng ∑2013

i=1
g(xi)
f ′(xi) = 0.

Bài 70 (ĐH Cần Thơ). Cho ma trận A ∈ M2013(R) sao cho A2013 +
2012A2012 = 2013A2011. Chứng minh rằng TrA ≤ 2013 (với TrA là vết
của A).
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1.5 Đa thức

Bài 71 (ĐH Cần Thơ). Cho C = (cij) ∈M2013(R) sao cho cij = 1, với mọi
i, j. Hỏi có tồn tại ma trận A = (aij) và B = (bij) thuộc M2013(R) (với aij ,bij
là các số nguyên) thỏa điều kiện 2013AB − 2011BA = C? Tại sao?

Bài 72 (ĐH Cần Thơ). Giải hệ phương trình tuyến tính sau:
x1 + x2 + ...+ x2013 = −1
22012x1 + 22011x2 + ...+ x2013 = −22013

..............
20132012x1 + 20132011x2 + ...+ x2013 = −20132013

.

Bài 73 (ĐH Cần Thơ). Cho ma trận vuông cấp 2013:

A =



m n 0 · · · 0 0
0 m n · · · 0 0
0 0 m · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · m n
n 0 0 · · · 0 m


với m,n là các số tự nhiên. Chứng minh rằng A suy biến khi và chỉ khi
A = O.

Bài 74 (ĐH Cần Thơ). Cho đa thức Q(x) = 1 + 4x + 4x2 + ... + 4x2n

thuộc R[x] (n là số tự nhiên). Tìm tất cả các đa thức P(x) trên R[x] sao cho
[P (x)]2 = Q(x).

Bài 75 (ĐH Khoa học Huế). Cho P (x) là một đa thức bậc n ≥ 1 với hệ số
thực và có n nghiệm thực. Chứng minh rằng:

(n− 1)[P ′(x)]2 ≥ nP (x)P ′′(x), ∀x ∈ R.

Bài 76 (ĐH Khoa học Huế). Cho P (x) là đa thức bậc n với hệ số thực có
n nghiệm thực phân biệt khác 0. Chứng minh rằng các nghiệm của đa thức

x2P ′′(x) + 3xP ′(x) + P (x)

là thực và phân biệt.

Bài 77 (ĐH Khoa học Huế). Tìm tất cả các đa thức P (x) ∈ R[x] thỏa

1 + P (x) = 1
2[P (x− 1) + P (x+ 1)].
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1 Đại số

Bài 78 (ĐH Sư Phạm Hà Nội 2). Cho P (x) , Q (x) ∈ R [x] là các đa thức
bậc dương bất kỳ thỏa mãn

P
(
x5
)

+ xQ
(
x3
)

=
(
1 + x+ x2

)2013
.

Chứng minh rằng: P(1)= Q(1) = 0.
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2 Chương 2

Giải tích

2.1 Dãy số

Bài 79 (ĐH Bách Khoa Hà Nội). Tính giới hạn của dãy số {an}, trong đó
1 ≤ a1 ≤ 2, a2

n+1 = 3an − 2.

Bài 80 (ĐH Bách Khoa Hà Nội). Cho {an} là dãy Fibonacci :{
a0 = a1 = 1
an+2 = an+1 + an, n ≥ 0 .

Tính tổng sau: ∑+∞
n=0

(−1)n
anan+2

.

Bài 81 (ĐH Hàng Hải). Cho dãy xn, n ∈ N∗, xác định như sau:

x1 = 2013, x2 = 4026, xn+2 = n+2
n+1xn+1 + 2(n+2)

n
xn với mọi n ≥ 1.

Chứng minh rằng dãy un = xn+1
xn

xác định với mọi n ∈ N∗và hội tụ. Tính
giới hạn của dãy un.

Bài 82 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Cho {bn}∞n=0 là dãy số dương được xác định
bởi: {

b0 = 1
bn = 2 +

√
bn−1 − 2

√
1 +
√
bn−1, n = 1, 2, 3, ...

Đặt Sn = ∑n
k=0 2kbk. Hãy tìm giới hạn lim

n→+∞
= Sn.
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2 Giải tích

Bài 83 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Xét Q(x) = x2 + 4x+ 2013. Giả sử đa thức:

P (x) = x2013 + a2012x
2012 + a2011x

2011 + ...+ a1x+ a0

có 2013 nghiệm thực phân biệt và đa thức P (Q(x)) không có nghiệm thực.

Hãy chứng minh rằng: P (2013) > 42013.

Bài 84 (HV Công Nghệ Bưu Chính Viễn Thông). Cho x1 = a > 0và dãy
(xn) được xác định bởi

(n+ 3)2xn+1 = n2xn + 2n+ 3.

Tìm giới hạn: I = lim
n→∞

xn.

Bài 85 (ĐH Bạc Liêu). Cho xn = a ∈ (0, π);xn+1 = sin xn,∀n ∈ N, n > 1.
Tính lim

n→∞

xn+1 + xnxn+1 − xn
x2
n

.

Bài 86 (ĐH Bách khoa Hà Nội). Tính giới hạn của dãy {an} sau: 1 ≤ a1 ≤ 2,
a2
n+1 = 3an − 2.

Bài 87 (CĐ Tuyên Quang). Cho dãy số (un) xác định như sau: u1 =
√

2
un+1 = un + u2

n

2013
√

2
.

Tìm lim
n→+∞

(
u1
u2

+ u2
u3

+ ...+ un
un+1

)
.

Bài 88 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Cho dãy số {un} thỏa mãn điều kiện

un = n+ 1
2013n+1

(
2013

1 + 20132

2 + ...+ 2013n
n

)
, n = 1, 2, 3, . . .

Chứng minh dãy {un} hội tụ và tính lim
n→∞

(un).

Bài 89 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho dãy số un thỏa mãn:{
un = nun−1 − 2n+ 2, ∀n ≥ 2
u1 = 1 .

Tính u2013.
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2.2 Hàm số

2.2 Hàm số

Bài 90. Với |q| < 1, tìm tất cả các hàm số f : R→ R liên tục tại 0 và thỏa
mãn f(x) + f(qx) = 0 với mọi x ∈ R.

Bài 91 (ĐH Hàng Hải). Cho hàm f liên tục trên đoạn [0, 2], khả vi trên
khoảng (0, 2). Chứng minh rằng tồn tại số c ∈ (0, 2) sao cho:

f ′(c) + 1− c
c(2− c)sh(f(c)) = 0,

trong đó sh(x) là hàm số được định nghĩa bởi: sh(x) = ex+e−x
2 .

Bài 92 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Chọn một trong hai câu sau:

1. Chứng minh rằng : không thể tồn tại một hàm số khả vi liên tục

f : R → R thỏa mãn các tính chất :
{
f(x) > 0
f ′(x) = f(f(x)) với mọi

x ∈ R.
2. Cho f : [0;N ] → R là hàm khả vi liên tục đến cấp hai và với mọi
x ∈ [0;N ] ta luôn có |f ′(x)| < 2013 và f”(x) > 0. Với k số tự nhiên
m1,m2, ...,mk : 0 ≤ m1 < m2 < ... < mk ≤ N ta đặt:

ni = f(mi), bi = ni − ni−1, ai = mi −mi−1 , i = 1, k

Hãy chứng minh rằng:

−2013 < b1

a1
<
b2

a2
< ... <

bk
ak

< 2013.

Bài 93 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Xét hàm số f(x) = x2−4026x+2013.2014, x ∈
R. Định nghĩa fn(x) = f (fn−1(x)) với n ∈ N, x ∈ R. Hãy tính tích phân
sau:

I =
ˆ 1

0
f 2013(x)dx.

Bài 94 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Cho f ∈ Cn(0; +∞), n ∈ N và tồn tại
lim

x→+∞
f (n)(x) với n ∈ N. Giả sử rằng lim

x→+∞
f(x) = a, a ∈ R. Hãy tìm

lim
x→+∞

f (n)(x) =?.
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2 Giải tích

Bài 95 (HV Công Nghê Bưu Chính Viễn Thông). Cho hàm số f : R→ R
thỏa mãn

f(0) = 2013, f(1) = 2014, f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)cosπy2 ∀x, y ∈ R.

Hãy tìm hàm số f(x).

Bài 96 (ĐH Bạc Liêu). Cho

f(x) =
1ˆ

0

e−x
2(1+t2)

1 + t2
dt, ∀x ∈ R

Chứng minh rằng

A(x) = f(x) +


xˆ

0

e−t
2
dt


2

là ánh xạ hằng.

Bài 97 (ĐH Bạc Liêu).

1. Chứng minh rằng với mọi n ∈ N∗, tồn tại một đa thức duy nhất
Pn ∈ R[x] sao cho

x4n(1− x)4n = (1 + x2)Pn(x) + (−1)n4n.

2. Đặt an = (−1)n−1

4n−1

1ˆ

0

Pn(x)dx. Tìm lim
n→∞

an.

Bài 98 (ĐH Bạc Liêu). Tìm giới hạn lim
x→+∞

xˆ

1

et ln tdt

ex ln x
Bài 99. Giả sử f là hàm số liên tục trên [0,+∞).

1. Chứng minh rằng nếu lim
x→+∞

f(x) = +∞ thì lim
x→+∞

1
x

´ x
0 f(t)dt = +∞.

2. Nếu lim
x→+∞

1
x

´ x
0 f(x)dx = +∞ thì có kết luận được lim

x→+∞
f(x) = +∞

hay không? Tại sao?
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2.2 Hàm số

Bài 100. Có tồn tại hay không hàm số f : (0, 1)→ (0, 1) thỏa mãn ðiều
kiện |f(y)− f(x)| > |y − x| ,∀x, y ∈ (0; 1), x 6= y?

Bài 101 (ĐH Bách khoa Hà Nội). Với |q| < 1, tìm tất cả các hàm f : R→ R
liên tục tại 0 và thỏa mãn f(x) + f(qx) = 0 với mọi x ∈ R.

Bài 102 (CĐ Tuyên Quang). Cho f là hàm khả vi trên đoạn [0,1], f(0) =
0, f(??) = 1. Chứng minh rằng với mỗi α, β > 0 tồn tại x1, x2 ∈(0,1) sao
cho x1 6= x2 và α

f ′(x1) + β
f ′(x2) = α + β.

Bài 103 (CĐ Tuyên Quang). Tìm hàm số f : R \{0, 1} → R thỏa mãn:
f(x) + f

(
x−1
x

)
= 1 + x, ∀x∈R

Bài 104 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Tìm tất cả các hàm số f(x) xác
định với mọi x và thỏa mãn các điều kiện sau

1. (α− β).f(α + β)− (α + β).f(α− β) = 4αβ(α2 − β2) với ∀α, ∀β
2. f(1) = 2.

Bài 105 (CĐ Tuyên Quang). Cho hàm số f(x) liên tục trên đoạn [0, 1] và
thỏa mãn điều kiện

xf(y) + yf(x) ≤ 2013
π
, ∀x, y ∈ [0, 1].

Chứng minh rằng
´ 1

0 f(x)dx ≤ 2013
4 .

Bài 106 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho f(x) = x. ln x với x > 0.

1. Chứng minh rằng với mọi x > 0, x 6= 1 tồn tại duy nhất cx > 0, cx 6= 1
sao cho

f ′(cx) =
f(x)− f(1)

x− 1 .

2. Tính lim
x→1

cx − 1
x− 1 .

Bài 107 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho f : [0; +∞) → [0; +∞) là hàm

liên tục. Đặt g(x) = 1 +
3
2
x́

0
f(t)dt. Giả sử

g(x) ≥ [f(x)]3 với mọi x ≥ 0.
Chứng minh rằng: [g(x)]2 ≤ (x+ 1)3 với mọi x ≥ 0.
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2 Giải tích

Bài 108 (CĐ Sư phạm Nam Định). Cho f : R→ R thỏa mãn:

f

(
x+ 2y

3

)
=
f(x) + f(y)

2 ∀x, y ∈ R

Tìm hàm f(x).

Bài 109 (CĐ Sư phạm Nam Định). Sinh viên chọn một trong 2 câu sau:

1. Cho f : R → R thỏa mãn f(x) − 2x4, f(x) − x là hàm đồng biến.
Chứng minh rằng: f(x)− x2 cũng là hàm đồng biến.

2. Cho f : [0, 1]→ [−1; 1] có đạo hàm trên đoạn [0, 1] và f(0) = f(1) = 0.
Chứng minh rằng phương trình

f ′(x) + 2 tan f(x) = 0

có ít nhất 1 nghiệm thuộc (0, 1).

2.3 Phép tính vi phân hàm một biến

Bài 110. Giả sử f khả vi liên tục cấp 2 trên (0,+∞) thỏa mãn lim
x→+∞

xf (x) =
0 và lim

x→+∞
xf ′′ (x) = 0. Chứng minh rằng lim

x→+∞
xf ′(x) = 0.

Bài 111. Chứng minh phương trình sin (cos x) = x và cos (sin x) = x có
nghiệm duy nhất trên [0, π2 ]. Gọi x1, x2 là nghiệm của hai phương trình nói
trên, chứng minh x1 < x2.

Bài 112. Cho hàm u(x) liên tục và khả vi trên (0,+∞), hơn nữa u (x) , u′ (x) >
0 với mọi x ∈ (0,+∞). Biết

´ +∞
1

dx
u(x)+u′(x) hội tụ. Chứng minh

´ +∞
1

dx
u(x)

cũng hội tụ.

Bài 113 (HV Công Nghê Bưu Chính Viễn Thông). Cho hàm f(x) khả vi 2
lần trên [0, 1] và {

f(0) = f(1) = 0,
min{f(x) : x ∈ [0, 1]} = −1.

Chứng minh rằng: max{f ′′(x) : x ∈ [0, 1]} ≥ 8.
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2.3 Phép tính vi phân hàm một biến

Bài 114 (ĐH Bạc Liêu). Chứng minh rằng không tồn tại hàm f : [−1, 1]→
R thỏa các tính chất sau: f ′′′(x) < 3,∀x ∈ [−1, 1], f(−1) = 0, f(1) = 1,
f(0) = 0 và f ′(0) = 0.

Bài 115.

1. Tìm giới hạn lim
x→+∞

´ x2

0 ln(1 + 1√
t
)dt.

2. Tìm giới hạn lim
x→+∞

1
x

´ x2

0 ln(1 + 1√
t
)dt.

Bài 116 (ĐH Bách khoa Hà Nội). Giả sử f khả vi liên tục cấp 2 trên
(0,+∞) thỏa mãn lim

x→+∞
xf (x) = 0 và lim

x→+∞
xf ′′ (x) = 0. Chứng minh rằng

lim
x→+∞

xf ′(x) = 0.

Bài 117 (CĐ Tuyên Quang). Cho f là hàm khả vi đến cấp 2 trên đoạn
[a, b] và f ′(a) = f ′(b) = 0. Chứng minh tồn tại c ∈ (a, b) sao cho |f ′′(c)| ≥

4
(b−a)2 |f(b)− f(a)| .

Bài 118 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Cho

P (x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3),

với x1 < x2 < x3. Chứng minh rằng

P //(x1)
p/(x1) + P //(x2)

p/(x2) + P //(x3)
p/(x3) = 0.

Bài 119 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Cho hàm số f(x) có đạo hàm với
mọi x ∈ (a, b), b > a > 0. Chứng minh rằng tồn tại c ∈ (a, b) sao cho

af(b)− bf(a)
a− b

= f(c)− c.f /(c).

Bài 120 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Cho hàm số f(x) cùng đạo hàm của
nó liên tục trên đoạn trên đoạn [0, 1]. Giả sử f(0) = 0, f(1) = 1.

Chứng minh rằng tồn tại hai số α, β sao cho 0 < α < β < 1 thỏa mãn:

f /(α).f /(β) = 1.
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2 Giải tích

2.4 Phép tính tích phân hàm một biến

Bài 121 (HV Công Nghệ Bưu Chính Viễn Thông). Cho hàm f(x) liên tục
trên [0, 1] và 0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x ∈ [0, 1]. Chứng minh rằng:

ˆ 1

0
f(x)dx ≥

(ˆ 1

0
f(x2013)dx

)2013

.

Bài 122 (HV Công Nghệ Bưu Chính Viễn Thông). Cho hàm f(x) liên tục
trên [0, 1]. Chứng minh rằng: Tồn tại c ∈ [0, 1] sao cho

ˆ 1

0
x2013f(x)dx = 1

2014f(c).

Bài 123 (ĐH Thủy Lợi Hà Nội). Tìm hàm liên tục f : [0; 1]→ R thỏa mãn:

f(x) = 1
x

ˆ x

0
f(t)dt ; x ∈ (0; 1] .

Bài 124 (HV Công Nghệ Bưu Chính Viễn Thông).

1. Cho hàm u(x) khả vi liên tục trên (0,+∞) và

u(x) > 0 ∀x ∈ (0,+∞), u′(x) > 0 ∀x ∈ (0,+∞),

và ˆ +∞

1

dx

u(x) + u′(x) < +∞.

Chứng minh rằng:
´ +∞

1
dx
u(x) < +∞.

2. Cho chuỗi số dương ∑∞n=1
an
n

(an > 0 ∀n) hội tụ. Chứng minh rằng
chuỗi số ∞∑

k=1

∞∑
n=1

an
k2 + n2

hội tụ.

Bài 125 (ĐH Bách khoa Hà Nội). Cho hàm u(x) liên tục và khả vi trên
(0,+∞), hơn nữa u (x) , u′ (x) > 0 với mọi x ∈ (0,+∞). Biết

´ +∞
1

dx
u(x)+u′(x)hội

tụ. Chứng minh
´ +∞

1
dx
u(x) cũng hội tụ.
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2.5 Lí thuyết chuỗi và tích phân suy rộng

Bài 126 (CĐ Tuyên Quang). Cho f là hàm khả vi liên tục trên đoạn [a,b],
f(a) = 0. Chứng minh rằng

ˆ b

a

|f(x).f ′(x)| dx ≤ (b− a)
2

ˆ b

a

(f ′(x))2
dx.

Bài 127 (CĐ Tuyên Quang). Cho f là một hàm số chẵn liên tục trên
[−a, a], a > 0; g là một hàm liên tục nhận giá trị dương trên [−a, a] và
g(−x) = 1

g(x) , ∀x ∈ [−a, a]

a) Chứng minh rằng
´ a
−a

f(x)dx
1+g(x) =

´ a
0 f(x)dx.

b) Tính
´ π

2
−π2

cosx
1−x+

√
x2+1dx.

Bài 128 (CĐ Ngô Gia Tự Bắc Giang). Tính tích phân I =
´ 1

0
dx

(1+xn) n
√

1+xn

Bài 129 (CĐ Sư phạm Nam Định). Tính tích phân I =
π́

0
x cos4 xdx.

2.5 Lí thuyết chuỗi và tích phân suy rộng

Bài 130 (ĐH Hàng Hải). Chứng minh rằng chuỗi sau hội tụ và tính tổng
của nó: ∞∑

n=1

(2n− 1)!!
(2n)!!2n .

Bài 131. Tìm lim
x→0+

´ 2013x
x

(sin t)2012

t2013 dt.

Bài 132. Cho (xn) là dãy số tăng và lim
n→∞

xn = a. Chứng minh rằng chuỗi
số ∑∞n=1

(
1− xn

xn+1

)
hội tụ.

Bài 133 (ĐH Bách khoa Hà Nội). Chứng minh phương trình sin (cos x) = x
và cos (sin x) = x có nghiệm duy nhất trên [0, π2 ]. Gọi x1, x2 là nghiệm của
hai phương trình nói trên, chứng minh x1 < x2.
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2 Giải tích
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Phần II

Đề thi chính thức năm 2013
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3 Chương 3

Đề thi

3.1 Đại số

Câu 1. Cho hệ phương trình tuyến tính

−x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = 1,
x1 − 5x2 + x3 + · · ·+ xn = 1,

. . . . .
x1 + x2 + x3 + · · · − [n(n+ 1)− 1]xn = 1.

1. Giải phương trình với n = 5.

2. Giải phương trình với n bất kỳ.

Câu 2. Cho f1(x), ..., fn(x) lần lượt là các nguyên hàm nào đó của các hàm
số ex, ..., exn , n ≥ 1. Chứng minh rằng các hàm số này độc lập tuyến tính
trong không gian C[0, 1] các hàm liên tục trên đoạn [0, 1].

Câu 3. Cho a0, a1, ..., an là các số thực, n ≥ 2. Tính định thức

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 − a1 a1 0 0 · · · 0 0
−a1 a1 − a2 a2 0 · · · 0 0

0 −a2 a2 − a3 a3 · · · 0 0
. . . . . . .
0 0 0 0 · · · −an−1 an−1 − an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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3 Đề thi

Câu 4. Cho a là một số nguyên lẻ và b1, ..., bn là các số nguyên sao cho
b1 + · · ·+ bn lẻ, n ≥ 1. Chứng minh rằng đa thức

P (x) = axn+1 + b1x
n + · · ·+ bnx+ a

không có nghiệm hữu tỷ.
Câu 5. Có bao nhiêu ma trận vuông cấp n có đúng n+ 1 phần tử bằng 1,
các phần tử còn lại bằng 0 và có định thức bằng 1?

3.2 Giải tích

Câu 1. Cho x1 = a ∈ R và dãy (xn) được xác định bởi (n + 1)2xn+1 =
n2xn + 2n+ 1. Tìm limn→∞ xn.
Câu 2. Tìm giới hạn

lim
n→∞

1ˆ

0

nxn

2013 + xn
dx.

Câu 3. Cho α ≥ β > 0. Hãy tìm các hàm số f : (0,∞)→ R thỏa mãn điều
kiện

f(x) = max{xαyβ − f(y) : y ≥ x} với mọi x ∈ (0,∞).

Câu 4. Cho hàm f(x) liên tục trên [0, 1] và khả vi trong (0, 1), thỏa
mãn f(0) = 0; f(1) = 1. Chứng minh rằng tồn tại các số phân biệt
x1, x2, ..., x2013 ∈ (0, 1) sao cho

2013∑
k=1

kxk
f ′(xk)

= 2013× 1007
2 .

Câu 5. Cho f(x) là hàm dương, liên tục trên đoạn [0, 1] và thoả mãn điều
kiện

f(x) + f((1−
√
x)2)) ≤ 1

với mọi x ∈ [0, 1]. Chứng minh rằng
ˆ 1

0

√
f(x) dx ≤ π

√
5

8 .

Hãy chỉ ra rằng dấu đẳng thức không thể xẩy ra.
Câu 6. Thí sinh chọn một trong hai câu:

30



3.2 Giải tích

6a. Cho (an) là dãy số dương sao cho chuỗi số ∑∞n=1 an hội tụ. Chứng
minh rằng tồn tại dãy số dương (bn) sao cho limn→∞ bn =∞ và chuỗi∑∞
n=1 anbn <∞ cũng hội tụ.

6b. Cho hàm số f(x) liên tục trên [0, 1]. Chứng minh rằng nếu tồn tại hàm
g(x) đơn điệu thực sự (tức là đơn điệu và g(x) 6= g(y) nếu x 6= y) và
liên tục trên đoạn [0, 1] sao cho

ˆ 1

0
f(x)gk(x) dx = 0 với mọi k = 0, 1, 2, ..., 2013.

thì phương trình f(x) = 0 có ít nhất 2014 nghiệm phân biệt nằm trong
khoảng (0, 1). Hãy chỉ ra thí dụ nếu bỏ tính đơn điệu của hàm g(x)
thì định lý có thể không đúng.
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3 Đề thi
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4 Chương 4

Đáp án

4.1 Đại số

Bài 1. (5 điểm)
- Câu a) (3 điểm)
Tính ra được nghiệm

x1 = −− 3, x2 = −1, x3 = −1
2 , x4 = − 3

10 , x5 = −1
5 .

Chấp nhận các kết quả có số lẻ bấm từ máy tính.
- Câu b) (2 điểm)
Đặt S = x1 + · · ·+ xn. Từ hệ đầu suy ra xi = S/i(i+ 1)− 1.
- (2 điểm) Cộng tất cả các hệ thức mới lại (hoặc thế vào phương trình đầu),
sẽ cho S = −n.
- (1 điểm) Do đó: xi = − n+1

i(i+1) .

Bài 2. (5 điểm)
(2 điểm) Giả sử a1f1+· · ·+anfn = 0. Lấy đạo hàm suy ra a1e

x+· · ·+anex
n =

0.
(1 điểm) Lấy đạo hàm tiếp có a1e

x + 2a2xe
x2 + · · ·+ nanx

n−1ex
n = 0.

(2 điểm) Cho x→ 0 suy ra a1 = 0. Thay a1 = 0 rồi chia 2 vế cho x, lại suy
ra a2 = 0, .... Cứ thế cho đến an = 0.
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4 Đáp án

Bài 3. (5 điểm)
- (1 điểm) Khai triển Laplace để có

Dn = (a0 − a1)Dn−1 + a2
1Dn−2.

- (1 điểm) Tính D2 = a0a1 − a0a2 + a1a2.

- (3 điểm) Dự đoán và chứng minh bằng qui nạpDn = (−1)n∑n
i=0(−1)ia0 · · · an/ai

(tức bỏ thừa số ai ở số hạng thứ i).
Bài 4. (5 điểm)
- (1 điểm) Giả sử có nghiệm là α = p/q, (p, q) = 1. Khi đó f(p) = 0, trong
đó

f(x) = axn+1 + b1qx
n + · · ·+ bnq

nx+ qn+1a = 0.

- (1 điểm) Nếu q chẵn thì p lẻ. Suy ra apn+1 chẵn, vô lí. Vậy q lẻ.

- (2 điểm) Chú ý f(1) = f(1)− f(p) ... (1− p). Mà f(1) ≡ 2a+∑
bi(mod 2)

lẻ, nên p chẵn.
- (1 điểm) Do f(p) = 0 suy ra aqn+1 chẵn, vô lí.
Bài 5. (5 điểm)
Trên mỗi hàng (cột) của ma trận vuông cấp n có n+ 1 phần tử bằng 1 với
định thức khác không khi và chỉ khi có duy nhất một hàng (cột) có 2 phần
tử 1 và các hàng (cột) còn lại chỉ có 1 phần tử 1.
Từ ma trận đơn vị ta đặt lần lượt số 1 vào một vị trí không nằm trên đường
chéo chính ta sẽ nhận được ma trận có định thức bằng 1. Từ đó có n2 − n
ma trận như vậy.
Từ ma trận đơn vị bằng phép đổi dòng (cột) ta có ma trận có định thức
bằng 1 hoặc −1. Có tất cả n! cách hoán vị như vậy. Suy ra sẽ có n!

2 ma trận
có định thức bằng 1.
Vậy có tất cả n(n−1))n!

2 .

4.2 Giải tích

Câu 1. (5 điểm) Đặt yn = xn − 1 ta thu được

(n+ 1)2yn+1 = n2yn =⇒ yn = a− 1
n2 .
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4.2 Giải tích

• Tính được nghiệm xn = 1 + a−1
n2 4 điểm

• Chỉ ra giới hạn 1 điểm

Câu 2. (5 điểm) Ta có

1ˆ

0

nxn

2013 + xn
=

1ˆ

0

xd ln(2013 + xn) = ln 2014
2013 −

1ˆ

0

ln(1 + xn

2013) dx.

3 điểm

Sử dụng bất đẳng thức 0 ≤ ln(1 + xn

2013) ≤ xn

2013 ta thấy
1́

0
ln(1 + xn

2013) dx→ 0
khi n→∞.
Đáp số: ln 2014

2013 2 điểm
Câu 3. (5 điểm) Từ điều kiện f(x) = max{xαyβ − f(y) : y ≥ x} ta thấy
f(x) ≥ xαyβ − f(y) với mọi y ≥ x. Cho y = x ta có

f(x) ≥ xα+β

2 . 1 điểm

Suy ra

xαyβ − f(y) ≤ xαyβ − yα+β

2 .

Ta chứng minh

xαyβ − yα+β

2 ≤ xα+β

2 .

Hay là

2 ≤
(
x

y

)β
+
(
y

x

)α
. 3 điểm

Đẳng thức này đúng do x ≤ y và α ≥ β. Theo định nghĩa

f(x) = xα+β

2 .

Vậy

f(x) = xα+β

2 . 1 điểm

Thử lại, ta thấy hàm này thỏa điều kiện đề bài đã cho.
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4 Đáp án

Câu 4. (5 điểm) Đặt T = 1 + 2 + 3 + · · ·+ 2013 = 2013.2014
2 ; yk = 1

T

k∑
i=1

i. Rõ
ràng với mọi k = 1, 2, ..., 2012 thì yk ∈ (0, 1). Vì f liên tục trên [0, 1] nên tồn
tại x̄k để f(x̄k) = yk. Ta chú ý rằng do f(0) = 0 và f(1) = 1 nên ta có thể
chọn x̄i 6= x̄i+1 (thậm chí có thể chọn x̄i tăng dần). Đặt x̄0 = 0; x̄2013 = 1.
áp dụng liên tiếp định lý Cauchy cho 2013 đoạn [0, x1] , [x1, x2] , ..., [x2012, 1]
với các hàm f và g(x) = x2 ta tìm được các điểm x1 ∈ (0, x1), x2 ∈
(x1, x2), ..., x2013 ∈ (x2012, 1) thỏa mãn

f ′(x1)
2x1

= f(x1)− f(0)
x2

1 − 02
⇒ x2

1 − 02 = 2
T

1x1

f ′(x1)
f ′(x2)

2x2
= f(x2)− f(x1)

x2
2 − x2

1
⇒ x2

2 − x2
1 = 2

T

2x2

f ′(x2)
f ′(x2013)

2x2013
= f(1)− f(x2012)

1− x2
2012

⇒ 1− x2
2012 = 2

T

2013x2013

f ′(x2013)

Cộng lại ta được

1 = 2
T

2013∑
k=1

kxk
f ′(xk)

⇒ T

2 =
2013∑
k=1

kxk
f ′(xk)

Hay là
T

2 =
2013∑
k=1

kxk
f ′(xk)

.

Câu 5. (5 điểm) Ta có
ˆ 1

0

√
f(x) dx = 4

ˆ π
2

0

√
f(cos4 x)cos3 xsin x dx

≤ 4
(ˆ π

2

0
f(cos4 x) dx

) 1
2
(ˆ π

2

0
cos6 x sin2 x dx

) 1
2

ˆ 1

0

√
f(x) dx = 4

ˆ π
2

0

√
f(sin4 x)sin3 xcosx dx

≤ 4
(ˆ π

2

0
f(sin4 x) dx

) 1
2
(ˆ π

2

0
sin6 x cos2 x dx

) 1
2

. (2 điểm)
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4.2 Giải tích

Vì vậy

2
(ˆ 1

0

√
f(x) dx

)2

≤ 16
ˆ π

2

0

(
f(cos4 x) + f(sin4 x)

)
dx

ˆ π
2

0
sin6 x cos2 x dx

≤ 16π2

ˆ π
2

0
sin6 x cos2 x dx. (1 điểm)

Ta lại có
ˆ π

2

0
sin6 x cos2 x dx = π

2

( 5.3
6.4.2 −

7.5.3
8.6.4.2

)
= π

2
5.3

8.6.4.2 .

Vậy ˆ 1

0

√
f(x) dx ≤ π

√
5

8 .

Các đẳng thức trên xẩy ra khi và chỉ khi

f(cos4 x) = k cos3 x sin x; f(sin4 x) = h sin3 x cosx,

với k, h là hai hằng số.
Nhưng khi đó thì

f(cos4 x) + f(sin4 x) = k cos3 x sin x+ h sin3 x cosx

Theo điều kiện đầu bài

k cos3 x sin x+ h sin3 x cosx ≤ 1

với mọi x. Mặt khác, để có dấu bằng thì
ˆ 1

0
(f(cos4 x) + f(sin4 x)) dx = π

2 .

Điều này kéo theo

k cos3 x sin x+ h sin3 x cosx ≡ 1 ∀x ∈ [0, π2 ].

Nhưng điều này không thể. 1 điểm
Câu 6. (5 điểm)
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4 Đáp án

6a. Do chuỗi ∑∞n=1 an hội tụ nên ta có thể chọn được dãy các số nguyên
km ↑ ∞ sao cho

∞∑
i=km

ai <
1
m3 . (4 điểm)

Đặt bn = m nếu km < n ≤ km+1. Ta thấy bn ↑ ∞ và

∞∑
n=1

anbn =
∞∑
m=1

km+1∑
n=km+1

anbn ≤
∞∑
m=1

1
m2 <∞.

Vậy chuỗi ∑∞n=1 anbn hội tụ. 1 điểm
6b. Giả sử ngược lại hệ có k nghiệm như vậy và k < 2014. Ta bỏ qua các
nghiệm bội mà tại đó hàm số không đổi dấu và sắp xếp các nghiệm còn lại
theo thứ tự tăng dần 0 < x1 < x2 < · · · < xm < 1 (m ≤ k). Đặt x0 = 0 và
xm+1 = 1. Ta nhận thấy trên hai khoảng liên tiếp (xi, xi+1) và (xi+1, xi+2)
hàm số f(x) nhận các giá trị khác dấu nhau. Đặt φ(x) = ∏m

i=1(g(x)− g(xi)).
Do g đơn điệu thực sự nên trên hai khoảng liên tiếp (xi, xi+1) và (xi+1, xi+2)
hàm số φ(x) cũng nhận các giá trị khác dấu nhau. Vì vậy hàm số f(x).φ(x)
sẽ hoặc dương hoặc âm. Từ đó

ˆ 1

0
f(x)φ(x) dx 6= 0. (4 điểm)

Điều đó mâu thuẫn với giả thiết.
Thí dụ: xét h1(x) là hàm lẻ và h2 là hàm chẵn. Đặt f(x) = h1(x − 1

2) và
g(x) = h2(x − 1

2). Khi đó, fgk là hàm có tâm đối xứng là (1/2, 0) nên´ 1
0 f(x)gk(x) dx = 0 với mọi k.
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