CHƯƠNG I: Hệ thức lượng trong tam giác vuông
Chuyên đề 1. MỘT SỐ HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ ĐƯỜNG CAO
A. Kiến thức cần nhớ
	Tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH (h.1.1). Khi đó ta có:
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[image: image2.wmf]2

hbc

¢¢

=

;

3) 
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4) 
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5) 
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 (định lí Py-ta-go).


B. Một số ví dụ
Ví dụ 1. Cho tam giác ABC cân tại A (
[image: image6.wmf]µ
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), đường cao BH. Chứng minh rằng: 
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Giải
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Trên tia đối của tia AC lấy điểm D sao cho 
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Do đó 
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Tam giác BCD có đường trung tuyến BA ứng với cạnh CD và 
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 nên tam giác BCD vuông tại B.

Xét 
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 vuông tại B, đường cao BH ta có: 
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 (hệ thức 1).
Suy ra 
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  (vì 
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Nhận xét: Đề bài cho BH là đường cao nhưng chưa phải đường cao tương ứng với cạnh huyền của tam giác vuông. Vì vậy ta vẽ thêm hình phụ để tạo ra tam giác vuông đỉnh B sao cho BH là đường cao ứng với cạnh huyền rồi vận dụng hệ thức (1). Ta cũng có thể vẽ hình phụ theo cách khác: Qua B vẽ một đường thẳng vuông góc với BC cắt tia CA tại D. Cách này cũng tạo ra một tam giác vuông với BH là đường cao ứng với cạnh huyền. 

Ví dụ 2. Hình thang ABCD có 
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 và 
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. Biết 
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. Tính diện tích hình thang.

Giải

Vẽ 
[image: image19.wmf]BHCD
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Tứ giác ABHD có ba góc vuông nên là hình chữ nhật.
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Suy ra 
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 và 
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Xét 
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 vuông tại B, đường cao BH ta có:
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 (hệ thức 2).

Đặt 
[image: image24.wmf]HDx

=

 thì 
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Suy ra 
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 thì 
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Diện tích hình thang là: 
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Với 
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Diện tích hình thang là: 
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Nhận xét: Để tính diện tích hình thang ABCD ta cần biết thêm độ dài AB. Ta vẽ 
[image: image36.wmf]BHCD
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 để "chuyển" AB thành DH. Có thể tính được DH vì trong tam giác vuông BDC đã biết hai yếu tố về độ dài. Ngoài ra, ta cũng dùng một công cụ trong đại số là giải phương trình để tính toán độ dài DH.

Ví dụ 3. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, BC = 2a. Gọi D và E lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Tính giá trị lớn nhất của diện tích tứ giác AEHD.

Giải

* Tìm cách giải:

[image: image560.png]20



Để tính diện tích lớn nhất của tứ giác AEHD ta phải viết biểu thức tính diện tích của tứ giác AEHD theo độ dài đã biết, rồi tìm giá trị lớn nhất của biểu thức đó.

* Trình bày lời giải:

Vẽ đường trung tuyến AM thì 
[image: image37.wmf]1
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Tứ giác AEHD có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. Diện tích hình chữ nhật này là: 
[image: image38.wmf].
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Xét 
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 vuông tại H ta có: 
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 (hệ thức 1), suy ra 
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Tương tự ta có 
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. Do đó 
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Mặt khác 
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 (hệ thức 3) nên 
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Suy ra 
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Do đó 
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  (dấu "=" xảy ra 
[image: image49.wmf]ABC
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 vuông cân tại A). 

Vậy 
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 vuông cân tại A.

Nhận xét: Để tìm sự liên hệ giữa chiều cao AH (chưa biết) với độ dài cạnh huyền BC (đã biết) ta vẽ thêm đường trung tuyến AM. Do 
[image: image52.wmf]AHAM
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; 
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 nên AH đã liên hệ được với BC qua vai trò "bắc cầu" của AM.

Ví dụ 4. Cho ba điểm A, B, C, trong đó A, B cố định, 
[image: image54.wmf]ABBCa
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. Vẽ tam giác ADE vuông tại A sao cho AC là đường cao. Tìm giá trị nhỏ nhất của tổng 
[image: image55.wmf]22
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* Tìm cách giải:

Hệ thức 
[image: image56.wmf]22
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 gợi ý ta nhớ đến hệ thức (4). Vì vậy ta dùng hệ thức này để giải bài toán.
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* Trình bày lời giải:

Ta có AC là đường cao của tam giác ADE vuông tại A nên


[image: image57.wmf]222
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 (hệ thức 4)
Tổng 
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 có giá trị nhỏ nhất 
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 có giá trị nhỏ nhất 
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 có giá trị lớn nhất. 

Xét ba điểm 
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 ta có 
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 (dấu “=” xảy ra khi B là trung điểm của AC).

Vậy 
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 khi B là trung điểm AC.

Ví dụ 5. Cho hình thang ABCD, 
[image: image64.wmf]µ

µ

90

AD

==°

, hai đường chéo vuông góc với nhau. Cho biết 
[image: image65.wmf],
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a) Tìm giá trị nhỏ nhất của diện tích hình thang ABCD.

b) Chứng minh rằng các độ dài AC, BD và 
[image: image66.wmf]ABCD
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 có thể là độ dài ba cạnh của một tam giác vuông.

Giải

* Tìm cách giải:
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Để tìm diện tích hình thang ABCD ta cần biết thêm chiều cao AD. Có thể tính được AD nhờ phương pháp đồng dạng.

* Trình bày lời giải:

a) 
[image: image67.wmf]ADB
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 và 
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 có: 
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Do đó  
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Suy ra 
[image: image72.wmf]2

..

ABAD

ADABCDab

DADC

=Þ==

 
Do đó 
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Diện tích hình thang ABCD là:
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Vì 
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 (bất đẳng thức Cô-si) nên 
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(dấu “=” xảy ra khi a = b hay khi ABCD là hình vuông).

Vậy 
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b) Xét 
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 vuông tại A ta có: 
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Xét 
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 vuông tại D ta có: 
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Xét tổng 
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Do đó theo định lí Py-ta-go đảo thì AC, BD và 
[image: image85.wmf]ABCD
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 có thể là độ dài ba cạnh của một tam giác vuông.
C. Bài tập vận dụng
Vận dụng hệ thức (1)

1.1. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image86.wmf],
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. Vẽ đường cao AH. Gọi E và F lần lượt là hình chiếu của H trên AB và AC. Tính theo b và c giá trị của các tỉ số:

a) 
[image: image87.wmf]HB
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b) 
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1.2. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image89.wmf]20
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. Biết tỉ số hai hình chiếu của hai cạnh góc vuông trên cạnh huyền là 
[image: image90.wmf]9:16

. Tính diện tích tam giác ABC.

1.3. Cho tam giác ABC cân tại A. Các tia phân giác của góc A và góc B cắt nhau tại O. Biết 
[image: image91.wmf]23
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[image: image92.wmf]2
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, tính độ dài AB.

1.4. Cho tam giác ABC cân tại A, góc A nhọn, trực tâm H. Biết 
[image: image93.wmf]7
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. Tính diện tích tam giác ABC.

Vận dụng hệ thức (2)

1.5. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH. Biết diện tích các tam giác ABH và ACH lần lượt là 
[image: image95.wmf]2
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1.6. Cho hình thang cân ABCD, 
[image: image97.wmf]//

ABCD

, 
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. Tính diện tích hình thang.

1.7. Cho hình thang ABCD, 
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. Hai đường chéo vuông góc với nhau tại O. Biết 
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a) Tính diện tích hình thang;

b) Qua O vẽ một đường thẳng song song với hai đáy, cắt AD và BC lần lượt tại M và N. Tính độ dài MN.

1.8. Cho trước các đoạn thẳng a và b (
[image: image103.wmf]ab
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). Hãy dựng một đoạn thẳng thứ ba 
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 sao cho 
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 là trung bình nhân của hai đoạn thẳng a và b.

 Vận dụng hệ thức (4)

1.9. Cho hình vuông ABCD cạnh 1. Gọi M là một điểm nằm giữa B và c. Tia AM cắt đường thẳng CD tại N. Tính giá trị của biểu thức 
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1.10. Cho hình thoi ABCD, 
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. Tia AE cắt đường thẳng CD tại F. Chứng minh rằng 
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1.11. Cho hình thang ABCD, 
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 và hai đáy không bằng nhau. Gọi E là giao điểm của hai đường thẳng AD và BC. Chứng minh rằng 
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1.12. Cho hình thoi ABCD, đường cao AH. Cho biết 
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Chứng minh rằng 
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1.13. Cho tam giác ABC vuông tại A, 
[image: image118.wmf]15,20
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 . Vẽ hình chữ nhật DEFG nội tiếp tam giác ABC sao cho D thuộc cạnh AB; E thuộc cạnh AC; F và G thuộc cạnh BC. Xác định vị trí của D và E để diện tích hình chữ nhật DEFG là lớn nhất. Tính diện tích lớn nhất đó.

Vận dụng hệ thức (5) Định lí Py-ta-go

1.14. Cho tam giác ABC, đường trung tuyến AM.

Chứng minh rằng 
[image: image119.wmf]2
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Áp dụng: Tam giác ABC có 
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1.15. Cho tam giác ABC, 
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Chứng minh rằng 
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1.16. Cho tam giác ABC, điểm M nằm giữa B và C. Chứng minh rằng:
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1.17. Cho tam giác ABC. Đặt 
[image: image126.wmf],,
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a) Nếu 
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b) Nếu 
[image: image129.wmf]µ

90

A

>°

 thì 
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c) Nếu 
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1.18. Cho tam giác ABC. Đặt 
[image: image133.wmf],,
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a) Nếu 
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b) Nếu 
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c) Nếu 
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1.19. Cho tam giác ABC, độ dài các cạnh BC, CA, AB lần lượt là a, b, c. Độ dài các đường cao tương ứng là 
[image: image140.wmf],,
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 Vận dụng tổng hợp nhiều hệ thức

1.20.
Cho hình thang ABCD, 
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, hai đường chéo vuông góc với nhau tại O. Cho biết 
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1.21. Cho tam giác ABC vuông tại A, đường cao 
[image: image147.wmf],
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. Chứng minh rằng: 
a) 
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b) 
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1.22. Cho tam giác nhọn ABC. Ba đường cao AD, BE, CF cắt nhau tại H. Trên các đoạn thẳng HA, HB, HC lần lượt lấy các điểm M, N, P sao cho 
[image: image153.wmf]·
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. Chứng minh rằng:

a) Các tam giác ANP, BMP và CMN là những tam giác cân;

b) Diện tích tam giác MBC là trung bình nhân của diện tích các tam giác ABC và HBC.

1.23. Cho năm đoạn thẳng a, b, c, d, e trong đó bất cứ ba đoạn thẳng nào cũng lập thành một tam giác. Chứng minh rằng tồn tại ba đoạn thẳng lập thành một tam giác có ba góc nhọn.

1.24. Cho tứ giác ABCD, AC = 6, BD = 4. Chứng minh rằng:

a) Tồn tại hai cạnh của tứ giác nhỏ hơn 5;

b) Tồn tại một cạnh của tứ giác lớn hơn 3,6.

HƯỚNG DẪN GIẢI - ĐÁP SỐ
Chương I. Hệ thức lượng trong tam giác vuông
Chuyên đề 1.
MỘT SỐ HỆ THỨC VỀ CẠNH VÀ ĐƯỜNG CAO TRONG TAM GIÁC VUÔNG
1.1.
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a) Xét 
[image: image154.wmf]ABC

D

 vuông tại A, đường cao AH ta có: 

[image: image155.wmf]22
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 (hệ thức 1).

Do đó. 
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. Vậy 
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b) Xét 
[image: image158.wmf]ABH

D

 vuông tại H, 
[image: image159.wmf]ACH

D

 vuông tại H, ta có:
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  (hệ thức 1).

Do đó 
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Suy ra 
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Nhận xét: Qua kết quả của câu a) ta thấy: Tỉ số hai hình chiếu của hai cạnh góc vuông trên cạnh huyền bằng bình phương tỉ số hai cạnh góc vuông đó.
1.2.
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Vẽ đường cao AH.
Ta có 
[image: image163.wmf]920
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Suy ra 
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Xét 
[image: image165.wmf]ABC
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 vuông tại A, đường cao AH ta có:
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Vậy diện tích 
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 là 
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Cách giải khác:

Sau khi tính được HB và HC, ta tính AH: 
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 (hệ thức 2).
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Diện tích 
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 là  
[image: image173.wmf](

)

2

11

..20.9,696

22

SBCAHcm

===


[image: image565.png]


1.3

Qua A vẽ một đường thẳng vuông góc với AB cắt tia BO tại D. 

Ta có 
[image: image174.wmf]µ
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mà 
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 nên 
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Do đó 
[image: image177.wmf]AOD

D

 cân tại A. Suy ra 
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Vẽ 
[image: image179.wmf]AHOD
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 thì 
[image: image180.wmf]HOHD
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Ta đặt 
[image: image181.wmf]HOHDx
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 thì 
[image: image182.wmf]22
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Xét 
[image: image183.wmf]ABD

D

 vuông tại A, đường cao AH, ta có 
[image: image184.wmf]2

.

ADBDHD

=

 
Suy ra 
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 . Từ đó ta được phương trình: 
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[image: image187.wmf]3

x

=-

.

Giá trị 
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 được chọn, giá trị 
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 bị loại.

Do đó 
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Suy ra 
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1.4.

Vì H là trực tâm của 
[image: image192.wmf]ABC
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  nên 
[image: image193.wmf],

BHACCHAB
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 và 
[image: image194.wmf]AHBC
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Gọi D là giao điểm của AH với BC. Do 
[image: image195.wmf]ABC

D

 cân nên DB = DC. 

Vẽ điểm K đối xứng với H qua BC, khi đó tứ giác BHCK là hình thoi. 
Suy ra 
[image: image196.wmf]BKAB
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Xét 
[image: image197.wmf]ABK
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 vuông tại B, ta có 
[image: image198.wmf]2
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 (hệ thức 1).

Đặt 
[image: image199.wmf]KDx
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 thì 
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 và 
[image: image201.wmf]27

KAx

=+

.

Khi đó ta có 
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[image: image204.wmf]9
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 (chọn) hoặc 
[image: image205.wmf]25
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 (loại).

Vậy 
[image: image206.wmf](
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. Ta còn phải tính độ dài BC.

Xét 
[image: image207.wmf]HBD
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 vuông tại D, ta có 
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 (định lí Py-ta-go).

Suy ra 
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. Do đó 
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Diện tích 
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 là: 
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Khai thác bài toán:
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Đề bài cho góc A nhọn. Nếu góc A tù thì diện tích tam giác ABC thay đổi thế nào?

Cũng chứng minh như trên ta được:
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 (hệ thức 1).

Đặt 
[image: image214.wmf]KDx
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 thì 
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 và 
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Khi đó ta có 
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 (loại) hoặc 
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Vậy 
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Xét 
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 vuông tại D, ta có
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Do đó 
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Diện tích 
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1.5.
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Ta có 
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Suy ra 
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Suy ra 
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Từ (1) và (2) ta được: 
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Mặt khác 
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 (hệ thức 2). Suy ra 
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Ta có 
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Suy ra 
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1.6.  (h.1.13)

* Tìm cách giải

Để tìm diện tích hình thang ABCD ta cần biết thêm chiều cao.
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Điều này gợi ý cho ta vẽ 
[image: image238.wmf]AHCD
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Ta cần vẽ thêm 
[image: image239.wmf]BKCD
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 nhờ đó có thể tính được độ dài DH, CK.

* Trình bày lời giải

Vẽ 
[image: image240.wmf]AHCD

^

, 
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Tứ giác ABKH là hình chữ nhật, suy ra 
[image: image242.wmf]7
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Suy ra 
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Từ đó tính được 
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Xét 
[image: image246.wmf]ADC
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 vuông tại A, đường cao AH ta có: 
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 (hệ thức 2). 
Do đó 
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Diện tích hình thang ABCD là: 
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1.7.

* Tìm cách giải
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Đã biết đường chéo BD nên cần tìm đường chéo AC là có thể tính được diện tích hình thang. Muốn vậy phải tính OA và OC.

* Trình bày lời giải

a) Xét 
[image: image250.wmf]ABD

D

 vuông tại A có 
[image: image251.wmf]AOBD
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 nên 
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 (hệ thức 2).

Do đó 
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* Xét 
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 vuông tại D có 
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 nên 
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 (hệ thức 2).


[image: image257.wmf](

)

22

15

25

9

OD

OCcm

OA

Þ===

.

Do đó 
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Diện tích hình thang 
[image: image260.wmf]ABCD

 là: 
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b) Xét 
[image: image262.wmf]D
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[image: image263.wmf]//

OMCD

 nên 
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 (hệ quả của định lí Ta-lét). (1)
Xét 
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 có 
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 nên 
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 (hệ quả của định lí Ta-lét). (2)

Xét 
[image: image268.wmf]ABC
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 có 
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Từ (1),(2),(3) suy ra 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image272.wmf]
Do đó OM = ON.
Xét 
[image: image273.wmf]AOD
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 vuông tại O, 
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 nên 
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 (hệ thức 4).

Do đó 
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Suy ra 
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1.8.

* Tìm cách giải
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Ta phải dựng đoạn thẳng 
[image: image278.wmf]x

 sao cho 
[image: image279.wmf]xab
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 hay 
[image: image280.wmf]2

xab

=

. Hệ thức này có dạng của hệ thức (2): 
[image: image281.wmf]2
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 nên ta vận dụng hệ thức (2) để dựng đoạn thẳng 
[image: image282.wmf]x
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* Trình bày lời giải

Cách dựng 
- Trên tia By ta đặt liên tiếp các đoạn thẳng 
[image: image283.wmf]BHa
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, 
[image: image284.wmf]HCb
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- Dựng nửa đường tròn tâm O, đường kính BC.

- Từ H dựng một đường thẳng vuông góc với BC, cắt nửa đường tròn (O) tại A. Khi đó AH là đoạn thẳng 
[image: image285.wmf]x

 cần dựng.

Chứng minh
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 có 
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 nên 
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Ta có 
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 (hệ thức 2). Do đó 
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Cách giải khác

- Trên tia By ta đặt 
[image: image291.wmf]BCa
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 và 
[image: image292.wmf]BHb
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- Dựng nửa đường tròn tâm O, đường kính BC.

- Từ H dựng một đường thẳng vuông góc với BC, cắt nửa đường tròn (O) tại A.

Khi đó AB là đoạn thẳng 
[image: image293.wmf]x

 cần dựng.

Thực vậy, 
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 có 
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 nên 
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Ta có 
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  (hệ thức 1). Do đó 
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Nhận xét:

Trong cách giải thứ nhất ta không cần điều kiện 
[image: image299.wmf]ab

³

. Điều kiện này chỉ dùng trong cách giải thứ hai. Nếu 
[image: image300.wmf]ab
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 thì ta có ngay 
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Hình vẽ trong cách giải thứ hai trông "gọn" hơn.

1.9.

* Tìm cách giải
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Biểu thức 
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 gợi ý cho ta vận dụng hệ thức (4) 
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 để giải. 

Muốn vậy phải tạo ra một tam giác vuông có các cạnh góc vuông bằng AM, AN.

* Trình bày lời giải 
Qua A vẽ một đường thẳng vuông góc với AM cắt đường thẳng CD tại E.
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 (cùng phụ với góc DAM).

Do đó 
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 vuông tại A có 
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Mặt khác 
[image: image312.wmf],1
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 nên 
[image: image313.wmf]22
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1.10.

* Tìm cách giải

Điều phải chứng minh 
[image: image314.wmf]22
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 gợi ý cho ta cần vận dụng hệ thức (4) để giải. Do đó ta cần vẽ hình phụ tạo ra một tam giác vuông có các cạnh góc vuông bằng AE, AF. 

* Trình bày lời giải
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Trên cạnh CD lấy điểm G sao cho 
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Khi đó 
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Hình thoi ABCD có 
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Do đó 
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 là tam giác đểu.

Vẽ 
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 thì 
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Xét 
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 vuông tại A, 
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 ta có: 
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 (hệ thức 4).

Suy ra 
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1.11.

* Tìm cách giải

Nhìn vào kết luận của bài toán ta thấy phải dùng hệ thức (4) để giải. Muốn vậy, phải vẽ hình phụ tạo ra một tam giác vuông có các cạnh góc vuông lần lượt bằng CB và CE.

[image: image575.png]


* Trình bày lời giải

Qua C vẽ một đường thẳng vuông góc với CB cắt đường thẳng AD tại F.

Vẽ 
[image: image327.wmf]BHCD
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[image: image328.wmf]CDF
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 và 
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 có: 
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 (cùng bằng AD); 
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 (cùng phụ với góc BCH).

Do đó 
[image: image332.wmf](

)

..

CDFBHCgcg

D=D

. Suy ra 
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Xét 
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 vuông tại C có CD là đường cao nên 
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 (hệ thức 4).
Do đó 
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[image: image338.wmf]CFCB
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1.12. (h.1.20)
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* Tìm cách giải

Do tính chất hai đường chéo của hình thoi vuông góc với nhau nên trong hình đã có bốn tam giác vuông đỉnh O, các cạnh góc vuông đều đã biết nhưng chưa có đường cao ứng với cạnh huyền. Vì vậy qua O cần vẽ đường cao ứng với cạnh huyền. 

* Trình bày lời giải 
Gọi O là giao điểm của AC và BD.

Ta có 
[image: image339.wmf]ACBD
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 và 
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Qua O vẽ 
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, đường thẳng OE cắt CD tại F. Dễ thấy 
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Xét 
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 vuông tại O, 
[image: image344.wmf]OEAB

^

, ta có 
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Suy ra 
[image: image346.wmf]222
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. Do đó 
[image: image347.wmf]222
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1.13.

Vẽ đường cao AH. Vì 
[image: image348.wmf]ABC

D

 vuông tại A nên 
[image: image349.wmf]222
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AHABAC
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  (hệ thức 4).

Do đó 
[image: image350.wmf]222
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. Suy ra 
[image: image351.wmf](
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Ta có 
[image: image352.wmf](
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[image: image577.png]


Gọi K là giao điểm của AH với DE.

Ta đặt 
[image: image353.wmf];

DGxDEy
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. Khi đó 
[image: image354.wmf]12

AKx
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.

Vì 
[image: image355.wmf]//

DE

BC

 nên 
[image: image356.wmf]ADEABC

DD

:

. Suy ra 
[image: image357.wmf]DEAK

BCAH
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Do đó 
[image: image358.wmf](
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Diện tích hình chữ nhật DEFG là:


[image: image359.wmf](
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[image: image360.wmf](
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Vì 
[image: image361.wmf](
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 nên 
[image: image362.wmf]75
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 (dấu "=" xảy ra khi 
[image: image363.wmf]6

x

=

).

Vậy 
[image: image364.wmf]2
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Scm

=

 khi 
[image: image365.wmf]6
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.

Ta có 
[image: image366.wmf]6
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==

, mà 
[image: image367.wmf]12

AHcm

=

 nên K là trung điểm của AH.
DE đi qua K và 
[image: image368.wmf]//

DE

BC

 nên D là trung điểm cùa AB, E là trung điểm của AC. 

[image: image578.png]


1.14.

• Trường hợp 
[image: image369.wmf]µ

µ
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 (nếu 
[image: image370.wmf]µ
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90
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 thì cũng chứng minh tương tự).

Vẽ đường cao AH thì điểm H thuộc đoạn BM.

Theo định lí Py-ta-go ta có:


[image: image371.wmf]222222
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Do đó 
[image: image372.wmf]22222
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[image: image373.wmf](
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[image: image375.wmf](
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[image: image376.wmf]22

2

2

22

BCBC

AM

æöæö

=++

ç÷ç÷

èøèø

 (vì 
[image: image377.wmf]BMMC
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[image: image378.wmf]2
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Trường hợp góc B hoặc góc C tù: Cũng chứng minh tương tự (với điểm H nằm trên tia đối của tia BC hoặc nằm trên tia đối của tia CB).

• Trường hợp 
[image: image379.wmf]µ
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B
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 hoặc 
[image: image380.wmf]µ
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C
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: Bạn đọc tự chứng minh.

Áp dụng: Nếu 
[image: image381.wmf]5,7,10

ABACBC
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 thì ta có 
[image: image382.wmf]2
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Suy ra 
[image: image383.wmf]2
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AMAM
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.

Nhận xét: Để vận dụng được định lí Py-ta-go giải bài toán này ta đã vẽ 
[image: image384.wmf]AHBC

^

. Cần chú ý vị trí của điểm H trên đường thẳng BC.

[image: image579.png]


1.15.

• Trường hợp góc B và góc C nhọn 
Vẽ đường cao BH thì điểm H nằm giữa A và C.

Xét 
[image: image385.wmf]ABH

D

 vuông tại H, có 
[image: image386.wmf]·
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BAH

=°

 nên 
[image: image387.wmf]·
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.
Suy ra 
[image: image388.wmf]1
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 hay 
[image: image389.wmf]2
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Ta có 
[image: image390.wmf](
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[image: image391.wmf]22222
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[image: image392.wmf]222

BHHCBC
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 (vì 
[image: image393.wmf]BHC

D

 vuông tại H). 

Do đó 
[image: image394.wmf]222

bcbca
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.

Nhân cả hai vế với 
[image: image395.wmf]bc
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 ta được 
[image: image396.wmf](
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Mặt khác 
[image: image397.wmf]aba
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 (bất đẳng thức tam giác) nên 
[image: image398.wmf]333

bca
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 hay 
[image: image399.wmf]333
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.

• Trường hợp 
[image: image400.wmf]µ
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B
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 hoặc 
[image: image401.wmf]µ
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C
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 chứng minh tương tự.

Cách giải khác:

- Nếu 
[image: image402.wmf]µ

µ
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=

 thì 
[image: image403.wmf]ABC

D

 là tam giác đều. Khi đó 
[image: image404.wmf]abc

==

, do đó 
[image: image405.wmf]333
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. Suy ra 
[image: image406.wmf]333
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- Nếu 
[image: image407.wmf]µ
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 thì 
[image: image408.wmf]µ
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B
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, do đó 
[image: image409.wmf]33

baba
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. Suy ra 
[image: image410.wmf]333
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.
- Nếu 
[image: image411.wmf]µ

µ

BC

<

: Chứng minh tương tự.

Nhận xét: Cách giải thứ hai ngắn gọn hơn vì không phải xét hình phụ. Mặt khác chỉ cần kiến thức lớp Bảy: quan hệ giữa cạnh và góc đối diện là giải được.

1.16.

Trường hợp góc B và góc C nhọn 
Vẽ đường cao AH.

[image: image580.png]HM



Xét M nằm giữa H và C (nếu M nằm giữa H và B thì cũng chứng minh tương tự).

Xét 
[image: image412.wmf]ABH

D

, 
[image: image413.wmf]ACH

D

 vuông tại H, theo định lí Py-ta-go ta có:


[image: image414.wmf](
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Do đó 
[image: image416.wmf]222
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[image: image420.wmf]22222
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[image: image424.wmf](
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[image: image425.wmf]22
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Trường hợp 
[image: image426.wmf]µ
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B
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 hoặc 
[image: image427.wmf]µ
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C
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 chứng minh tương tự.

1.17.

a) 
[image: image428.wmf]ABC

D

 có 
[image: image429.wmf]µ
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Vẽ 
[image: image430.wmf]BHAC

^

. Đặt 
[image: image431.wmf]HAc
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Xét 
[image: image432.wmf]HBC
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 vuông tại H có 
[image: image433.wmf](
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Nếu 
[image: image434.wmf]µ
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 thì H nằm giữa A và C (h. 1.25a). 
Khi đó 
[image: image435.wmf]HCACHAbc
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[image: image436.png]



Nếu 
[image: image437.wmf]µ

90

C
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 thì H nằm trên tia đối của tia CA (h.l.25b).

Khi đó 
[image: image438.wmf]HCHCACcb
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Trong cả hai trường hợp ta đều có 
[image: image439.wmf](
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Xét 
[image: image440.wmf]HBC

D

 vuông tại H ta có 
[image: image441.wmf]222

BCHBHC
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Xét 
[image: image442.wmf]ABH

D

 vuông tại H ta có 
[image: image443.wmf]222
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image444.wmf](
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[image: image445.wmf]222222
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Suy ra 
[image: image446.wmf]222
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 (vì 
[image: image447.wmf]20
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b) 
[image: image448.wmf]ABC

D

 có 
[image: image449.wmf]µ
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 (h.1.26)

Vẽ 
[image: image450.wmf]BHBC

^

. Vì 
[image: image451.wmf]µ
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 nên điểm H nằm trên tia đối của tia AC.

[image: image581.png]


Ta đặt 
[image: image452.wmf]AHc
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 khi đó 
[image: image453.wmf]HCHAACcb
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Xét 
[image: image454.wmf]HBC

D

 vuông tại H ta có 
[image: image455.wmf]222
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(3)

Xét 
[image: image456.wmf]ABH

D

 vuông tại H ta có 
[image: image457.wmf]222
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(4)

Từ (3) và (4) suy ra 
[image: image458.wmf](
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[image: image459.wmf]22222222
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Suy ra 
[image: image460.wmf]222
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 (vì 
[image: image461.wmf]20
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c) 
[image: image462.wmf]ABC

D

 có 
[image: image463.wmf]µ
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, theo định lí Py-ta-go ta có 
[image: image464.wmf]222

abc
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.

Nhận xét: Cả hai trường hợp trên được giải theo cùng một phương pháp. Khi vẽ 
[image: image465.wmf]BHAC

^

 cần xác định đúng vị trí của H trên đường thẳng AC.

1.18.

Ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng.

a) Giả sử 
[image: image466.wmf]µ
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 thì theo câu b) bài 1.17 ta có 
[image: image467.wmf]222

abc
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, trái giả thiết.

Giả sử 
[image: image468.wmf]µ

90

A
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 thì theo định lí Py-ta-go ta có 
[image: image469.wmf]222

abc
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, trái giả thiết. 
Vậy 
[image: image470.wmf]µ
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b) Chứng minh tương tự câu a).

c) Nếu 
[image: image471.wmf]222
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 thì theo định lí Py-ta-go đảo ta có 
[image: image472.wmf]µ
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.

1.19. 

[image: image582.png]


Gọi diện tích 
[image: image473.wmf]ABC

D

 là S. Ta có 
[image: image474.wmf]1
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Suy ra 
[image: image475.wmf]2
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Tương tự: 
[image: image476.wmf]22
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Ta có 
[image: image477.wmf]222
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Mặt khác 
[image: image478.wmf]222
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 nên 
[image: image479.wmf]222
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Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image480.wmf]222

abc
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. Do đó 
[image: image481.wmf]ABC

D

 vuông tại A. 
Khi đó trực tâm H trùng với đỉnh A. Suy ra 
[image: image482.wmf]b
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 và 
[image: image483.wmf]c
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.

1.20.


[image: image484.wmf]ADC

D

 vuông tại D, theo định lí Py-ta-go ta có:
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[image: image485.wmf]22222

1216400

ACADDC

=+=+=

.

Suy ra 
[image: image486.wmf](
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[image: image487.wmf]ADC

D

 vuông tại D, DO là đường cao nên 
[image: image488.wmf]..
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=

 (hệ thức 3).


Suy ra 
[image: image489.wmf](
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Ta lại có 
[image: image490.wmf]2
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 (hệ thức 1) nên 
[image: image491.wmf](
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Do đó 
[image: image492.wmf](
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Xét 
[image: image493.wmf]ABD
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 vuông tại A, AO là đường cao nên 
[image: image494.wmf]2
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 (hệ thức 2). 
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1.21.

a) Xét tam giác ABC vuông tại A, đường cao AH, ta có 
[image: image496.wmf]2
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 (hệ thức 2). 
Do đó 
[image: image497.wmf]422
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Xét 
[image: image498.wmf]ABH

D

 và 
[image: image499.wmf]ACH

D

 vuông tại H, ta có:


[image: image500.wmf]22
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Thay vào (*) ta được 
[image: image501.wmf](
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Mặt khác 
[image: image502.wmf]..
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 (hệ thức 3) nên 
[image: image503.wmf]4
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Do đó 
[image: image504.wmf]3
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 hay 
[image: image505.wmf]3
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b) Ta có 
[image: image506.wmf]2
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Do đó 
[image: image507.wmf]4
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Xét tam giác ABC vuông tại A ta có 
[image: image508.wmf]2
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BABCBH

=

 (hệ thức 1) 

Suy ra 
[image: image509.wmf]43
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. Do đó 
[image: image510.wmf]3
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Tương tự ta có 
[image: image511.wmf]3
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Vậy 
[image: image512.wmf]3
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Suy ra 
[image: image513.wmf]333
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1.22.

a) Xét 
[image: image514.wmf]ANC
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 vuông tại N, đường cao NE ta có: 
[image: image515.wmf]2
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ANACAE

=

 (hệ thức 1)
(1)

Xét 
[image: image516.wmf]APB

D

 vuông tại P, đường cao PF ta có: 
[image: image517.wmf]2
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 (hệ thức 1)
(2)

Mặt khác 
[image: image518.wmf]ABEACF
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  (g.g).

[image: image585.png]


Suy ra 
[image: image519.wmf]ABAE
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 do đó 
[image: image520.wmf]..A
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Từ (1), (2), (3) ta được 
[image: image521.wmf]22
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 hay 
[image: image522.wmf]ANAP

=

. Vậy 
[image: image523.wmf]ANP
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 cân tại A.

Chứng minh tương tự ta được 
[image: image524.wmf]BMP
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 và 
[image: image525.wmf]CMN
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 cân. 
b) Xét 
[image: image526.wmf]MBC
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 vuông tại M, đường cao MD, ta có: 
[image: image527.wmf]2
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 (hệ thức 2)
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[image: image528.wmf]BHDACD
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Suy ra 
[image: image529.wmf]DBHD
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, do đó 
[image: image530.wmf]..
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Từ (4) và (5) ta được 
[image: image531.wmf]2
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Gọi diện tích của tam giác MBC, ABC và HBC lần lượt là 
[image: image532.wmf]12
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Ta có 
[image: image533.wmf]1
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Do đó 
[image: image535.wmf]222
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 (vì 
[image: image536.wmf]2
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Suy ra 
[image: image537.wmf]12
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Từ (6) và (7) ta được 
[image: image538.wmf]12
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1.23. Tìm cách giải
Liên quan đến tam giác nhọn, tam giác tù, tam giác vuông ta có bài 1.17. Ta sẽ dùng phương pháp phản chứng và kết quả bài 1.17 để giải.

Trình bày lời giải

Giả sử 
[image: image539.wmf]abcde
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 và ba đoạn thẳng nào trong các đoạn thẳng trên cũng có thể là ba cạnh của một tam giác tù hoặc vuông. Khi đó theo kết quả bài 1.17. ta có:
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Suy ra 
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 (vì 
[image: image542.wmf]22
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. (vì 
[image: image544.wmf]cdde
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, vô lý vì a, d, e theo giả thiết là ba cạnh một tam giác.

Vậy tồn tại ba đoạn thẳng là ba cạnh của một tam giác nhọn.

Nhận xét. Bài toán này là một bài toán về hình học tổ hợp. Một trong những phương pháp thường dùng để giải là phương pháp phản chứng và ta đã dùng phương pháp này để giải bài toán trên.

Chú ý thêm rằng do vai trò của năm đoạn thẳng a, b, c, d, e là như nhau nên ta có thể giả sử 
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1.24. Tìm hướng giải

Để chứng minh một độ dài nào đó nhỏ hơn 5, ta có thể xét tổng của hai độ dài rồi chứng minh tổng này nhỏ hơn 10. Khi đó tồn tại một độ dài nhỏ hơn 5 (dùng phản chứng).

Trình bày lời giải

a) Gọi O là giao điểm của AC và BD.

Xét 
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Vậy một trong hai cạnh AB, CD nhỏ hơn 5. (1)

Chứng minh tương tự ta được một trong hai cạnh AD, BC nhỏ hơn 5. (2)

Từ (1) và (2) suy ra tồn tại hai cạnh của tứ giác nhỏ hơn 5.

b) Gọi M là trung điểm của AC. Ta có 
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Do đó tồn tại một trong hai đoạn thẳng MB, MD lớn hơn 2, chẳng hạn 
[image: image553.wmf]2
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Trong hai góc AMB và CMB kề bù, tồn tại một góc lớn hơn hoặc bằng 
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, chẳng hạn 
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Suy ra 
[image: image557.wmf]133,6
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Vậy tồn tại một cạnh của tứ giác lớn hơn 3,6.
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