
BÀI TOÁN 1. BÀI TOÁN KẾT HỢP MẶT PHẲNG – ĐƯỜNG THẲNG – MẶT CẦU

Câu 1. (Đề Tham Khảo 2018) Trong  không  gian  ,  cho  ba  điểm  ,   và

. Gọi  là mặt cầu có tâm , bán kính bằng ;  và  là hai mặt cầu có
tâm lần lượt là ,  và bán kính đều bằng . Hỏi có bao nhiêu mặt phẳng tiếp xúc với cả ba mặt

cầu , , .
Lời giải

Trả lời: 7

Gọi phương trình mặt phẳng   tiếp xúc với cả ba mặt cầu đã cho có phương trình là:

 ( đk: ).

Khi đó ta có hệ điều kiện sau: 

.

Khi đó ta có: 

.

với   thì  ta  có  

 do đó có 3 mặt phẳng.

Với   thì  ta  có  
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do đó có 4 mặt phẳng thỏa mãn bài toán.Vậy có  mặt phẳng thỏa mãn bài toán.

Câu 2. Trong không gian  cho , điểm . Gọi  là

đường thẳng di động luôn đi qua  và tiếp xúc với mặt cầu  tại . Tiếp điểm  di động trên

đường tròn  có tâm . Gọi , thì giá trị của  là?
Lời giải

Trả lời: 50

N

I

J

M

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Có , nên  thuộc miền ngoài của mặt cầu .

Có  tiếp xúc mặt cầu  tại , nên  tại .

Gọi  là điểm chiếu của  lên .

Có . Suy ra  (không đổi),  cố định.

Suy ra  thuộc  cố định và mặt cầu , nên  thuộc đường tròn  tâm .

Gọi , có 

, . Vậy .
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Câu 3. (Chuyên Đại Học Vinh 2019) Trong  không  gian  ,  cho  các  điểm

. Gọi   là tâm của mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng

 đồng thời đi qua các điểm . Tìm  biết rằng 
Lời giải

Trả lời: 2

Phương trình mặt cầu  tâm  là 

Đk: 

 đi qua các điểm  và tiếp xúc với mặt phẳng 

Vì  nên chọn .

Câu 4. Trong  không  gian  với  hệ  tọa  độ   cho   và  mặt  phẳng

 Mặt cầu  đi qua hai điểm  và tiếp xúc với  tại điểm . Biết

 luôn thuộc một đường tròn  cố định. Tính bán kính  của đường tròn .
Lời giải

Trả lời: 4

Ta có  và mp  có vec tơ pháp tuyến . Do đó  vuông góc với

.
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Giả sử mặt cầu  có phương trình . Mặt cầu  đi qua hai

điểm  nên ta có

.

Suy ra 

Mặt cầu  tiếp xúc với  nên ta có 

Ta có  Goi  là trung điểm  ta có

 Vậy   luôn thuộc một đường tròn   cố định có bán kính

.

Câu 5. (THPT Lê Quý Đôn Đà Nẵng 2019) Trong  không  gian  ,  cho  hai  điểm

,   và mặt cầu  .

Xét mặt phẳng ,  là mặt phẳng thay đổi luôn đi

qua hai điểm . Gọi  là hình nón có đỉnh là tâm của mặt cầu  và đường tròn đáy là

đường tròn giao tuyến của  và . Tính giá trị của  khi thiết diện qua trục

của hình nón  có diện tích lớn nhất.
Lời giải

Trả lời: 6
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h

r

R

I

B

A

Mặt cầu  có tâm , bán kính .

Có  nên  thuộc mặt cầu .

,  là trung điểm của .

Gọi  và  với  là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 

Vì nên có .

Gọi , ,  là bán kính đường tròn .

.

Diện tích thiết diện qua trục của hình nón .

.

 khi .

.

.

Nếu  thì  và  (nhận).

Nếu  thì  và  (loại).

Vây .

Câu 6. Trong không gian , xét số thực  và hai mặt phẳng  và

. Biết rằng, khi  thay đổi có hai mặt cầu cố định tiếp xúc đồng thời với cả

hai mặt phẳng . Tổng bán kính của hai mặt cầu đó bằng?
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Lời giải

Trả lời: 9

Gọi  là tâm mặt cầu.

Theo giả thiết ta có .

Mà 

Ta có

Nên

Xét (1) do mặt cầu tiếp xúc với  tiếp xúc đồng thời với cả hai mặt phẳng   với mọi

 nên pt (1) nghiệm đúng với mọi .

.

Mà 

Xét (2) tương tự ta được
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Mà .

Vậy .

Câu 7. Trong không gian , mặt cầu  đi qua điểm  và tiếp xúc với ba mặt phẳng

 và  có bán kính bằng?
Lời giải

Trả lời: 1

Gọi  và  là tâm và bán kính của . Khi đó ta có

TH1: (vô nghiệm)

TH2:

TH3:  (vô nghiệm)

TH4:  (vô nghiệm)

Vậy mặt cầu có bán kính 

Câu 8. (Đề Tham Khảo 2018) Trong không gian , cho điểm . Hỏi có bao nhiêu mặt

phẳng  đi qua  và cắt các trục   lần lượt tại các điểm  sao cho
?

Lời giải

Trả lời: 3

7



Mặt  phẳng   đi  qua   và  cắt  các  trục   lần  lượt  tại  các  điểm

. Khi đó phương trình mặt phẳng  có dạng: .

Theo bài mặt phẳng  đi qua  và nên ta có hệ:

. Ta có: 

- Với thay vào  được 

- Với  thay vào  được  (loại).

- Với  thay vào  được .

- Với  thay vào  được .

Vậy có ba mặt phẳng thỏa mãn bài toán là:

Câu 9. (Cụm 5 Trường Chuyên - ĐBSH - 2018) Trong không gian với hệ trục tọa độ , cho ba

điểm  ,  ,   với  .  Biết  rằng   đi  qua  điểm

 và tiếp xúc với mặt cầu . Tính .
Lời giải

Trả lời: 3,5

Phương trình đoạn chắn của mặt phẳng  là: .

Vì điểm  thuộc mặt phẳng 

Mặt khác mặt phẳng  tiếp xúc với 

 khoảng cách từ tâm  của cầu tới mặt phẳng  là 
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 mà 

.

Câu 10. (THPT Ngô Sĩ Liên Bắc Giang 2019) Trong không gian  với  hệ  trục  toạ  độ  điểm

 thuộc  mặt  phẳng   và  cách  đều  các  điểm

 Tích  bằng?
Lời giải

Trả lời: 6

Ta có: 

Câu 11. (Chuyên  Lê  Quý  Đôn  -  Điện  Biên  -  2021)  Trong  không  gian  ,  cho  mặt  cầu

. Có tất cả bao nhiêu điểm  ( ,  là các số nguyên) thuộc

mặt phẳng có phương trình  sao cho có ít nhất hai tiếp tuyến của  đi qua  và hai
tiếp tuyến đó vuông góc với nhau?

Lời giải

Trả lời: 45

Mặt cầu  có tâm  và bán kính .

 thuộc mặt phẳng có phương trình  nên . Hay .

Tập tất cả các tiếp điểm của tiếp tuyến đi qua  là một đường tròn . Gọi  là một đường

kính của . Khi đó  là góc có số đo lớn nhất trong tất cả các góc còn lại.

Như vậy điều kiện có ít nhất hai tiếp tuyến của  đi qua  và hai tiếp tuyến đó vuông góc với

nhau là góc .

Trong trường hợp  thì  là hình vuông nên ta có .

Như vậy, suy ra: YCBT . Hay .
Do ,  là các số nguyên nên xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1: . Có  điểm.
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Trường hợp 2: . Có  điểm.

Trường hợp 3: . Có  điểm.

Trường hợp 4: . Có  điểm.

Vậy có tổng  điểm thỏa mãn bài toán.

Câu 12. (Nho Quan A – Ninh Bình – 2022) Trong không gian với hệ tọa độ  ,  xét  ba điểm

 thỏa  mãn  .  Biết  rằng  mặt  cầu

 cắt mặt phẳng  theo giao tuyến là đường tròn có bán

kính là 4. Giá trị của biểu thức  là?

Lời giải

Trả lời: 2

Theo phương trình đoạn chắn ta có phương trình mặt phẳng  là: .

Với giả thiết . Ta thấy mặt phẳng luôn đi qua điểm .

Mặt cầu :  có tâm .

Ta gọi  là hình chiếu vuông góc của  lên mặt phẳng .

 và ta thấy  và  nên ta có  trùng với điểm .

 qua  và có VTPT .

Vậy .

Câu 13. (THPT Cửa Lò – Nghệ An 2022) Trong không gian  cho mặt phẳng  và

 mặt cầu  Có bao nhiêu điểm  thuộc mặt phẳng  với

tung độ nguyên, mà từ điểm  kẻ được tiếp tuyến với  đồng thời vuông góc với mặt phẳng

Lời giải
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Trả lời: 34

 có 

Gọi , 

Vì , ta có 

Suy ra 17 giá trị b, với mỗi b có được 2 giá trị#a. Suy ra có 34 điểm M

Câu 14. (THPT Ninh Bình - Bạc Liêu 2022)  Trong không gian với hệ tọa độ  , cho bốn điểm

 và mặt cầu . Có bao

nhiêu mặt phẳng cắt  theo một đường tròn và diện tích hình tròn là , đồng thời cách đều

năm điểm  (  là gốc tọa độ)?
Lời giải

Trả lời: 3

P

N

M

D

O

C

B

A
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Ta thấy năm điểm  tạo thành năm đỉnh của hình chóp  trong đó  là

hình chữ nhật,  vuông góc với .

Gọi  lần lượt là trung điểm của .

Các mặt phẳng cách đều năm điểm  gồm các mặt phẳng sau:

+) Mặt phẳng  qua  và vuông góc với .

+) Mặt phẳng  qua  và vuông góc với
 

.

+) Mặt phẳng  qua  và vuông góc với
 

.

Mặt cầu  có tâm 
 
và bán kính .

Giả sử  là đường tròn giao tuyến của  và mặt phẳng 
 
thỏa mãn yêu cầu bài toán,

 có bán kính . Theo giả thiết hình tròn có diện tích  nên , suy ra  đi qua tâm

 của mặt cầu .

Nhận thấy  đều đi qua tâm . Vậy có 3 mặt phẳng thỏa mãn yêu cầu bài toán.

Câu 15. (Sở Bình Thuận 2022) Trong không gian , cho hình chóp  có đáy  là hình

thang vuông tại   và  và  vuông góc với mặt phẳng . Nếu

 và  có hoành độ dương thì tung độ của  bằng?
Lời giải

Trả lời: 0,5

Gọi  là trung điểm .

Lại có  là một vector pháp tuyến của .

 Phương trình  là 
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Ta có: 

Mặt khác .

Câu 16. (Chuyên  ĐHSP  Hà  Nội  2022)  Trong  không  gian,  cho  mặt  cầu

 và mặt phẳng . Có bao nhiêu

số tự nhiên  để không tồn tại điểm  nào thuộc mặt phẳng  mà qua điểm  kẻ được

đường thẳng  cắt mặt cầu  tại  thỏa mãn ?
Lời giải

Trả lời: 1

Mặt cầu  có tâm  và bán kính .

Ta có . Khi đó điểm  thuộc mặt cầu  có tâm

 và bán kính 

Để  không  tồn  tại  điểm   tức  là  mặt  phẳng   không  cắt  mặt  cầu  

.

Mà  là số tự nhiên nhỏ hơn 11 nên .

Câu 17. (Chuyên ĐHSP Hà Nội 2022) Trong không gian với hệ tọa độ , cho điểm ,

, , . Gọi  là mặt cầu tâm  bán kính bằng ,  là mặt cầu

tâm  bán kính bằng . Có bao nhiêu mặt phẳng tiếp xúc với 2 mặt cầu ,  đồng thời

song song với đường thẳng qua  và ?
Lời giải
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Trả lời: 1

Ta có . Suy ra hai hai mặt cầu cắt nhau. 

Giả  sử   là  mặt  phẳng cần tìm có vectơ  pháp tuyến  ,  gọi

.

Ta có .

Phương trình của mặt phẳng : .

 tiếp xúc với .

.

Thế  vào phương trình , khai triển và thu gọn ta được

 hoặc .

Trường hợp 1: .

Ta loại trường hợp này vì  chứa .

Trường hợp 2: .

Câu 18. (Sở Bắc Ninh 2023) Trong không gian , cho mặt cầu  

và mặt phẳng :  Lấy điểm  tùy ý trên . Từ  kẻ các tiếp tuyến
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 đến mặt cầu , với  là các tiếp điểm đôi một phân biệt. Khi  thay đổi

thì mặt phẳng ) luôn đi qua điểm cố định . Tổng  bằng?
Lời giải

Trả lời: 2

Mặt cầu  có tâm . Gọi tiếp điểm  và điểm .

Ta  có   và  

Lấy (1) - (2)   là mặt phẳng chứa các

tiếp điểm 

Qua điểm cố định  khi 

Câu 19. (Sở  Thanh  Hóa  2023) Trong  không  gian  ,  cho  bốn  điểm

 và . Các điểm  thỏa mãn  

và . Tìm độ dài ngắn nhất của đoạn thẳng .
Lời giải

Trả lời: 1

Gọi  và 

Theo đề bài ta có:

Vậy  thuộc mặt cầu  với tâm  và bán kính .
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Vậy  thuộc mặt phẳng 

Ta có

Vậy  khi  thẳng hàng,  là hình chiếu của  trên  và  đoạn 

Câu 20. (Sở Hòa Bình 2023) Trong không gian , cho mặt cầu  và
điểm . Một đường thẳng bất kì đi qua  cắt  tại . Khi đó giá trị nhó nhất của

 bằng
Lời giải

Trả lời: 64

Mặt cầu  có tâm , bán kính . Khi đó .

Kẻ đường thẳng .

Ta có  nằm ngoài mặt cầu.

Ta có .

Mà .

Do đó .

Đẳng thức xảy ra khi .

Câu 21. (Chuyên  Quang  Trung  –  Bình  Phước  2023)  Trong  không  gian  ,  cho  điểm

. Gọi  là điểm di động thỏa mãn  và . 

Gọi  lần lượt là giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của . Giá trị  bằng?
Lời giải
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Trả lời: 40

Ta có: .

Mặt khác,  nên điểm  thuộc đường tròn tâm  bán kính  là đáy chung của hai

hình nón đỉnh  và hình nón đỉnh .

Ta tính được: .

Mặt phẳng   chứa đường tròn đáy qua  ,  VTPT   có phương trình:

.

Nhận xét:  cùng phía với .

Gọi  là hình chiếu của  lên  và .

Ta  có  .

.

Vậy .

Câu 22. (Chuyên  Lam  Sơn-Thanh  Hoá  2023)Trong  không  gian   cho  tứ  diện   với

 và . Gọi  là mặt cầu đường kính . Một tiếp

tuyến  thay đổi tiếp xúc với  tại tiếp điểm  thuộc tia  thuộc tia ). Biết khi

 thay đổi thì  di động trên mặt phẳng  cố định có phương trình .

Tính .
Lời giải

Trả lời: 5

.
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.

Dựng  

là hình chiếu lên ,  là hình chiếu của  lên 

 và  là 2 tiếp tuyến nên 

 và  là 2 tiếp tuyến .

Ta có  là phân giác của . (cố định)

cố định.

VTCP của là VTCP của  là .

 VTCP của  là 

Câu 23. (Chuyên Nguyễn Trãi Hải Dương 2019) Trong  không  gian  ,  cho  mặt  cầu

 và điểm thuộc đường thẳng  Ba điểm   

phân biệt cùng thuộc mặt cầu sao cho    là tiếp tuyến của mặt cầu. Biết rằng mặt

phẳng  đi qua . Tổng  bằng?
Lời giải

Trả lời: 26

Mặt cầu  có tâm , bán kính .
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.

Do    là những tiếp tuyến tại    với mặt cầu .

Suy ra .

Khi đó    có tâm là , bán kính .

Ta có phương trình .

.

Mặt khác theo giả thiết    cùng thuộc mặt cầu .

Suy ra tọa độ  thỏa mãn hệ: .

Do đó phương trình mặt phẳng  là: .

.

Với , ta có . Khi đó .

Câu 24. (Sở  Lạng  Sơn  2022)  Trong  không  gian  ,  cho  mặt  cầu

 và  đường  thẳng  .  Xét  điểm

 với  thuộc  sao cho từ  kẻ được 3 tiếp tuyến  đến mặt cầu

 (  là các tiếp điểm) thỏa mãn , , . Tổng  
bằng?

Lời giải

Trả lời: 

Ta có  có tâm  và bán kình 

Đặt 

; ,  hay 
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Gọi  là trung điểm của ,  và  hay tam giác  vuông tại 

Suy ra  mà  suy ra 

Tam giác  vuông tại 

Tam giác  vuông tại 

Từ 

Khi  (nhận)

Khi  (loại)

Vậy .

Câu 25. (Chuyên Vinh 2024) Trong không gian , cho điểm  và hai điểm  lần lượt

thay đổi trên hai trục  khác  sao cho . Gọi  là tâm của mặt cầu
ngoại tiếp tứ diện . Biết rằng  luôn chạy trên các cạnh của một tứ giác cố định, diện tích
của tứ giác đó bằng?

Lời giải

Trả lời: 2

Hai điểm  lần lượt thay đổi trên hai trục  khác  suy ra , .

 Khi đó .

 là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện , ta có  suy ra .

Gọi  là hình chiếu của  lên .

Khi  chạy trên các cạnh của một tứ giác cố định trên mặt phẳng  thì  chạy trên các cạnh

của một tứ giác cố định trên mặt phẳng .
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Đặt . Suy ra  thuộc các cạnh hình vuông có độ dài cạnh bằng .

Diện tích của tứ giác đó bằng .

Câu 26. (Liên trường Quảng Nam cụm Điện Bàn 2024) Trong không gian với hệ tọa độ , cho

. Gọi  là mặt cầu tâm  bán kính bằng  l

à mặt cầu tâm  bán kính bằng . Có bao nhiêu mặt phẳng tiếp xúc với 2 mặt cầu 

đồng thời song song với đường thẳng đi qua 2 điểm .
Lời giải

Trả lời: 2

Mặt cầu  có  có 

Ta có:  cắt 

+) Gọi 

+) Gọi VTPT của (P) la: 

Suy ra  có dạng: 

Mặt  phẳng   tiếp  xúc  với   suy  ra

21



Thử lại, ta thấy  thỏa mãn. Vậy có 2 mặt phẳng 

Câu 27. (THPT  Hàm  Rồng  -  Thanh  Hóa  2024x)  Trong  không  gian  , cho  mặt  cầu

 và đường thẳng . Có bao nhiêu điểm

 thuộc trục hoành, với hoành độ là số nguyên dương, mà từ  kẻ được đến  hai tiếp tuyến

cùng vuông góc với ?
Lời giải

Trả lời: 12

Mặt cầu  có tâm .

Ta có: 

Gọi  là mặt phẳng chứa hai tiếp tuyến từ  đến . Khi đó  đi qua , vuông

góc  với  đường  thẳng  ,  phương  trình  mặt  phẳng   là:

Ta có:  là điểm nằm ngoài mặt cầu, suy ra: 
(1)

 (2)

Từ (1) và (2), suy ra:  

(do  nguyên dương) 

Vậy có 12 điểm  thoả mãn.

Câu 28. (Sở Hòa Bình 2024) Trong không gian , cho điểm  và hai mặt cầu

.  Gọi  đường thẳng   là

tiếp tuyến chung của hai mặt cầu  là hình chiếu vuông góc của điểm  trên đường

thẳng . Biết khi  thay đổi thì điểm  luôn chạy trên một đường tròn  cố định. Bán kính

của đường tròn  bằng?

Lời giải
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Trả lời: 2

Ta xét:  và 

 tiếp xúc với  vì tâm  nằm trong mặt cầu  nằm trong .

Gọi  là tiếp điểm của hai mặt cầu

 mặt cầu  có tập hợp các tiếp tuyến  là mặt phẳng  đi qua  và có vectơ

pháp tuyến là 

 thẳng hàng 

Vì  là hình chiếu từ  lên :

Thay  vào 

Vậy bán kính đường tròn  là .

Câu 29. (Chuyên Hùng Vương - Phú Thọ 2024) Trong không gian , cho hai điểm  và

. Điểm  thay đổi thuộc mặt phẳng  sao cho , đường thẳng  qua

 song song  cắt đường thẳng  tại điểm . Giá trị của  bằng?
Lời giải

Trả lời: 4

Từ giả thiết ta thấy rằng, tập hợp các điểm  thuộc đường thẳng  luôn cách trục  mộ

t khoảng bằng  (chính là mặt trụ tròn xoay trục , bán kính ).

Hình chiếu vuông góc của  trên trục  là . 

Do đó:  (1)
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Đường thẳng  đi qua  có một vectơ chỉ phương là  nên có phương trình:

Thế (2) vào (1), ta được: . 

Từ đó ta tìm được  suy ra 

Câu 30. (Cụm Quảng Nam 2024)  Trong không gian với hệ tọa độ  ,  cho tứ diện   có

.  Gọi   là  mặt  phẳng  song  song  với  mặt  phẳng

 cắt các cạnh   lần lượt tại   sao cho thể tích khối tứ diện

 bằng   thể tích khối tứ diện  . Khi đó, mặt phẳng   có phương trình:

. Biết , hãy tính giá trị biểu thức .
Lời giải

Trả lời: 33

+) Ta có: 

 có vecto pháp tuyến .

+) Ta có: 

 là trung điểm của .

.

Câu 31. (Sở  Hà  Nam  2024) Trong  không  gian   cho  mặt  cầu   có  phương  trình

 Có bao nhiêu điểm   (với   là các số nguyên)

thuộc mặt phẳng sao cho tồn tại ít nhất hai tiếp tuyến của đi qua  và hai tiếp tuyến đó
vuông góc với nhau?

Lời giải

Trả lời: 16

Mặt cầu  có tâm và bán kính .  nên 
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Do qua M tồn tại ít nhất 2 tiếp tuyến vuông góc nên mặt nón đỉnh M có đường sinh là các tiếp

tuyến vẽ từ M có góc ở đỉnh lớn hơn hoặc bằng 900. Suy ra 

Do đó  suy ra  do 

 thì 

 thì 

 thì 

 thì 

 thì  

Vậy có 16 điểm M thỏa yêu cầu bài toán 
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