Chuyên đề 9
BẤT ĐẲNG THỨC VÀ CỰC TRỊ
DẠNG CĂN THỨC

TỔNG QUAN VỀ CHUYÊN ĐỀ
Chuyên đề này bao gồm hai nội dung:
· Bất đẳng thức dạng căn thức
· Cực trị dạng căn thức
Các bài toán về cực trị dạng căn thức thường khó, do đó ngoài dạng đơn giản, trong chuyên đề đã phân loại các dạng sau
· 

Dạng  trong đó 
· 

Dạng  trong đó 
· 

Dạng  trong đó 
· 
Dạng 
· 
Dạng 
· 

Dạng  trong đó  và .. đều là hằng số
· 


Dạng trong đó  và  đều là hằng số
· 


Dạng  trong đó  và  đều là hằng số
· 


Dạng  trong đó  và  đều là hằng số
· Dạng chứa phân thức
CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC BẰNG HÌNH HỌC

	Xuân đố Mai chứng minh bất đẳng thức sau bằng hình học
	
	Mai chưa tìm ra cách làm. Bạn hãy giúp Mai
	Giải






	Kẻ đường vuông góc  và các đường xiên 
( H nằm giữa A và B, h.4)
	Khi đó 
	Ta có 
	
I.  BẤT ĐẲNG THỨC DẠNG CĂN THỨC
Ví dụ 1. Chứng minh bất đẳng thức 


[bookmark: _GoBack]   
	Giải





	Cách 1 . ( đặt ẩn phụ và biến đổi tương đương)
	Đặt . Ta có
	
	
	, đúng. Vậy  đúng

	Xảy ra bất đẳng thức khi và chỉ khi 




	Cách 2. ( dung bất đẳng thức cÔ-si)
. Gọi vế trái là A ta có

	
nên . Vậy  đúng


Cách 3 ( dung bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki)


Cách 4. ( dung hình học)
Xem cách giải ở phần Tổng quan về chuyên đề
Ví dụ 130. Cho các số dương a, b, c thỏa mãn ab + bc + ca = 1. Chứng minh bất đẳng thứ


Giải



Ta có .. nên
. Từ đó

Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi 
Ví dụ 131. Chứng minh bất đẳng thức 


Giải








Ta có 
Ta sẽ chứng minh 

, đúng
Từ  và  suy ra điều phải chứng  minh
Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi  hoặc 
Ví dụ 132. . Chứng minh bất đẳng thức


 với 
Giải







Gọi vế trái là A. Ta có:

Áp dụng bất đẳng thức  với  ta có:


Từ  và  suy ra



Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi 


II. CỰC TRI DẠNG CĂN THỨC
1. Dạng  trong đó 
	Để tìm giá trị nhỏ nhất của dạng trên, có hai cách:
· 
Đưa về bất đẳng thức 
· Xét bình phương của biểu thức

Ví dụ 133. Tìm giá trị nhỏ nhất của 
Giải



ĐKXĐ: 
Cách 1. Đặt . Ta có:




Cách 2. Ta có: 
                                



2. Dạng  trong đó 


Để tìm giá trị lớn nhất của dang trên, ta dung bất đẳng thức 
Xảy ra đẳng thức khi và chì khi  hoặc 

Ví dụ 134. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 
Giải




ĐKXĐ:  hoặc 
Áp dụng bất đẳng thức  ta có



3. Dạng  trong đó 





Để tìm giá trị lớn nhất của dạng trên, ta dùng bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki

Trong một số trường hợp, có thể xét  rồi dung bất đẳng thức Cô-si
Trong một số trường hợp, có thể tìm được giá trị nhỏ nhất của dạng tr6n bằng cách xét bình phương của biểu thức
Với dạng  trong đó , ta có thể tìm được giá rị nhỏ nhất bằng cách xét bình phương của biểu thức hoặc dung bất đẳng thức 

Ví dụ 135. Cho biểu thức 
a) Tìm giá trị nhỏ nhất của A
b) Tìm giá trị lớn nhất của A
	Giải

	 ĐKXĐ: 
a) 




  ( do )

b) 
Theo bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki ta có





Lưu ý. Có thể giải câu a) bằng cách dung bất đẳng thức Cô-si

( Ta gặp may mắn vì  ở  thỏa mãn )

Ví dụ 136. Tìm giá trị lớn nhất của


oleObject3.bin

oleObject48.bin

image49.wmf
22

11

0

22

éù

æöæö

Û-+-³

êú

ç÷ç÷

èøèø

êú

ëû

xyxx


oleObject49.bin

image50.wmf
(

)

1


oleObject50.bin

image51.wmf
(

)

2


oleObject51.bin

image52.wmf
0

==

xy


oleObject52.bin

image53.wmf
1

4

==

xy


image4.wmf
(

)

(

)

0

-=>

fxgxm


oleObject53.bin

image54.wmf
2

2

++³

+++

abc

bccaab


oleObject54.bin

image55.wmf
,,0

>

abc


oleObject55.bin

image56.wmf
(

)

(

)

2224

1

2

2

2

2

=³=

++

+++

+

cccc

cab

abcab

cab


oleObject56.bin

image57.wmf
114

+³

+

xyxy


oleObject57.bin

image58.wmf
,0

>

xy


oleObject4.bin

oleObject58.bin

image59.wmf
11

æöæö

+++

ç÷ç÷

++

èøèø

ab

bcca


oleObject59.bin

image60.wmf
(

)

(

)

(

)

4

11

2

2

++

æö

=+++³

ç÷

++++

èø

abc

abc

bccacab


oleObject60.bin

image61.wmf
(

)

1


oleObject61.bin

image62.wmf
(

)

2


oleObject62.bin

image63.wmf
(

)

44

242

2

+++

+³=Þ³

++

abcc

AA

cab


image5.wmf
(

)

(

)

+

afxbgx


oleObject63.bin

image64.wmf
==

abc


oleObject64.bin

image65.wmf
(

)

(

)

22

+

fxgx


oleObject65.bin

image66.wmf
(

)

(

)

+=

fxgxm


oleObject66.bin

image67.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

+³+=

fxgxfxgxm


oleObject67.bin

image68.wmf
2121

=+-+--

Axxxx


oleObject5.bin

oleObject68.bin

image69.wmf
1

2

³

x


oleObject69.bin

image70.wmf
21

-=

xy


oleObject70.bin

image71.wmf
(

)

(

)

22

222212221

1212

1111112

2

min211

=+-+--

=++++-

=++-=++-³++-=

Þ³

=Û=Û=

Axxxx

yyyy

yyyyyy

A

Ayx


oleObject71.bin

image72.wmf
(

)

22

2121221

=+-+--+--

Axxxxxx


oleObject72.bin

image73.wmf
(

)

2212212

=+-³+-=

xxxx


image6.wmf
(

)

(

)

+=

fxgxm


oleObject73.bin

image74.wmf
min21

=Û=

Ax


oleObject74.bin

image75.wmf
(

)

(

)

22

-

fxgx


oleObject75.bin

image76.wmf
(

)

(

)

0

-=>

fxgxm


oleObject76.bin

image77.wmf
(

)

0

=

gx


oleObject77.bin

image78.wmf
(

)

(

)

=

fxgx


oleObject6.bin

oleObject78.bin

image79.wmf
22

36

=-+---

Axxxx


oleObject79.bin

image80.wmf
2

£-

x


oleObject80.bin

image81.wmf
3

³

x


oleObject81.bin

image82.wmf
-£-

abab


oleObject82.bin

image83.wmf
(

)

(

)

22

2

22

3693

603

maxA3

2

36

£-+---==

é

--==

é

=ÛÛ

ê

ê

=-

-+=--

ë

ë

Axxxx

xxx

x

xxxx


image7.wmf
(

)

(

)

+

fxgx


oleObject83.bin

image84.wmf
(

)

(

)

+

afxbgx


oleObject84.bin

image85.wmf
(

)

(

)

+=

fxgxm


oleObject85.bin

image86.wmf
(

)

(

)

(

)

2

2222

+£+++=++

afbgabfgabm


oleObject86.bin

image87.wmf
(

)

2

+

afbg


oleObject87.bin

image88.wmf
(

)

(

)

+

fxgx


oleObject7.bin

oleObject88.bin

image89.wmf
(

)

(

)

+=

fxgxm


oleObject89.bin

image90.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

+³+=

fxgxfxgxm


oleObject90.bin

image91.wmf
310

=+-

Axx


oleObject91.bin

image92.wmf
010

££

x


oleObject92.bin

image93.wmf
(

)

(

)

2

910610

=+-+-

Axxxx


image8.wmf
(

)

(

)

+

fxxgx


oleObject93.bin

image94.wmf
(

)

81061010

=++-³

xxx


oleObject94.bin

image95.wmf
0

³

x


oleObject95.bin

image96.wmf
(

)

0

min100

100

=

ì

ï

=ÛÛ=

í

-=

ï

î

x

Ax

xx


oleObject96.bin

image97.wmf
(

)

(

)

(

)

2

222

31.103110100

max10109

3

=+-£++-=

=Û=-Û=

Axxxx

x

Ax


oleObject97.bin

image98.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2292.1.10911020

91

max109

1102

=+-£+++-=

=

ì

ï

=ÛÛ=

í

=-

ï

î

Axxxx

x

Ax

x


oleObject8.bin

oleObject98.bin

image99.wmf
9

=

x


oleObject99.bin

image100.wmf
(

)

1


oleObject100.bin

image101.wmf
(

)

2


oleObject101.bin

image102.wmf
3214

=+-

Axx


oleObject102.bin

image9.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

..

+

fxgxhxkx


oleObject9.bin

image10.wmf
(

)

(

)

+

fxhx


oleObject10.bin

image11.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

..

-

fxgxhxkx


oleObject11.bin

image12.wmf
(

)

(

)

-

fxhx


oleObject12.bin

image13.wmf
(

)

(

)

-

fxkx


oleObject13.bin

image14.wmf
2222

+++

fghk


oleObject14.bin

image15.wmf
+

fh


oleObject15.bin

image16.wmf
+

gk


oleObject16.bin

image17.wmf
2222

+-+

fghk


oleObject17.bin

image18.wmf
-

fh


oleObject18.bin

image19.wmf
-

gk


oleObject19.bin

image20.wmf
11

-+-£

abab


oleObject20.bin

image21.wmf
1

=

CH


oleObject21.bin

image22.wmf
=

CAa


oleObject22.bin

image23.wmf
=

CBb


image1.wmf
(

)

(

)

22

+

fxgx


oleObject23.bin

image24.wmf
1,1

=-=-

HAaHBb


oleObject24.bin

image25.wmf
.2.

=£

ABC

ABCHSCACB


oleObject25.bin

image26.wmf
(

)

11.1.

11

Þ-+-£

Þ-+-£

abab

abab


oleObject26.bin

image27.wmf
11

-+-£

abab


oleObject27.bin

image28.wmf
(

)

1


oleObject1.bin

oleObject28.bin

image29.wmf
1,1

-=-=

axby


oleObject29.bin

image30.wmf
(

)

(

)

(

)

111

21

Û+£++

Û++£+++

xyxy

xyxyxyxy


oleObject30.bin

image31.wmf
21

Û£+

xyxy


oleObject31.bin

image32.wmf
(

)

2

10

Û-³

xy


oleObject32.bin

image33.wmf
(

)

1


image2.wmf
(

)

(

)

+=

fxgxm


oleObject33.bin

image34.wmf
1

=Û+=

xyabab


oleObject34.bin

image35.wmf
(

)

11

11

--

Û+£

ab

abab


oleObject35.bin

image36.wmf
11111111

22.2.2

----

æöæö

=+£+++=

ç÷ç÷

èøèø

abab

A

abbaabba


oleObject36.bin

image37.wmf
1

£

A


oleObject37.bin

image38.wmf
(

)

1


oleObject2.bin

oleObject38.bin

image39.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

22

111.11.11111

-+-=-+-£-++-=

abababab


oleObject39.bin

image40.wmf
11

Þ-+-£

abab


oleObject40.bin

image41.wmf
(

)

222

1112

+++++£++

abcabc


oleObject41.bin

image42.wmf
(

)

(

)

2

1

22

++++

+=++£=+

abacbc

aabaca


oleObject42.bin

image43.wmf
(

)

222

111

222

2

+++

æöæöæö

+++++£+++++

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

=++

bccaab

abcabc

abc


image3.wmf
(

)

(

)

-

fxgx


oleObject43.bin

image44.wmf
1

3

===

abc


oleObject44.bin

image45.wmf
(

)

2

24

+

+

+³+

xy

xy

xyyx


oleObject45.bin

image46.wmf
(

)

(

)

2

11

1

24222

+

++

æöæö

+=++³++

ç÷ç÷

èøèø

xy

xyxy

xyxyxy


oleObject46.bin

image47.wmf
(

)

1

2

2

æö

++³+

ç÷

èø

xyxyxyyx


oleObject47.bin

image48.wmf
(

)

1

20

2

æö

Û++--³

ç÷

èø

xyxyxy


