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Nội dung chủ yếu của bài giảng này là việc nghiên cứu các tính chất số học của vành Z[i] áp
dụng điều này vào việc giải một số phương trình Diophante.

1 Vành các số nguyên Gauss

Định nghĩa. Ta nhắc lại định nghĩa vành các số nguyên Gauss

Z[i] = {a+ bi; a, b ∈ Z} ⊂ C

(với i2 = −1.) Chú ý rằng ta có thể coi Z[i] là một vành con chứa Z của C. Nói một cách khác, với
α,β ∈ Z[i] ta có α+ β ,αβ ∈ Z[i]. Với α= a+ bi, ta định nghĩa liên hợp ᾱ= a− bi và chuẩn

N(α) = αᾱ= a2+ b2

Ta cũng nhắc lại rằng N(α) = 0⇔ α= 0 và N : Z[i]→ N có tính chất nhân:

N(αβ) = N(α)N(β)

Quan hệ chia hết, phần tử khả nghịch và phần tử bất khả qui. Với hai số nguyên Gauss α và
β , ta nói rằng α là một ước của β hay β là bội của α, kí hiệu là α | β , nếu tồn tại γ sao cho αγ= β .
Khái niệm này mở rộng khái niệm chia hết quen thuộc trên Z theo nghĩa sau: nếu a, b ∈ Z thì a | b
trong Z khi và chỉ khi a | b trong Z[i].

Một số nguyên Gauss được gọi là khả nghịch nếu là ước của 1, nói một cách khác, nếu 6= 0 và
sao cho nghịch đảo trong C cũng là một số nguyên của Gauss. Một phần tử là khả nghịch nếu và
chỉ nếu là ước của mọi số nguyên Gauss.

Ta nói hai số nguyên Gauss α,β là liên kết với nhau, kí hiệu là α ∼ β , nếu α | β và β | α. Hai
số nguyên của Gauss là liên kết với nhau khi và chỉ khi sai khác với nhau bằng phép nhân với một
phần tử khả nghịch.

Cuối cùng, có lẽ khái niệm quan trọng nhất trong quan hệ chia hết là về các phần tử bất khả
qui. Ta nói α ∈ Z[i] là bất khả qui nếu α 6= 0,α không khả nghịch và nếu α = βγ thì hoặc β khả
nghịch (khi đó γ ∼ α) hoặc γ khả nghịch (khi đó β ∼ α). Nói một cách khác, một số nguyên của
Gauss là bất khả qui nếu 6= 0 và không có các ước thực sự nào. Khái niệm này mở rộng khái niệm
các số nguyên tố. Lưu ý rằng nếu a ∈ Z là bất khả qui trong Z[i] thì ±a là một số nguyên tố thông
thường. Tuy nhiên, điều ngược lại là không đúng, chẳng hạn 2 không phải là một phần tử bất khả
qui của Z[i] bởi vì 2= i(1+ i)2. Ta sẽ nghiên cứu các phần tử bất khả qui một cách chi tiết hơn

Các phần tử khả nghịch của Z[i] được miêu tả như sau.

Mệnh đề 1.1. Tập các phần tử khả nghịch của Z[i] là

Z[i]× = {±1,±i}= {α ∈ Z[i];N(α) = 1}
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Chứng minh. Thật vậy, giả sử α khả nghịch và α−1 ∈ Z[i] là nghịch đảo của nó. Ta có N(α)N(α−1) =
N(1) = 1. Do N(α),N(α−1) ∈ Z>0 nên ta phải có N(α) = N(α−1) = 1. Ngược lại, nếu N(α) = 1 thì
αᾱ= 1 nên hoặc ᾱ là nghịch đảo của α. Cuối cùng, nhận xét rằng N(a+ bi) = a2+ b2 = 1 kéo theo
(a, b) = (±1, 0) hoặc , (a, b) = (0,±1), nói cách khác a+ bi =±1 hoặc ±i.

Tính Euclid của vành Gauss. Ta có kết quả bản lề sau.

Mệnh đề 1.2 (Phép chia Euclid trên vành các số nguyên Gauss). Cho α,β ∈ Z[i] với β 6= 0. Tồn tại
các số nguyên Gauss µ,ρ sao cho α= βµ+ρ và N(ρ)< N(β).

Chứng minh. Đặt α
β
= x + yi với x , y ∈ R. Trong mặt phẳng phức C với trục tung Ri và trục hoành

R, các số nguyên Gauss là các điểm có tọa độ nguyên. Ta chọn µ ∈ Z[i] là một điểm tọa độ nguyên
gần x + yi nhất. Dễ thấy khi đó khoảng cách giữa µ và x + i y không vượt quá một nửa của độ dài
đường chéo một hình vuông đơn vị, nghĩa là ≤

p
2

2
, nói riêng luôn nhỏ hơn 1. Điều này lại có nghĩa

là N(α
β
−µ)< 1. Do đó N(α− βµ) = N

�

β
�

α
β
−µ
��

= N(β)N(α
β
−µ)< N(β).

Kết quả trên cho thấy sự tồn tại của thuật toán Euclid (phép chia Euclid) trên vành Gauss. Nhắc
lại rằng thuật toán này áp dụng cho một cặp α,β ∈ Z[i],β 6= 0 cho ta tìm được ước chung lớn
nhất δ của α,β theo nghĩa sau

1. δ | α,δ | β;

2. Với mọi δ′ sao cho δ′ | α,δ′ | β thì hoặc δ′ liên kết với δ hoặc N(δ′)< N(δ).

Ước chung lớn nhất của hai số nguyên Gauss (mà sự tồn tại được nêu ra ở trên) là không duy nhất.
Nếu δ là một ước chung lớn nhất của α,β thì mọi δ′ ∼ δ cũng là một ước chung lớn nhất và tập
{δ′;δ′ ∼ δ} là tập các ước chung lớn nhất của α,β . Hơn thế nữa, thuật toán Euclid cũng đem lại
hai phần tử µ,ν ∈ Z[i] sao cho

µα+ νβ = δ

Ta nói rằng hai số nguyên Gauss 6= 0 là nguyên tố cùng nhau nếu 1 là một ước chung lớn nhất
của chúng.

Tính Euclid của vành Z[i] cho ta một trường hợp đặc biệt của bổ đề Gauss.

Bổ đề 1.3. Cho α,β ,γ là các số nguyên Gauss với α bất khả qui. Nếu α | βγ thì α | β hoặc α | γ.

Chứng minh. Giả sử α - β . Ta biết rằng thuật toán Euclid cho bộ β ,α (điều kiện α bất khả qui
đảm bảo α 6= 0) cho ta ước chung lớn nhất δ của β ,α cùng với các số nguyên Gauss µ,ν sao cho
δ = βµ+ αν . Do δ | α và α bất khả qui theo giả thiết, δ hoặc là một phần tử khả nghịch hoặc là
một liên kết với a. Nhưng δ không thể là một liên kết của α vì khi đó ta có α | δ | β . Như vậy δ là
một phần tử đơn vị. Ta suy ra γ= δ−1γβµ+δ−1γαν . Vì α | βγ đẳng thức này kéo theo α | γ.

Định lý cơ bản của số học cho vành Gauss. Sự tồn tại của phép chia Euclid đảm bảo rằng Định
lý cơ bản của số học đúng cho vành Z[i].
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Định lý 1.4 (Định lý cơ bản của số học cho vành Gauss). Mọi số nguyên Gauss α 6= 0 đều có thể được
viết dưới dạng

α= εγ1 · · ·γn

trong đó ε là một phần tử khả nghịch, γ1, . . . ,γn là các phần tử bất khả qui (không nhất thiết phân
biệt, thậm chí không nhất thiết đôi một không liên kết). Cách phân tích này là duy nhất theo nghĩa
sau: nếu α = ε′δ1 · · ·δm là một phân tích tương tự của α thì m = n và tồn tại một hoán vị σ trên tập
{1,2, . . . , n} sao cho với mọi i, ta có δi ∼ γσ(i).

Chứng minh. Sự tồn tại. Ta tiến hành qui nạp theo N(α). Trường hợp N(α) = 1 là tầm thường vì khi

đó α là một phần tử khả nghịch. Giả sử phân tích như vậy tồn tại với mọi α ∈ Z[i] sao cho N(α)< k
với k nguyên dương nào đó và α là một số nguyên Gauss với N(α) = k. Nếu α là một phần tử bất
khả qui thì bài toán không có gì phải chứng minh. Giả sử α là khả qui, viết α = µν với µ,ν là các
phần tử không khả nghịch. Do N(α) = N(µ)N(ν) nên 1< N(µ), N(ν)< k. Áp dụng giả thiết qui nạp
cho µ và ν ta nhận được một phân tích thỏa mãn các yêu cầu của định lý.

Tính duy nhất. Đây là một hệ quả quen thuộc của tính Euclid. Nếu α là một phần tử khả nghịch

thì bài toán là tầm thường. Giả sử α không khả nghịch. Không mất tổng quát, ta có thể viết một
phân tích ra tích các phần tử bất khả qui dưới dạng

α= γ1γ2 · · ·γn

với ai là các phần tử bất khả qui, không nhất thiết đôi một không liên kết. Chú ý rằng phần tử đơn
vị của phân tích nguyên gốc được hấp thụ vào một trong các phần tử bất khả qui.

Giả sử ta có một phân tích khác α= δ1 · · ·δm. Áp dụng Bổ đề 1.3 ở trên, từ đẳng thức

γ1 · · ·γn = δ1 · · ·δm

ta suy ra γ1 liên kết với một trong các phần tử γi nào đó. Thật vậy, do γ1 | δ1 · · ·δm, tồn tại i sao
cho γ1 | δi. Thế nhưng δi cũng là một phần tử bất khả qui, ta phải có γ1 liên kết với δi. Bây giờ,
chia cả hai vế của đẳng thức γ1 · · ·γn = δ1 · · ·δm cho γ1 ta nhận được một đẳng thức tương tự với
độ dài của phân tích ở mỗi vế giảm đi 1. Tiến hành liên tiếp như vậy ta dễ dàng nhận được điều
cần chứng minh.

Các phần tử bất khả qui của vành Gauss. Định lý cơ bản của số học cho vành Z[i] mà ta đã
thiết lập ở trên cho thấy sự cần thiết của việc nghiên cứu các phần tử khả nghịch và các phần tử
bất khả qui của vành này. Nhắc lại rằng các phần tử khả nghịch đã được miêu tả tại Mệnh đề 1.1.
Về phía các phần tử bất khả qui, trước hết ta có kết quả sau.

Mệnh đề 1.5. Cho γ ∈ Z[i] là một phần tử bất khả qui của Z[i]. Tồn tại duy nhất một số nguyên tố
p ∈ Z sao cho γ | p.

Chứng minh. Ta có γ | γγ̄ = N(γ). Như vậy, theo Bổ đề 1.3 γ là ước của một ước nguyên tố p nào
đó của N(x). Số nguyên tố p như vậy là duy nhất. Thật vậy, nếu tồn tại một số nguyên tố q 6= p sao
cho γ | q. Theo Định lý Bezout cho các số nguyên, ta biết rằng tồn tại các số nguyên a, b sao cho
ap+ bq = 1. Do đó γ | 1, mâu thuẫn với giả thiết γ bất khả qui.
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Nhận xét 1.6. Mệnh đề trên, đơn giản nhưng rất sâu sắc, nói rằng mọi phần tử bất khả qui của Z[i]
đều nằm trên một số nguyên tố nào đó. Nói một cách khác, ta đã có một miêu tả ban đầu các phần tử
bất khả qui của Z[i].

Theo Mệnh đề 1.5 và Định lý 1.4, việc miêu tả các phần tử bất khả qui của Z[i] tương đương
với việc miêu tả các nhân tử bất khả qui của các số nguyên tố thông thường p trong vành Z[i]. Ta
bắt đầu với p = 2.

Mệnh đề 1.7. Các ước bất khả qui của 2 trong Z[i] là 1+ i và các phần tử liên kết với nó, nghĩa là
{±1± i}.

Chứng minh. Ta có 2 = (1+ i)(1− i) nên 1+ i | 2 cũng như các phần tử liên kết với 1+ i, nghĩa là
±1± i.. Mặt khác 1+ i là bất khả qui vì N(1+ i) = 2 là nguyên tố. Điều này được suy ra từ nhận xét
đơn giản nhưng hữu hiệu sau: một phần tử có chuẩn là một số nguyên tố là bất khả qui.

Bổ đề 1.8. Cho α ∈ Z[i] sao cho N(α) là một số nguyên tố. Thế thì α là một phần tử bất khả qui.

Chứng minh. Thật vậy, nếu α = βγ thì N(β)N(γ) = N(α) là một số nguyên tố, ta suy ra N(β) = 1
hoặc N(γ) = 1, nghĩa là một trong hai phần tử β ,γ là khả nghịch.

Với các số nguyên tố p lẻ, ta chia ra làm hai trường hợp p ≡ 1 (mod 4) và ≡ 3 (mod 4).

Mệnh đề 1.9. Giả sử p là một số nguyên tố ≡ 3 (mod 4). Khi đó p là một phần tử bất khả qui của
Z[i].

Chứng minh. Giả sử p là khả qui. Viết p = αβ với α,β là các phần tử không khả nghịch, như vậy
N(α), N(β) > 1. Từ tính nhân của chuẩn N(α)N(β) = N(p) = p2 và do N(α),N(β) > 1 ta suy ra
N(α) = N(β) = p. Viết α = a+ bi, a, b ∈ Z thế thì a2 + b2 = p ≡ 3 (mod 4) nhưng đồng dư này rõ
ràng không thể xảy ra. Như vậy p là một phần tử bất khả qui của Z[i].

Mệnh đề 1.10. Giả sử p là một số nguyên tố ≡ 1 (mod 4).

1. Tồn tại duy nhất một bộ nguyên dương (a, b), chính xác tới thứ tự, sao cho a2+ b2 = p;

2. Các ước bất khả qui của p trong Z[i] gồm a+ bi, a− bi (với a, b như trên) và các phần tử liên
kết với chúng.

Để minh họa, số nguyên tố p = 5 có thể viết duy nhất dưới dạng tổng của hai số chính phương
5= 12+22. Số nguyên tố 5 không là bất khả qui trong Z[i]mà có hai ước bất khả qui 1+2i, 1−2i. Có
nghĩa là 5 có 8 ước bất khả qui gồm các phần tử liên kết với 1+2i, nghĩa là {1+2i,−1−2i,−2+i, 2−i}
và các phần tử liên kết với 1− 2i, nghĩa là {1− 2i,−1+ 2i, 2+ i,−2− i}.

Ta nhắc lại Bổ đề Lagrange.

Bổ đề 1.11 (Lagrange). Cho p là một số nguyên tố ≡ 1 (mod 4). Tồn tại một số nguyên n sao cho
p | n2+ 1.

Chứng minh. Thật vậy, đặt p = 4k+ 1. Theo Định lý Wilson ta có (4k)! ≡ −1 (mod p). Mặt khác ta
có (4k!) = (1 ·2 · · ·2k)((2k+1) · (2k+2) · · · (4k))≡ (1 ·2 · · ·2k)((−2k)(−2k+1) · · · (−1))≡ (−1)2k(1 ·
2 · · ·2k)2 ≡ (2k!)2 (mod p).

Nhận xét 1.12. Tất nhiên, ta cũng có thể sử dụng các công thức thặng dư toàn phương để chứng minh
kết quả trên.
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Chứng minh. Theo Bổ đề Lagrange, tồn tại một số nguyên n sao cho p | n2 + 1. Như vậy, nếu xét
trong vành Gauss, p | (n+ i)(n− i). Tuy nhiên p - n+ i, p - n− i (vì n

p
± 1

p
i /∈ Z[i]). Từ đó suy ra p

không phải là một phần tử bất khả qui. Gọi a+ bi ∈ Z[i] là một ước bất khả qui của p. Rõ ràng liên
hợp a− bi cũng là một ước của p (chỉ cần lấy liên hợp hai vế của một phân tích của p ra tích các
phần tử bất khả qui trong Z[i]).

Ta sẽ chỉ ra a+ bi, a− bi là các ước bất khả qui duy nhất (sai khác phép liên kết) của p. Thật
vậy giả sử c+ di (và do đó c− di) là một ước bất khả qui của p. Theo sự tồn tại của phép phân tích
ra tích các phần tử bất khả qui ta suy ra (c+ di)(c− di)(c+ di)(c− di) | p (trong Z[i]). Điều này có
nghĩa là (a2+ b2)(c2+ d2) | p (trong Z[i]) hay p

(a2+b2)(c2+d2) ∈ Z[i], vô lý.

Kết hợp các Mệnh đề 1.7, 1.9 và 1.10 ta thu được kết quả sau.

Định lý 1.13. Các phần tử bất khả qui của Z[i] gồm

1. 1+ i và các phần tử liên kết của nó, nghĩa là {±1± i};

2. Các số nguyên tố p ≡ 3 (mod 4) và các phần tử liên kết của nó, nghĩa là {±p,±pi};

3. Hai nhân tử bất khả qui a+ bi, a− bi trong phân tích ra tích các nhân tử bất khả qui của một
số nguyên tố p ≡ 1 (mod 4) và các phần tử liên kết của nó. Các số (a, b) có thể được đặc trưng
như là bộ số nguyên duy nhất, chính xác tới dấu và tới thứ tự thỏa mãn a2+ b2 = p.

2 Sử dụng Z[i] trong một số phương trình Diophante

Phương trình bậc hai x2+ y2 = n. Ta bắt đầu với n nguyên tố.

Định lý 2.1 (Fermat). Một số nguyên tố p biểu diễn được dưới dạng tổng của hai số chính phương
khi và chỉ khi p = 2 hoặc p ≡ 1 (mod 4). Hơn nữa biểu diễn như vậy là duy nhất chính xác tới thứ tự.

Chứng minh. Với p = 2 khẳng định là hiển nhiên, với p lẻ, kết quả này nằm trong chứng minh của
các Mệnh đề 1.9 và 1.10.

Định lý trên, ngoài phương pháp sử dụng các số nguyên Gauss, còn có nhiều chứng minh khác
nhau. Nhân cơ hội này, tôi trình bày chứng minh một dòng của Zagier về sự tồn tại của biểu diễn

khi p = 4k + 1. Đặt S = {(x , y, z) ∈ N3; x2 + 4yz = p}. Tập hợp S có hai phép hoán vị cấp 2:
f (x , y, z) = (x , z, y) và g định nghĩa bởi

g(x , y, z) =







(x + 2z, z, y − x − z) nếu x < y − z
(2y − x , y, x − y + z) nếu y − z < x < 2y
(x − 2y, x − y + z, y) nếu x > 2y

Chú ý rằng lực lượng của tập con các điểm bất động của một hoán vị cấp 2 của S có cùng tính
chẵn lẻ với S. Mặt khác S f chính là tập các biểu diễn của p thành tổng của hai số chính phương.
Sg = {(1, k, k)}. Ta suy ra |S| ≡ |S f | ≡ |Sg | ≡ 1 (mod 2). Như vậy số các biểu diễn của p là tổng các
số chính phương là lẻ và do đó ≥ 1.

Với n tổng quát, Định lý 2.1 có thể được mở rộng dưới dạng sau.
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Định lý 2.2. Cho một số nguyên dương n. Số nghiệm nguyên của phương trình x2 + y2 = n bằng 4
lần hiệu của số các ước ≡ 1 (mod 4) của n trừ cho số các ước ≡ 3 (mod 4) của n.

Nhận xét 2.3. Tất nhiên ta có thể phát biểu một cách hình học kết quả trên bằng cách thể hiện các
nghiệm của phương trình trên bằng các điểm nguyên trên đường tròn x2+ y2 = n.

Chứng minh. Theo Định lý về phân tích ra tích các nhân tử bất khả qui, ta có thể viết

n = 2mpr1
1 · · · p

rk
k γ

s1
1 γ̄

s1
1 · · ·γ

sh
h γ̄

sh
h

= (−i)m(1+ i)2mpr1
1 · · · p

rk
k γ

s1
1 γ̄

s1
1 · · ·γ

s1
h γ̄

sh
h

trong đó pi ,γ j là các phần tử bất khả qui của Z[i] với pi = p̄i (như vậy pi là các số nguyên tố ≡ 3
thông thường và γ j có dạng a+ bi với a2+ b2 = một số nguyên tố ≡ 1 (mod 4)).

Giả sử n= x2+ y2 = (x + yi)(x − yi). Theo tính duy nhất của phân tích ra tích các phần tử bất
khả qui trong Z[i] ta suy ra

x + yi là một phần tử liên kết của (1+ i)mp
r1
2

1 · · · p
rk
2

k γ
t1
1 γ̄

s1−t1
1 · · · γ̄sh−th

h (1)

với 0≤ t j ≤ s j. Như vậy số nghiệm nguyên của x2+ y2 bằng

• 0 nếu một trong các ri là lẻ;

• 4(s1+ 1) · · · (sh+ 1) nếu tất cả các ri là chẵn.

Chú ý rằng thừa số 4 xuất hiện ở công thức trên đến từ việc biểu diễn 1 ở trên sai khác x + yi bởi
một trong 4 phần tử khả nghịch {±1,±i}.

Mặt khác mọi ước lẻ của n đều có thể viết dưới dạng tích các phần tử bất khả qui trong Z[i]

d = pu1
1 · · · p

uk
k γ

v1
1 γ̄

v1
1 · · ·γ

vh
h γ̄

vh
h

với 0≤ ui ≤ ri , 0≤ v j ≤ s j. Nhưng pi ≡ 3 (mod 4) với mọi i và γ jγ̄ j ≡ 1 (mod 4) với mọi j nên

d ≡ 1 (mod 4)⇔ u1+ · · ·+ uk ≡ 1 (mod 2)

Tương đương này dễ dàng dẫn đến hiệu của số các ước ≡ 1 (mod 4) và số các ước ≡ 3 (mod 4) của
n bằng

• 0 nếu một trong các ri là lẻ;

• (s1+ 1) · · · (sh+ 1) nếu tất cả các ri là chẵn.

Và ta có điều phải chứng minh.

Kết quả trên đem đến cho ta một hệ quả quen biết sau.

Hệ quả 2.4. Một số nguyên dương n biểu diễn được dưới dạng tổng của hai số chính phương khi và
chỉ khi trong phân tích ra thừa số nguyên tố của n các số nguyên tố ≡ 3 (mod 4) có lũy thừa chẵn.

Chứng minh. Đây là hệ quả trực tiếp của công thức cho bởi Định lý 2.2. Ngoài ra, kết quả này cũng
có thể được suy ra từ Định lý 2.1.
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Phương trình Catalan xn− y2 = 1, n≥ 3. .

Một trong số các bài toán nổi tiếng nhất về phương trình Diophante là giả thuyết Catalan mà ta
nhắc lại sau đây.

Giả thuyết Catalan (1844). Cho m, m là hai số nguyên dương > 1. Phương trình

xn− ym = 1

không có nghiệm nguyên với x 6= 0, y 6= 0 trừ khi (n, m) = (2,3), khi đó nó các nghiệm x 6= 0, y 6= 0
duy nhất (x , y) = (±3, 2).

Giả thuyết Catalan được chứng minh vào năm 2002 bởi Mihailescu. Trong bài giảng này, ta sẽ
không đi vào trình bày chứng minh của giả thuyết này mà sẽ nghiên cứu trường hợp đặc biệt m= 2
nhằm minh họa cho việc sử dụng vành Z[i] trong việc giải các phương trình Diophante.

Trường hợp n= 2 được giải quyết một cách dễ dàng thông qua phân tích x2− y2 = (x− y)(x+ y).
Ngoài ra, không mất tổng quát, ta có thể giả sử n là một số nguyên tố, trường hợp tổng quát dễ
dàng được suy ra từ trường hợp này.

Mệnh đề 2.5. Phương trình

y2 = x3− 1

chỉ có nghiệm nguyên duy nhất (x , y) = (1, 0).

Chứng minh. Giả sử (x , y) là nghiệm nguyên của phương trình đã nêu. Nếu x chẵn thì y2 ≡ −1
(mod 8) nhưng −1 không phải chính phương modulo 8. Vậy x lẻ và y chẵn. Viết lại phương trình
dưới dạng

x3 = (y + i)(y − i)

Trước hết ta có nhận xét đơn giản sau.

Bổ đề 2.6. Với mọi a ∈ 2Z, các phần tử a+ i và a− i là nguyên tố cùng nhau trong Z[i].

Chứng minh. Thật vậy, giả sử γ ∈ Z sao cho γ | a + i,γ | a − i như vậy γ | 2i. Nói riêng ta có
N(γ) | N(2i) = 4. Mặt khác, γ | a+ i⇒ N(γ) | N(a+ i) = a2 + 1. Như vậy số nguyên dương N(γ) vừa
là ước của 4 vừa là ước của số nguyên lẻ a2 + 1, do đó N(γ) = 1. Điều này chứng tỏ γ là một phần
tử đơn vị.

Ta biết rằng Định lý cơ bản của số học còn đúng cho Z[i] và tập các phần tử khả nghịch của Z[i] là
{±1,±i}. Mặt khác, theo Bổ đề trên, y + i, y − i là nguyên tố cùng nhau. Như vậy y + i, y − i là lập
phương của các phần tử của Z[i] (do mọi phần tử khả nghịch đều là lập phương của một phần tử
khả nghịch nào đó). Do đó tồn tại các số nguyên a, b sao cho y + i = (a+ bi)3 (khi đó, bằng cách
lấy liên hợp, ta có y− i = (a− bi)3). So sánh các phần ảo của hai vế của đẳng thức y+ i = (a+ bi)3

ta được 1 = b(3a2 − b2). Giải phương trình nghiệm nguyên đơn giản này ta được (a, b) = (0,−1).
Từ đây, ta suy ra y = 0 và như vậy x = 1.

Mệnh đề 2.7. Phương trình x5− y2 = 1 chỉ có nghiệm nguyên duy nhất (x , y) = (1,0).
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Chứng minh. Bài tập.

Với cùng ý tưởng trên, nhưng với các lập luận kỹ thuật hơn, ta có kết quả sau.

Định lý 2.8 (Lebesgue 1850). Với mọi p ≥ 2 phương trình

x p − y2 = 1

không có nghiệm nguyên (x , y) với y 6= 0.

Chứng minh. Bài tập. Gợi ý: sử dụng định giá 2-adic để suy luận.

Phương trình Mordell. Phương trình Mordell (hay còn gọi là phương trình Bachet) là phương
trình Diophante

y2 = x3+ k (2)

với k là một số nguyên 6= 0 cho trước.

Tính hữu hạn của các nghiệm nguyên của một phương trình Mordell được chứng minh bởi
Siegel.

Định lý 2.9 (Siegel). Với mọi k 6= 0, phương trình y3 = x3 + k chỉ có một số hữu hạn các nghiệm
nguyên.

Ngược lại với tính hữu hạn của các nghiệm nguyên, các phương trình Mordell, hay tổng quát
hơn là các phương trình elliptic, có thể có vô hạn nghiệm hữu tỷ. Đây chính là nội dung của Định
lý Mordell (mà sau này được mở rộng bởi Weil).

Lẽ dĩ nhiên, ta sẽ không đi vào chứng minh chi tiết các kết quả của Siegel hay Mordell-Weil mà
chỉ dùng chúng như một kim chỉ nam cho các dự đoán của chúng ta trong các tình huống cụ thể.

Trước hết, một số phương trình Mordell có thể được giải quyết bằng phương pháp đồng dư.

Định lý 2.10 (Lebesgue). Phương trình y2 = x3+ 7 không có nghiệm nguyên.

Chứng minh. Giả sử (x , y) là một nghiệm nguyên của phương trình đã nêu. Suy luận đơn giản theo
modulo 4 cho thấy x không thể chẵn. Vậy x lẻ và do đó y chẵn. Ta viết lại phương trình đã cho
dưới dạng

y2+ 1= x3+ 8= (x + 2)(x2− 2x + 4)

Vì x lẻ nên x2− 2x + 4= (x − 1)2+ 3≡ 3 (mod 4) do đó x2− 2x + 4 có một ước nguyên tố lẻ p ≡ 3
(mod 4). Nhưng ta lại có y2 + 1 ≡ 0 (mod p). Điều này chứng tỏ −1 là chính phương modulo p và
như vậy p ≡ 1 (mod 4), mâu thuẫn.

Trong cùng mạch ý tưởng này ta nhận được khá nhiều kết quả tương tự.

Mệnh đề 2.11. Các phương trình

1. y2 = x3− 5;
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2. y2 = x3− 6;

3. y2 = x3+ 46;

4. y2 = x3+ 45

không có nghiệm nguyên.

Chứng minh. Bài tập.

Ta đưa ra một ví dụ về phương trình có nghiệm nguyên, cũng dựa vào suy luận đồng dư.

Mệnh đề 2.12. Phương trình y2 = x3+ 16 chỉ có các nghiệm nguyên (x , y) = (0,±4).

Chứng minh. Viết lại phương trình dưới dạng y2 − 16 = (y − 4)(y + 4) = x3. Nếu y lẻ thì (y −
4, y + 4) = 1 nên y − 4 và y + 4 là hai lũy thừa bậc 3 của các số nguyên sai khác 8. Nhưng các
lập luận đơn giản cho thấy không có hai số lập phương với hiệu bằng 8. Vậy y, x là các số chẵn.
Do y2 = x3 + 16 ≡ 0 (mod 8) nên y ≡ 0 (mod 4). Viết y = 4y ′ ta được 16y ′2 = x3 + 16. Từ đây ta
cũng suy ra x ≡ 0 (mod 4) và do đó x = 4x ′ và như vậy phương trình đã cho có thể viết lại thành
y ′2 = 4x ′3 + 1. Như vậy y ′ lẻ, đặt y ′ = 2n+ 1 ta được n(n+ 1) = x ′3. Ta suy ra n, n+ 1 là các số
lập phương. Điều này dĩ nhiên chỉ xảy ra khi n=−1 hoặc n= 0. Với cả hai trường hợp ta thu được
x ′ = 0 và do đó x = 0 và y =±4.

Tuy nhiên, một số phương trình Mordell phải cần đến các công cụ phức tạp hơn. Chẳng hạn
như phương trình

y2 = x3− 1

mà ta đã giải quyết ở Mệnh đề 2.5 đã cần đến vành Gauss. Tương tự như vậy.

Mệnh đề 2.13. Phương trình y2 = x3− 4 chỉ có các nghiệm nguyên (x , y) = (2,±2), (5± 11).

Chứng minh. Giả sử (x , y) là một nghiệm nguyên. Trước hết ta thấy rằng x ≡ y (mod 2).

x ≡ y ≡ 1 (mod 2). Ta viết lại đẳng thức y2 = x3− 4 dưới dạng

(y + 2i)(y − 2i) = x3

Trước hết ta có

Bổ đề 2.14. Nếu y lẻ thì y − 2i, y + 2i nguyên tố cùng nhau trong Z[i].

Chứng minh. Thật vậy, giả sử α | y − 2i,α | y + 2i với α ∈ Z[i]. Như vậy α | 4i và do đó α | 4.
Ta suy ra N(α) | N(4) = 16. Mặt khác N(α) | N(y − 2i) = y2 + 2 = x3. Như vậy, N(α), một
số nguyên dương, vừa là ước của 16 = 24 vừa là ước của x3, một số nguyên lẻ. Ta suy ra
N(α) = 1 và do đó α là một phần tử đơn vị và y − 2i, y + 2i là các phần tử nguyên tố cùng
nhau.
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Đẳng thức (y − 2i)(y + 2i) = x3 kết hợp với Bổ đề trên (và nhận xét đơn giản rằng mọi
phần tử đơn vị đều là lập phương của một phần tử đơn vị nào đó) chứng tỏ mỗi nhân tử
y − 2i, y + 2i là lập phương của một số nguyên Gauss. Ta viết y + 2i = (a + bi)3, a, b ∈ Z
(khi đó y − 2i = (a − bi)3). Khai triển vế phải của đẳng thức này rồi so sánh phần ảo của
hai vế ta được 2 = b(3a2 − b2). Do a, b ∈ Z giải phương trình đơn giản này ta thu được
các giá trị (a, b) = (±1, 1), (−2,±2). Các giá trị này cho ta các nghiệm (x , y) = (2,±2) và
(x , y) = (5,±11). Tuy nhiên chỉ có các nghiệm (x , y) = (5,±11) được chấp nhận vì ta đã giả
sử x , y lẻ.

x ≡ y ≡ 0 (mod 2). Chú ý rằng trong trường hợp này y−2i, y+2i không còn nguyên tố cùng nhau
nữa nên ta tiến hành hơi khác như sau. Đặt x = 2x ′, y = 2y ′, ta nhận được phương trình theo
các biến mới

y ′2 = 2x ′3− 1⇔ 2x ′3 = (y ′+ i)(y ′− i)

Ta suy ra y ′ lẻ. Do đó y ′2 ≡ 1 (mod 8) và x ′3 ≡ 1 (mod 4). Vậy x ′ cũng lẻ. Dễ thấy do
N(y ′+ i) = N(y ′− i) là chẵn nên 1+ i | y + i, 1+ i | y − i. Quan hệ của x ′, y ′ có thể được viết
lại thành

−i x ′3 =
y ′+ i

1+ i

y ′− i

1+ i

Bổ đề 2.15. Với mọi a ∈ 1+ 2Z ta có 1+ i là một ước chung lớn nhất của a+ i và a− i.

Chứng minh. Thật vậy dễ thấy 1+ i | a+ i, 1+ i | a− i (tổng quát hơn, 1+ i | α⇔ 2 | N(α)).
Giả sử γ ∈ Z[i] sao cho γ | a+ i,γa− i, như vậy γ | 2i. Thế thì, một mặt γ | a+ i⇒ N(γ) | a2+1,
mặt khác γ | 2i ⇒ N(γ) | 4. Như vậy N(γ) | (4, a2 + 1), nhưng do a lẻ nên (a2 + 1, 4) = 2. Ta
suy ra N(γ) | 2 và như vậy N(γ) = 1 hoặc = 2. Nếu N(γ) = 1 thì γ là một phần tử đơn vị. Nếu
N(γ) = 2 thì γ=±1± i, có nghĩa là một phần tử liên kết của 1+ i. Các lập luận trên chứng tỏ
1+ i là một ước chung lớn nhất của a+ i và a− i trong Z[i].

Theo Bổ đề 2.15 ta có y ′+i
1+i

, y ′−i
1+i
∈ Z[i] và nguyên tố cùng nhau. Một lần nữa, bởi vì trong Z[i]

mọi phần tử đơn vị đều là lập phương của một phần tử đơn vị nên đẳng thức −i x3 = y ′+i
1+i

y ′−i
1+i

kết hợp với tính nguyên tố cùng nhau của các nhân tử ở vế phải dẫn đến y ′+i
1+i

, y ′−i
1+i

là các lập

phương của các số nguyên Gauss nào đó. Mặt khác, do

y + 2i = 2(y ′+ i) =−i(1+ i)2(y ′+ i) =−i(1+ i)3
y ′+ i

1+ i
= i3(1+ i)

y + i

1+ i
= (−1+ i)3

y + i

1+ i

nên y + 2i cũng là lập phương của một số nguyên Gauss. Nhưng điều này, với các lập luận ở
phần trước, dẫn đến (x , y) = (2,±2) hoặc = (5,±11). Tất nhiên, do điều kiện y chẵn, chỉ có
nghiệm (x , y) = (2,±2) là được chấp nhận ở trường hợp này.

Kết hợp hai trường hợp ở trên ta nhận được các nghiệm (x , y) = (2,±2), (5,±11) của phương
trình ban đầu.
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3 Đôi điều về vành Z[
p
−2]

Ta định nghĩa

Z[
p

−2] = {a+ b
p

2i; a, b ∈ Z} ⊂ C

Ta kiểm tra dễ dàng rằng Z[
p
−2] là một vành con chứa Z của C Tương tự như với vành Z[i]

và bằng việc sử dụng hàm chuẩn tương ứng:

N : Z[
p

−2]→ N,N(a+ b
p

−2) = a+ 2b2

ta suy ra

Mệnh đề 3.1. Tồn tại phép chia Euclid trên Z[
p
−2].

Chứng minh. Tương tự như với vành Gauss. Chi tiết được để lại như bài tập.

Cũng như với vành Gauss, kết quả trên dẫn đến

Định lý 3.2. Định lý cơ bản của số học còn đúng cho các vành Z[
p
−2].

Chứng minh. Bài tập.

Việc miêu tả các phần tử bất khả qui của Z[
p
−2] dẫn đến

Định lý 3.3. Cho p là một số nguyên tố lẻ. Phương trình

x2+ 2y2 = p

có nghiệm nguyên khi và chỉ khi p ≡ 1 hoặc ≡ 3 (mod 8).

Chứng minh. Bài tập.

Hệ quả 3.4. Một số nguyên n có thể được viết dưới dạng n= a2+2b2, với a, b nguyên, khi và chỉ khi
trong phân tích của n ra thừa số nguyên tố, các số nguyên tố 2 và các số nguyên tố p ≡ 5 (mod 8) và
p ≡ 7 (mod 8) xuất hiện với lũy thừa chẵn.

Giống như với Z[i], ta có thể sử dụng vành Z[
p
−2] trên để giải quyết một số phương trình

Diophante bậc cao hơn, chẳng hạn như phương trình Mordell sau đây.

Định lý 3.5 (Fermat). Phương trình y2 = x3−2 chỉ có các nghiệm nguyên duy nhất (x , y) = (3,±5).

Chứng minh. Bài tập.
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