Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

TUYEN CHON PE THI HQC SINH GIOI TOAN 11
TU NAM 2010 — 2018
PE SO 32
(Pé thi HSG Iép 11, TP. Pa Nang, ndm hoc 2010 — 2011)

(2,0 diém)
1. Giai phwong trinh lwgng giac sin’ 3x.cos 2x +sin® x =0
((2- x)Q2+y)=8

xyf4- y? +yJa- x* =4

2. Gidi hé phuong trinh
(2,0 diém)

1. Cho @, b € 13abahing s6 va (u,) la day s6 dugc xac dinh bdi cong thirc:
u =ayn+1+byn+2+cdn+3 (vneN’)

limu =0
Chttng minh réng = " khi va chikhi @+b+c =0

2.Céacsd a4, b, C (theo thit tw d6) 1ap thanh mét cap s6 nhan c6 tdng bing 26 . Tim cic s do biét
ring: néu mot cip s6 cong 6 @ 1a s6 hang thit nhat, D 13 s6 hang thit ba thi € 13 s6 hang thit chin.
(2,0 diem)

< o . ~ oA ~ " . ~ n+1 ~ . ~
1. Ching minh ring: v6i moi s6 tw nhién ", s6 2° +1 chia hét cho 3" nhung khong chia hét cho
3n+2
2. Tir tap hop tat ca cac s6 ty nhién c6 ndm chit s6 ma cac chit s6 déu khac 0, 14y ngau nhién mot
s0. Tinh xac suat dé trong so6 tu nhién lay ra dugc chi c6 mat ba chit s6 khéac nhau.
(3,0 diem)

1. Cho hinh hop ABCD.ABCD' Tren canh AB 14y diém M khac A va B. Goi ®) miit
phéng di qua M va song song v6i mit phing (acp ).
a) Trinh bay cach dung thiét dién cta hinh hop va mat phang (P)
b) Xéc dinh vi tri cia M dé thiét dién noi trén c6 dién tich 16n nhat.
2. Cho hinh chép S-ABCD ¢ day ABCD 13 hinh binh hanh va M 1a trung diém caa SC . Mot
(P)

mdt phing chita AM va Ian luot cit cac canh SB | SD tai cac diém B', D’ khac S . Chitng
4 SB SD° 3
—= ==

minhring: 3 SB SD 2,

(1,0 diem)

Khao sat tinh chan — 1, tinh tuan hoan va tim gia tri I6n nhat, gia tri nhé nhat cia ham s6

y =sin(r [sin x|}



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE SO 33

(Pé thi HSG Iop 11, Vinh Phiic, Hé khong chuyén, nam hoc 2010 — 2011)

(2,0 diem)

JtanZ2x- 3 - 21_ cotx +2cos2x =0
Giai phwong trinh: cos2x  1+cotx
(2,5 diem)

1. Cho khai trién:

11
T+ x+x* +x" +...+x"" =a +ax+ax +..+a Hazt1a
i 1 2

40421 Ililx

. o 0 +a +a, +...+0a
a) Tinh tong ™ ™' ¢

b) Chitng minh dang thitc sau:
Cgilllﬂzilll - Czlm 1Oy Cjcnllaztm - C;:II ygpg Foet lelll::lal - Cjtillllllﬂi' = 2011_

4042110

2. Goi A 1a tdp hop cdc s6 ty nhién c6 chin chit s6 d6i mot khac nhau. Chon ngau nhién mot sd ty
nhién thudc tip A. Tinh xac sudt dé chon duge mot s6 thudec A va s6 d6 chia hét cho 3.
(2,5 diém)

()

—_ — - -
1. Cho day s6 duwoc xac dinh nhu sau U _2011, ., =n"u,., u-"), véimoi €N n=2

Chitng minh rang day so u,) c6 gidi han va tim gigi han do.
mezx- 1+33x-2-2

A=li

2. Tinh gi6i han: o X -1
(3,0 diém)
Cho hinh hop ABCD.ABCD' (¢ t4t ca cac mat déu la hinh vudng canh 4.

(A'BD)

1. Chitng minh rang AC vudng goc vGi mat phang va duong thang AC’ gi qua trong tam

tam giac ABD

2. Hay xac dinh cac diém M , N Tan lwgt ndm trén cac canh AD | CD " sao cho MN vudng goc
(cBD)

v6i mit phing . Tinh d6 dai doan MN theo 4.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE SO 34
(Pé thi hoc sinh gioi I6p 11, Vinh Phuic, Hé chuyén, nam hoc 2010 - 2011)

Thoi gian lam bai: 180 phut

(4 diém)

1. Giai phuong trinh: (\E + 1)[052 X+ (aﬁ - 1)5in X.cos x +sin x- cosx- f3 =0

(x? - 2y% =1
2y*-3z° =1 (x,y.ZzER)
Xy +yz+ix =1
2. Gidi hé phuong trinh:
(2 diém)
Gia st AB:C.D jan gt 1a céic 56 do cic BAB, ABC BCD | €DA ¢ 1t gisc 161 ABCD bt ki,

A+B+
sin A+sin B +sinC £3'_=.inM

1. Chiéng minh rang:

A . .
P = sin—+sin B +sinC +sin D
2. Tinh gia tri 16n nhat caa bidu thitc: 3

(1 diém)

Goi A la tdp hop céc s ty nhién 6 tdm chit s6 doi mot khac nhau. Chon ngau nhién mot s6 tw
nhién thudc vao tdp A . Tinh x4c suét dé chon dwgc mot s6 thudc A va s6 do chia hét cho 9.
(2,0 diem)

A B,C

Cho tam giac ABC . Phan giéc trong ctia cac géc cit duong tron ngoai tiép tam giac ABC

lan lwot tai cac diém 4,B,,C, . brong thang AA cat dwong thang cc, tai | ; dwong thing A4 cat
BC tai digm N - duc <« BB < s s AC s D O 15 8 R X
ai diem !V ; duwong thang cat duong thdang tai diém £ . Goi" la tam duong tron

ngoai tiép tam giac IPC, . Duong thing OP cit duwong thing BC tai diém M . Biét ring BM =MN
va Bac =2HBC . Tinh cac géc ctia tam giac ABC

(1 diém)



1
s (oot [@0=f| %[0 +2x Vx>0
Cho ham s [ (O #2)= (%) o an divu kien 27 ) . Chiing
minh rang f0)=x, Vx>0



Bai 1.

Bai 2.

Bai 3.

Bai 4.

Bai 5.

Bai 6.

PE SO 35
(Pé thi HSG Iép 11, Chuyén Pgi Hoc Vinh, nam hoc 2010-2011)
Thoi gian lam bai: 180 phut

cos’ x- sin’ x =43 CDSEH('\"SinH +\.I'c05x)

Giai phuong trinh: .
’xy+x+y =x*- 2y°
Giai hé phurong trinh Xof2y - yNx-1=2x- 2y .
(u, =1

u.-H-I :un + l! n :1, 2,...
Cho day Y,

Tinh [uzolo] . (Ki hiéu [X] la s6 nguyén 1én nhat khong vugt qua X).

Cho @b:¢>0 thoa man ab+bc+ca <3abc Chttng minh réng:

2 2 2 2 2 2
,Jﬂ +b +Jb *c +JE *4 y3<J2(Jarb+brc+Jora)

a+h b+c c+a

Cho nita dwong tron tim O dwong kinh AB .M nim trén tia d6i ctia tia BA . Mot dwong thing di
quaM cét nita dwong tron (0) ai C va D MD <MC) Duong tron ngoai tiép tam giac AO0C va
BOD ¢4t nhau tai diém thit hai K. Goi L 1a giao diém caa AD va BC |

a) Chitng minh rang t& giac AKLB ndi tiép.

b) Chiing minh ring LK L OK

h K,L,M

¢) Chitng min thang hang.

Trong mat phang v&i hé truc toa do OXY 6 hai diem A0 B(30) H 13 diem thay doi trén Oy
AH va BH Jan luot cdt duong tron duong kinh AB & diém thit hai tai D va E . Chitng minh réng
duwong thing DE ludn di qua mot diém cd dinh. Xac dinh toa do diém c6 dinh do.






Bai 1.

Bai 2.

Bai 3.

Bai 4.

Bai 5.

PE SO 36
(Pé thi chon HSG Iop 11, Chuyén Pgi Hoc Vinh, nam hoc 2011-2012)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Giai phuong trinh 32x" - 6x =y1- 4x*
X o+x, +x,+x, =2011

Tim s6 nghiém nguyén khong am ctia phwong trinh

vai % 520’ X, 211’ X, >7.
Chitng minh trong tam giac ABC ta luén c6

2sin’ A+sin® B+5in‘*C~=:EB_5

Cho hai digm B> C ¢6 dinh trén dwong tron O;R) , difm A thay déi trén dwong tron dé. Goi H 1a
tryc tim tam giac ABC |

1. Chitng minh rang khi BAC =60 (hj AH =R
2. Tim quy tich trong tam G cua tam giac HBC

Cho tam giac ABC ngoai tiép dwong tron tam !, ban kinh rcg BC =a CA=b AB=c P 13

ntra chu vi. Goi R, R , R, , Rs 1an lwot 1a ban kinh dwong tron ngoai tiép cac tam giac ABC | IBC |

ICA | IAB Chitng minh ring:

a b c_p

R° R R TrR
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Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

beé so 37
(Peé thi HSG lép 11, Vinh Phic, hé khong chuyén, nam hoc 2011 — 2012)
Thoi gian lam bai: 180 phut
(1,5 diém)

2
+ ;
tan” x fanx :"Esin[x+l}
Giai phuong trinh:  1+1an” x 2 4

(3,0 diém)

1. Goi A 1a tap hop cac s6 ty nhién gém 5 chif s6. Chon ngau nhién mét s6 tir tdp A | tinh xac
suat dé s6 dugc chon chia hét cho 7 va chit s6 hang don vi bang 1.

2. Chitng minh dang thitc sau:
Cgillz )2 ( 2IZI 12 )2 ( 2EII2 )2 ( JII..Z )Z +.. Cjililll.zl )2 (Cj::ll:: )2 C.;:Il:llz
(2,5 dieém)

1. Chitng minh ring phuong trinh 8%" - 6x- 1=0 ¢4 ba nghiém thyc phan biét. Tim ba nghiém d6
W) u =sinlu, =u_, 51nn , 'nelN,n =2

2. Cho day s6* "’ dwgc xac dinh bai: n’ . Chitng minh rang

diy s6) dwgc xéc dinh nhe trén 1a mét day s6 bj chin.

(3,0 diém)

1. Cho hinh chép t¢ gidgc S-ABCD g day ABCD 13 hinh vudng canh bing 9V2 | cac canh bén
biing nhau va bing 3@ (2> 0). Hiy x4c dinh diém O sao cho O cach déu tit ca cac dinh cta
hinh chép S-ABCD v tinh d6 dai SO theo 9 .

2.Cho hinh chép S.ABC (¢ SA vudng géc véi mp(SBC). Goi H 14 hinh chiéu vudng géc cua S
1 1 N 1 . 1
ten ™PABC): Chigng minh rang SB L SC bigt ring SH*  SA* SB' SC°

3. Cho ti¢ dién ABCD' théa man diéu kién AB =CD,BC =AD,AC =BD

d6i trong khong gian. Tim vi tri diém X sao cho tong XA+ XB + XC + XD dat gi4 tri nho nhat.

vamot diém X thay



beé so6 38
(Pé thi HSG lép 11, Thai Nguyén, nam hoc 2011 - 2012)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Caul. (4,0 diém)

2+-J§

=+f2 +25in2x
Giai phuong trinh: Jian x +cot 2x

Cau2. (4,0 diém)

(u_., ): 1 (
Cho day s6 '

Tim cong thitc s6 hang tong quat U ciia day so.

Cau3. (4,0 diém)

Cho tam giac nhon ABC | trén canh BC lay cac diém E,F a0 cho BAE :EAF, goi M, N 135

AB, AC, k4o dai AE cat dudng tron ngoai

lugt 12 hinh chiéu vudng géc F trén cac duong thing
tiép ABC tai D . Chting minh ring t¢ gidc AMDN v tam giac ABC ¢6 dién tich bing nhau.
Cau4d. (4,0 diém)

A ={1;2;3..;18|

Cho tap hgp | .C6 bao nhiéu cach chon 2 s6 trong tdp A sao cho hiéu hai s6 bat ki

trong ° s& d6 khong nho hon 2 .

Cau5. (4,0 diém)

Cho cac s duong @€ thoa man a+b+c =3,

a+l b+1 c+1 -3
Ching minh rang: 14b* 1+c¢" 1+a”




Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

beé s6 39
(Dbé thi HSG 16p 11, Duyén hai va Pong bang Bac bg, nam hoc 2011 - 2012)
Thoi gian lam bai: 180 phut

(4,0 diém)

EH = ].}(_].-"'Z + 5} :_]..-'[;(2 +]_}
Giai hé phwong trinh: (y- 1)(x* +6) =x(y* +1)

(4,0 diém)

Cho doan thing AC 6 dinh véi trung diém K . Hai diém B,D g dong ludn doi xirng nhau qua

AB, AD lan lwot tai LJ goi M 1a giao

K. Puong phan giac cia goc BCD ¢t cac duwong thing
diém thit hai khac A cta cac dwong tron ngoai tiép tam gidc ABD va AIJ. Chitng minh M luén

chay trén dwdmg tron c6 dinh khi B D thay dsi.
(4,0 diém)

P E] + E]
cho POy QGO (x')+xQ(x")

1a hai da thitc vdi hé s6 nguyén thoa man: chia hét cho

X +x+1 Goi d 13 w6c s§ chung 16n nhét caa hai s6 P (2013)+ 0(2013}. Chitng minh ring 9

chia hét cho 2012

(4,0 diém)

Cho diy 56 (%07 @& =@ =L d.., =60 - a’, +4.(-1)", ¥n=2.
lim 5 . :E_

Ching minh ring: TEl 60, 44, | 3

(4,0 diém)

Cho ddy s6 nguyén duong n 16n hon 1 . Ta xét tat ca cac s6 duong k' thoéa man dong thdi cac diéu
kién:

kco N chitsé
T4t ca céc chit s6 ctia K déu 1é.
Gia tri tuyét doi cta hiéu hai chit s6 lién tiép bat ki ctia kK 1ubn béng 2 .

Tim t6ng tt ca cac s6 K ¢6 tan cing 1a © khi " chén.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

be so 40
(Dé thi HSG lép 11, Vinh Phiic, Hé khong chuyén, nam hoc 2012 — 2013)
Thoi gian lam bai: 180 phut
(2,0 diém)

Giai phuong trinh: 5in2 x++/3c0s 2x+(2 ++/3)sinx- cosx =1+./3

(2,0 diém)

2013

(L+2)(+2x)...(1L+2013x) =a, +a,x +a,x”* +..+a,, X

2013

a) Xét khai trién:

a, + Lz e 22 4. 42013),
Tinh 2
b) Chon ngau nhién mot s6 c6 4 chit s6 doi mot khac nhau. Tinh xac suét s6 dwoc chon khong
nh6 hon 2013

(2,0 diém)

()

a) Cho day s6 " "’ dugc xac dinh nhu sau: =L, =3u =2 ,-u,+,n=L2..

ou
Lim —’;
Tinh n

| E| —
b) Tinh m(x- 1}x"- 4x)+x"- 3x+1 =0. (m la tham s6). Chitng minh v&i moi gia tri thu'c cia m

phuong trinh da cho c6 it nhat ba nghiém thyc phan biét.
(2,0 diem)

) Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D" _Chitng minh ™ (A" BP) (o song vi ™P (€B'D").

Tim diém M trén doan BD va diém N trén doan CD' sao cho dwong thing MN vuéng géc
vei P (A'BD).

b) Cho hinh 1ap phwong ABCD.A'B'C'D" caph a. Goi M,N,P 1an lwgt 1a trung diém céac canh
AD,BB',C'D' s ginh thit dien cat boi P MNP)
tinh theo 9 dién tich thiét dién do.

v6i hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D" |

(1,0 diém)



f (x) =ax’ +bx" +cx. b,c

Cho céc s6 duong a,b,¢ 13 c4c hang s6 thuc va Tim tat ca cac s6 ©

cho f(2)=26 va ‘f(X)‘ =

Sao

. x| <1
v6i moi so thye x sao cho

be so 41
(Peé thi HSG lép 11, Vinh Phic, Hé chuyén, nam hoc 2012 — 2013)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Caul. (2,5diem)

X+_].-"+2:4
3 3 3
1. Gidi hg phuong trinh; | *Y 2 =34

2. Tim t4t ca cac ham s6 | xéc dinh trén tap so thuc, nhan gia tri trong tap s6 thuc va thoa man

-y (D =f)

v6i moi s6 thye %Y X >0

Cau2. (1,5 diém)

Cho trudc s6 thuc ¢ €(0;1) . Cho day s6 (X” )"H, bi chan va thoa man Xz S(1- 3)X,, 0K, ,

Vn z1. Chitng minh ring ddy s6 da cho héi tu.

Cau3. (3,0 diém)

Cho tam gidgc ABC g AB #AC ppi tiép trong dudng tron ), cac tiép tuyéntai B va C cua

(O) it nhau tai T , dwomg thing AT cét lai dwong tron tai X . Goi Y 1a diém déi xitng véi X

Y¥B, XC XB,YC

qua O . Céac duong thing cat nhau tai P , cac duong thing cat nhau tai Q.

P,QT

1. Chitng minh rang thang hang.

2. Chitng minh rang cac dwong thang PQ, BC, AY dong quy.
Caud. (2,0 diém)

(x,y,2)

Tim tat ca cac bo ba s6 nguyén duong théa man

Cau5. (1,0 diém)



k 1 k
Mot vong tron dugce chia thanh  cung, dwgc danh s6 tvr dén

nhu hinh vé. Ban dau tai moi cung dat mot vién bi. Moi lan dich
chuyén, ngwoi ta dich chuyén hai vién bi, mot vién theo cung
chiéu kim dong ho, mdt vién ngugce chiéu kim dong ho, vao cung
ké v6i cung chita n6 (hai vién bi dwgc dich chuyén khong nhat
thiét phai tit cing mdt cung). Héi sau hitu han buwdc nhw vay, co
dwa dwgc tat ca cac vién bi vé cung mot cung hay khong?

PE 42
(Pé thi HSG lop 11, Yén Bdi, nam hoc 2012 — 2013)

Thoi gian lam bai: 180 phut

Caul. (4,0 diem)
2Bsin2x =2
Giai phuong trinh: 2\/sin2x - 1
Cau2. (4,0 diem)
(X +1+ y? +xy =4y
X+y- 2= 2-}?
Giai hé phuong trinh: X" +1
Cau3. (3,0 diém)

[ f(x+4)+3g(3x+14) =2x +1

x+3) (vxeR)

f[— - g(x+5)=x-1
Xdc dinh cic ham s& | (X),g(") bigg L ¢ 3

Caud. (5,0 diém)
Cho tam giac ABC
1. Goi O, I' twong ttng 1a tAm va ban kinh dwdng tron ndi tiép tam giac ABC .
Chting minh rang:
a) 0A°.OB’ + OB*.0C” +0OC*.0A’ 295?"_';

OAYS OB 4+ OB 0C™ + O™ DAY =13 (Er)ﬂ"z
b) . . . =3, .

2. Trén cac canh BC | CA | AB Jan luot 1dy cac diém M |, N | P sao cho
BM _CN _ap
BC A A k>0)
Ching minh rang: Ton tai tam gidc ma do dai cac canh cua tam giac dé lan lwgt bang do dai cac
doan thing AM | NB  CP Tim k dé& tam gidc d6 c6 dién tich nhé nhat.
Caus. (4,0 diem)
Cho ba s6 thuc dwong: X, Y, Z théaman X +Y+?Z =1,



3 3 3
X z
+ 'F + =

1
Chitng minh; *V +YZ XZ+yZ Xy +XI E




Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE 43
(Pé thi HSG Iép 11, Chuyén DPgi Hoc Vinh, nam hoc 2012 — 2013)

Thoi gian lam bai: 150 phut

Giai phwong trinh: V1 +5in2x ++/cos2x =2+/sin x +cos x.

A= 012,34

Cho tap hop . Tir tdp A 1ap dugc bao nhiéu s6 ty nhién chin 1én hon 2012 gom

céc chit s6 ddi mot khac nhau sao cho chit s6 1 luon c6 mit ?

1
—+S<1 xil g

Cho cac s6 thuc duwong X, Y, Z théamin X Y va  Z . Tim gia tri nh6 nhét caa biéu
—. 2
thie T =Y +22°,
l+cosB _ Z2c+a
¢ < < ~ < 5 ~ i - 2
Cho tam giac ABC ngoai tiép duong tron tim ! va théaman ' B 4c¢ - a*
a) Chitng minh tam giac ABC 13 tam giac can.

b) Goi D, E, F lan luot 1a tiép diém cia BC, CA| AB v6i dwong tron a ). BE cit duong

U s 1 e 1s o — . . o R , A 1xe 2

tron () tai diém th hai 1a K. Biét BE =9v2 v3 K 1 trung diém ctia BE . Tinh do dai c4c canh
ctia tam gidc ABC |

AB

b

Cho i giac ABCD ngi tiép dwong tron tam O. Goi M | E | Q Ian lwot 1a trung diém cua
AD  CD v3 N | P Jan luwot 1a tryc tim tam giac AME va tam giac DQE

MNPQ 13 hinh binh hanh.

. Chirng minh: t& giac



Caul.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE 44
(Pé thi HSG Iop 11, Qudng Binh, nam hoc 2012 — 2013)

Thoi gian lam bai: 180 phut

(3,0 diém)
H+3+£ =10
y ¥
1
X+ —+2x =12

a) Giai hé phuong trinh:

b) Gidi phwong trinh: (cos 2x- CDSLLY)‘E =6+ 2sin 3x.

(2,5 diém)

lirﬂ(\.‘rﬂ4 +n+1- 3Yn’ +1)
a) Tinh gigi han day so: .

(u, =2013

1 (=1
(u ) u-'l+| =nyl r"!_:llI + ]
b) Cho day s6 = "~ xac dinh nhu sau: 2013 .

(un)?

Tim cong thic s6 hang tong quat va gidi han day so
(2,5 diem)

Cho hinh chép S-ABCD 6 day ABCD 13 hinh thang can (AB//CD) va BC=2a

AB =AD =DC =a (a> 0). Mit bén SBC 13 tam gidc déu. Goi O 1a giao diém cia AC va BD.,
Biét SD vuéng goc voi AC .

a) Tinh SD .

b) Mit phing (@) qua diém M thudgc doan OD (M khic O, D) va song song véi hai duong
thing SD va AC |

Xéac dinh thiét dién ctia hinh chép S-ABCD ¢t bai mit phéng () . Biét MD =X Tim X dé dién
tich thiét dién 16n nhat.

2,0 diém)

Cho phuong trinh; X* +ax’ +bx* +cx+d =0

a) Véi d =-2013 | chitng minh rdng phwong trinh c6 it nhat hai nghiém phan biét.

2 2 4
a’+b* +c =—
b) Vé6i d =1 gia st phwong trinh 6 nghiém, chitng minh 3



Caul.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE 45
(Pé thi HSG I6p 11, Ha Tinh, ndm hoc 2012 — 2013)

Thoi gian lam bai: 180 phut

(6,0 diem)

233 sin x.(1+ cos x)- 4cos x.sin® - 3

2
=0

a) Gidi phwong trinh: 2sinx-1 .

[ —lim N2x+1.42.3x +1.33.4x +1..2°92012.2013x - 1
b) Tinh gidi han sau: ol X
(4,5 diém)

11
(L x+x* +x7 +..+x") =a, +ax+a,x’ +ax’ +.q,,x"

a) Cho khai trién:

Cna,- Cha,+Cla, - Cla, +...+Cla, - Cia, =11

Chitng minh dang thitc sau:
_c ., , GG

2334 45 7 Gadn+2)
b) Tinh tong: ' ’ ’ rrlantsd
(5,0 diém)

) ’ cos EBB’ =2
a) Cho tam giac ABC 6 db dai cac duong cao BB =5 ,CC =2 va V5
Tinh dién tich tam giac ABC |
A=B=C<T

b) Cho tam gidc ABC ¢6 cac goc théa man 2 | Tinh cac géc cta tam giac d6 khi bidu
thitc sau dat gia tri nho nhat P =2cos4C +4cos2C+cos2A+cos2B

2,5 diém)
Cho hinh chép S-ABC ¢ SC 1 (ABC) va tam gidc ABC vudng tai B. Biét AB =a AC =a\3

. 13
s5INc¥ =, |—
va goc gifta hai mdt phang (SAB), (sAC) bing ¢ véi 19
Tinh d6 dai SC theo 4.
(2,0 diém)
4
.r_]l —_
3 ¥n=1LneN
— .
Cho day s6 (a”) thoa man (n+2) a,=na,, (n+ Uﬂ.-.ﬂ.-.u
Tinh Umd,



Caul.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

DE 46
(Pe thi HSG Iép 11, Trai hé Hung Vuong lan 8, nam hoc 2012 — 2013)

Thoi giain lam bai: 180 phut

(6,0 diém)
a) Giai phuong trinh: J6cosx+2 =2cos3x+2cosx- 2

2

Jl+x+4f1- x <2- x:

b) Giai bat phuwong trinh:
(4,0 diem)

man:f(f(w FG) =F Ger )+ F O+ ‘ﬁ‘x,y'

Tim tat ca cac ham s6 [ 'R~ R hsa
(5,0 diém)

Cho tam giac ABC vuong can tai A va M 1a diém di dong trén BC (M khac B, C). Hinh
chiéu ciia M trén AB | AC theo thivtiyla H va K. Goi I 1a giao diém cua BK va CH |

Chi*ng minh ring dwong thing MI 1uén qua mot diém cé dinh.

(3,0 diem)

4 4 4 _
X) +X totx; =2013 L XWX, x?,...,quZ'

Giai phuong trinh 0]
(2,0 diém)
Tim s6 cach chon ra 11 s6 nguyén phan biét tir 2012 s5 nguyén dwong dau tién sao cho trong si

lwa chon d6 khong c6 hai s6 nguyén lién tiép.



Caul.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE SO 47
(Pé thi HSG I6p 11, Trai he Hung Vuwrong lan 9, ndm hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai 180 phtit

(5 diém)
_uf+2013

n#l T 3

(u, =2014),u
u'-u +4026

xac dinh béi

,TneIN’

Cho day s6 (,)

v, :Z; YnelN.

< u) +2013° limv,.

bat Tinh
(5 diém)

Cho tam gidc ABC can tai A Goi D 1a trung diém AC. Puong tron ngoai tiép tam giac
BCD gjao véi phan giac goc Bac tai £ nim trong tam giac ABC. Pudng tron ngoai tiép tam
gidc ABE giao v6i BD tai F (khiac B), AF giao v6i BE tai I- CI giao véi BD tai K- Ching
minh ring ! 13 tm dudng tron ndi tiép tam giac ABK.

(4 diém)

Tim tat ca céc hams6 [ R~
L fx+y)=fG)+f(y)
2. f(x)=e*-1

(4 diém)

R théa man dong thoi cac diéu kién sau day
vGi mOl X, ye IR.

v6i mdi XER.

f,fjx‘* - (x+y) :gxy_

-y (x,yER)
2(x +y?)- 32x-1=11

Giai hé phuwong trinh sau:
(2 diem)

Trén bang 6 vudng 3X3, nguoi ta dat mét s6 vién soi sao cho mo6i 6 vudng cé khong qua mot
vién séi. V@i moi cach dat ta cho twong ¢ng vdi s6 diém bang tong so: cac hang, cac cot, cac
dwong chéo chira so 1é cac vién soéi trén d6. Bang khong c6 soi ting vai 0 diem.

a) Ton tai hay khong cach dat soi sao cho 6 chinh giita bang khong c6 so6i va s6 diém twong
{ing véi cach dit d6 1a 8.

b) Chitng minh rang s cach dat séi v4i so diém s6 la mét s6 chan bang s6 cach dat soi vdi s6
diém so la mot so 1é.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE SO 48
(Pé thi HSG I6p 11, Khu vuc Duyén hdi va Péng bdang Bac B, ndm hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai 180 phiit

(@ diém)

(2x- 2y +f2x+y+2xy+1 =1
Y3y +1=Bx"-2y-1

x>0
Giai hé phuwong trinh:
(4 diem)
2 -
(a,) :q =La, :m, ¥n=1.

Cho day 2- 4,

a) Chitng minh day (a,) hoi tu va tinh M-

a +a,+.+a, {5— J5 vn =1

b) Chitng minh n 2
(4 diém)
Goi AD, BE,CF 13 pa dwong phan gidc trong cia tam gidc ABC vubng & A Poan thing AD cit

EF (ai K. Puong thing qua K song song véi BC cit AB-AC [ap lwgr ¢ M- N-

MN 22 ‘E(AB +AC).
Ching minh rang: 2

(4 diem)

R feyt)= + , ¥x, vER(1).

Tim tat ca cic ham s6 [ :R~ R thoa man f(x y ) Xf G+ yf (y), ¥y @

(4 diém)

Cho 100 5§ ty nhién khong 16n hon 100 ¢6 t6ng bing 200. Chiing minh ring tir cac s6 d6 c6 thé

chon dwgc it nhat mot b cac s6 cé tong bang 100,



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

PE SO 49
(Pé thi HSG I6p 11, Ha Nam, ndm hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai 180 phut

(5 diém)

Tinh t6ng cac nghiém cta phuong trinh sau trén [0;10077]

8sin? x.cosx - /35 inx- cosx _
5’1n[x+ ?; ‘ JB_'cns[x— 3; ‘

(5 diém)

[1- x- 3x° )2

N ~ ~ kd 4 . -~ -~ > Y ~ Ly kd ~
1. Tim hé s6 cta X trong khai trién biét rang " la s6 ty nhién thoa man

C‘IZ-"*" + Cj.-u—l +o..4 C;.-m :22(”4 -1

2. Tir cac chir s 1348 1ap cac so tw nhién c6 sau chit so, trong dé chir s6 36 mat ding ba lan,
cac chit s6 con lai c6 mat dung mot lan. Trong cac s6 dugc tao thanh ndi trén, chon ngau nhién mot

s6. Tinh x4c suat dé s6 dwoc chon chia hét cho 4?

(5 diém)
[y, =2014 (heN L1
neN’) s, =y—. :
— m lim S
Cho day s6 (u”) xac dinh nhw sau: U, SL+U,.u, . Dat k=2 U Ty nee
(3 diém)

Cho t¢ gidc ABCD npj tiép dwong tron ©.R), ap=r Dung céc hinh binh hanh ABMD,
ACND. Tim quy tich tim duong tron ngoai tiép cia tam giagc PMN.

(2 diém)

Cho hinh 1ap phuong ABCD.ABCD' ¢4 canh @ Goi ! 13 tdm ciia hinh vuong CPD’C, Ky

trung diém caa canh CB-

2) Dung thiét dién ctia hinh 1ap phuong ABCDABC D't bei mat phang K1 Tinh dien

tich caa thiét dién theo 4

b) Tinh géc tao boi hai duong thing AD' va AQ vai @ 1a giao didm cia KD va CC.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE SO 50
(Pé thi HSG 16p 11, Ha Tinh, ndm hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai 180 phut

3 i 2tanx- 2
cos?2x  1l+tanx

3tan 2x - +4dcos’x =2.

a) Giai phuong trinh:

3 -
L —lim Yx+4 sz+3_

b) Tinh gidi han sau: =l X 20+

! ]( ! Ck—l Ck Ck+|
a) Tim cac s6 nguyén duong ™ bidt <20 va cacsg v *“n’~n  theo thit tw d6 12 s6 hang thi

nhat, thit ba, thit nam ctia mét cap s6 cong.
., , , , 5 ~ " 2 " 2 - " " 2 f < ., . 5 ~
b) Tam gidc ABC ¢6 cac goc théa man Sin” B+sin” C +sinBsin C =sin® A. Tim gj4 tri nhé nhét

ctia biéu thite P =cot A+ cot B + cotC.

Cho tam giac nhon ABC. Trgn tia Ax vuodng goc v4i mat phang (ABC) lay diém S (khic A). Ké
(P)

duwong cao BH cua tam giac ABC (H thudc AC ). Goi P la mat phang qua C va vuong goc voi

(P)

cit tia d6i cua tia AS tai M-Puong thing MH cat SC tai N
MC L(SHB) . SC L(MBN).

SB, gia st
a) Chitng minh

n BC =a,HBC =a,AcB =p.

b) Biét can Tim gid tri nho nhét cta dién tich tam gidgc SMC

theo ©% B khi S di dong trén tia AX.

[, =1,u, =3

2
oo % 9 pzdnenN l+l+...+i~-.:ﬂ.

2
Cho day so (u”) théa man: Uy Uy Chitng minh: uou u 2

2 n



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE SO 51
(Pé thi HSG I6p 11, Bdc Giang, nam hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai 180 phiit

(@ diém)

1. Gii phuong trinh (3- 4sin® x)(3- 4sin®3x) =1- 2cos10x.

9 Tim X dg SinX.sin’2x,1- sin7x
(6 diem)

1. Mot doan tau 6 4 toa ché khach véi méi toa c6 it nhat O ché tréng. Trén san ga c6 O hanh

theo thi ty lap thanh cap s6 cong.

khach chuan bi 1én tau. Tinh xac suat dé trong 5 hanh khach 1én tau d6 c6 mot toa co 3 khéch lén,

hai toa c6 1 khach 1én va mot toa khong c6 khach nao 1én tau.

. j‘(}f}l:l+x+;{‘2 (2x+1)"
2. Tim hé s6 ctia s6 hang chita X trong khai trién 4 / thanh da thtrc.

L+E +2F, + 3B ..+ 1F, =By, , VOi P 1a 56 cac

3

3. Tim s6 nguyén dwong " théa man diéu kién
hoan vi caa tap hgp c6 ™ phan ti.

2 diem)
lim x4 - 2014x + 2013
x—=1 (x - 1)2

Tinh

(6 diem)

1. Cho duwong tron (O)Vé day cung AB thay déi sao cho AB luén di qua diém ! ¢6 dinh ndm trong

(0)

dwomg tron (I khong tring vai tam O). Tim tap hop cac diém M thoa man 1A+ 1B =IM.

AB =AD =a; AA =3 Bap g0

2. Cho hinh hgp ding ABCD.A'B'C'D" ¢4 2 Goi Mva N
Ian lugt 14 trung diém cia AD'va ABE 13 giao diém ctia MN va AC.
(AccA).

a) Tinh cosin cia géc tao bai duomg thing BE va mat phang

b) Chitng minh rang Aclvuﬁng goc vGi mat phang (BDMN).



Caub5. (2diém)

b(a>b lu l:lv |
Cho cac s thyc duong % P(@>P) ya hai day s6 ") *1") xac dinh nhu sau:
'u, =a;v, =b
u +v .
Uy == 2 Vo UV, TEIN

(y 1ly ] o
Chttng minh réng hai day s6 “") V") 6 gi6i han hitu han va limu, =limyv,.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE SO 52
(Pé thi chon PTHSG I6p 11, THPT chuyén PHSP Ha Ngi, nam hoc 2013 — 2014)

Thoi gian lam bai: 180 phut

Ngay thi thit nhat

(x,) x, =1 X, :.Jx_f +2x +2- sz - 2x, +2

Cho day so théa man va v6i moi 1 nguyén

dwong. Chitng minh day s6 (x,) 6 gidi han hitu han khi 71— +%,

(x+x’y =y+2

2 _
Tim tdt cd cac nghiém thyc cta hé phwong trinh sau day (2x+y Y+ 3y” =12 .

Cho tam gidc nhon ABC va cac duong cao 2 BE: CF C4c dwong tron dwong kinh B> AC

DF, DE

theo th ty cat cac tia g @ P, Goi N 1a tim duong tron ngoai tiép tam gidc DEF |

Chitng minh rang

L. AN LPQ

2, AN, BP, CQ dong quy.

Co s& dif liéu tap chi ctia thw vién Quéc gia cé ding 2016 ]oai sach khac nhau. Thw vién nay cho
phép 2013 thy vién dia phwong két néi dé c6 thé khai thac co s& dit liéu tap chi cta né. Biét ring
moi thw vién dia phvong duwgc phép khai thac co s& dit liéu tap chi cta né. Biét rang moi thu vién
dia phwong dwgc phép khai thac it nhat 1008 Joai tap chi khac nhau va hai thw vién dia phuong bat
ki thi chi c6 t6i da 04 loai tap chi ma ca hai thw vién dia phwong d6 cung dwoc phép khai thac.
Ching minh rang c6 khong qua mot loai tap chi trong co s@ dit liéu cua thw vién Quoc gia ma ca
2013 thy vién dia phiong déu khong thé khai thac dugc.






Cau l.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Ngay thi thir hai

f:[0;2013] - R

Cho ham s6 thda man dong thdi cac diéu kién sau day

p (=0 o x€[0;2013] . f(2013)=-2013

61 mo

o FO+ 4 fl)=flx+.4x)

v6i moi s6 nguyén dwong " va véi N s6 thee ™ tiy ¢ thude
doan [0;2013] sa0 cho %1+, <2013

Ching minh rang fO)z-2x vGi moi XE[B;EMB] .

ok k k k .
V6i mbi s6 nguyén duwong K ta dit fk)=6"+9" +10° +15 sO nguyén duong (m; n) duoc goi la
f (m) wf (n)

cap doi hanh phiic néu cung chia hét cho M1,

1. Cho hai s nguyén 16 ™ ™ ciing 16n hon 1 théa méan (m; n) mdt cip dbi hanh phic. Chiing

25| mn 125J’mn .

minh rang nhung

(k; k)

2. Chiing minh réng ton tai s6 nguyén dwong K dé

=]

k=p"..p g @ *+eta, =19117

la cdp doi hanh phiic va néu phan tich

. O day Pr=Pr 13 céc s6 nguyén t6 doi mot phan biét

Oy A 15 o " A A
1 ]a cac s6 nguyén khong am.

Cho ¢ gidc 161 ABCD npi tiép duong tron © 4 khong phéi hinh thang. Goi E» F+ G H pap

lwot 1a giao diém cta cac cap duwong thang (Ac, BD), (4B, CD), (AD, CB) va (OE, FG).

O, H M’N.G(_)iX’Y

. . S) . NP \O) R . A
Duong tron () di qua va cat ©) tai cac diem theo tht ty la tam

dwong tron ngoai tiép cac tam giac FAD, FBC Chitng minh rang

1. E. M, N thang hang.

9. SX =SY

Cho hai dwong gdp khiic khép kin khong tu cit, méi duong c6 2013 canh. Biét ring trong céc
dwong chita cac canh cua hai dwong gap khic noéi trén, khong c6 ba dwong nao dong quy. Chirng
minh rang ta c6 thé chon ra tir mo6i duwong gap khic mot canh sao cho cac dau mit cua ching la
bon dinh cua mot & giac 16i.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

Ghi chii: M6t dwong gdp khiic khép kin khong tu cdt la mét ddy cdc doan thdng lién tiép (méi doan
dugc goi la mot canh) Ay, A, 0 ALA, vd A4

nhau tai diém khdc dau muit.

trong dé khéng coé hai dogn thang nao cdt

PE SO 53
(Dé thi HSG lép 11, Trai he Hung Vwong lan 10, nam hoc 2014-2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut

@ diém)
u, =2014

(u,) u,, =u’+(- 2a)u, +a°, ¥n =1,2,...

Cho day s6 xac dinh nhuw sau:

Tim diéu kién cta 4€R gg day so (u”) c6 gidi han hitu han va tinh gi6i han do.
(@ diém)

Cho tam giac ABC i tiép dwong tron tim O . Puong tron tdm ! tiép xtc véi hai canh AC,BC

E,F

lan luot tai va tiép xiic trong véi duong tron tam O tai P- Mét dwong thing song song véi

AB tigp xtic v6i duwong tron tam I tai @ nidm trong tam gide ABC

0)

a) Goi KL Tan lugt 14 giao diém tht hai ctia PE va PF véi ~~~ . Ching minh réing KL//FE

b) Chiing minh rang ACP =CB.

(@ diém)

cho PO 43 Q) 14 sc da thite véi hé s thuc, 6 bc bang 2914 va 6 hé s6 cao nhat béing 1.

Chitng minh rang néu phwong trinh P()=Qx)

P(x+2013) =Q(x- 2013)

khong c6 nghiém thuc thi phwong trinh sau c6

nghiém thyc
(4 diém)

, 2n+1lne N’ ,
Trong mat phang cho n+1(n ) duwong thang phan biét sao cho khong c6 hai dudng nao song

song hodc vuong goc va khong c6 ba duwong nao dong quy. Chuing cat nhau tao thanh cac tam giac.
n(n+1)(2n +1)

Chitng minh s6 cac tam gidc nhon tao thanh khong vugt qua 6
(4 diem)

. (x,y,2)

Tim tat ca cac bo ba s6 nguyén duong thoa man; 1 +4° +4" =z2°,






Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

Cau 6.

PE SO 54
(Pé thi Olympic Truyén thong 30/4 lan 20, 16p 11, nam hoc 2014 — 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut

(4 diém)

X +yi=1 N
125y° - 125y Eq"l_—[]’{x’yl i)
Giai hé phuong trinh: y' - 127+ B

(4 diem)
u, =1
- 1 1
(u ) u-'|+| _u.'|+{ ] :“n3
Cho day s6 * "’/ xé4c dinh bgi: n+1
1 1 1
u,, =—— ."n3 1

a) Chitng minh rang n+l n+?2 n+n

(u,)

b) Chitng minh rang day s6 c6 gidi han hitu han, tim gidi han do.

(3 diem)

: > . i . A ~
(0,:R,) (R >Ry) cit nhau tai diém M va M 4 Mot tiép tuyén chung

tai P (T1 thudc (Ol), L thudc (0,)

Hai duong tron (O;R) va

Lh cta hai duwong tron cat duong thang

M

0,0, ). Pudng thing

M; yhae M Puomg thing PM ¢ car (O va (O2) g

MM, MM, M&1d

PM cit o)) va (0,) 1an lwot tai
Mg, M

I va

lwot tai

Maerd

khac M4 Goi AB:C>D 1an lugt 1a trung diém cta

g ABC,D

. Chitng minh ran nam trén mot dwong tron va duong tron nay tiép xuc véi LT,

(3 diém)

20 ] w1 .
X dinh cac da thie P() b 56 thye thoa man P P ) =P +3x). " i
(3 diém)

Cho hai s6 ty nhién M va N sao cho M~ N

3 ~ 4 . ~, ~ ~ N kd > et
1 Biet rang hai chit so tan cung ctia 2014" bang v&i

hai cit s6 tan ciing ctia 2014" theo cling thit tw. Tim céc s6 ™M va N sao cho tdng M 1 6 gid tri

nhoé nhat.

(3 diem)

Cho da gidc déu 9 dinh 4% M dinh cta da gic holic c6 mau d6 hoiic c6 mau xanh. Ching
minh rang ton tai hai tam giac phan biét bang nhau c6 tét ca cac dinh la cac dinh cda da giac va
cung mau.






Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

Cau 6.

PE SO 55
(Pé thi chon HSG lép 11, Chuyén Pai Hoc Vinh, nam hoc 2014 - 2015)

Thoi gian lam bai: 150 phut

. - X  sin3x
2sin” =+

=(sinx +2cos x)tanx
(2,0 diém) Giai phuong trinh 2 coslx

(1,5 diém) Cho day s6 &) xac dinh boi

u =Lu . =u +1+5inn
1 n#l T 'n ' —
7 v6imoi M =h23

Chitng minh ring () 1a dy s& ting va bi chin.

(1,5 diém) Goi M 1a tap hop cac s6 tw nhién gom 4 chit s6 (cac chit s6 khong can phan biét). An
va Binh doc 1ap méi ngudi chon ngdu nhién mot s6 tir tap M va viét 1én bang. Tinh xéc suat dé
trén bang c6 diing mot s6 chia hét cho 7 va cé chit s6 hang don vila 1.

(1,0 diém) Cho *Y>Z 1a cic s6 thyc dwong thoa méin X +y+z=1 Ching minh rang:

X ¥ z 9
+ + ==
X+yz y+ix z+xy 4

(2,0 diém) Cho t¢ giac ABCD 6 AB =BC =CD =a khgng d6i. Tim gia tri 1én nhat cta dién tich
t giac ABCD

(2,0 diém) Cho t& dién ABCD . Chitng minh réing néu B+ CD,AC+BD,AD+BC 13 45 43 3

canh cia mot tam giac thi tam gidc d6 c6 cac goc déu nhon.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

Cau 6.

PE SO 56
(Pé thi HSG Iop 11, Cum Hoan Kiém - Hai Ba Trung - Ha N¢i, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 150 phtit
(5 diém)

a) Giai phuong trinh: sin2x ++/2 (sinx- 2cosx) =2

-2cos” x- 3sin x +3 —0

b) Giai phwong trinh: tanx - 1
A B C

tan® —+tan” — + tan” — =1
c¢) Cho tam giac ABC thoa man 2 2 2 . Chitng minh rang tam giac ABC
la tam giac déu.
(3 diém)

1 2 3 _
a) Tim so tw nhién " théa man G+ A+, _?n.

45
1
Y
b) Cho X #0_ Tim s6 hang khéng chita X trong khai trién ' % .
1,2;3,4]

c) C6 bao nhiéu s6 ty nhién c6 9 chit s6, méi chit s6 thudc tap hop | J' trong d6 chir s6 4 c6
mat ding 4 1an, chit s6 3 c6 mat diang 3 lan, cac chit s6 con lai c6 mat ding 1 lan.

(4 diém)

a) Tim cac s6 thyc duong %Y biét ring X+ Y» X *+4 theo thi tu 1ap thanh mot cap s6 cong va

X+1L y+L 2y +2 4106 the ty 1ap thanh mot cép s6 nhan.

_2u’ +3u, +2

g (@) = e =T
b) Cho ddy s6 dwong = "~ thoa man m

day so.
(2 diém)

Vne N’
. Tim giGi han cta

lim (V49x" + x - 16x* +x - \Jox* +x)

Tim giGi han *~**

(3 diém)

Cho hinh chép S-ABCD ¢6 day 14 hinh binh hanh. Cac diém M> NP, Q 1an lwgt thude cac doan
SM 1SN 1SQ 1SP 1

thang SA,SB,SC.SD ga5cho SA 3'SB 4'SD 5°SC 6 Chitng minh bon diém

M,N,P,Q

(3 diém)

cung thuc mot mat phang.

(P) ©)

Trong mt phing "’ cho hai diém c& dinh “>B va duong tron =’ duong kinh AB. S 1a diém

6 dinh trén dwong thang vuong goc vai (P) tai A, S khacA. biém M chuyén dong trén dudng

tron (C), M ¥héng tring véi 25 B goi @) 1a mit phing di qua A vudng géc voi SB, @) cit

SB,SM 13 1wot tai H vaK .



a) Chting minh ring tam giac AHK 13 tam gidc vuong.

b) Cho 94 =AB =a HBM =0 134 theo 09 dién tich tam gidc AHK . X4c dinh "¢ &
dién tich tam gidc AHK 16n nhat.



DE SO 57
(Pé thi HSG Iép 11, Qudng Binh, vong 1, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Caul. (3,0diém)

P ~ —
a) Giai phuong trinh: 8sin” xcos x - ﬁSlnx- cosx =0

1 2
2x+—+y+—=6
b

o

. 2 (xyeR)

1
1+—| =8
xy

L

1(x2+y2)

b) Giai hé phuong trinh:

Cau2. (2,0diém)
u =2

l u " +u +1 (nen’)
Ut ==
Cho day s6: Un U, +3

u,>L¥neN . (u,)

a) Chitng minh la day so tang.

, 1
llﬂ'lz umu + 2
b) Tim  # Y .
Cau3. (2,5diém)

Cho hinh chép tit gidc déu S-ABCD ¢ day ABCD 13 hinh vudng tdm O va tat ca céc canh ctia

hinh chép ¢6 do dai bing Y2 . M I3 mot diém trén doan AO va AM =X (0<x<1) Mt phing

(P) di qua M va song song vai ADva SO
a) Xac dinh thiét dién cua hinh chép khi cat béi mat phang (P)
thang can

.Chitng minh thiét dién la hinh

b) Tinh dién tich thiét dién theo X.

Cau4. (1,5diém)
C6 bao nhiéu cach sap xép 6 chir cai tir bo chit cai MAYMAN thanh mé6t hang sao cho méi cach
sap x€ép hai chit cai giong nhau khong ditng canh nhau.

Cau5. (1,0 diém)

Cho %P>€ 13 c4c 56 thye dwong. Ching minh réng:



a b C 3
+ + =
Jad +b* +c* Jabr + P +a’ At +at+bP V2
PE SO 58
(Pé thi HSG Iop 11, Qudng Binh, vong 2, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut

Caul. (2,0diém)
Tim céc gidi han

1+2+44+...42"

A =lim -
a) 0]+ 5+ 25+ 45
~ J142014x.31 +2015x - 1
B =lim
b) x—0 X

Cau2. (2,0 diém)
a) Chitng minh rang phwong trinh sau c6 nghiém vGi moi gia tri cia tham so6 ™M:

2014x*" - X' +mx* +1=m_

N1+4/1- &7 :x(1+ 24f1- x° )
b) Giai phuwong trinh: .
Cau3. (2,0 diém)

[u, =3
n 1 (n (= N')
1un+l = u.'i -
Cho day so: n+1 n-1

(un)_

a) Tim cong thitc s6 hang tong quat cta day so

b) Tim " d& ™» 13 56 chinh phuong.

Caud. (2,5 diém)

) _. (0)

Cho hai dwong tron va cit nhau tai hai diém phan biét A va B. Tiép tuyén chung gan

0) v (0)

B ctia hai dwomg tron 1an lugt tiép xtic vai tai € va D. Qua A ké duong thing song

song CD it (0) va (09 lan lwot tai M,N . Céc duong thang BC, BD 13, lwot cit MN i P

CM,DN

va Q. cac dwong thang cit nhau tai £ . Chitng minh ring:

a) Buong thing AE va CD vuéng goc véi nhau,



EPQ

b) Tam giac can.

Caub5. (1,5diém)

xi ox a1 oax p \N23 S C o ar o x A .
Mbi s6 nguyén tir 1 dén 1 ( ) dugc t6 bai hai mau: xanh hodc do. Tim s6 nguyén ! nho nhét

dé vGi moi cach t6 mau, déu ton tai ba s6 cing mau 1ap thanh cdp s6 cong.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Cau 5.

DE SO 59
(Peé thi HSG Iép 11, Nghé An, Bdng A, nam hoc 2014 - 2015)

Thoi gian lam bai: 180 phut

(6 diém)

; 3 A |
?_Sini Sin?x+cn5—x =3-4dcosx

2 )

a) Gidi phuong trinh:

3 E] 2 2
[x -y +2x +y +3=0

2 1 (x,_}" = R)
b) Giéi hé phuong trinh: lx +2y" +4x- 4y+1=0
(6 diém)
P11 1 2014
_2+_2+—2‘|‘... — =
a) Cho s6 nguyén dwong ' théa man A A A A, 2015 . Tim s6 hang chtta X'

-1
o (k- x
trong khai trién nhj thitc Niu-ton

1 .
u =2, u,, =(u, +24u+1+2), ¥neN
b) Cho day s6 (u” ) xac dinh bdi 9 . Tim cOng thurc
s6 hang tong quat Ui theo 1.
(4 diém)

20\6

Cho hinh chép tam gidc déu S-ABC ¢6 canh day béng @, canhbénbing 3 va O 1a tdm cta

day. Mat phang (P) thay d6i chita SO va cit cac doan thing AB,AC 13, lwot tai cac diém
M,N (M va Nkhac A).
1 1 3

a) Chitng minh rang AM AN a

AM, AN (P)

b) Tinh do dai cac doan thang theo @ d& géc tao bai duwdng thing SA va mit phing
6 so do 16n nhat.
(4 diém)

Oxy 1(1,0) .

, cho tam gidgc ABC ¢6 tam dwdng tron ndi tidp 1a
M,N

Trong mat phang v&i hé toa do

Pudng thing vudng goc véi Al tai [ cit cac canh AB, AC |3, lwot tai cac diém sao cho

BM.CN =50 vigt phuong trinh duong thing AC biét ring £ (31D thuge duong thing AB;

x+y+7=0

M thubc duong thing va M 6 hoanh d6 am.

(2 diém)



Cho %Y>Z 1a cac 56 thuc duong thoa man X2 =X+ Y *Z T 6i4 tri nhé nhét caa bidu thic
p= Xy +yz+ix-1
3X7 4143y #1+4/32% +1




PE SO 60
(Pé thi HSG Iop 11, Nghé An, Bdng B, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Cau 1 (6 diém)

_ sin® x +cos x.c0s3x + sin 2x.cos2x =0
a) Gidi phuong trinh: .

3 3 2 2
[x -y +2x +y +3=0

: , (x,y€R)
lx +2y" +4x- 4y+1=0
b) Giai hé phuong trinh:
Cau 2 (6 diém)
Cl+C] :gcj ;
. ) ) ) X
a) Cho s6 nguyén dwong théa man . Tim s6 hang chita ~ trong khai trién nhi
(x+1)'
thitc Niu-ton
2u, +2 -
B (un) ] ] U| :3'! u.'i+| = 3 anE N i i ] ) )
b) Cho day so xac dinh béi . Tim cong thitc s6 hang tong

, u, n
quat  theo

Cau 3. (4 diém)

20\6

. i . .. S.ABC | ... a o 3 .0
Cho hinh chop tam giac deu €O canh day bang , canh bén bang va latam cua
(P) | 80 BC (P 4B AC
day. Goi la mdt phang thay déi chita va song song véi . Mat phang cat
M,N

theo thit t tai cac diém

(P)

AO
a) Ching minh rang dwong thang vuodng goc v4i mat phang

(P)

SA
b) Tinh goc giita dwong thang va madt phang
Cau 4. (4 diém)

, Oxy ABC | B(-1-2) C(6-1)
Trong mat phang vai hé toa do , cho tam giac nhon co va ndi tiép
1(2;2) M AC H M . AB
dwong tron tam .Goi  latrung diém ,  lahinh chiéu vudng goc cia  1én .

A . . H _ Sx-y-1=0 g
Tim toa d6 cia  biétrang  thudc duwong thang va  c6 hoanh do duong.



Cau 5. (2 diém)

a,b,c
Cho la céc s6 thyc dwong. Chitng minh rang:

ab be ca a b C
+

+ + > +
clc+a) ala+b) blb+c) c+a a+b b+c



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

PE SO 61
( Dé thi chon PTHSG lép 11, THPT chuyén PHSP Ha Noi, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Ngay thi thit nhat

* — X, =olJx +11- fx +4 i .
Cho day so (x, )ﬂ:l théa man ™ 1 va " (J ' J ' ) v6i moi " nguyén duong.

Chttng minh rang day s6 (x, )”:1 c6 gidi han hitu han va tim gidi han ay.

2n 2n-1
] A s . px)=a x" +a, x"'+.+ax+ s x ~
Xét M 1a tap tét ca cc da thie P (x)=a, 2n-1 X * % trong d6 M 14 s nguyén

dwong va % 1a s6 thuc thudc doan [100;101] k=0L..,2n

p(x)

vGi moi

thudc M c6 bac bang 200 va c6 nghiém thyc.

p(x)

1. Chitng minh rang ton tai da thitc

2. Tim s6 nguyén duwong 7 bé nhat théa man tinh chat: ton tai mot da thirc thudoc M 6 bac

bang 2" va c6 nghiém thuc.

Cho tam gidc ABC , Duomg tron ndi tiép tam giac ABC tiép xtic vai BC ¢ D, M 1a mot diém

thay déi trén canh BC khac B-C | (Il), (,) theo thit ty 12 dwdng tron ndi tiép cac tam giac
ABM 3 ACM . PQ 13 tigp tuyén chung ngodi khac BC cia 1), (1) (yg; PE() 4y

Qe )). S 14 giao diém BP va cQ, Chitng minh rang

1. B6n diém M | Il, IZ, D cling ndm trén mot duong tron.

2. S luén chay trén mot dwdng tron cd dinh.

S 2 2 _ .2
Mbt b ba s6 nguyén (xy;2) dugc goi 1a mdt bo ba Phythagore néunhw X *Y" =% Tim s6 k
_I4.73. .nel

nhé nhét sao cho trong méi tap con gdbm K phin t clia tap S =1525-525) , ludén c6 ba phan t tao

thanh mot bo ba Phythagore.



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Ngay thi thir hai

(0)
. AB o a R A . X X <
Cho duong tron va hai difm , phan biét, cd dinh khong thudc dwong tron. Puong thang
a0 oy N pQ
thay doi qua  cat duwong tron tai hai diém phan biét , .Goi , lacac giao diém

.M @ pQ ap . Cc
thir hai ctia , vOi . Cac duong thang va cat nhautai . Chitng minh rang

MCP L
tam duwong tron ngoai tiép tam giac chay trén mot dwong thang c6 dinh.

_7x, +3,J4+5x
() ns R
Cho day s6 , xac dinh bai va v6i moi s6 nguyén khong
n

A

dam

(Xn) n=0 X501

. > 4 ! X9
1. Chitng minh rang moi s6 hang cda day , la so ty nhién va chia hét cho

> R . ~ ~ a Ze® . ~ ~ n -
2. Chitng minh rang ton tai so6 nguyén dwong sao cho v6i moi s6 nguyén duong , trong biéu

2014
V. B o1
dién nhi phan ctia s6 6 it nhat chir s6
x Yoz oo A A s
Cho , , lacacso thuc khong am va doi mot phan biét. Chitng minh rang :
X+y y+z Z+X 9

(x-y)Y (y-z) (z-x) Ex+y+z

Ak e e am A aen oy aa re o on 2 A L .. B
C6 mot nguoi st dung ban do trén dién thoai di dong dé di ttv mot diém dén mot diem . Anh

B . . .
ta da di dén duoc difm ~ sau mot s6 lan ¢t di mot doan thang lai phai chinh lai hwéng bang cach
quay mét goc nhon theo chiéu kim dong ho. Biét rang tong cac goc phai diéu chinh nay bang
AB

cos &
a <180 i . . o . o i 2
. Chitng minh rang do dai doan duong anh ta di khong vuot qua



PE SO 62
( Dé thi HSG lop 11, Duyén hai va Pong bang Bac B¢ lan VIII, nam hoc 2014 - 2015)
Thoi gian lam bai: 180 phut

Cau 1 (4 diém)

X +2x° - 10y? =\fay- x°y*

ax' 2y +1)- 28y° +3 =2,[x* +4(y* +1)- 43y

Giai hé phuwong trinh
Cau 2 (4 diém)

(n +1)2 u
= lim =&

L =
u = 2 n u + 1 V n— 4o
Chodiyss ' =L b gigihan T

Cau 3 (4 diém)

o) ()
Cho hai duong tron — va  citnhautai 4, B, AX AY

©) (©)
va .

lan lwot 1a cac dwong kinh cua

Goi ~ la trung diém cua XY , I la diém thudc duong phan giac cta goc XAY sao

cho ©! Kkhong vuéng géc véi XY va | khong thudc hai dwomg tron. Buong thing di qua
(o) (©,)
vuong goc voi Al lan lwgt cat cac duwong tron 1 , ’ tai cac diém E, F khac A. IX cat
) ,)
duomg tron  tai diém thit hai K, TY cit duomg ron ° tai diém thit hai -
1. Goi c la giao diém cua EF voi X Chitng minh rang OF la tiép tuyén cua dwong tron ngoai
. ., CEK
tiép tam giac .
2. Chitng minh ba duong thang X FL OT dang quy.
Cau 4 (4 diém)
e s . R R
Tim tat ca cac ham so thoa man:

f(x+ay+ f(ﬂ}=‘j f("‘f}*;Hj f(ﬂ“;‘ vx,y€R

b

Cau 5 (4 diém)

Al A A ; .. 3X3 2015 N iAo N e 2 s A s .
Mot bang 6 vuong kich thuéc duoc goi la bang “ - hoan thién” néu tat ca cac 6 ctia no
dugc dién béi cac s6 nguyén khong am ( khong nhat thiét phan biét) sao cho tong cac 6 trén moi

N s xs oA am 1s 2015
hang va moi cot déu bang .

se s A 1. 2015 N cA s RN L oxa s AL A
Hoi c6 tat ca bao nhiéu bang - hoan thién” sao cho s6 nhé nhat trong cac s6 ¢ cac 6 trén
dwong chéo chinh nam & vi tri tam cda bang?



( Buong chéo chinh cua bang vudng la dwong noi 6 vuong & goc trén cung bén trai v4i 6 vuong &
goc dudi cung bén phai).



Cau 1.

Cau 2.

Cau 3.

Cau 4.

Pé so 63

(Pé thi chon hoc chon PTHSG l6p 11, THPT chuyén DPHSP Ha N¢i, nam hoc 2015-2016)

Thoi gian lam bai: 180 phut

Ngay thi thit nhat.

2
=3Hu

Cho day s6 () théa man :1, u, =2 va e w + 6L, vGi moi s6 nguyén duwong " .
Ching minh rdng day s6 da cho c6 gidi han hitu han khi 7= *+°° Hay tim giGi han do.
Cho ba s6 khong am 9, b, € théa mén diéu kién @ +b° +¢* =1 Chting minh réng :

JI- @ +f1- B2 +4J1- & =2+ (6 - 2)(ab +bc +ca)

Cho tam giac ABC khéng can, ndi tiép duong tron 0). Mot duong thing d thay dbi, vudng goc
v6i AO | cat cac canh AB | AC Tan lwgt tai NV, P (N #P) va cat duong thing BC tai S, CN cit

BP tai T va AT cit BC tai M . Puong thing SA cit duong tron ©) tai diém thit hai L.
Puong thing di qua M |, song song v6i 4, cit AB, AC Janluwottai X va Y. Ching ming ring:
a) Duong tron ngoai tiép tam giac SXY ludn di qua mot diém c6 dinh.

b) Puong thing TL ludn di qua mot diém cd dinh.

Trong mot & ctia mot bang hinh chit nhat ké 6 vudng c6 kich thuge 1X2015 ngwyi ta dat mot
dong xu. Cac dong xu nay c6 hai mat: mot mat mau do va mot mdt mau den. Gid st ban dau s6 cac
dong xu c6 mat do ngira [én 1a mot s6 16. Moi lan ta bo di mt dong xu tuy y ma c6 mat do ngtra
1én, dong thoi 1at nguoc lai cac dong xu & cac 6 1an can cia dong xu vira bé di. Chitng minh rang
sau mot sO hitu han lan thyc hién cach bé xu nhw trén, ta 6 thé bé di tat ca cac dong xu trong
bang. (Hai 6 dugc goi la 1an can cta nhau néu ching cé chung mot canh).



Ngay thi thir hai

f:R,— R, 2f(x+y)+ f(xy)=2x+2y +xy Vx,yeR" |
Cau 1. Tim tat cad cac ham s6 théda man vGi .0
R,
day ki hiéu la tap tat ca cac so thuc duong.
. T T . m o dk+1 k|
Cau 2. Kihiéu Iatap tat ca cac so nguyén dwong  ma chi cé wéc nguyén to c6 dang voi la
sO nguyeén.
mes a a’ =-1(mod m)
a) Chitng minh rang v6i moi s6 , ton tai s6 nguyén  sao cho
n mesS
b) Motsd nguyén dwong dugc goi la tot néu: véi moi so , déu ton tai cac s6 nguyén
x Yy (x, m)=(y, m) =1 x"+65y" +1=0 (mod m)
duong , thoa man va . Hay xac dinh s6 nguyén
dwong bé nhat ma khong phai la t6t.
A .. ABC e BC CA AB
Cau 3. Cho tam giac khong can, cé duwong tron ndi tiép tam  tiép xuc vdi ba canh , ,

D E F . D AD . IB IC M
theo thttwtai , , .Puongthangqua  vudng goc voi theo th ty cat tai

N FM EN | K
, s catnhautai .CMR:

AAFM =AAEN

kia :?DA.

a)

b)

2015 R S A s e
Cau4. Trén bang ta ghi s0 nguyén duvong dau tién. Ta thyc hién thao tac x6a va ghi s6 nhu sau:
X Y Xmy=2 o x- Ly
Moi budc x6a hais6 ,  trén bang ma dong thoi ghi thém hai s , . Hdi ta co
thé thue hién duwoc téi da bao nhiéu buwdc nhu trén.



PE SO 64
(Pé thi HSG lép 11,trai hé Hung Vwong,Jan 11,nam hoc 2015-2016)
Thoi gian lam bai: 180 phut
Ngay thi 01/08/2015

Cau 1. (4 diém)

n+l

9n +10
ul :E u.'H-I :Ju'? + 3“;2 - gu.‘l + - 1
va v6i moi

,)

Cho day s6 thyc dwgc xac dinh bai:
n=1

a) Chitng minh rang: ) 13 day bi chiin dudi.
b) Chitng minh rang day () 6 gidi han hitu han khi 7~ *%° Hay tim gidi han do.

Cau 2. (4 diém)
Cho tam giac ABC 6 ba géc nhon, AB < AC va ngi tiép dudng tron (O) Cac dudng cao
BE,CF .4t nhau tai H(E€AC,Fe AB}.lefing thing EF cit BC tai G Lay diém T trén ©)
sao cho UrH =90" Pudng tron ngoai tiép tam gidc GTO cat EF tai KK #C) Ching minh
rang:
a) Ba diém GT.A thang hang.

b) Puong thang OK vuong géc véi duwong thing thang AT

Cau 3. (4 diém) Tim tat ca cac da thic P(X) ygi hé so thuc ,thoa man diéu kién:
P(x).P(x +2015) =P(P(x) +2015x) |4 moi s5 thuc X,

Cau 4. (4 diem)
Cho ™ =Lx, =Lx, =1 va S Thaata t X e moi s6 nguyén dwong . Chitng minh rang
v6i bat ki s6 nguyén dwong ™M ,ton tai s6 nguyén dwong K sao cho * chia hét cho ™.

Cau 5. (4 diem)

Tim tit ca cac s6 nguyén duong " sao cho ton tai cic s6 nguyén duong X Y>Z thda man:

11" =ay(x* +1)+(x" +y*)z



PE SO 65
Pe thi chgn dgi tuyén du thi HSG Quéc gia THPT nam hgc 2015-2016 -
Truwong Pai hoc Vinh - Mon Toan
Thoi gian lam bai : 180 phut
Ngay thi thit nhat: 28/09/2015
Bai 1. (5 diém)

2,./x
(x) X, =X, =4,X,,, =X, + " n=23,...
Cho s6 >0 va day "/ xac dinh béi: n

Ching minh rang: X, <2(a+3) vgi 1=L23.....

Bai 2. (5 diém)

Tim tit ca cdc ham [+ (03 +22) = (03 +=)
(D) f(x+y)=f(x)+2y
(i) f(f(x)) =4x,

Duing v6i moi s6 thye duong Y

sao cho céac bat dang thirc

Bai 3. (5 diém)
H,K theo thit t 1a hinh chidu caa X
BC,BA

Cho tam gidc ABC va diém X ndm trong tam gidc d6.Goi
lén cac canh BC,BA g3 AC 1ap lwot 1a diém déi xitng ctia X qua
a) Goi E =BC N XK F =ABNXH Ching minh ring cic diém B C-E-F cing thuge mot
duwong tron

(A'BC)

b) Goi Y 1a giao diém thit hai ctia duong tron v6i duong tron duong kinh BX .Chitng ming

KX _HX
ring KY HY .

Bai 4. (5 diém)
Trong mat 16p hoc c6 n hoc sinh choi tro t6 mautrén mot bang vuéng 1 X 1 6 nhw sau:
- Trong phut dau tién,” hoc sinh to mau " 6 khong cung hang hodc cung cdt;

- Trong moi phit tiép theo,m6i hoc sinh t6 mot 6 ¢6 canh chung véi 6 ma hoc sinh dé t6 & phiit
lién trudc;

- MOoi 6 chi dugc t6 diing mot 1an
Hoi sau n phit bang 6 vudng c6 thé dugc t6 kin hay khongtrong cac trueong hop:
a) n =307

b) n=31?



Ngay thi thit hai:29/09/2015
Bai 5. (7 diém).

a b ¢
a+h+c=——+_—+—

Cho céc s6 thyc duong théda man: b ¢ @, Tim gia trj 16n nhat caa biéu thic:
_a+b+l N b+c+1 N c+a+l
a’+b* +1 b +c’+1 ¢’ +a’+1

a,b,c

Bai 6. (6 diém).
Cho ti¥ gidc ABCD 13 t1¢ giac vira noi tiép vira ngoai tiép duong tron.Goi ! 13 tim dwong tron noi
tiép t gidc.Dwong thing qua [ ,song song véi AB cit ADvaBC tai H va K .Chitng ming ring
d6 dai HK bang mét phan tw chu vi tit giac ABCD |

Bai 7. (7 diém)
Cho P 1a s6 nguyén t6. Chitng ming ring t6n tai mot sé tw nhién " sao cho P c6 chita 2015 chir
sO bang nhau lién tiép.



Peé so 66
(Pé thi HSG lép 11,khu viec Duyén Hai va dong bang bac bglan thit IX nam 2015-2016 )
Thoi gian lam bai: 180 phut
Ngay thi: 23/04/2016
Cau 1: (4 diem)

Tim s6 hang tong quat ctia day (u,) biét:

+2Yu - (n' +4n* +5n+
" :%,uz 673, _2(n+2)u,, [n+34n 51+ 2)u, neN.n =l
n

Cau 2: (4 diem)

B,C

Cho tam giac ABC  nai tiép dudng tron (0).Tiép tuyén cia (O) tai cit nhau tai S . Goi @

la dwong thang chita phan giac trong goc A cuia tam giac ABC c4c duong trung tryc clia cac

AB, AC

doan théng cit d Tanlwottai M va N . Goi P 1a giao diém cia BM va CN.I 13 tam

dwdng tron noi tiép tam giac MNP H 13 trige tim cta tam giac OMN |
a) Chitng minh H.I 45 xitng v6i nhau qua 9 .
b) Chttng minh “>1>5 thing hang.
Cau 3: (4 diem)
Tim 4t ca cac ham s6 [ *R = R sa0 cho fOf(x+y) =f(yf(x))+x° ,VxyER
Cau 4: (4 diem)
Tim tdt cd cac cdp sO nguyén duong (X)) ygi %Y nguyén to6 cung nhau va thda man phuong
winh: 20X = 0 =)' - .
Cau 5: (4 diém)

Cho " 1a s6 nguyén dwong chan 16n hon hodc bing 4 .Ta t6 mau méi s6 trong cAc s6 nguyén
n n

dwong tir 1 dén n sao cho 2 s trong chiing dwoc t6 mau xanh va 2 s6 con lai dugc t6 mau

d6.V&i moi cach t6 nhw vay,ki hiéu [y la s6 cac s6 nguyén duwong bat ki ma no co thé viét dugc
dwdi dang tong hai s6 khac mau

a) Tim tat ca cac gia tri cta fs :

<2n-3 f, =2n-5

b) Khi " 28 chitng minh ring [ .Hay chi ra mot cach t6 mau théa man:






B-PAP AN VA HUONG DAN GIAI CHI TIET
PE SO 32
Cau 1:

1. C6: sin3x =3sinx-4sin’ x =(3- 4sin” x)sinx =(1+ 2cos2x)sinx

Nén phuong trinh < [(1+2c0o2x) cos2x +1]sin* x =0
= (4cos’ 2x +4c0s” 2X +cos2x+1)sin® x =0

= (1+cos2x)(1+4cos’2x)sin” x =0

sinx =0
= = x:ki,kEZ
cos2y =-1 2

X =2cos2u

T
V= u,vel0,—

vOi

(1- cos2u){1+ cos2v) =2
Hé phuong trinh: {cn52u.5in2v+cn52v.5in2u=1

o , 1 sinU.cosv =
sin” L.Ccos'v =—
= 3= =

T
sin2(u +v) =1 uty =" U+v=7

fsin[u +v)-sinfu-v) :\E

-

sin(u- v) :L U- v =

- V2

a
U+v=— u+v=
4

T
o 4
v =0

=

BlEoa|N
=
[

Thoa man

X :EEDSE =0
2

Vay nghiém hé phuong trinh la: y =2cosD =2 .

Cau 2.

u n+2 n+3
v, =—===a+b,|[—+c|——= v, s a+b+c
1. Pit: ' n+1 n+l n+l }

, U =V \;I'n+1
Taco: n n .

khi 1 — +®



lim u (==) =0
Cho nén: Néu a+b+c #0 i «—v 2 (=) _

Ngugc lai: Néu: @ +b+c=0= a=-b- ¢ i khi = *+© a c6:

u, =b(\fn+2- Jn+l)+c(/n+3- yn+1) = b c

+ — 0
Jn+2 +n+1 Jn+3+Jn+1

2, Goi ' =@ =billy =C 13 1 5 theo thit tw 18p thanh mot cap s6 nhan c6 cong boi 4, ©.) ),
cap s0 cong c6 cong sai d ygi 1 =&V =b,v, =
(u, =v, =a U, =v, =a
u, =v, =h ag =a +2d (1}
F—.
u, =v, =c aqg’ =a+8d (2)
U +u, +u, =26 + =
Khidétaco * ' * 3a+10d =26 (3)
q =1l= a=h=c :E
Dé thay 3
2d
a=——
g-1
1q* - 4q+3=0
q =3
(ad #0) 3a+10d =26  |a=d =2 e a =2,b=6,c =18
Ney 971 Y4 thi hé trén tré thanh = a=d=zse a=250=bc=lo.
Cau 3:
1. pat b =27 +1,
—nl —
v6i =0 i & =2 *1=3 0 hét cho 3' ma khong chia hét cho 3.

a3 . . _ i+l
Gia st A =2 +1 chia hét cho 3" ma khong chia hét cho 3 (A" =B.3 ; v6i B nguyén,
khéng chia hét cho 3). Ta cé:

AL =E" 41 —(2* +1)[ () -2" +1j|

A, =A (A?-327)=B3" [(B.T*'Y -3.27

_ k2 [51.32“' ) B_za*



Cau 4:

D& thay B*-3""" chia hét cho 3 ma B-2" khéng chia hét cho 3 (vi B khong chia hét cho 3) nén
g Ll
B*.3"" - 2" Lhong chia hét cho 3.

Suy ra A chia hét cho 3" , nhung khong chia hét cho 37

2. Ta co: |ﬂ| =9 ZSQD@.
Goi A 1a bién ¢6 can tim xac sudt, ta co:

3
S6 cach chon 3 chit s6 phan biét @.b,¢ 4 9 chir 56 thap phan khac 0 1a G, . Chon hai chit s6 con

lai tir 3 chit s6 d6, c6 hai tredng hop roi nhau sau day:

Truémg hgp 1: Ca 2 chit s6 con lai ciing bang 1 trong 3 chits6 @€ ¢6 3 cach; mbi hoan vi tir

5! hodn vi ctia O chit s6 (chiang han) 4% @ b,c tao ra tr mot so tw nhién ; nhung ¢ 3! hoén vi

ctia cac vi tri ma &% 9 chigm ché thi chi tao ra cling mét s6 ", nén trong trwdng hop 1 nay cb ca
5!
3.2-=60
thay 3! s6 tw nhién.

Truéng hop 2: 1 trong 2 chit 6 con lai béng 1 trong 3 chiv s6 @5 € va chit s6 kia bang 1 chit 6

khéc trong ba chit s& d6: c6 3 cach; méi hoan vi tir ©* hoan vi ctia ° chit s6 (ching han)

a,a,b,b,c a,a

tao ra mot so6 ty nhién ; nhung c& 2! hoén vi ctia c4c vi tri ma chiém ché va 2!

b,b

hoan vi cda cac vi tri ma chiém cho thi chi tao ra cing mot s6 ty nhién 7, nén trong truong

5!
3.—— =90
hop 2 c6 cathay 2!2! s6 ty nhién.

~ |Q.]=(60+90)C; =150.7.4.3 =12600
Vay "™ .

Q
P(A) [ :% =0,213382106
Két luan | |
1.
a) Trong mp (ABCD), qua M v& dwong thing song song v6i AC cat BD, BC Jan luot tai E,N
Trong mit phing (BDD'B) qua E v& dwong thang song song v&i D0(0=ACNBD) cit BD’

tai F .



Trong mdt phang (ABCD)

tai R’Q.

qua F vé& dudng thing song song véi AC cat AD", D'C” [an luot

Trong mat phang (AADD), qua R vé& duong thing song song véi AD" 3t AA" ai S .

(ccD'D)

Trong mdt phang , qua Q s dwong thing song song véi CD " cat CC tai P.

Vay thiét dién 1a luc gidc MNPQRS

b) Do cac mat doi dién cda hinh hdp song song nén cac canh doi ctia hinh luc giac thiét dién

MNPQRS song song va 3 cap canh dé lan lugt song song vGi cac canh tam giac ACD’

Suy ra cac tam giac JKI ,ACD ', RQI , JMS , NKP dong dang

=]

MI _MA _NC _NK _PC _PK _QD' _QI
MN MB NB PQ PC PQ QC QP = MJ=NK .3 PK=QI

Suy ra cac tam giac RQI , JMS, NKP bang nhau (goi dién tich ctia chung la 5 va goi dién tich

céc tam gidc 7KLACD 1an gt 13 2 va S).

AM —k
biat AB , ta c6 didu kien 0 <k <1 v3 cé:

S (M) fAm )
S TAC] | DC

2 [Mz
I | AB |

=k*= S =kS



2 2 2
S (IR [ MMM MKy s, ko)
S [AC) AC AC AC )
2
s, :25[-!«2 +k+£‘ —25|2- [k— l\ <35

- 2| 4 2

Dién tich thiét dién: (dau bang xay ra

= [k :l = M
S ] 2 AB.
16n nhat la trung diém cta
I =AM nB'D" 0O=ACnNBD.
2. Goi va
S
S,0,1 (SAC) (SBD)= 5,0,1

Ta co: la cac diém chung cta hai mat phang va thang hang.

I SAC
Va latrong tam cua tam giac

SI 2
= — =,

S0 3

ppyBT DN/IDI(P,N€SO) _ op —ON
Ve va

_SD _SB

X=——,y =—;
SD’ Y 5B
bat



Cau 5:

Caul:

= X+y ZS—BP+S—DP :E+E :@ :2323 - E[l 2][*
SB° SD SI SI  SI 2 X, y&€|L2|(*)

1 1 3 2

—+—=—=3

x y xy lx+y| 3
Suy ra:

(*): 1=x =2 e x*-3x+2 =0 x(3- x) =2 ay =2.
T
3 3 x+y

e P

xy 2 xy

3 1.1
s—e —+—=
2 x vy

d | L

Tap xéc dinh cia ham s 7 = () =5 (rfsinx) ) = (d6i xiing qua 0).

wxeR, f(-x)=f(x). f
Vay, chan( khong lé vi né khong dong nhat bang 0)

vxeR, f(x+271)=f (x). f
Vay, tuan hoan.
t :_,1'1'|5i[] x‘ [0,;[] min f =minsint =0, max f =minsint =1.
Tap gia tri caa ham so la nen
PE SO 33

cos2x #0 cos 2x =0

sinx #0 <« {sinx #0 (cos 2x 0
—

a1 A cotx #-1 cos x +sin x #0 sinx =0
biéu kién:

Khi d6é phwong trinh da cho trg thanh

3sin2x- 3 gin x- cosx
- 2— +2cos2x =0
cos2xy sinx 4+ cos x

Jsin2x- 3 Cos x-sinx

= - - +— +2cos2x =0
(cos x- sin x)(cos x +sinx)  sinx+ cosx

3sin2x- 34 2 (cosx- sinx) +2cos? x =0

e 3sin2x- 3+2(1- sin2x)+ 2(1- sin® 2x) =0



= -2sin’ 2x+sin2x+1 =0 < sin2x =1;s5in 2x =- %

sin2x =1= cos2x =0

+) khong théa man diéu kién.
1
sin2x =- E
+) (théa man diéu kién)
2x =—L v kor X =" skt
= 3 = 25 (k)
2X =7~ %+R2H x:;ﬂm

Cau 2: 1.a) Tu khai trién trén lan lugt cho * =~ Lx=lL dugc
:2[]1120”

Q=4 +0a, = .+, =1

ﬂl’.l +'ﬂ| +ﬂ2 +... +a4l'.lil.ZIIl'.l

2
Cong tirng vé hai dang thirc trén va chia ca hai vé cho  ta dugc

20117 +1
A :au +ﬂz +ﬂ:1 +"'+ﬂdu:u||u :T

x #1 .
b) Xét tw khai trién trén ta co:

a1l
(1- 2™ )™ == x)™" (g, +ax +a,x +.o b @y, 00,

K2ou -C! =-2011.

2011
HEé so cua trong vé trai bang

2011
X

HEé so cua trong vé phai bang

a 1 2 3 2010 2011
CJ.IIIazl'.III - Czl'.lllaa’.lll'.l +Czuuﬂzmq - C|.3'.Ill'ﬂ..2l'.l'.lﬁ +"'+CEI'.IIIﬂI - C..Zl'.lllﬂl'.l'

Twr do ta c6 dang thirc

0 1 2 3 2010 01,
Cz:lllazun - szlﬂzulu +Czuuﬂzmq - Czuuﬂzma +"'+sz|ﬂ| - Cz.-llau =- 2011



Cau 3:

n(A).

2. +) Trudc hét ta tinh Vi so t nhién c6 chin chit s6 d6i mot khac nhau thi chit s6 dau tién
9 A n(A) =9A".
c6 cach chon va co cho 8 vi tri con lai. Vay
_|
B=/0,1,2,...9 B 453
+) Gia s ta thay tong cac phan tit cia  bang nén so c6 chin chit s6 doi
3 9
mot khac nhau va chia hét cho sé duwgc tao thanh tit  chit s6 cta cac tap
B\|0|;B\|3[;B\|6];B\| 9| A’ +38.A%
nén so cac so loai nay la
A +384 11
9.A0 27"

Vay x4c sudt can tim la

1. T cong thitc truy hoi cua day ta chon

T P P L1 [
o) . n’) (n-l)z_ o] (n—l)l_

" (n+1)5n 1) (n- 2)n 42 312011_n+1 2011,

' n ‘(-1 2n
Do dé

. 2011

limuy, =——.

' 2

Tw do

x-JEx 1+33x-2- 2 _ w’zx “1+3Bx-2-1

x—l x - ]_ . .}[' = 1
2. Tacod
[ x2x-1-1 Px-2-1
:llrrll 2.1 * xi-1
K— x - -

2x'-x"-1

3x-3
(¢ - Df2x-141) (- 1)[;/(3;{- 2) +fx-2+1

=lim

K=

. 2x '+ x+1
=lim

a1 (x+1)(xJ2x 1+1) (x+1)

-,f(Bx Y +1,-‘3x 2+1
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WORD HOA HQC SINH GIOI 11 TRANG 202 - 206

Cau 4.1.
A B
1\ I //
\ /
N d
f 1 z
D \ N C .7
\ 1 \I //
\\ |G)\ s
WM [ 7
W L z
W 1 \ 4
W /! v
\ \\ / A
LN B
AV 1 !
N R
A!\[/ (A '
Y- T B
/// \
- \
1 /// \
D C

Céch L. Ta c6 BD LAC ya BD L AA" o BD L (ACC'A)= AC'LBD

Twong tv ta chitng minh duvgc AC L AD Ty d6 suy ra AcC’ L(ABD }.

Goi ! 1a giao diém cia AC va BD Khidé G =AC N AT chinh la giao diém cia AC” va mit
phang . Do GA AC

di qua trong tam G cfia tam giac ABD

G 1a trong tam cua tam giac ABD. Hay AC

Cach 2.

Xét hé truc toa do vudng goc A 92, ta co

A'(0:0:0),D'(a:0;0),B(0:a4;0),A(0;0:a),C'(a:a:0),B(0;a:a), D(a:0:a).

Ta o6 AC =(a:;a;- a),AB =(0;a:a),AD=(a;0;a)
a Co .

Viy AC'AD =aa+0a+(-a)a=0= AC'LAD (1)

AC'AB =a0+aa+(-a)a=0= AC' LAB(2)

Ta cling co6:



Tir @D, g AC'L (A’BD}.

A'BD = G:[E;E;za‘
Goi G 1a trong tam cua tam giac 1333 -
AG = E;E;— E‘ :l[’a;a;— a) :}AC',
133 3] 3 3

Ta co

Vay AGC thang hang. Hay AC’ g qua trong tam G ctatam giac ABD
Cach 3.
Axyz
Xét hé truc tga do vudng goc ,taco
A'(0;0;0),D'(a;0;0),B'(0;a;0),A(0;0;a),C'(a;a;0),B(0;a;a), D(a;0;a).
(ABD) nw+ny+pz=0
Phwong trinh mat phang : .

(A'BD) D(a;0;a);B(0a;a)
Vi di qua nén ta c6 hé phuong trinh

ma+ pa :Dﬁ m=n- p.
na+ pa =0
(ABD):x+y- z=0, s =(1;1;- 1).
Vay Twr day

AC =(a:a- a) =anam. AC" L (ABD).
Do Vay

R R . AC |
Phuong trinh duong thang la:

Goi  latrong tam ctia tam giac

. a a 2a_
Gz[g;ﬂ;za‘ 3_-3_3
133

3] a a -a . GeAC.
Do thoa nén

(Chu y: Cach 2,3 dung cho cdc em hoc sinh dd hoc qua phurong phdp toa do trong khong gian )

AA =mAD =nAB =p= ‘rr‘ :H :|p1 =gmn=np=p.m=0
2. bat va
AM=xAD;DN =yDC



AM =xm+ xn;:D'N =ym+ yp= MN =MA'+ AD +DN =(y- x).m+(1- x).n+y.p
Ta co:
MN (CBD")
Do duwong thang vuong goc vGi mat phang nén ta c6

((}.r’— X}i..m+(1— x}.n+y.p)(m+n) =0 . 14+ y- 2x :Dﬁ X=
((y- x).m+@- x).n+y.p)(m+p)=0 [2y- x=0

—+ P

N.B'C =0
—
mu.m: =0

M.,N
Vay la céc diém sao cho

},rf:

il = o] kD

AM :EA'D; D'N _L DC
3 3

MN =- lm+%n+%p= mn: =2 = py =23,

Do d6 ta co 3 3 3

&

PE SO 34
Cau 1.1. Ta co:
(V3+1)cos? x+ (V3- 1)sinx.cosx +sinx- cosx- +3=0
= 3(cos? x- 1) +/3sinx cosx+ cos® x- Snx cosx+sinx- cosx =0

e -+f34dr? x++/35nxc0sx+ 008 X- SNXcosx+snx- cosx=0
e -+f3snx(sinx- cosx)- cosx(sinx- cosx)+sinx- cosx=0

= (sinx- cosx)(v/3sinx+cosx- 1) =0

H o
X—E-b-k’.?r X=£+ka
snx- cosx =0
= 1 o x+X =" ior o | x=k2r (ke Z).
J3snx+cosx =1 6 6
ax &r X:EH@T
X+E :?-I-JQ'ZT 3

2.
+) Néu X =0 thay vao hé ta c6 hé v6 nghiém.

+) Néu X #0 ta @it ¥ =952 =hx thay vao hé ta dugc



[ (1- 282) =1 ; 4 37
1- 2a° =2a°- 3¢ da” - =1
1) x*(2a°- 3 )=1= =
@ x( ) 11_ %% —a+ab+ b |2az+a— 1+b(a+1)=0

X (a+ab+bh)=1
'{a =-1
(45 - 3p* =1 (457 - 3 =1 b=+1
(=1 (=] = |
(a+D(2a- D+bla+1l) |(a+1)(2a- 1+b) =0 b=1- 2a
|22~ 3a+1=0
{a =1
Nan D= thayvao D khong thoa man.
a=1
(b=1- 2a (b=-1
= 1
1232 -373+1=0 a=—
=79 {a =1
+) Néu | (p=0 thay (P="1ya0 @ khong thoa man,
1
a=—
2
Thay (2= vao ® tac6 X="32 . Do d6 nghiém ciia h 1a:
(xy,2) =[J:E,i,n\, 2.- i,n\
2T N
0<x0=< y,ﬂ <
Cau 2.1. Cdch 1: Nhan xét. Néu 2 thi
snx+sny=2sn"Y cos® ¥ cogn**Y
2 2 2
D4u biing xay ra khi X =Y.
St dung nhan xét trén ta c6
sSnA+ sinB+sinE+sin¥ £2§n$+2§nﬂ
A+B+A+B+4C
<4sin—2 6 _g4qpAtB+C

snA+snB+snC <3an2tB+C



Cau 3.

Cau 4.

D4u bang xay ra khi A=B=C,

0,7],sinx

Cdch 2: Trén doan la mot ham 16m, nén ap dung bat dang thitc Jensen d6i v4i ham

snd+snB+snC . | A+B+C|
=sin| —— ~|.
16m, ta c6 3 \ 3
snA+snB+snC ﬂﬁinw.
Vay 3 Da4u bang xdy ra khi A=B=C,
g=B+C+D A=27- 37 <t<27()
2. bat 3 , ta cé 3 3
27- 3t J3

P =-1dn
Khi d6 theo phan II.1 ta c6 '

‘ +3gnt =- ——cost+ Esint
. 2 2

\ 2
E‘ (sin?t+cos’t) =+/7.

P=|l|- =
-
Khi do '

3 . 5
cost =- \(:;5 nt=——(2)
bang thitc xay ra khi 28 V28 .

mexP =7 & B=C =D =tA=27- 3t (v t xac dinhboi O va D),

+

Vay
(A)

I £ | e A o N aAs A1 2 N e A oan oA g
+) Trudc hét ta tinh . Vi s tu nhién c6 tam chit s6 doi mot khac nhau thi chit s6 dau tién co6

7 — 7
9 cach chon va cé A cho 7 vi tri con lai. Vay n(A) b .

. . B=/012.., Mmoo < QA x s s N an
+) Gia st 0L q ta thay tong cac phan tir cia B béng 45:9 pan s6 c6 tm chit s6 dbi
mot khac nhau va chia hét cho 9 sé dugc tao thanh tir 8 chit s6 do6i mdt khac nhau ctia cac tap

B\[09;B\[18:B\[27:B\[36:B\ 45 | i s1oainay1a A +4TA
A+4TA 1
i R B

Vay xac sudt can tim la 9.A, g.



T EAC :29‘5‘: ,suy ra Hjcl :900, do d6 O 1a trung diém cta G

Y lop =2lc,p =CAB=EC,B= BC,//0P |, BM =MN,0C, =0l = IN//C;8

i, Bac dia :%[ BA&HEB}

Do dé

Bac =%{ Bac + Acs ‘ - Bac =Acs

Vay cung vGi BAC :29‘5‘: ta dugc

Bac =Ace =72°.4BC =3¢’

http://vnteach.com — Website tai liéu danh cho giao vién va hoc sinh Viét Nam



	Cho dãy số thỏa mãn và với mọi nguyên dương. Chứng minh dãy số có giới hạn hữu hạn khi .
	Tìm tất cả các nghiệm thực của hệ phương trình sau đây .
	Cho tam giác nhọn và các đường cao . Các đường tròn đường kính theo thứ tự cắt các tia ở . Gọi là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác . Chứng minh rằng
	1.
	2. đồng quy.
	Cơ sở dữ liệu tạp chí của thư viện Quốc gia có đúng loại sách khác nhau. Thư viện này cho phép thư viện địa phương kết nối để có thể khai thác cơ sở dữ liệu tạp chí của nó. Biết rằng mỗi thư viện địa phương được phép khai thác cơ sở dữ liệu tạp chí của nó. Biết rằng mỗi thư viện địa phương được phép khai thác ít nhất loại tạp chí khác nhau và hai thư viện địa phương bất kì thì chỉ có tối đa loại tạp chí mà cả hai thư viện địa phương đó cùng được phép khai thác. Chứng minh rằng có không quá một loại tạp chí trong cơ sở dữ liệu của thư viện Quốc gia mà cả thư viện địa phương đều không thể khai thác được.
	Cho hàm số thỏa mãn đồng thời các điều kiện sau đây
	1. với mọi và .
	2. với mọi số nguyên dương và với số thực tùy ý thuộc đoạn sao cho .
	Chứng minh rằng với mọi .
	Với mỗi số nguyên dương ta đặt số nguyên dương được gọi là cặp đôi hạnh phúc nếu và cùng chia hết cho .
	1. Cho hai số nguyên lẻ cùng lớn hơn thỏa mãn là một cặp đôi hạnh phúc. Chứng minh rằng nhưng .
	2. Chứng minh rằng tồn tại số nguyên dương để là cặp đôi hạnh phúc và nếu phân tích thì . Ở đây là các số nguyên tố đôi một phân biệt là các số nguyên không âm.
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